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Master 1 mathématique générales Géométrie hyperbolique et actions de groupes

Controle continu — Mars 2026

Tous les documents et objets connectés sont interdits.
La clarté des explications et la qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation.

Je ne vous donne pas un corrigé complétement rédigé, mais plutot un “comment faire”.

EXERCICE. On se place dans le modéle du demi-plan supérieur H du plan hyperbolique.

1. Soit p € H, et soit & € T,H un vecteur tangent en p. Donner I’expression de la norme hyper-
bolique de .
CF cours.

2. Montrer que tout élement de PSL(2,R) est une isométrie infinitésimale de H.
CF cours.

3. On note UTH le fibré unitaire tangent de H, c’est a dire :

UTH = {(p, @) € H x T,H, [|ti]|nyp = 1} -
Montrer que I'on définit une action simplement transitive de PSL(2, R) sur UTH en posant
Vg € PSL(2,R),V(p, @) € UTX, g - (p,u) = (9(p), dg,(t)) .
On rappelle qu’un groupe G agit simplement transitivement sur un ensemble X si

Vee X,VyeY dgeG, g-z=y
Rappel de la méthode :

(a) On commence par montrer que tout couple (p, @) € UTH peut étre envoyé par une iso-
métrie sur (i, ), ol €; est le vecteur tangent en ¢ qui est tangent a la géodésique (0, 00).
Ceci se fait en appliquant tout d’abord une isométroe parabolique n qui envoie p sur ’axe
vertical, puis une isométrie hyperbolique a qui envoie n(p) sur i. Enfin, on applique une
isométrie elliptique k qui fixe i et dont la différentielle envoie le vecteur image de u par la
différentielle de an sur le vecteur é5.

(b) Ceci suffit & prouver la transitivité de laction de PSL(2,R) sur UTH. En effet, si (p1, @)
et (pa, Uiz) sont deux éléments de UTH, le point précédent montre qu’il existe g; et g, qui
envoient (py, ) sur (4,6). 11 suffit alors de considérer g5 ' o g;, qui envoie (pi,;) sur
(p2, 172)-

(c) Reste alors a vérifier I'unicité pour avoir la simple transitivité. Pour cela il suffit de montrer
que le seul élément de PSL(2,R) qui fixe (i,€5) est 'identité. Cecic fait, s'il existait deux
transformation f et g envoyant un couple (p, @) sur (i,é,), alors f o g~! fixerait (i,é5), et
donc serait l'identité.

PROBLEME : DEMI-TOURS ET TRIANGLES.
Notations.

e On se place dans le modéle du disque ID du plan hyperbolique, et on note O son centre. On
note d la distance hyperbolique sur D. On rappelle que le groupe SU(1,1) est donné par

SU(1,1) = { [Z 2] ,a,b e C,lal*— |b)* = 1} (1)

On note 7 la projection de SU(1,1) sur PSU(1,1), et on rappelle que PSU(1,1) est le groupe
des isométries conformes de (D, d).



e On désigne par (p, q) la géodésique compléte passant par p et g, et par [p, ¢] le segment géodé-
sique reliant p et q.

e On appelle demi-tour toute isométrie elliptique d’ordre 2. Si son point fixe est p € D, on dira
demi-tour de centre p.

e On note 7" le vecteur tangent & 'axe Oz en O. Pour tout point m € D, on note 4, € TpD le
vecteur unitaire tangent au centre du disque tel que le segment géodésiqlﬁ_[gm] soit tangent

a Uy, en 0. On note de plus ¢, la distance d(0,m) et 0,, € [0, 27| Pangle (7, ,,).

PARTIE I : DEMI-TOURS
1. Soit 8 € R et soit la matrice

ei9/2 0 :|

r=% ©)

Justifier que I'isométrie ry = 7(Ry) est elliptique, et préciser son action sur I (point fixe et
angle de rotation). A quelle condition la matrice Ry représente-t-elle un demi-tour ?

Si z € D, on vérifie directement que 75(z) = ¢?z. Son seul point fixe dans D est donc 1ori-
gine. Le transformation ry est don elliptique, c’est une rotation d’angle 6 autour de 0. C’est un
demi-tour si et seulement si 6 = 7 [27].

2. On considére pour tout £ € R* la matrice

_ cosh((/2) sinh(¢/2) (3)
£ |sinh(¢/2) cosh(¢/2)

Justifier que l'isométrie hy = w(H,) est hyperbolique, et préciser son action sur DD ( points fixes
attractif/répulsif, axe, longueur de translation).

On vérifie directement que h, a deux point fixes dans 0D, qui sont 1 et —1. C’est donc un
transformation hyperbolique (puisque h, # id), donc Paxe est la géodésique (—1,1). De plus,
un calcul direct montre que hy(0) = tanh(¢/2). Cette quantité est du méme signe que ¢. Il en
résulte que 1 (resp. —1) est attractif si est eulement si £ > 0 (resp. £ < 0). De plus la distance
hyperbolique entre 0 et tanh(¢/2) est |¢| (ceci se vérifie avec la forme du birapport vue en
cours). Par conséquent la mongueur de translation de hy est |£].

3. Soit m € D. Montrer que m = tanh(¢,,/2)e.

Soit m € D, et soit £, la distance de 0 a m. La géodésique (0,m) est le segment de droite
passant par 0 et m. Par conséquent, 'angle 6, est 'angle en 0 entre le segment [—1,1] et le
seglment [0, m] mesuré positivement (dans le sens direct).

Par suite, le point Te_ni(m) est le point situé dans le segment [0, 1], & une distance hyperbolique
£, de 0. On a dont

d’ou
m=Ty, © hgm(O)

En utilisant les forme données aux question 1. et 2., on obtient alors m = tanh(,,/2)e?m.

4. Pour tout m € D, justifier qu’il existe un unique élément h,, € PSU(1,1) qui vérifie les
conditions suivantes :

(a) h,, est hyperbolique et son axe passe par O.
(b) hy,(0) =m.



Donner une matrice H,,, € SU(1, 1) telle que 7(H,,) = hy,.

Existence. L’isométrie h,, = ry, o hy o ’I“;i est conjuguée a hy . Elle est donc hyperbolique.
Ses point fixes sont les deux points £e?, images de &1 par ry_, donc son axe passe par 0. De
plus

m m

ro,, © hy,, 015" (0) =m,

d’aprés la question précédente, et car ry,, fixe 0.

Unicité. S’il existait deux telles isométries, disons hy et hs, elles devraient toutes deux avoir
+e pour points fixes, puisque leurs axes seraient (Om). De plus, la condition h;(0) = m
impiquerait hi o hy'(m) = m. Ceci ferait que hy o h; ' aurait trois points fixes dans le disque
fermé, et serait donc l'identité, donc hy; = hs.

Pour obtenir une matrice pour cette isométrie, il suffit d’écrire la conjugaison :

H,, = Ry, Hy, Ry .
D’ou :

cosh(,,) sinh(£,,)e"m

Hom = sinh(f,,)e=®m  cosh(£,,)

. En déduire une matrice D,,, € SU(1, 1), exprimée en fonction de ¢, et 6, telle que 7(D,,) soit
le demi-tour de centre m.

D’aprés la premiére question, le demi-tour qui fixe 0 admet pour matrice

(Bien sir — Dy convient également)
Pour obtenir le demi-tour de centre m, il suffit de conjuguer D, par H,,. On obtient :

D,, = H,DyH " (4)
B —icosh(?,,) ie'n sinh(/,,)
—ie~®%m sinh(¢,,)  icosh({,) |’

(aprés avoir utilisé les identités cosh(2z) = cosh?(z) +sinh?(z) et 2sinh(x) cosh(z) = sinh(2z)).

. Soit m; et my deux points distincts de ID. On note D; le demi-tour de centre m;, f l'isométrie
Dy o Dy et ¢ la distance d(mq, my). Montrer que Dy o Dy est hyperbolique, que son axe est la
géodésique (myma). Quel est sa longueur de translation ? Soit A une matrice de SU(1,1) telle
que 7m(A) = f. Montrer que |tr(A)| = 2 cosh().

Premiére remarque. Soit D,, un demi-tour de centre m, et soit v une géodésique passant par
m, et dont les points extrémaux sont a et b, deux points (distincts) de 9D. Alors D,,, préserve
la géodésique v, et échange a et b. Pour le vérifier, il suffit de se ramener au cas particulier ou
m =0, et a = —1, b =1 par conjugaison.

Alors, si Dy et Dy sont tels que dans 1’énoncé, soit 7y la géodésique (mimy), et soient a et b ses
points extrémaux. Pour fixer les notations, on suppose que a est du coté de mq et b du coté
de my. Puisque D, et Dy échangent tous deux a et b, la composée Dy o Dy les fixe tous les



deux. De plus Dy o Dy # id puisque my # mso. Par conséquent Dy o Dy est hyperbolique, ses
points fixes sont a et b, et son axe est 7. Le longueur de translation de D, o Dy est égale a la
distance d(mq, f(m1)), puisque m; est sur 'axe de f. Or f(my) = Dy o Dy(my) = Da(ml) est
le symétrique de m; par rapport a my : les trois points my, my f(mq) sont alignés dans cet
ordre le long de la géodésique . On a donc :

d(ml, f(ml)) = d(ml, mg) + d(mQ, f(ml)) = 2d(m1,m2) = 2/.

Ainsi, 'isométrie hyperbolique Dy o D; est de longueur de translation 2¢. Elle est donc conju-
guée a l'isométrie hoy (cf question 2), et la matrice A représentant f est conjuguée & +Hy,. On
a donc [tr(A)| = 2 cosh(?).

PARTIE IT : TRIANGLES.

Soient trois points p1, ps et ps deux a deux distincts de D, non-alignés (c’est a dire non contenus
dans une géodésique de D). On note T le triangle hyperbolique pypsps. On note ¢; € R la longueur
du coté géodésique [p;11, piral, 0; 'angle intérieur de 7' mesurée en p; dans le sens positif.

1. Montrer qu’il existe une isométrie de D, notée g, telle que

9(ps) = 0, g(p1) = tanh(£2/2), g(p2) = tanh((1/2)e™. (5)

Puisque le groupe PSU(1,1) agit transitivement sur D, il existe g; € PSU(1,1) tel que g1(ps3) =
0. Le point g;(p1) est alors de la forme g;(p1) = tanh(¢y/2)e', avec o € R* d’apres la question
3. En posant ¢y(2) = e7*(2), puis g = g5 o g1, on obtient que :

g(ps) = 0 et g(p1) = tanh(fy/2).

Vue la définition de 05, on a alors g(py) = tanh(¢;/2)e®s.

On suppose a partir de maintenant que le triangle 7" a ses trois sommets donnés par (5), c’est
a dire que

ps =0, p1 = tanh(f/2), p; = tanh(fy/2)e™. (6)
On note I le demi-tour de centre py.
On est donc dans la situation de la figure 1 ci-dessous.

2. Justifier qu’il existe trois éléments hyperboliques f; fa et fs3 tels que I'axe de f; soit la géodé-
sique (p;j+1pj12) (indices pris modulo 3), qui vérifient f; o fo o fi = id. Indication : chercher a
exprimer les f; en fonction des demi-tours Iy.

En posant f3 = I, oIy, fo = I, o I3, f; = I3 0 I3, on obtient directement f3 o fso f; = id en
utilisant que les [ sont des involutions.

3. Soit A3 € SU(1, 1) une matrice telle que m(As) = f5. Calculer |tr(As)| de deux maniéres, et en
déduire la premiére loi des cosinus :

cosh(¢) cosh(¢y) — cosh(¥3)
sinh(¢) sinh(¢z) ' (7)

Tout d’abord, d’aprés la question 1.6, on a |tr(As)| = 2 cosh(d(p1, p3)) = 2 cosh({3). Par ailleurs,
d’aprés la question précédente, on a

cos(f3) =

AzAs Ay = £y,

et donc
As = +(A24))71,



FIGURE 1 — Le triangle T aprés normalisation.

et,

[tr(As)| = [tr((A241) 7).
Or, pour toute matrice M dans SU(1,1) il existe « et § dans C tels que

Ceci implique en particulier que M et M ~! ont la méme trace. D’ou finalement
[tr(As)| = [tr((A241))] = [tr(D1Dy)],
ou Dy, est une matrice représentant I,. Or, d’apreés la question 1.5, on peut prendre :

D — —icosh(fy) isinh(fs)
'™ | —isinh(fy) icosh(ly)

Do | cosh(f;) e sinh(4;)
>~ | —ie ™ sinh(¢,)  icosh(f)

On obtient alors par un calcul direct que
tr(D1Dy) = —2 cosh(¢y) cosh(fs) 4 2 cos(f3) sinh(¢;) sinh(¢s).

De plus comme cosh(z) > sinh(z) et cos(x) < 1 pour tout x, la quantité ci-dessus est négative.
En passant aux valeurs absolues, on obtient donc et en égalant avec 2 cosh(¢3) > 0, on obtient
donc

cosh(l3) = cosh(¢;) cosh(l3) — cos(f3) sinh(¢;) sinh(4s),

qui donne le résultat demandé.

Remarque : on pouvait calculer directement la trace de A A; sans repasser par les demi-tours,
en utilisant les matrices obtenues dans la question 1.4.



4. En s’inspirant des questions 1, 2 et 3 ci-dessus, proposer une méthode basée sur un calcul de
traces pour démontrer la seconde loi des cosinus :

cos(61) cos(f2) + cos(fs)
sin(#y) sin(6s)

cosh({3) = (8)

On ne demande pas forcément de faire l’ensemble des calculs menant a la démonstration de
(8), mais seulement d’expliquer en quelques phrases le principe de la méthode proposée.

L’identité proposée s’obtient en considérant les trois élément ellitiques
E3 =o03001, By = 01003, By = 03009,

ol oy, représente la réflection par rapport a la géodésique (pry1, Ppi2)- ok est donc une rotation
d’angle +26,., qui fixe p,. De méme que précédemment, on a E3 o0 Ey o Fy = id. En notant M,
une matrice de SU(1,1) qui représente Ej, on peut utiliser cette identité pour calculer la valeur
absolue de la trace de M3 de deux maniéres :

(a) D’une part elle vaut 2 cos(f3) d’aprés la question I.1.
b) D’autre part, il faut exprimer F; et Es a 'aide de conjugaisons pour obtenir des matrices
8
les représentants.

Je vous laisse finir, pour la joie de trouver tout seul!



