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Controle continu n° 1

Tous les anneaux considérés sont commutatifs. Si A est un anneau, la notation A* désigne I’ensemble
des éléments inversibles de A, et pour tout a € A, la notation (a) désigne I'idéal de A engendré par a.

Exercice.

Soient k un corps de caractéristique 0 et n un entier naturel non nul.
1. Dans k[X], montrer que X — 1 divise X" — 1 mais que (X — 1)? ne divise pas X" — 1.
2. Montrer que le polynéome X™ + Y™ — 1 est irréductible dans k[X, Y.

Correction :

1. 1 est racine de X™ — 1 donc X — 1 divise X" — 1. Si (X — 1)? divisait X" — 1, alors X — 1
diviserait le polynéme dérivé nX" 1, ce qui n'est pas le cas.

2. Le polynome X —1 est de degré 1, donc irréductible dans k[X]. On peut alors appliquer le critére
d’Eisenstein a Y" + X" — 1 dans k[X][Y] avec X — 1.

Probléme : un anneau principal non euclidien.

1+4v19  _  1—-1v19
—ecta=———.

Dans toute la suite, on pose a = 5 5

I. Un critére d’euclidianité

1. Soient A, B deux anneaux non nuls et ¢ : A — B un morphisme d’anneaux.

(a) Montrer que ¢(A*) C B*.

(b) En déduire que si la restriction de ¢ a A* U {0} est surjective, alors B est un corps.
2. Soit A un anneau euclidien non nul.

(a) Montrer que z € A est non inversible si et seulement si 'anneau quotient A/(z) est non
nul.

(b) Montrer qu'il existe un élément non inversible x € A tel que la restriction de la projection
canonique m : A — A/(z) & A* U {0} est surjective (si A n’est pas un corps, on pourra
utiliser en la justifiant I’existence d’un élement non nul, non inversible de stathme minimal).

(c) Soit z € A un élément comme ci-dessus. Montrer que 'idéal (z) est maximal.
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Correction :

1. (a) ¢(1a) = 1p par définition. Si a € A*, alors il existe b € A tel que ab = 14, et donc
d(a)p(b) = ¢(ab) = ¢(1a) = 1p. En particulier ¢p(a) est inversible dans B d’inverse ¢(b).

(b) Clair puisqu’alors B\ {0} = ¢(A*) C B*. Tout élément non nul de B est donc inversible.

2. (a) Six est inversible alors (xv) = A, donc A/(z) est l'anneau nul.
Réciproquement, si A/(x) est 'anneau nul alors () = A, donc 1 € (x), donc il existey € A
tel que 1 = xy, et x est bien inversible.

(b) Si A est un corps, on peut prendre x =0 : alors A/(x) = A et 7 est lidentité, et comme A
est un corps on a A* U{0} = A, donc la restriction de w est évidemment surjective.

Si A n’est pas un corps : comme A est euclidien, il existe une application v : A\ {0} — N,
tel que pour tout (a,b) € A? avec b # 0, il existe (q,7) € A% tel que a =bg+r et r =0 ou
v(r) < v(b).
A n’étant pas un corps, lensemble {v(a) | a € A\ (A* U{0})} est une partie non vide
de N, et admet donc un plus petit élément. On prend alors © € A\ (A* U {0}) tel que
v(z) = min {v(a) | A\ (A% U{0})}.
Soit z un élément de A/(x); par définition, il existe a € A tel que z = m(a) avec T
la projection A — A/(x). On écrit la division euclidienne : a = qr +r avec r = 0 ou
v(r) <v(z). On a forcément r € A* U{0}, sinon on aurait v(r) > v(x) par définition de
x. Orz=m(a) =n(qx+r) = n(r), donc tout élément de A/(x) a bien un antécédent dans
A* U A{0}.

(c) Si x non inversible est tel que la restriction du morphisme d’anneau ™ : A — A/(z) a
A* U {0} est surjective, alors A/(z) est non nul car x non inversible, et c’est un corps
d’aprés donc lidéal (x) est mazimal.

1+4v19

II. L’anneau Z 5

3. Montrer que ’'anneau Z[a] est isomorphe & Z[X]/(X? — X +5), puis que Z[a] = {a+ba | (a,b) €
72}.
4. Pour tout z = a + ba € Z[a], on pose Z = a + ba et N(z) = a® + ab + 5b°.
(a) Pour tout z € Z[a], montrer que z appartient & Z[a] et que N(z) = zZ.

(b) En utilisant des propriétés de N que 'on justifiera, déterminer I’ensemble Z[a]* des inver-
sibles de Z[a].

5. Montrer que Frac(Z[a]) = {u +va | (u,v) € Q}.

Correction :

3. On considére le morphisme d’anneauz ¢ : Z[X] — C qui a P associe P(«). Son image est
clairement Z[a], et on vérifie aisément que X2 — X +5 appartient a son noyau (car a® = a+5),
i.e. (X? — X +5) Cker.

Maintenant si P € ker), alors on écrit la division euclidienne dans Z[X| par le polynome
X2 — X +5 (possible car il est unitaire) : P = (X% — X + 5)Q + R avec deg R < 2, donc
R = a + bX avec a,b € Z. En évaluant en «, il vient R(a) = 0; si R est non nul on en
déduit que « = —a/b donc est dans Q, contradiction. Par suite R = 0, donc P appartient a
(X2 — X +5), et finalement ker ) = (X2 — X +5). On en conclut que Z[a] ~ Z[X]/(X? — X +5)

par le théoréme d’isomorphisme.
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Ensuite, si z € Z[a], alors z = P(«a) pour un certain P € Z[X]. Division euclidienne : il existe
Q,R € Z[X] tels que P = (X? — X +5)Q + R et deg R < 2, donc R de la forme a + bX ou
a,b € Z. Par suite z = P(a) = R(a)) = a + ba.

4. (a) On obtient facilement ac =5 et & =1 — «, donc si z est dans Z[a] alors Z est aussi dans
Z[a]. Un caleul simple donne ensuite (a + ba)(a + ba) = a® + ab + 5b%.

(b) z v Z est la restriction & Z[a] de la conjugaison compleve, donc on a 22/ = Z.2 pour
tout (z,2') € Za)?. On en déduit que N(z2') = 22'22 = 22'Z2 = 222'2 = N(2)N (%),
i.e. Uapplication N : Zla] — Z est multiplicative. Par ailleurs N(z) > 0 pour tout z € Z[«]
(restriction du carré du module complexe), donc N est en fait une application multiplicative
Zla] — N.

On peut aussi obtenir la positivité de N en observant que a® + ab + 5b% = (a + %)2 + %bQ.

Mainteant si z = a + ba € Z[a]*, alors il existe 2’ tel que zz' = 1, done N(2)N(z') =
N(zz') = N(1) = 1. Comme N est a valeurs dans N, on en déduit que nécessairement
N(z) = 1, donc a® + ab + 5b*> = 1, donc (a + b/2)% + 19v?/4 = 1. Mais si b # 0 alors
19v%/4 > 1, impossible; donc b = 0 et a®> = 1, i.e. z = £1. Par ailleurs 1 et —1 sont
évidemment inversibles, donc Z[a]* = {1, —1}.

5. Par double inclusion. Si u = a/b et v = c/d sont deuzx éléments de Q, alors u + va = ‘Z‘fli%coi" €
Frac(Z]a]). Réciproquement, si z,z' sont deux éléments de Z[a] avec z # 0, alors %l = ZZI—EE

Or 2'z est un élément de Z[a|, qu’on peut donc écrire comme a + ba avec a,b € 7, et donc
Zl

b
z % + Wa'
ITI. Non-euclidianité

6. Montrer que le polynéme X2 — X + 5 est irréductible dans Z/2Z[X] et dans Z/37Z[X]

7. A Tlaide de la question précédente, montrer qu’il n’existe pas de morphisme d’anneaux de Z[a]
dans Z/2Z ni de Z[a] dans Z/3Z.

8. En déduire que Z[a] n’est pas euclidien.

Correction :

6. On vérifie que X2+ X +1 (= X2~ X +5mod 2) n’a pas de racines dans Z./27, et que X*— X —1
(= X? — X +5mod 3) n’a pas de racines dans Z/37.

7. Par labsurde, on suppose qu’il existe ¢ : Zla| — Z/27. Comme ¢ envoie 1 sur (la classe de)
1, la restriction de ¢ o Z C Z[a] est forcément la réduction modulo 2, ¢’est-a-dire la projection
canonique 7 — 7./27..

Par conséquent 0 = ¢(0) = ¢(a? — a+5) = ¢(a)? + ¢(a) + 1, autrement dit ¢(a) est une racine
dans 7.)27 de X? + X + 1, en contradiction avec la question précédente.

L’argument est exactement le méme pour Z/3Z.

8. Par l'absurde, supposons Z|a] euclidien. Alors d’aprés 1. il existe v € Z[a] \ Z[a]* tel que la
restriction a Z[a]* U{0} de 7 : Z[a] — Z[a]/(x) est surjective. Or d’aprés[j), on a Z[a]* U{0} =
{=1,0,1}, donc Z[a]/(z) a au plus trois éléments; comme Z[a]/(x) est non nul il est isomorphe
soit a Z/2Z, soit a Z/3Z. 1l existe donc un morphisme d’anneauz de Z|o| dans Z/2Z ou Z/3Z,
ce qui est impossible d’aprés la question précédente.
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IV. Pseudo-division euclidienne

On étend la définition de N a Frac(Z[a]) en posant, pour tout u,v € Q, N(u+va) = (u+va)(utva) =
u? + uv + 5v2.

9.

Soient 21,29 € Z[a] avec z9 # 0, et u,v € Q tels que z1/22 = u + va (cf. question . On note
|u] et |v] les entiers les plus proches de u et v.
Montrer que si |[v — |v]| < 1/3 alors N(z1/2z2 — (|u] + |[v]a)) < 1.

10. Prouver que si |v — [v]| > 1/3, alors N(2z1/2z2 — (|2u] + [2v]«)) < 1.
11. En déduire que pour tout (z1,22) € Z[a]? tel que 23 # 0, il existe un couple (g,7) € Z[a]? tel
que :
— N(r) < N(z2),
— 21 =qza+71ouz =qz+r.
Correction :
9. Comme |u— |u]| <1/2 et |v—|v]| <1/3, on a

N (21/22 = ([u] + [v]a)) = N ((u = [u]) + (v = [v])a)

= (u—[u])® + (u— [u])(v — [v]) + 5(v = [v])?

<i+i+5i—§<1
— 922 23 32 36

10. On noten = |v] la partie entiére de v. Si |v—|v]| > 1/3, cela signifie que n+1/3 <v < n+2/3.

11.

En multipliant par 2 on a 2n+2/3 < 2v < 2n+4/3, soit —1/3 < 2v—(2n+1) < 1/3. Autrement
dit, |2v] = 2n+ 1 et [2v — [2v]| < 1/3. On peut alors raisonner comme en[4 en remplagant
21/72, u et v par 2z1/za, 2u et 2v.

On pose z1/z2 = u + va, puis on raisonne par cas :

— SiJv— |v]| <1/3, on pose ¢ = |u] + |v]a € Z[a], de sorte que N(z1/z2 —q) < 1. On pose
aussi v = z1 — qzo € Zla]. On a alors évidemment z1 = qzo + 1, et N(r) = N(21 — qz2) =
N(z1/z2 — ¢)N(z2) < N(z2).

— Silv—|v]| > 1/3, on pose ¢ = |2u] + [2v]« € Z[a], de sorte que N(2z1/z2 —q) < 1. On pose
aussi r = 2z1 — qzg € Zla). On a alors évidemment 2z1 = qzo + 71, et N(r) = N(221 — qz2) =
N(2z1/2z2 — q)N(22) < N(z2).

Remarquons qu’on a utilisé ici implicitement que :

e N est encore multiplicative sur Frac(Z|a]), ce qui se montre comme en ;

o N(29) #0 sizy #0, ce qui peut se montrer a partir de l'expression N(a + ba) = (a +b/2)? +
1962 /4, ou en passant par le module compleze.

V. Principalité

12. Démontrer que 'anneau quotient Z[a]/(2) est isomorphe & (Z/2Z)[X]/(X% + X + 1).

En déduire que 'idéal (2) C Z[o] est maximal.

13. Soit I un idéal non nul de Z[a] et w € I\ {0} tel que N(w) =min{N(z) | z € I\ {0}}.

Soit x un élément quelconque de I. On note ¢, € Z[a] deux éléments comme en question ,
c’est-a-dire tels que x = quw + r ou 2z = qw +r, et N(r) < N(w).

(a) On suppose dans un premier temps que 2z = qw + r. Montrer que r = 0, puis que 2|q ou
2|w.
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(b) Si 21 gq, alors 2|w, et il existe donc w’ € Z[a] tel que 2w’ = w.
i. Montrer que dans ce cas (2, ¢) = Z[a], puis qu’il existe A, u € Z[a] tels que 2A + ug = 1.
ii. Montrer que A\w + px = w’, puis que w’ € I.
iii. Comparer N(w’) et N(w). Que peut-on en conclure ?
(c) Si 2|g, montrer que x € (w).
(d) On suppose maintenant que z = qw + r. Montrer que z € (w).

14. Montrer que Z[a] est principal.

Correction :

12. On utilise la question[3 :

Z[o]/(2) = (Z[X]/(X* = X +5))/(2) = Z[X]/(2, X = X +5)
(ZIX]/(2))/(X? = X +5) =~ (Z/2Z)[X]/(X> + X +1).

1

Comme X2 + X + 1 est irréductible dans (Z/27)[X], le quotient est un corps, donc l'idéal (2)
est mazimal.

13. (a) r =2x—qw € I, donc sir est non nul on a N(w) < N(r) par définition de w, contradiction.
Donc 2z = quw, ce qui implique qu € (2). Or lidéal (2) est mazximal, donc premier, donc
q€(2) ouw € (2), i.e. 2|q ou 2|w.

(b) . q ¢ (2) donc lidéal (2,q) contient strictement l'idéal (2). Or (2) est mazimal, donc
(2,q) = Z[a]. En particulier 1 € (2,q), d’ou lexistence de X et p.

it. En multipliant par w', on a 20w’ + pquw’ = w'. Or 2w’ = w, et comme 22 = quw = 2qu’,
on ax = quw (par intégrité), d’ot I'égalité Aw + px = w'. Et puisque w et x sont dans
lidéal T on a bien w' € I.

iii. N(w) = N(2w') = N(2)N(w') = 4N(w'). Or w # 0, donc w' # 0, donc N(w) et
N(w') sont des entiers strictement positifs et par suite N(w) > N(w'), ce qui est en
contradiction avec la définition de w et le fait que w' € I\ {0}.

On en conclut donc que Uhypothése 21 q était fausse, i.e. 2|q.

(¢c) Comme 2x = qu, si q=2q" alors x = ¢'w € (w).
(d) r=x—quw € I, donc sir est non nul on a N(w) < N(r) par définition de w, contradiction.
Donc x = quw, ce qui implique z € (w).
14. On a montré a la question précédente que pour tout idéal I non nul de Z[a], on avait I C (w) ou
w € I\ {0} est tel que N(w) =min{N(z) | z € I\ {0}}. L’inclusion réciproque étant évidente,
on a I = (w), autrement tout idéal non nul de Z[a] est principal, donc Z]a] est principal.



