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Examen

Exercice 1. Certificat de primalité de Pocklington

S’il est relativement facile de prouver qu’un entier est composé, il est plus difficile de prouver détermini-
stiquement qu’un entier n est premier. L’idée du certificat de Pocklington est d’utiliser une factorisation
partielle de n — 1 pour fournir une preuve de primalité.

Dans tout l'exercice, n désigne un entier strictement supérieur a 2.

1. Soit [];_, p;* la décomposition en facteurs premiers distincts de n — 1 (avec v; > 0 pour tout 7).
Montrer que :

n est premier <= Ja € Z, a" ' =1 [n] et <Vi e1,s], (@™ VP —1)An = 1)
2. Si n est premier, combien existe-t-il d’éléments a (modulo n) vérifiant la proposition ci-dessus ?

On s’intéresse maintenant au cas d’une factorisation partielle de n — 1. Plus exactement, on considere
un entier A = [[;_, p" (avec a; > 0 pour tout 7) tel que A divise n —1 et A > \/n. On se propose de
démonter le critére de Pocklington, a savoir I’équivalence des deux propositions suivantes :

(P1) n est premier

(Py) 1l existe aq,...,a, € Z tels que :

pour tout 1 < i < r, Uentier a; vérifie : )’ * = 1 mod n et (agn_l)/pi —1)An=1

3. Montrer que (P1) = (P»).
4. Par I'absurde, on suppose maintenant que (P) est vraie et que n n’est pas premier.

(a) Justifier qu’il existe un diviseur premier g de n vérifiant ¢ < \/n.

(b) Soit i € [1,7]; on pose b; = af;n*l)/piz, oll v; est la valuation p;-adique de n — 1.

Déterminer ordre multiplicatif de b; modulo ¢. En déduire que p}* | ¢ — 1.
(c) Aboutir & une contradiction.

Un certificat de primalité de Pocklington d’un entier premier n est donc la donnée d’entiers aq, ..., a,
et de la factorisation d’un entier A = [[;_, p7*". Il est facile pour un utilisateur de vérifier que A divise

n—1, que A > /n et que sa factorisation est correcte, puis que chacun des a; vérifie bien la condition
énoncée en (Ps).

5. Expliquer pourquoi il est en effet possible de vérifier efficacement que (agn_l)/ Pi 1) An=1.
6. Bob fournit a Alice le certificat suivant pour n = 4187 : A = 91, p1 = 91, et a1 = 64. Alice vérifie
que 91 > /4187, que 91 | 4186, que 64*1%6 = 1 [4187] et enfin que (64*186/91 — 1) A 4187 = 1.
Elle en conclut que 4187 est premier. Cependant, 4187 = 53 x 79...
Quel est le probleme avec ce certificat 7

7. Proposer une modification du certificat de Pocklington tel que présenté plus haut pour remédier
au probleme de la question précédente.

Correction :

1. Sin est premier on prend pour a un générateur du groupe cyclique (Z/nZ)* ; réciproquement si
un tel a existe alors il est d’ordre n—1, doncn—1 < ¢(n), doncn—1= p(n) et n est premier.



2. D’aprés le cours, il y a p(n — 1) générateurs d’un groupe cyclique a n — 1, donc il existe
n]] (1 — p%) éléments a modulo n vérifiant la proposition ci-dessus.

3. Pour montrer cette implication, il suffit de prendre tous les a; égauz a un générateur de Z/nZ*.

4. (a) Sin n'est pas premier, alors il existe deux entiers positifs a,b # 1,n tels que n = ab. On
peut supposer sans perte de généralité que a < \/n, et n’importe quel facteur q premier de
a est un facteur de n vérifiant ¢ < \/n.

(b) L’ordre de b; = al(n_l)/pil est exactement p*i modulo q :

n—

par hypothese, b?il =a,
de p;* ;

= 1 mod n done bfiz = 1 mod q et l’ordre de b; est un diviseur

(n=1)/pi —1)An=1,0na (agn_l)/pi —1)Ag=1cet

v;—1 )
de plus, bf" = agn_l)/m et comme (a,

v, —1
donc bfiz =# 1 mod gq.
D’aprés Lagrange, on a donc p;* | ¢ — 1, Uordre du groupe (Z/qZ)*.
(¢) On déduit de la question précédente que [[;_, p;" | ¢—1. Or comme A |n—1, on a o < v;
pour tout i, et par conséquent A | q— 1. Donc ¢ > A > \/n, or ¢ < \/n, contradiction.

5. On utilise Ualgorithme d’Fuclide étendu pour calculer les pged, seulement on commence par

calculer non pas az(-n_l)/p" (qui est trop grand) mais directement son reste al(n_l)/p"

la division par n avec un algorithme d’exponentiation rapide.

mod n dans

6. Le probléme c’est que T | p1, et donc p1 n'est pas premier.

7. Il est donc nécessaire de s’assurer que les facteurs donnés dans la factorisation partielle de n—1
sont bien premiers. Pour obtenir un certificat complet, il faut procéder récursivement et donner
une chaine de certificats. Comme il n’est pas nécessaire de certifier les petits facteurs premiers,

la taille de cette chaine de certificats reste limitée.

Exercice 2. Une borne inférieure pour la densité des nombres premiers

Un des résultats fondamentaux de ’arithmétique
est le théoreme des nombres premiers qui donne
une équivalence asymptotique de la fonction de
comptage

m(x)=#{peP :p<uzx}

ou P désigne ’ensemble des nombres premiers.

En 1896, Hadamard et de la Vallée-Poussin ont
démontré que 7(x) ~ x/In(z), autrement dit que
la densité des nombres premiers est proche de
1/In(x) asympotiquement. Dans cet exercice, on
montrera un résultat plus faible mais qui nous
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permettra de nous assurer qu’en tirant un entier Charles-Jean de La Vallée Poussin,
au hasard de taille cryptographique (donc assez mathématicien belge (1866-1962). I est
grande), il existe une bonne probabilité de tom- principalement connu pour avoir démontré
ber sur un nombre premier. Plus précisément, on le théoreme des nombres premiers, au meme

montre que : moment que Jacques Hadamard.
ax

da >0, Jzg >0, Vz > xo, 7(z)> e

nxr



Dans la suite, étant donnés un nombre premier p et un entier n, on note vy(n) le plus grand entier k

tel que pF | n. On introduit également le coefficient binomial N = (2:)

1. Soit m un entier positif. Montrer que

=32 )

k>1

Indication : on pourra constater que parmi les entiers entre 1 et m, il y a en a exactement L%J

qui sont divisibles par p.

2. Soit n € N*. En utilisant le développement de (1 + 1)?, montrer que 22" < (2n + 1)N.

3. Montrer que : )
wr- (3] L3

4. En remarquant que pour tout réel y, |2y| — 2|y| = 0 ou 1, montrer que :

() < rnsz |

Inp

5. Utiliser la question 2. pour en déduire que

2271 In 2n

p<2n

6. Montrer que
2nln2 —In(2n+ 1) < 7(2n)In2n

et conclure.

Correction :

1. La valuation p-adique de n! =1 x 2 X --- X n s’obtient en comptant le nombre d’apparitions de
p ou de ces puissances entre 1 et n.
Or entre 1 et n, les multiples de p sont p, 2p, 3p... jusqu’a mp ou m est le plus grand entier
tel que mp < n ; autrement dit, m = {%J Il y a donc exactement L%J multiples de p entre 1 et

n. On montre pareillement qu’il y a exactement LI%J multiples de p* entre 1 et n.
Par conséquent, {%J donne le nombre de multiples de p ; L%J + LI%J compte tous les multiples de
p en comptant deux fois les multiples de p? ; de méme avec 5]+ L]%J + L]%J qui compte trois

fois les multiples de p3, etc. On a donc bien vy(n!) = D k>l LI%J

2. 22" = (14 1) = ,310 (2,?) Pour obtenir la majoration voulue, il suffit de montrer que (2:)

est le plus grand des coefficients binomiauz (2,:”) Or pour tout k € [1,2n],

() _(k-DIen—k+ D! _ 20—k+1 | 2412k
() k!(2n — k)! -k k

donc ce quotient est supérieur ou égal a 1 ssi k < n. On en déduit que la suite des (2]?) est
croissante jusqu’a k = n puis décroit ensuite, et par conséquent (2]?) < (2:) pour tout 0 < k < 2n.
Finalement, 227 = Y"2" h < PO (*") = (2n+1)N.



- up(N) = vp((2n)!/(n)?) = vp((2n)!) — 20,(n!) = D k1 L;—ZJ =23 >t L}%J d’aprés la question 1,
d’ot le résultat.

In(2n)
In(p)

In(2n)
In(p)

. La somme de la question précédente peut en fait étre arrétée a k = | |, puisque si k >

alors p* > 2n donc | 22| = 0. Awvec Uindication, on a donc
P

5] 152

W= 5 (|52 ]5]) < 5 1= 5]

k=1

. 1l est clair qu’aucun nombre premier supérieur a 2n ne divise (2n)!, donc aucun tel nombre
premier ne divise N = (2"). Par conséquent,
n

In2n

N = H pvp(N) S Hp{lan'

p<2n p<2n

Comme la question 2 donne % < N, on obtient tout de suite ’inégalité demandée.

. On passe au logarithme :

2nIn(2) —in(2n+1) < Z {ln(Qn)J In(p) < Z 1?11(271) In(p) = Z In(2n).

pan L () pan (P p<2n

Cette derniére somme vaut In(2n) fois le nombre de nombres premiers entre 1 et 2n, ¢’est-a-dire
©(2n). On a donc bien 2nln(2) —In(2n + 1) < w(2n) In(2n), autrement dit,

In(2n) In(2n + 1)
> -~ @ 7
m(2n) o 2 In(2) 5
Par conséquent pour tout entier n pasir,
1 1 1
w(n) n(n) > In(2) — In(n +1)
n n

Maintenant si n est impair alors n+ 1 est pair donc non premier, donc

In(n)

:W(n+1)T:7r(n+l) In(n+1) n+1 In(n)

n+1 n In(n+1)

In(n+2)\ n+1 In(n)
2<ln(2)— n+1 > n In(n+1)

Dans les deux cas le terme de droite de l’inégalité converge vers In(2). Par conséquent, pour tout

réel a < 1n(2), il existe un rang ny a partir duquel w(n) % > a, c’est-a-dire




