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Examen

Le théorème de Proth (≈ 5 points)

Soit m un nombre de Proth, c’est-à-dire un entier de la forme 2nk + 1, avec n ∈ N∗ et 1 ≤ k < 2n.

1. On suppose qu’il existe un entier a tel que a
m−1

2 = −1 mod m. Démontrer que m est premier.
Indication : étudier l’ordre de a modulo le plus petit diviseur premier p de m.

2. Réciproquement, on suppose que m est premier. Démontrer qu’il existe un entier a tel que

a
m−1

2 = −1 mod m.

3. En déduire une méthode efficace pour tester la primalité d’un nombre de Proth.

Correction :

1. Supposons que m n’est pas premier. Soit p le plus petit diviseur premier de m ; p ̸= 2 car m est

impair. Modulo p, on a encore a
m−1

2 = −1 mod p d’où am−1 = 1 mod p, donc ord(a mod p) | 2nk
et ord(a mod p) ∤ 2n−1k (car −1 ̸= 1 mod p) ; par conséquent 2n | ord(a mod p) et en particulier
2n < p.
Par ailleurs, comme p est le plus petit diviseur de m, on a p ≤ ⌊

√
m⌋ ; or m = 2nk+1 < (2n)2+1

par hypothèse sur k, d’où p ≤ 2n ; contradiction avec l’inégalité ci-dessus.

2. Si m est premier, il suffit de prendre un entier a non divisible par m, qui ne soit pas un carré
modulo m (la moitié des éléments inversibles modulo m ne sont pas des carrés d’après le cours).

3. On teste en tirant un élément a au hasard et on calcule a
m−1

2 mod m par exponentiation rapide ;

— si le résultat vaut −1 alors m est premier (proba 1/2 de tirer un tel a)

— sinon, on recommence

Après k essais, la probabilité que l’on n’ait pas trouvé un témoin de primalité si m est premier
est ≤ 1

2k
.

Test de primalité de Solovay-Strassen (≈ 8 points)

On rappelle que si n est un nombre premier impair, alors pour tout a non divisible par n on a(
a
n

)
= a(n−1)/2 mod n. Cette remarque est à la base du test de primalité de Solovay-Strassen : pour

tester un entier n impair,

— choisir a ∈ (Z/nZ)× au hasard ;

— calculer a(n−1)/2 mod n par un algorithme d’exponentiation rapide ;

— calculer
(
a
n

)
;

— si
(
a
n

)
̸= a(n−1)/2 mod n, répondre que n n’est pas premier (sinon, n est peut-être premier).

En pratique si n n’est pas premier, la plupart du temps a(n−1)/2 sera différent de ±1 mod n : c’est le
principe du test de primalité de Fermat, dont Solovay-Strassen est donc un raffinement.

Soit G =

{
a ∈ (Z/nZ)× :

(
a

n

)
= a(n−1)/2 mod n

}
.

1. Montrer que G est un sous-groupe de (Z/nZ)×.

On va montrer que ce sous-groupe est strict si n n’est pas premier, en distinguant deux cas.



2. Premier cas : n = p1 . . . ps est un produit de nombres premiers distincts, avec s ≥ 2.

(a) Justifier l’existence de x ∈ Z tel que x = 1 mod p2 . . . ps et x non résidu quadratique
modulo p1.

(b) Montrer que x(n−1)/2 ̸= −1 mod n, et en déduire que x ∈ (Z/nZ)× \G.

3. Deuxième cas : n = pαm avec p premier, α ≥ 2, p ∤ m.

(a) On pose y = 1 + p. Montrer que yp−1 ̸= 1 mod pα.

(b) Montrer que l’ordre de yp−1 dans (Z/pαZ)× est égal à pk avec 1 ≤ k ≤ α − 1. En déduire
que y(n−1)/2 ̸= ±1 mod pα.

(c) Exhiber finalement un élément x ∈ (Z/nZ)× \G.

4. Déduire des questions précédentes que ce test permet de détecter, avec une probabilité supérieure
à 1/2, qu’un entier n n’est pas premier.
Donner une borne supérieure de la probabilité qu’un entier n non premier passe k fois le test
avec succès.

5. Proposer une variante du test où l’entier a est choisi au hasard uniformément dans {1, . . . , n−1}.

Correction :

1. C’est le noyau du morphisme de groupes a ∈ (Z/nZ)× 7→
(
a
n

)
a−(n−1)/2 ∈ (Z/nZ)× (multiplicati-

vité du symbole de Jacobi).

2. (a) On sait qu’il existe a ∈ Z tel que a ne soit pas un résidu quadratique modulo p1. Avec les
restes chinois, on peut choisir x ∈ Z tel que x = a mod p1 et x = 1 mod pi pour i ≥ 2.

(b) Si x(n−1)/2 = −1 mod n, alors x(n−1)/2 = −1 mod pi pour tout i. On a alors une contra-
diction avec le fait que x = 1 mod pi pour i ≥ 2. Par conséquent x(n−1)/2 ̸= −1 mod n.

De plus
(
x
n

)
=

(
x
p1

)(
x

p2...ps

)
= −

(
1

p2...ps

)
= −1, donc x ∈ (Z/nZ)× \G.

3. (a) Soit y = 1 + p, alors avec la formule du binôme yp−1 = 1 + (p− 1)p+
∑p−1

k=2

(
p−1
k

)
pk, donc

yp−1 − 1 = (p− 1)p+ q avec p2 | q. En particulier, yp−1 − 1 est divisible par p mais pas par
p2, donc yp−1 ̸= 1 mod pα.

(b) Comme φ(pα) = (p − 1)pα−1, par Euler-Fermat (yp−1)p
α−1

= 1 mod pα. En particulier
ord(yp−1 mod pα) | pα−1 et est donc égal à égal à pk avec 0 ≤ k ≤ α − 1, mais k = 0 est
exclu d’après (a).

Si y(n−1)/2 = ±1 mod pα, alors yn−1 = 1 mod pα donc (yp−1)n−1 = 1 mod pα et pk | (n−1) ;
contradiction puisque pk | n.

(c) Avec le théorème des restes chinois, on peut choisir x ∈ (Z/nZ)× tel que x = 1 mod m

et x = y mod pα. Alors x
n−1
2 ̸= ±1 mod n d’après ce qui précède. Par ailleurs

(
x
n

)
=(

x
p

)α(x
m

)
=

(y
p

)α
= 1. En particulier, x ∈ (Z/nZ)× \G.

4. D’après ce qui précède G est un sous-groupe strict de (Z/nZ)× donc il y a une proportion ≤ 1/2
de non-témoins de primalité lorsque n n’est pas premier. Ce test permet de détecter, avec une
probabilité supérieure à 1/2, qu’un entier n n’est pas premier.
En particulier, la probabilité que n non premier passe k fois le test avec succès est plus petite
que 1/2k.

5. Si a est choisi au hasard uniformément dans {1, . . . , n − 1}, on commence par tester s’il est
premier à n avec un calcul de pgcd. Si ce n’est pas le cas, n n’est clairement pas premier, sinon
on effectue le test décrit précédemment.



Exposant des groupes abéliens finis (≈ 9 points)

Soit G un groupe de cardinal fini, noté multiplicativement ; on note 1 son élément neutre. On appelle
exposant de G l’entier

e(G) = min{k ∈ N∗ : ∀x ∈ G, xk = 1}

Pour tout élément x ∈ G, on note ord(x) son ordre. Dans toute la suite, on suppose que le groupe G
est abélien.

1. Montrer que e(G) ≤ ppcm{ord(x) : x ∈ G} ≤ card(G).

2. Montrer que x et y sont deux éléments de G d’ordres premiers entre eux, alors il existe un
élément z ∈ G tel que ord(z) = ppcm(ord(x), ord(y)).

3. En déduire qu’il existe un élément g ∈ G tel que ord(g) = ppcm{ord(x) : x ∈ G}, puis que
e(G) = ppcm{ord(x) : x ∈ G}.

4. Montrer que G est cyclique si et seulement si e(G) = card(G).
Ce résultat est-il encore vrai pour un groupe non-abélien ?

5. Application : une autre preuve de la cyclicité de (Z/pZ)×.
On note e l’exposant du groupe (Z/pZ)×. Montrer que tous les éléments de ce groupe sont des
racines du polynôme Xe − 1. Conclure.

6. Application : le théorème de structure des groupes abéliens finis.
On admet le résultat suivant.

Soit G un groupe abélien fini. Soit x un élément de G tel le seul sous-groupe cyclique de G
contenant x est le sous-groupe ⟨x⟩. Alors il existe un sous-groupeH de G tel que G ≃ ⟨x⟩×H.

Démontrer par récurrence sur card(G) que pour tout groupe abélien fini G, il existe des entiers
naturels d1, d2, . . . , dm (avec m ∈ N∗) tels que d1|d2, d2|d3, . . . , dm−1|dm et

G ≃ Z/d1Z× · · · × Z/dmZ

Correction :

1. On note d = ppcm{ord(x) : x ∈ G}. En particulier pour tout x ∈ G on a ord(x) | d, donc
xd = 1 ; d’où e(G) ≤ d. Maintenant si x ∈ G, alors ord(x) | #G avec Lagrange donc d | #G et
donc d ≤ #G.

2. Il suffit de prendre z = xy. Soient α = ord(x), β = ord(y) et γ = ord(z). Il est clair par
commutativité que zαβ = 1, donc que γ | αβ.
Réciproquement, en élevant à la puissance α la relation zγ = 1 = xγyγ, on a 1 = yαγ, d’où
β | αγ et donc β | γ (lemme de Gauss). De même on montre que α | γ, et donc αβ | γ.

3. On note encore d = ppcm{ord(x) : x ∈ G}, et on écrit sa décomposition en facteurs premiers d =
pα1
1 . . . pαk

k . D’après la caractérisation du ppcm par les valuations p-adiques, pour tout 1 ≤ i ≤ k
il existe hi ∈ G tel que ord(hi) = tip

αi
i avec pi ∤ ti ; en particulier htii est d’ordre exactement pαi

i .
Avec la question précédente, on en déduit par récurrence immédiate que g =

∏
i h

ti
i est d’ordre

égal à d.
Comme G contient un élément g d’ordre d, on en déduit que d ≤ e(G), mais e(G) ≤ d d’après 1,
donc d = e(G).

4. Si G est cyclique, il existe un élément d’ordre card(G) donc e(G) ≥ card(G) et on a l’égalité
d’après la question 1. Réciproquement si e(G) = card(G), alors d’après 3 il existe un élément
d’ordre card(G) donc le groupe est cyclique.



Ce résultat n’est plus vrai pour un groupe non-abélien : considérer S3 qui est de cardinal et
d’exposant 6 et qui n’est pas abélien donc en particulier pas cyclique.

5. Autre preuve de la cyclicité de (Z/pZ)×.
On note e l’exposant du groupe (Z/pZ)×. En particulier comme e est le ppcm des ordres des
éléments, tous les éléments du groupe sont racines du polynôme Xe − 1 ∈ Z/pZ[X]. Or ce
polynôme a au plus e racines dans le corps Z/pZ ; par conséquent e ≥ card(Z/pZ)×. Donc avec 1
on a e = card(Z/pZ)× et comme c’est un groupe abélien, le résultat de la question précédente
s’applique.

6. Application : le théorème de structure des groupes abéliens finis.
Montrons par récurrence forte sur card(G) que pour tout groupe abélien fini G, il existe des
entiers naturels d1, d2, . . . , dm (avec m ∈ N∗) tels que d1|d2, d2|d3, . . . , dm−1|dm et

G ≃ Z/d1Z× · · · × Z/dmZ

Si #G = 1, clairement la propriété est vérifiée puisque G ≃ Z/Z.
Soit n ≥ 1 un entier tel que la propriété soit vraie pour tout groupe de cardinal inférieur ou égal
à n. On considère G un groupe abélien de cardinal n + 1. Notons que e(G) > 1 (en effet, on
vérifie aisément que seul le groupe trivial est d’exposant 1). D’après les questions précédentes,
il existe x ∈ G d’ordre l’exposant du groupe. Alors il n’y a pas de sous-groupe cyclique contenant
strictement ⟨x⟩ : en effet si c’était le cas, tout générateur de ce sous-groupe serait d’ordre stric-
tement plus grand que e(G), contradiction. Avec le résultat admis, il existe donc un sous-groupe
H tel que G ≃ H × ⟨x⟩. Comme card(H) = card(G)/e(G) < card(G), en appliquant l’hypothèse
de récurrence à H on obtient que

H ≃ Z/d1Z× · · · × Z/dm−1Z

avec d1|d2, d2|d3, . . . , dm−1, et donc en posant dm = e(G),

G ≃ H × ⟨x⟩ ≃ Z/d1Z× · · · × Z/dm−1Z× Z/dmZ.

Il reste à voir que dm−1 | dm : cela découle du fait l’ordre de tout élément de G divise e(G) = dm.


