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Introduction

Bases de Grobner, pour quoi faire?

I =(f,....f) idéal de K[Xq,...,X,]

Objectifs
o déterminer si f € K[X,...,Xp] est un élément de / (membership)
@ déterminer un analogue de la division euclidienne en plusieurs variables
@ trouver un bon systeme de représentants de K[X, ..., X,]//
@ implicitation d'une courbe ou surface paramétrée
o

résoudre un systeme polynomial en plusieurs variables
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Introduction

Bases de Grobner, pour quoi faire?

I =(f,....f) idéal de K[Xq,...,X,]

Objectifs
o déterminer si f € K[X,...,Xp] est un élément de / (membership)
@ déterminer un analogue de la division euclidienne en plusieurs variables
@ trouver un bon systeme de représentants de K[X, ..., X,]//
@ implicitation d'une courbe ou surface paramétrée
@ résoudre un systeme polynomial en plusieurs variables
cryptanalyse HFE
calcul d'index sur courbes elliptiques ou hyperelliptiques
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Division de polynémes multivariés

Division de polynomes multivariés
Objectif
Trouver un analogue de la division euclidienne sur K[X] dans

K[Xi,...,X,] < Diviser f € K[X1,..

., Xn] par une famille de polyndmes
G - {glu"'ags}
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Division de polynémes multivariés

Division de polynomes multivariés
Objectif
Trouver un analogue de la division euclidienne sur K[X] dans

K[Xi,...,X,] < Diviser f € K[X, ..., Xp] par une famille de polyndmes
G: {glu"'vgs}

Ordre sur les monémes
@ l'ordre doit étre total, compatible a la multiplication et bien ordonné

o lexx;>x,>..>x, : le plus grand mondéme est celui qui contient le plus
de Xi, puis le plus de Xp... Ex : X1 > X3

o deglexx,~x,~ ~x, : par degré puis par ordre lexx,>x,>..>X,-
Ex: X} > X3 > X

@ degrevlexx, . x,~ ~x, - par degré puis par ordre lexx;>x,>..>X,
“inversé” — le plus petit mondme est celui qui contient le plus de X},
puis le plus de X,,_1...
Ex : X24 > X1X3 mais X12X22X3 > X13X32

4
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Algorithme de division en plusieurs variables

ENTREE : f € K[X1,...,X,] a diviser par une liste de polynémes

G = {gla'”ags}
SORTIE : r le reste de la division de f par G

1. r<20

2. tant que f # 0 faire

3. pour i =1 a s faire

4. si It(gi)|It(f) alors
It(r

5. f —f- ﬁgi

6. i—0

7. fin si

8. fin pour

9. r—r—+It(f)

10. f—f—It(f)

11. fin tant que
12. retourner r
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Exemple
Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~,
=] 5 = E DAy




Exemple
Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~,
Init : f — x°y +xy°> +y%;r—0
=] 5 = E DAy




Division de polynémes multivariés

Exemple

Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~,

Init : f — x°y +xy°> +y%;r—0
fe f—xg=xy?+x+y>?

o & E A
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Division de polynémes multivariés

Exemple

Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~, J

Init : f — x°y +xy°> +y%;r—0
fe f—xg=xy?+x+y>?
fef—ygi=x+y +y

o & = E A
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Division de polynémes multivariés

Exemple
Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~, J

Init : f — x°y +xy°> +y%;r—0
fe f—xg=xy?+x+y>?
fef—ygi=x+y +y
r—r+x=x
fef-x=y’>+y

[m] = =
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Division de polynémes multivariés

Exemple
Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~, J

Init : f — x°y +xy°> +y%;r—0
fe f—xg=xy?+x+y>?
fef—ygi=x+y +y
r—r+x=x
fef-x=y’>+y
f—f-gp=y+1

[m] = =
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Division de polynémes multivariés

Exemple
Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~, J

Init : f — x°y +xy°> +y%;r—0
foe f—xg=xy>+x+y°
fef—ygi=x+y +y
r—r+x=x
fef-x=y’>+y
f—f-gp=y+1
r—r+y=x+y
fe—f—-—y=1

[m] = =
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Division de polynémes multivariés

Exemple
Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~, J

Init : f — x2y +xy> +y?; r—0
fe f—xg=xy?+x+y>?
fef—ygi=x+y +y
r—r+x=x
fef-x=y’>+y
f—f-gp=y+1
r—r+y=x+y

fe—f—-—y=1
r—r+l=x+y+1
f—f—-1=0
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Division de polynémes multivariés

Exemple
Division de f = x%y + xy? + y? par G = {xy — 1,y? — 1} pour lexy~, J

Init : f — x2y +xy> +y?; r—0
fe f—xg=xy?+x+y>?
fef—ygi=x+y +y
r—r+x=x
fef-x=y’>+y
f—f-gp=y+1
r—r+y=x+y

fe—f—-—y=1
r—r+l=x+y+1
f—f—-1=0

f=(x+ya+e+(x+y+1)
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Division de polynémes multivariés

Algorithme de division

Remarque

: : : =G L
A la fin de I'algorithme, on trouve un reste r = f non divisible par les
termes de téte des g; € G.

Exemple : G = {xy —1,y? — 1} et ¢ —x +y + 1 pour lex,~,
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Division de polynémes multivariés

Algorithme de division

Remarque

: : : =G L
A la fin de I'algorithme, on trouve un reste r = f non divisible par les
termes de téte des g; € G.

Exemple : G = {xy —1,y? — 1} et ¢ —x +y + 1 pour lex,~,

Unicité du reste ?

o l'algorithme dépend de I'ordre monomial choisi et de |'ordre suivant
lequel on considére les g; dans G

o le reste sera unique si G = {gi,...,gs} est une base de Grobner

Exemple : G = {y? — 1,xy — 1} et £ = ox + 1 pour lexs,
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Division de polynémes multivariés

Bases de Grobner

On fixe un ordre monomial.
Définitions
Soit | = (fi, ..., fn) un idéal de K[Xq,...,Xy]

o LT(/) = ({It(f) : f € I}) est appelé idéal initial de /
® {g1,...,8s} C I est une base de Grdbner de / si

<|t(g1), o0 |t(g5)> = LT(I)

En particulier, I = (g1,...,8s)-
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Division de polynémes multivariés

Bases de Grobner

On fixe un ordre monomial.
Définitions
Soit | = (fi,...,fn) un idéal de K[X,..., Xy

o LT(/) = ({It(f) : f € I}) est appelé idéal initial de /
® {g1,...,8s} C I est une base de Grdbner de / si

<|t(g1), ccoyg It(gs)> = LT(I)

En particulier, I = (g1,...,8s)-

Propriétés des bases de Grobner

f € K[X1,...,X,], G est base de Grobner de | = (f1,.

o Fn)
0o fC=0efel

. -G C
@ unicité du reste f dans la division de f par G
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Théorie de I'élimination

Objectif
Faire un analogue de I'élimination gaussienne de systemes linéaires pour
des systemes polynomiaux multivariés.
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Théorie de I'élimination

Objectif

Faire un analogue de I'élimination gaussienne de systemes linéaires pour
des systemes polynomiaux multivariés.

/-eme idéal d'élimination

I =1NK[X41,...,X,] est un idéal de K[Xj11,...,X,] appelé [-eme
idéal d’élimination.
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Théorie de I'élimination

Objectif

Faire un analogue de I'élimination gaussienne de systemes linéaires pour
des systemes polynomiaux multivariés.

/-eme idéal d'élimination

I =1NK[X41,...,X,] est un idéal de K[Xj11,...,X,] appelé [-eme
idéal d’élimination.

o Idée : calculer progressivement V/(/,_1), V(lh—2),..., V(h)
@ Outils :
» bases de Grobner pour obtenir /j
> théoreme d'extension des solutions pour passer de V(/;) a V(/i—1)
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Résolution de systemes
@ Calcul d'une base de Grobner de /i :

Si G base de Grobner de | pour I'ordre lexx,~. ~x, alors
G N K[Xi41, ... X, est une base de Grobner de /;
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Résolution de systemes

@ Calcul d'une base de Grobner de /i :
Si G base de Grobner de | pour I'ordre lexx,~. ~x, alors
G N K[Xi41, ... X, est une base de Grobner de /;

@ Remontée des solutions de V(/;) a V(Ij_1) :

Théoréeme d'extension
Soit la projection
7 Kn—l+1 — Kn—/
(Xtyooyxn) —  (Xi41y--+ 5 Xn)

alors
UcC vl (V(//_l)) C V(//)

ou U est un ouvert dense de V/(/).
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Résoudre le systeme suivant

X+y+z=1

x+y2+z=1

x+y+z2=1

o & = E A
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Exemple

Résoudre le systeme suivant

X+y+z=1
x—|—y2+z:1
x+y+z2=1

© Base de Grobner pour lexysy>; :

gi=x+y+2z2-1
G — =y’ —y-2"+z
g3 =2yz> +2* - 22
gs = 2% — 424 + 423 — 22
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Exemple
Résoudre le systeme suivant

X+y+z=1
x—|—y2+z:1
x+y+z2=1

© Base de Grobner pour lexysy>; :

gi=x+y+2z2-1
G — =y’ —y-2"+z

g3 =2yz> +2* - 22

gs = 2% — 424 + 423 — 22

@ Théoreme d'extension :
» h=INK[z] = (g = 22(z — 1)*(z* + 2z — 1))
V(h) ={0,1,-1+ 2}
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

@ Théoréme d'extension

» h=INR[z] = (z2(z - 1)*(z22 + 2z — 1))
V(h)={0,1,-14+ 2}

o & = E A
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

@ Théoreme d'extension :

» h=INR[z] = (z2(z - 1)*(z22 + 2z — 1))
V(h) ={0,1, -1+ v2}

» h=INR[y,z] = (y>—y—2>+2z,2yz>+2* - 22, 2?(z - 1)?(z2+2z - 1))
z=0=y=0o0uy=1
z=1=y=0
z:—l—l—\/§:>y:—1+\/§
z:—l—\/_:>y:—1—\/§
V( ) {(0 0) (07 1)’(_1 + \/5, -1+ \/5)7(_1 - \/5’_1 - \/5)}
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@ Théoreme d'extension :
» h=INR[z] = (z2(z - 1)*(z22 + 2z — 1))
V(h) ={0,1, -1+ v2}

» h=INR[y,z] = (y>—y—2>+2z,2yz>+2* - 22, 2?(z - 1)?(z2+2z - 1))

z=0=y=0o0uy=1

z=1=y=0

z:—l—l—\/§:>y:—1+\/§

z:—l—\/§:>y:—1—\/§

V(Il):{(0,0),(0,1),(—1+\/5,—1—{-\/5),(—1—\/5,—1—\/5)}
» y=z=0=>x=1

y=1,z=0=x=0

y=0,z=1=x=0

y:z:—1~|—\/§:>x:—l~|—\/§

y:z:—l—\/§:>x:—1—\/§
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

@ Théoréme d'extension :

h=1NR[z] = (z2(z — 1)*(2? + 2z — 1))

>
V(h) ={0,1, -1+ v2}
» h=INR[y,z] = (y>—y—2>+2z,2yz>+2* - 22, 2?(z - 1)?(z2+2z - 1))
z=0=y=0o0uy=1
z=1=y=0
z——l—l—\/_:>y——1+\/_
z——l—\/_:>y_—1—\/_
V(h) = {(0,0),(0,1), (-1 + V2, -1+ +v2),(-1 - v2,-1 - V2)}
» y=z=0=>x=1
y=1,z=0=x=0
y=0,z=1=x=0
y:z:—1—|—\/§=>x:—l—|—\/§
y:z:—l—\/§:>x:—1—\/§
© Solutions :

V(1) = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (=1 + v2, -1 + V2, -1 + v/2),

(—1—\/5,—1—\/5,—1—\/_)}
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Cas particulier de la dimension 0

Contexte de I'exemple et prochain exposé
dimg V() =0< V(I)={a1,...,ac}

En particulier,
T (V(l-1)) = m (V(l-1)) = V(1)

= la remontée ne pose pas de probleme
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Application a la résolution de systemes polynomiaux multivariés

Cas particulier de la dimension 0

Contexte de I'exemple et prochain exposé
dimg V() =0< V(I)={a1,...,ac}

En particulier,
T (V(l-1)) = m (V(l-1)) = V(1)

= la remontée ne pose pas de probleme

Probleme en pratique

@ Le calcul de bases de Grobner pour I'ordre lexx,~. >x, est tres
coliteux...

@ Changement d'ordre possible en dimension 0 avec I'algorithme FGLM

v
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Algithinie ¢ Budibares
Algorithmes de calcul des BG
Soit | = <f1,...,fk> C K[Xl,...Xn].

Théoreme de Buchberger
@ On définit le S- polynﬁme de g € K[Xi,...Xp] par:

S(f,g) = It(f) It( )g ou vy =Im(f)VIm(g).
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Algithinie ¢ Budibares
Algorithmes de calcul des BG
Soit | = <f1,...,fk> C K[Xl,...Xn].

Théoreme de Buchberger
@ On définit le S- polyn6me de g € K[Xi,...Xp] par:

S(f,g) = It(f) It( )g ou vy =Im(f)VIm(g).

o G={g1,...,8s} est une base de Grobner (pour un ordre donné) de /
si (et seulement si) .. =——G
VI,J) S(glagj) =0.

v
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Algithinie ¢ Budibares
Algorithmes de calcul des BG
Soit | = <f]_,...,fk> C K[Xl,...Xn].

Théoreme de Buchberger
@ On définit le S- polynﬁme de g € K[Xl, ... Xp| par :
S(f, =Im(f) VI :

o G=1{gi1,...,8s} est une base de Grébner (pour un ordre donné) de /

si (et seulement si) Vi ; ﬁc 0
1/, &i,8) =Y.

@ Mieux : G est une base de Grobner de / si (et seulement si)

Vi,j, S(gi,gj) = oc(Im(g)VIm(g;))

P = Zuigi

ou p=og(m)siJu,...,us € K[X1,...Xy] tq
Im(uigi) < m
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Algithinie ¢ Budibares
Algorithme de Buchberger

ENTREE : | = (f1,..., fk)
SORTIE : G base de Grobner de /

[y

_ =
= o

© 0N oo wDN

.G —{f,..., i}
P {S(f.f)1<i<j<k)
tant que CP # () faire
choisir s € CP
r—sé
si r # 0 alors
CP— CPU{S(g,r): g€ G}
G— GU{r}
fin si
fin tant que
retourner G
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Algithinie ¢ Budibares
Analyse et améliorations de I'algorithme de Buchberger

Analyse de I'algorithme
@ Invariant de boucle : | = (G)

@ Terminaison : a chaque passage de boucle, soit (LT(G)) croit
strictement, soit #CP décroit; K[Xi, ... X,] noethérien =
I'algorithme s'arréte

@ A la fin : on a bien une base de Grobner puisque tous les S-polyndmes
se réduisent a 0 dans G )
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Algithinie ¢ Budibares
Analyse et améliorations de I'algorithme de Buchberger

Analyse de I'algorithme
@ Invariant de boucle : | = (G)

@ Terminaison : a chaque passage de boucle, soit (LT(G)) croit
strictement, soit #CP décroit; K[Xi, ... X,] noethérien =
I'algorithme s'arréte

@ A la fin : on a bien une base de Grobner puisque tous les S-polyndmes
se réduisent a 0 dans G

v

Amélioration 1 : “purge” de la base
e base minimale : Vg, g’ € G,It(g) 1 It(g’)
— avant ajout de r a G, éliminer les g € G tq It(r)|lt(g)
= unicité du nombre de générateurs

o base réduite : Vg, g’ € G, Vt terme de g, It(g’) t t — réduire
également les “queues” des polynomes de la base = unicité de la base

Vanessa VITSE (UVSQ) Résolution de systémes polynomiaux 8 octobre 2009 15 / 32



Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFLTgia Iy N M EVTel o178

Autres améliorations

@ temps de calcul concentré sur les réductions des S-polynémes =
diminuer le nombre de paires considérées

@ stratégie de choix des paires : difficile de trouver a priori I'approche
optimale — on considére les paires par degré du Icm croissant.

@ criteres de Buchberger pour détecter a priori certaines paires se
réduisant a 0

Vanessa VITSE (UVSQ) Résolution de systémes polynomiaux 8 octobre 2009 16 / 32



Algorithmes de calcul des bases de Grobner BWAIE(Tgi Ty (EWe W S1Tel o1=17-0-13

Autres améliorations
@ temps de calcul concentré sur les réductions des S-polynémes =
diminuer le nombre de paires considérées
@ stratégie de choix des paires : difficile de trouver a priori I'approche
optimale — on considére les paires par degré du lcm croissant.

@ criteres de Buchberger pour détecter a priori certaines paires se
réduisant a 0

Criteres de Buchberger
Q Critere 1 :
< ifet
Im(f) Alm(g) =1 = 5(f, g) =0

@ Critére 2 :
Si f,g,h € G sont tels que Im(f)| (Im(g) VV Im(h)) et si
S(f,g) = og(Im(f) VIm(g)) et S(f, h) = og(Im(f) V Im(h)), alors

S(g, h) = og(Im(g) v Im(h))
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AlEEtime [
Algorithme F4 de Faugere

Idées principales

@ utiliser I'algebre linéaire pour faire les réductions de plusieurs paires
critiques simultanément et obtenir une base minimale réduite
construction de la matrice (par lcm décroissant) :
colonnes de la matrice «< mondmes
lignes de la matrice < polyndmes des paires critiques +

ceux utiles pour réduction compléte
pivot de Gauss pour obtenir une forme échelon
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AbEitiine &
Algorithme F4 de Faugere

Idées principales
@ utiliser I'algebre linéaire pour faire les réductions de plusieurs paires
critiques simultanément et obtenir une base minimale réduite
construction de la matrice (par lcm décroissant) :

colonnes de la matrice «+ mondmes
lignes de la matrice < polyndmes des paires critiques +
ceux utiles pour réduction compléte
pivot de Gauss pour obtenir une forme échelon

@ lignes avec nouveaux termes de téte — a ajouter dans la base
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AbEitiine &
Algorithme F4 de Faugere

Idées principales
@ utiliser I'algebre linéaire pour faire les réductions de plusieurs paires
critiques simultanément et obtenir une base minimale réduite
construction de la matrice (par lcm décroissant) :

colonnes de la matrice «+ mondmes
lignes de la matrice < polyndmes des paires critiques +
ceux utiles pour réduction compléte
pivot de Gauss pour obtenir une forme échelon

@ lignes avec nouveaux termes de téte — a ajouter dans la base

© autres lignes a mémoriser car réutilisables dans les prochains calculs

.
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Algorithmes de calcul des bases de Grébner

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF; pour degrevlex,~. -,
i=x+2y+2z-1

fo =xy +yz+3y
f3,=x2+2y2—|—222—x

o = A
Vanessa VITSE (UVSQ) Résolution de systemes polynomiaux



Algorithmes de calcul des bases de Grébner

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF; pour degrevlex,~. -,
i=x+2y+2z-1

fo =xy +yz+3y
f3,=x2+2y2—|—222—x

CP — {[S(f, h), xy]}

[m] = =
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Algorithmes de calcul des bases de Grébner

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF; pour degrevlex,~. -,
i=x+2y+2z-1

f» = xy + yz + 3y « purgé par fi
f3,=x2+2y2—|—222—x

CP — {[S(f, h), xy]}

[m] = =
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lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF; pour degrevlex,~. -,
A=x+2y+2z—-1

fy = x> +2y% +22%2 — x

CP «— {[S(f, K), xy],[S(fi, ), x*]}

o = £ DA
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lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF; pour degrevlex,~. -,
A=x+2y+2z—-1

f3 = x® +2y? + 22% — x « purgé par f

CP «— {[S(f, K), xy],[S(fi, ), x*]}

o = £ DA
Vanessa VITSE (UVSQ) Résolution de systemes polynomiaux



lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF; pour degrevlex,~. -,
A=x+2y+2z—-1

CP «— {[S(f, K), xy],[S(fi, ), x*]}

G —{h}

o = £ DA
Vanessa VITSE (UVSQ) Résolution de systemes polynomiaux



Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,~,-,
A=x+2y+2z—-1

CP — {[S(f1, ), xy], [S(arfi); x7T} G — {f}
2

2 2

X* Xy y° xz z¢ X
xf 1 2 0 2 0 6
z 1 0 2 0 2 6
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,~,-,
A=x+2y+2z—-1

x> xy y? xz yz 22 x y

xx 1 2 0 2 0 0 60
£ 1 0 2 0 0 2 6 0
yh 0O 1 2 0 2 0 0 6
L 0 1 0 0 1 0 0 3
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,~,-,
A=x+2y+2z—-1

x> xy y? xz yz 22 x y

xx 1 2 0 2 0 0 60
£ 1 0 2 0 0 2 6 0
yh 0O 1 2 0 2 0 0 6
L 0 1 0 0 1 0 0 3
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,~,-,
A=x+2y+2z—-1

CP — {[SUF)rT, [S(firfs), %71} G —{f}

x> xy y? xz yz 22 x y z

xf 1 2 0 2 0 0 6 0O
s 1 0 2 0 0 2 6 00
yh 0 1 2 0 2 0 06 0
L 0 1 0 0 1 0 0 30
zh 0 0O O 1 2 2 0 0 6

Vanessa VITSE (UVSQ) Résolution de systémes polynomiaux 8 octobre 2009 18 / 32



Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,~,-,
A=x+2y+2z—-1

CP — {[SUF)rT, [S(firfs), %71} G —{f}

x> xy y? xz yz 22 x y z

xf 1 2 0 2 0 0 6 0O
s 1 0 2 0 0 2 6 00
yh 0 1 2 0 2 0 06 0
L 0 1 0 0 1 0 0 30
zh 0 0O O 1 2 2 0 0 6
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,~,-,
A=x+2y+2z—-1

CP — {[SUF)rT, [S(firfs), %71} G —{f}

N
N
N

X xy y° xz yz z¢ x y z 1

xf 1 2 0 2 0 0 6 000
1.0 2 0 0 2 6 000
yh 0O 1 2 0 2 0 06 00
L 0 1 0 0 1 0 03 00
zh 0 0O O 1 2 2 0 O0 6 0
f 0 0O O O O O 1 2 26
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,~,-,

i=x+2y+2z-1

CP — {[SUfsrfr)y ], [S(fartf); <]}

(Gauss)

Vanessa VITSE (UVSQ)

x2
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Xy

0
1
0
0
0
0
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

lllustration par I'exemple de F4

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,~,-,

i=x+2y+2z-1

CP — {[SUfsrfr)y ], [S(fartf); <]}

Vanessa VITSE (UVSQ)

x2

O OO oo

Xy

0
1
0
0
0
0

Résolution de systemes polynomiaux

y2

[eN ool e Ne)

G —{f}
xz yz 7% x
0 0 6 O
0 0 3 0
0 0 5 0
1 0 1 0
0 1 4 0
0 0 0 1

NN WD R RY

N = H» WO WN

OO OO oo

8 octobre 2009 18 / 32



AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

CP— 10 G—{A=x+2y+2z-1}
x> xy y? xz yz z> x y z 1
1 0 0 0O O 6 01 3 6
0O 1 0 0 O 3 0160
—- 0 0 1 0 0O 5 0 4 3 0
0O 0 0 1 0 1 0 3 40
—- 0 0 0O O 1 4 0 210
0O 0 0 0 O O 1 2 2606
nouveaux générateurs calculs a mémoriser

fa = y? +52° + 4y + 3z xﬂ?x2+622+y+3z+6
fo =yz+4z° 42y +z yﬂ?xy+3zz+y+6z
zﬁ?xz+z2+3y+4z
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AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

CP—10 G—{hA=x+2y+2z—-1}

nouveaux générateurs calculs a mémoriser

fa = y?> +52° + 4y + 3z xﬂ?x2+622+y+3z+6
fo =yz+4z° 42y +z yﬂ?xy+322+y—|—6z

zﬁsz+22+3y+4z

Paires a considérer :

o S(fa, 1), xy?

o S(fs,f),xyz

o S(fs,fa),y’z
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AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

CP—10 G—{hA=x+2y+2z—-1}
nouveaux générateurs calculs a mémoriser
fa = y?> +52° + 4y + 3z xﬂ?x2+622+y+3z+6

fo =yz+4z° 42y +z yﬁ?xy+322+y—|—6z
zﬁsz+22+3y+4z

Paires a considérer :

o S(fif)7%y° (critere 1)
o S(fs fryxyz (critere 1)

o S(fs,f3),y?z — critere 2 ne s'applique pas
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

Katsura 3 par F4 (suite)

CP «— {S(fs, fa), y*z}

G+ {fA=x+2y+2z—1,f4 = y>+52°+4y +3z,fs = yz+ 42>+ 2y + z}
On retient que :

xfi — x> +622+y+32+6

yh —exy + 322 +y + 6z

2z —gxz+ 22+ 3y + 4z

Z f4 1 0

V22 y22 By yr 22
4
yfs 1 4 0 1

(6]
N O
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

Katsura 3 par F4 (suite)

CP «— {S(fs, fa), y*z}

G+ {fA=x+2y+2z—1,f4 = y>+52°+4y +3z,fs = yz+ 42>+ 2y + z}
On retient que :

xfi — x> +622+y+32+6

yh —exy + 322 +y + 6z

2z —gxz+ 22+ 3y + 4z

Z f4 1 0

V22 y22 B2 oy 22
4
yfs 1 4 0 1

(6]
N O
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

Katsura 3 par F4 (suite)
CP — {S(fs, fa), y°2}

G—{fi=x+2y+2z-1,f = y2+522 44y 43z, f5 = yz—|—422+2y+z}

On retient que :

xfi— x> +6z22+y+324+6
yi—cxy +32° +y+6z

2z —gxz+ 22+ 3y + 4z

v’z yz° z
zfp 1 0
yls 1 4
zfs 0 1
fa 0 0
fs 0 0

Vanessa VITSE (UVSQ)
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

Katsura 3 par F4 (suite)

CP «— {S(fs, fa), y*z}

G+ {fA=x+2y+2z—1,f4 = y>+52°+4y +3z,fs = yz+ 42>+ 2y + z}
On retient que :

xfi— x> +6z22+y+324+6

yh —exy + 322 +y + 6z

2z —gxz+ 22+ 3y + 4z

vz yz2 23 y? yz 22 y =z

1 0 5 0 0 0 6 1

(Gauss) 0 1 4 0 0 0 3 5
0 0 0 1 0 0 40

0 0 0 0 1 0 20

0 0 0 0 0O 1 0 2
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

Katsura 3 par F4 (suite)

CP «— {S(fs, fa), y*z}

G+ {fA=x+2y+2z—1,f4 = y>+52°+4y +3z,fs = yz+ 42>+ 2y + z}
On retient que :

xfi— x> +6z22+y+324+6

yh —exy + 322 +y + 6z

2z —gxz+ 22+ 3y + 4z

vz yz2?2 23 y? yz 22y z

1 0 5 0 0 0 61

0 1 4 0 0 0 3 5

0 0 0 1 0 0 40

0 0 0 0 1 0 20

— 0 0 0 0 0 1 0 2

Nouveau générateur :
fo =2+ 2z
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AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

CP—10
G—{h=x+2y+2z—-1,f, = y2+522+4y 43z, fs = yz+422+2y+z}

>

o Calculs a mémoriser : o
o —e X2 4622+ y+3246 | © Nouveau générateur :
yfi—¢xy +32> +y + 6z > fo=2"+2z
2z —gxz+ 2z° + 3y + 4z @ Paires a considérer :
2y, yfs — G y?z+52°+ 6y +z > S(fs, f), x22
2fs — ¢ yz? + 423 + 3y + 5z > S(fs, ), y°2
fa—cy®+4y > S(fs, f5), yz2
fs —cyz+2y

vV VY VY VY VY

Vanessa VITSE (UVSQ)
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

Katsura 3 par F4 (suite)

CP —10

G—{fi=x+2y+2z-1,f, =y>+4y,fs = yz + 2y}

o Calculs a mémoriser : o

> xfi—ex2+622+y+3z46 | © Nouveau générateur :

» yh—gxy +32°+y + 6z > fo=2"+2z

> zfi —gxz+ 22+ 3y +4z @ Paires a considérer :

> 2fy, yfs — y?z+52° +6y +z > S(fs, ), x22

> Zfg —>Gy22+4z3—|—3y—|—52 > 5(f6,f4),y222
> S(fs, f5), y2°
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCTgI Ty N 223

Katsura 3 par F4 (suite)

CP—10

G—{fi=x+2y+2z-1,f, =y>+4y,fs = yz + 2y}

o Calculs a mémoriser :

> xfi —c x>+ 622 +y+3z+6
yh—exy +322+y+6z
zh — g xz + 2z° + 3y + 4z
2fy, yfs — 6 y*z+523+6y +z
2fs — g yz? + 42% + 3y + 5z

>
>
>
>

@ Nouveau générateur :
> fo =224 2z

@ Paires a considérer :
> S(feA)xz” (critere 1)
> S(fertr)yy7°Z% (critere 1)

> S(fs, f5), yz> — pas de critere 2
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AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

o Calculs 3 mémoriser : o CP « {S(fs,f5),yz?}

» xfi —cx>+622+y+3z+6 _ .
Vi —exy 4324y t6z | @ O T =X A2 221,

>
> zfi —gxz+ 22 +3y + 4z f4:y2+4y,
> zfy, yfs — g y2z+523+6y+z fs = yz +2y,
> zfs — ¢ yz° + 42>+ 3y + 5z fo = 2° + 2z}
yz2 23 yz 22y z
zfs 1 4 0 0 3 5
yle 1 0 2 0 00
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AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

o Calculs 3 mémoriser : o CP « {S(fs,f5),yz?}

» xfi —cx>+622+y+3z+6 _ .
Vi —exy 4324y t6z | @ O T =X A2 221,

>
> zfi —gxz+ 22 +3y + 4z f4:y2—|—4y,
> zfy, yfs — g y2z+523+6y+z fs = yz +2y,
> zfs — ¢ yz° + 42>+ 3y + 5z fo = 2° + 2z}
yz2 22 yz 22y z
zfs 1 4 0 0 3 5
yle 1 0 2 0 00

Vanessa VITSE (UVSQ) Résolution de systémes polynomiaux 8 octobre 2009 23 /32



AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

o Calculs a mémoriser : o CP — {S(fs,f5),yz?}
PXﬂ—)GX2+622+y+3Z+6 °G<_{fi:X+2y+22_1

> yh —cxy + 32 6z
> }z/r‘i—>gx§~l—’——22++3)}//—i—|—_4z f4:y2+4y’
> zfy, yfs — ¢ y?z+523+6y+z fs = yz + 2y,
> zfs — ¢ yz° + 42>+ 3y + 5z fo = 2° + 2z}
yz> 23 yz 22y z
zts 1 4 0 0 3 5
Ve 1 0 2 0 00
2z 0 1 0 2 0 O
s 0 0 1 0 20
e 0 0 0 1 0 2
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AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

o Calculs a mémoriser : o CP — {S(fs,f5),yz?}
PXﬂ—)GX2+622+y+3Z+6 °G<_{fi:X+2y+22_1

> yh —cxy + 32 6z

> }z/r‘i—>gx§~l—’——22++3)}//—i—|—_4z f4:y2+4y’
> zfy, yfs — ¢ y?z+523+6y+z fs = yz + 2y,
> zfs — ¢ yz° + 42>+ 3y + 5z fo = 2° + 2z}

yz2 23 yz 22 y z

1 0 0 0 3 0

0 0 0 0 00O

(Gauss) 0 1 0O 0 0 3

0 0 1 0 20

0 0 0 1 0 2
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AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

o Calculs a mémoriser : o CP — {S(fs,f5),yz?}
PXﬂ—)GX2+622+y+3Z+6 °G<_{fi:X+2y+22_1

> yh —cxy + 32 6z

> }z/r‘i—>gx§~l—’——22++3)}//—i—|—_4z f4:y2+4y’
> zfy, yfs — ¢ y?z+523+6y+z fs = yz + 2y,
> zfs — ¢ yz° + 42>+ 3y + 5z fo = 2° + 2z}

yz> 23 yz 22y z

1 0 0 0 3 0

— 0O 0 0 0 00O

0O 1 0 0 0 3

0O 0 1 0 20

0O 0 0 1 0 2
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AlEEtime [
Katsura 3 par F4 (suite)

o Calculs a mémoriser : o CP — {S(fs,f5),yz?}
PXﬂ—)GX2+622+y+3Z+6 °G<_{fi:X+2y+22_1

> yh —cxy + 32 6z
> }z/r‘i—>gx§~l—’——22++3)}//—i—|—_4z f4:y2+4y’
> zfy, yfs — ¢ y?z+523+6y+z fs = yz + 2y,
> zfs — ¢ yz° + 42>+ 3y + 5z fo = 2° + 2z}
yz> 23 yz 22y z
1 0 0 0 3 0
0O 0 0 0 00O
0O 1 0 0 0 3
0O 0 1 0 20
0O 0 0 1 0 2

G={x+2y+2z—1,y>+4y, yz+2y, 2>+ 2z}
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At FE
Algorithme F5 de Faugere

Rappel sur I'algorithme de Buchberger
Si G ={g1,...,8s} générateurs de [ tels que

Vi, j, S(gi,g) = oc(Im(gi) Vv Im(g;))

Alors G est une base de Grobner

@ En pratique, dans I'algorithme de Buchberger beaucoup de paires
critiques se réduisent a 0 (malgré les critéres 1 et 2 vus
précédemment).

o But de F5 : éliminer a priori ces paires
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Comprendre le critere F5 avec les matrices de Macaulay
| = <f1,...,fk> C K[Xl,...Xn]
Matrice de Macaulay de degré d

colonnes de la matrice <« mondmes
lignes de la matrice — mf;, deg(mf;) < d
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Comprendre le critere F5 avec les matrices de Macaulay
| = <f1,...,fk> C K[Xl,...Xn]
Matrice de Macaulay de degré d

colonnes de la matrice <« mondmes
lignes de la matrice — mf;, deg(mf;) < d

Résultat de Lazard

Pour d suffisamment grand, la matrice de Macaulay triangularisée
correspondante contient une BG de /.
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Comprendre le critere F5 avec les matrices de Macaulay
I=(fi,...,fi) C K[X1,... Xn]
Matrice de Macaulay de degré d

colonnes de la matrice <« mondmes
lignes de la matrice — mf;, deg(mf;) < d

Résultat de Lazard

Pour d suffisamment grand, la matrice de Macaulay triangularisée
correspondante contient une BG de /.

Lignes inutiles dans Macaulay ?

o Critere F5 : si m € LT((f1,...,fi_1)), alors mf; est une combinaison
linéaire des lignes antérieures, i.e. de la forme m'f; ol j < iou j =i
et m < m.

@ Algorithme incrémental : calculer une base de Grobner de
(f1,...,fi—1) pour vérifier facilement le critere F5 pour m

v
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Formalisme de F5
I = (fi,....f) idéal de K[Xq,...,Xn]
e polynéme étiqueté : [s,p| ou p € K[X1,..., X,] et |a signature
s = (m, f;) est la donnée d'un mondme et d'un générateur initial de /
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Formalisme de F5
I = (fi,....f) idéal de K[Xq,...,Xn]
e polynéme étiqueté : [s,p| ou p € K[X1,..., X,] et |a signature
s = (m, f;) est la donnée d'un mondme et d'un générateur initial de /

e polyndéme étiqueté admissible : [(m, f;), p] tel que

1
Jur,...u;, p= g ujf; ot Im(u;) = m
Jj=1

— dans la suite tous les polynémes étiquetés seront admissibles
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Formalisme de F5
I = (fi,....f) idéal de K[Xq,...,Xn]
e polynéme étiqueté : [s,p| ou p € K[X1,..., X,] et |a signature
s = (m, f;) est la donnée d'un mondme et d'un générateur initial de /

e polyndéme étiqueté admissible : [(m, f;), p] tel que

1
Jur,...u;, p= g ujf; ot Im(u;) = m
Jj=1

— dans la suite tous les polynémes étiquetés seront admissibles

e polyndme étiqueté normalisé : [(m, f;), p] tel que
m ¢ LT(<f1, ceey f;'_1>)
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Formalisme de F5
I =(f,... f)idél de K[X1,..., X
e polynéme étiqueté : [s,p| ou p € K[X1,..., X,] et |a signature
s = (m, f;) est la donnée d'un mondme et d'un générateur initial de /

e polynéme étiqueté admissible : [(m, f;), p| tel que

1
Jur,...u;, p= g ujf; ot Im(u;) = m
Jj=1

— dans la suite tous les polynémes étiquetés seront admissibles

e polyndme étiqueté normalisé : [(m, f;), p] tel que
mée LT((A,...,fi—1))
@ paire critique normalisée : CP([s1, p1], [s2, p2]) telle que
> [(upmy, £), u1p1] et [(uama, f,,), uapa] sont normalisées, avec
uj = Im(p;) = (Im(p1) V Im(p2))
L > I ou

s b ) . .
> 51 —(U1I”1 i-)>52—(u2m2 f')<:>
I =1y et uymy > upmy
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Généralisation de la notion de o

Définition
Soient G = {(s1,p1),---,(sk, Pk)} et r = (sr, pr), t = (5S¢, pt) des
polyndmes étiquetés.
pr = Uipi
o r=0g(t)siJur,...,uxtq < Im(u;p;) < Im(py)
Im(uj)s;i < s,
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Généralisation de la notion de o

Définition
Soient G = {(s1,p1),---,(sk, Pk)} et r = (sr, pr), t = (5S¢, pt) des
polyndmes étiquetés.

Pr =) Uipi
o r=0g(t)siJur,...,uxtq < Im(u;p;) < Im(py)
Im(u,-)s,- <s,

St < St
o r = og(t) si 3t' = (sp, pr) admissible tq < Im(t') < Im(t)
r= 0g(t)
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Algorithmes de calcul des bases de Grobner BVAFCIgH Ty N

Algorithme F5
I=(f,....f) CK[Xs,...,X]

Théoreme (Faugere)
Soit G = {r,...,rs} une famille de polynémes étiquetés (r; = (sj, gi))
telle que

Q [(1,f),f] € G pourtouti=1,... k
@ r; admissibles
Q Vi,j, 1 <i,j<s tels que CP(r;, rj) normalisée, on a

Im(g;i) V Im(gj)

S(ri, ry) == luisi, uigi — ujgj] = og(ujr;) ol uj; = Im(gi )
i.j

alors (g1, ..,8s) est une base de Grobner.

v
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At FE
Algorithme F5

F5 en résumé...

@ c'est un algorithme incrémental : on passe du calcul d'une BG de
{f,...,fi} (step i) a celui de {f1,...,fiy1} (step i+ 1)

@ on reprend la trame de I'algorithme de Buchberger en ne considérant
que les paires normalisées

@ lors de la réduction d'un S-polynéme S([s1, p1], [s2, p2]) par
G ={[s1,&1],---,[s1, 4]}, on veut que le reste r ait une signature
admissible s et que I'écriture donnée par la réduction
u1p1 — uppp = Y higi + r garantisse que

S([s1, p1l; [52, P2]) = 06uq(s, 3 (u1r)

— on ne peut réduire que par des polynomes étiquetés ayant des
signatures strictement plus petites

v
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,-,-,

A=x+2y+2z—-1
fp =xy +yz +3y
fy=x2+2y2+222 — x

@ Step1: G ={r = [(1,A), A} (LT(G)) = (x)
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,-,-,

A=x+2y+2z—-1
fp =xy +yz +3y
fy=x2+2y2+222 — x

@ Stepl: Gi—{n = [(LA)A]} (LT(G)) = (x)
Q@ Step2: G — {n=[(1,f), ], =[1,1H), L]}
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,-,-,
A=x+2y+2z—-1

fp =xy +yz +3y
f3,=x2+2y2+222—x

Q Step 1: G ={n :=[(1,h), Al}, (LT(G1)) = (x)
9 Step 2 . G2 — {rl — [(1a ﬂ)v f1]7r2 = [(17 f—2)7 f2]}
> paire a considérer :
S(rg, I‘1) =1.n —yn — (].7 f2) ¢ LT(Gl) = 5(!’2, r1) normalisée
= CP « {S(I‘2, r1)}
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

Katsura 3 sur IF7 pour degreviex,-,-,
hA=x+2y+2z—-1

fp = xy + yz + 3y
fy=x2+2y2+222 — x

Q Stepl: G ={n:=[(1,A),A]}, (LT(G1)) = (x)
9 Step 2 . G2 — {rl — [(1a ﬂ)v f1]7r2 = [(17 f—2)7 f2]}
> paire a considérer :
S(r,n)=1rn—yn —(1,f) ¢ LT(Gy) = S(r2, 1) normalisée
= CP «— {S(I‘2, r1)}
» triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : r3 := [(1, ), y? + 4yz + 5y] et CP « ()
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

Katsura 3 sur F7 pour degreviex,, -,
hA=x+2y+2z—-1

fp =xy +yz +3y
fy=x2+2y2+222 — x

@ Stepl: Gi—{n = [(LA)A]} (LT(G)) = (x)
@ Step 2: G — {n=[(1,h),A],n =[(1,~), H]}

> paire a considérer :
S(rg, I‘1) =1.n —yn — (].7 fg) ¢ LT(Gl) = 5(!’2, I’1) normalisée
= CP «— {S(I’2, rl)}
» triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : r3 := [(1,£),y? + 4yz +5y] et CP — )
> paires a considérer :
S(r3,n) = xr3 — y*r1 — (x, ) € LT(G1) = S(r3, r1) éliminée
S(r3, 1) = xrs — yr — (x, ) € LT(Gy) = S(r3, r2) éliminée
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

Katsura 3 sur F7 pour degreviex,, -,
hA=x+2y+2z—-1

fp =xy +yz +3y
fy=x2+2y2+222 — x

Q Step 1: G ={n:=[(1,A) A} (LT(G1)) = (x)
@ Step2: G — {n=[(1,h) A).r:=[1,k),RH]}

> paire a considérer :
S(r,n)=1.n—yn — (1,%) ¢ LT(G1) = S(r2, 1) normalisée
= CP «— {S(Q, rl)}
» triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : r3 := [(1, ), y? + 4yz + 5y] et CP « ()
> paires a considérer :
S(r3,n) = xr3 — y*r1 — (x, ) € LT(G1) = S(r3, r1) éliminée
S(r3, 1) = xrs — yr — (x, ) € LT(Gy) = S(r3, r2) éliminée
> G ={n, .}, (LT(G)) = (x,xy,y?) = (x,y?)
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

© Step 3: Gz — {n,n, i, :=[(1,h), 4]}, (LT(G)) = (x,xy,y?)
> paires a considérer :
S(ra,n) =r—xnn — (1,1) ¢ LT(Gy) = S(rs, 1) normalisée
S(ra,n) =y — xry — (x,f) € LT(G1) = S(r4, r2) éliminée
S(rayr3) = y?r — x°rs — (y2,13) € LT(Gy) = S(r4, 13) éliminée
= CP « {S(I’4, r1)}
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

Q Step 3: Gz {n,n,r3,n:=[(1,k),H]}, (LT(G)) = (x, xy,y?)

> paires a considérer :
S(ra,n) =r—xnn — (1,1) ¢ LT(Gy) = S(rs, 1) normalisée
S(ra,n) =y — xry — (x,f) € LT(G1) = S(r4, r2) éliminée
S(rayr3) = y?r — x°rs — (y2,13) € LT(Gy) = S(r4, 13) éliminée
= CP « {S(I’4, r1)}

» triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : r5 := [(1,£),yz + 422 + 2y + z] et CP «— ()
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

Q Step 3: Gz {n,n,r3,n:=[(1,k),H]}, (LT(G)) = (x, xy,y?)

> paires a considérer :
S(ra,n) =r—xnn — (1,1) ¢ LT(Gy) = S(rs, 1) normalisée
S(ra, ) = yra — xry — (x, ) € LT(Gy) = S(ra, r2) éliminée
S(rayr3) = y?r — x°rs — (y2,13) € LT(Gy) = S(r4, 13) éliminée
= CP «— {S(r4, r1)}
» triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : r5 := [(1,£),yz + 422 + 2y + z] et CP «— ()
> paires a considérer :
S(rs,r1) = xrs — yzri — (x,3) € LT(Gz) = S(rs, r1) éliminée
S(rs, ) = xrs — zr, — (x, ) € LT(Gp) = S(rs, r2) éliminée
5([’5, r3) =yrs — 23 — (_y7 fé) ¢ LT(Gz) et (Z, f2) ¢ LT(Gl)
= S(rs, r3) normalisée
S(rs, 1) = x°rs — yzry — (x%,8) € LT(Gy) = S(rs, r3) éliminée
= CP — {S(rs,13)}
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

© Step 3 (suite) : Gz — {n,n,n,n}, (LT(G)) = (x,xy,y?)

> triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : r5 := [(y,£3),z% +2z] et CP — )
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

© Step 3 (suite) : Gz — {n,n,n,n}, (LT(G)) = (x,xy,y?)

> triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : rg := [(y, ), 2% +2z] et CP «— ()

> paires a considérer :
S(rs,n) = xre — 22r1 — (xy,3) € LT(Gy) = S(rs, r1) éliminée
S(re,r2) = Xyre By r2 — (xy ;) € LT(Gp) = S(rs, 12) éliminée
S(re, 1r3) = y2re — z r3s — (y3, ) € LT(Gy) = S(r6, r3) éliminée
S(re, r4) = x°rg — 2%r4 — (x%y, 1) € LT(G,) = S(re, r4) éliminée
S(re,r5) = yre — zrs — (y 2 ,3) € LT(G) = S(rs, 15) e||m|nee
= CP—0DetG= {x+2y+22— 1, xy +yz+3y, y> +4yz +
Sy, x? +2y% +27% — x, yz—|—4z2+2y+z,22+2z}
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

© Step 3 (suite) : Gz — {n,n,n,n}, (LT(G)) = (x,xy,y?)

> triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : rg := [(y, ), 2% +2z] et CP «— ()

> paires a considérer :
S(re,n) = xre — 22r1 — (xy,f3) € LT(G2) = S(r6, r1) éliminée
S(re,r2) = Xyra .y r2 — (xy ;) € LT(Gp) = S(rs, 12) éliminée
S(rﬁ, I’3) y re — 72 I’3 — ( fEJ,) € LT(G2) = 5(!‘6, I‘3) éliminée
S(re, r4) = x°rg — 2%r4 — (x%y, 1) € LT(G,) = S(re, r4) éliminée
S(re, 15) = yre — zrs — (y2,f3) € LT(Gy) = S(re, 15) e||m|nee
= CP—DetG= {X+2y+227 1, xy +yz+3y, y> +4yz +
Sy, x? +2y% +27% — x, yz—|—4z2+2y+z,22+2z}

© base minimale :

G={x+2y+2z—1, y> +dyz+5y, yz+ 422 + 2y + z,2° + 2z}
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At FE
Calcul avec F5 de la BG de Katsura 3 sur [y

© Step 3 (suite) : Gz — {n,n,n,n}, (LT(G)) = (x,xy,y?)

> triangularisation + preprocessing ...
= nouveau générateur : rg := [(y, ), 2% +2z] et CP «— ()

> paires a considérer :
S(re,n) = xre — 22r1 — (xy,f3) € LT(G2) = S(r6, r1) éliminée
S(re,r2) = Xyr5 .y r2 — (xy ;) € LT(Gp) = S(rs, 12) éliminée
S(re,13) = y°re — 22 r3 — (y3,K) € LT(Gy) = S(rs,r3) éliminée
S(re, r4) = x°rg — 2%r4 — (x%y, 1) € LT(G,) = S(re, r4) éliminée
S(re, 15) = yre — zrs — (y2,f3) € LT(Gy) = S(re, 15) e||m|nee
= CP—DetG= {X+2y+227 1, xy +yz+3y, y> +4yz +
Sy, x? +2y% +27% — x, yz—|—4z2+2y+z,22+2z}

© base minimale :
G={x+2y+2z—1, y> +dyz+5y, yz+ 422 + 2y + z,2° + 2z}
@ base réduite : G = {x +2y +2z — 1, y> + 4y, yz+2y, 2>+ 2z}
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