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o-algebres

Exercice 1.— Limites inférieures et supérieures d’ensembles
Soit o/ une o-algebre sur un ensemble X et (A,),eny une famille d’éléments de 7. On
définit les ensembles :

limsup A,, = {x eX ’ x appartient a une infinité de An}
n

liminf A, = {a: eX ) r € A, a partir d’un certain n} .
n

Montrer que liminf, A, et limsup, A, sont membres de la o-algebre .o7. Donner des
exemples intelligents ot ces deux ensembles coincident ainsi que des exemples ou ils different.

Exercice 2.— o-algebres sur R
(a) Caractériser la g-algebre sur R engendrée par ’ensemble des singletons.

(b) Montrer que la o-algebre des boréliens Z(R) est engendrée par I'ensemble
{]—oo,r] CR‘TGQ}.

(c) Trouver un sous-ensemble infini de & (R) qui contient R, est stable par union dénombrable
et intersection dénombrable, mais n’est pas une o-algebre.

[o-algébre sur un espace métrique dénombrable] Montrer que la o-algebre des boréliens
B(Q) coincide avec la o-algebre pleine P(Q). Généraliser au cas d’un espace métrique
dénombrable.

Exercice 3.— Quelques boréliens de R
Soit (f)nen une famille d’applications continues de R dans R. Montrer que les ensembles
suivants sont boréliens :

(2) {2 €R| fule) —> 0}
(b) {x € R | (fu(x))nen converge} :

(c) {x € R | (fu(x))nen admet 0 comme valeur d’adhérence}.

Exercice 4.— Boréliens de Q
Montrer que la o-algebre des boréliens #(Q) coincide avec la o-algebre pleine Z(Q).
Généraliser au cas d’un espace métrique dénombrable.

Exercice 5.— Intervalles dyadiques
On appelle intervalle dyadique de [0, 1] un intervalle de la forme [2%, % [, oun € Net k
est un entier compris entre 0 et 2™ — 1.

(a) Montrer que deux intervalles dyadiques sont emboités ou disjoints.



(b) Montrer que ’ensemble &7 des unions finies d’intervalles dyadiques est une algebre sur
[0, 1].

(c) Montrer que la o-algebre engendrée par les intervalles dyadiques est la o-algebre
borélienne ([0, 1]).

Exercice 6.— o-algebre produit
Soit (X1, 44 ) et (Xy, %) deux espaces mesurables (i.e. ensembles munis d’'une o-algebre).
On définit la o-algebre produit oy ® < comme la og-algebre engendrée ;

%@%20<{A1XA2

Aiem}>.

On note Z(X) la o-algebre des parties dénombrables ou codénombrables d'un ensemble X
et A(X) la o-algebre borélienne d’un espace métrique X.

(a) Montrer que Z(R?) = Z(R) @ B(R).
(b) Soit X et Y deux ensembles. Dans quels cas a-t-on (X xY)=2(X) @ 2(Y)?

Exercice 7.— o-algebres sur les ensembles dénombrables
Soit X un ensemble dénombrable. On dit qu'une o-algebre est engendrée par une relation
d’équivalence si elle est engendrée par les classes d’équivalence de cette relation.

(a) Montrer que toute o-algebre est engendrée par une relation d’équivalence. Identifier
les relations correspondant aux o-algebres pleine et triviale.

(b) En déduire le nombre de o-algebres sur un ensemble fini.

Exercice 8.— o-algebres dénombrables

Démontrer qu’il n’existe pas de o-algebre infinie dénombrable. On pourra commencer par
montrer que 'on peut toujours trouver dans une o-algebre infinie une collection infinie
d’ensembles disjoints.
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Mesures

Exercice 1.— Mesures sur Q
Trouver toutes les mesures sur (Q, Z(Q) = Z(Q)).

Exercice 2.— Lemme de Borel-Cantelli, premiére partie

Soit (X, o, 1) un espace mesuré et (A,),cn une suite d’éléments de < telle que "% 1i[A,]
est finie. Montrer que ’ensemble des points qui appartiennent & une infinité de A,, est de
mesure nulle.

Exercice 3.— Sommes de mesures de Dirac
Soit (z,)nen une suite de réels.

Jz, définit une mesure sur (R, Z(R)).

(b) Montrer que  est finie sur tous les intervalles bornés si et seulement si |z, | —— +o0.
n—o0

(a) Montrer que =3

(c) Pour quelles suites la mesure p est-elle o-finie ?

Exercice 4.— Mesure de Lebesgue sur R : vrai ou faux?
Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse. On demande,
suivant les cas, une preuve ou un contre-exemple.
— Soit (A,,) une suite décroissante de boréliens de R d’intersection vide. Alors my[A,] — 0.
— Soit A un borélien de R d’intérieur vide. Alors m4[A] = 0.
— Soit A un borélien de R d’intérieur non vide. Alors m;[A] > 0.
— Soit K un compact de R. Alors m;[K] est finie.

Exercice 5.— Exemple de Vitali

Soit ~ la relation d’équivalence définie par  ~ y < x — y € Q. Justifier que chaque
classe rencontre l'intervalle [0,1]. On forme I’ensemble V' en prenant dans chaque classe
d’équivalence un représentant dans [0, 1]. On obtient donc une partie V' C [0, 1] intersectant
en un unique point chaque classe d’équivalence de ~. Montrer que V n’est pas borélien.

Exercice 6.— Ensembles de Cantor

(a) On définit ’ensemble triadique de Cantor Kj de la maniére suivante : Kéo) est l'in-
tervalle [0, 1], Kél) est obtenu en découpant K:)EO) en trois intervalles de méme taille et
en ne gardant que les deux intervalles (fermés) extrémes (Kél) = 10,1/3] U [2/3,1]),
K?) est obtenu en faisant subir le méme sort aux (deux) intervalles constituant K"
(K =10,1/9] U [2/9,1/3] U [2/3,7/9] U [8/9,1]). On construit ainsi par récurrence
des compacts K:,E") formés de 2" intervalles. Ces compacts sont emboités et on pose
K3 =,en K:,()"). Calculer la mesure de Lebesgue de ’ensemble triadique de Cantor.



FIGURE 1 — K3 : premiéres étapes de construction (source : wikipédia)

(b) On généralise la construction précédente : pour n’importe quelle suite de nombres
A, €]0, 1], on définit les compacts K™ par récurrence en partant de K© = [0, 1] et en
passant de K a K1 en 6tant a chacun des 2" intervalles I formant K ™ I’intervalle
ouvert central de longueur A, - m;[/]. On pose enfin K = (), Kn. L'exemple de la
question précédente correspond a la suite constante Vn, A, = 1/3. Montrer que pour
tout «a € [0, 1], on peut construire par ce procédé un compact de mesure a.

(c) Montrer que les compacts précédents ont la puissance du continu (c’est-a-dire, on le
rappelle, qu’ils sont en bijection avec R ou {0, 1}V).

Exercice 7.— Propriétés d’invariance de la mesure de Lebesgue
(a) Montrer que la mesure de Lebesgue m,, sur R" est invariante par translation.

(b) Soit p une mesure définie sur (R™, Z(R™)) invariante par translation et telle que
©][0,1]"] = A < co. Montrer que = Am,,.

(¢) Soit £ un borélien de R™ et A : R™ — R"™ un endomorphisme. Montrer que
my, [A(E)] = |dét A| - m,[E)].

(d) Soit E = C([0,1],R) 'espace des fonctions continues de [0, 1] — R, muni de la norme
| flloo = maxo1) | f|. Montrer qu’il n’existe pas sur £ de mesure y non nulle vérifiant
les propriétés suivantes :

— p est invariante par translation ;
— Tout point p € F admet un voisinage de p-mesure finie.
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Fonctions mesurables, liminf et lim sup

Exercice 1.— Propriétés des fonctions mesurables
Dans tout cet exercice, R est muni de la tribu borélienne.

(a) Soit f: R — R une fonction continue. Montrer que f est mesurable.

(b) Soit f: R — R une fonction croissante. Montrer que f est mesurable.
(c) Les fonctions en escalier sont-elles mesurables ?
)

(d) Soit f, : (X,.A) — R une suite de fonctions mesurables. Montrer que I’ensemble des
points ou f,, converge est dans A.

Exercice 2.— liminf pour les suites et pour les ensembles

On rappelle que pour A,, une suite de parties d'un ensemble X, on note lim inf A,, 'ensemble
des x € X qui sont dans tous les A,, & partir d’'un certain rang.

Soit (x,,)nen une suite réelle. Pour tout n, on pose A, =] — 00, x,,]. Montrer qu’on est dans
I'un des deux cas suivants :

1. liminf A,, =] — oo, liminf(x,)];

2. liminf A,, =] — oo, liminf(z,)[.

Exercice 3.— Lemme de Fatou sur les séries

(a) Soient (ay) et (b,) deux suites de réels.
— Montrer que liminf a,, + liminf b, < liminf(a,, + b,).
— Donner un exemple pour lequel cette inégalité est stricte.
— Que se passe-t-il si (a,) converge ?

(b) Montrer que, si (x,,) est une suite de réels positifs ou nuls, on a :

R,
> (tminf o) < limint (Z m)

n=1

Exercice 4.— Boréliens et projection

On considére 'espace C([0, 1], R) muni de la topologie de la convergence uniforme. Le but
de lexercice est de montrer que la tribu des boréliens sur C(]0,1],R) est la plus petite
tribu qui rende les projections

o, : C([0,1,R) = R
f= fz)

mesurables pour tout z € [0, 1].
1. Montrer que les projections sont mesurables pour la tribu borélienne.

2. Soit X un espace métrique. Montrer qu’il est a base dénombrable d’ouverts si et
seulement s’il est séparable (c’est-a-dire qu’il contient une partie dénombrable dense).



3. Montrer que C(]0,1],R) est séparable.

4. Soit A une tribu de C(]0, 1], R) qui rend les projections mesurables. Montrer que A
contient toutes les boules fermées.

5. Conclure.

Exercice 5.— Boréliens de R
On définit R comme R U {—o00, +00} muni de la distance :

d(z,y) = |arctan(z) — arctan(y)|

ou par convention, arctan(—oo) = —m/2 et arctan(—oo) = /2.
1. Montrer que d est bien une distance.

2. Montrer que la tribu des boréliens est engendrée par les [a, +00].

Exercice 6.— Produit de lebesguiens
On note M(R¥) I'ensemble des parties mesurables de R* (c’est-a-dire la tribu complétée
de B(R")). A-t-on :

M(R) @ M(R) = M(R?)?
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Fonctions mesurables, tribu complétée

Exercice 1.— Limite simple de fonctions mesurables
Soit A une o-algébre sur un ensemble X, et soit f, : X — R une suite d’applications
mesurables.

(a) Montrer que A = {z € X|lim, ;o fn(z) existe } € A.
(b) Montrer que 'application f: A — R qui & x € A associe lim,,_, |, f.(z) est mesurable.

(c) Généraliser au cas d’une suite d’applications mesurables f,, : X — Y ou Y est un
espace métrique complet muni de sa tribu borélienne.

Exercice 2.— Limite simple de fonctions simples
Soit f: (X, A, ) = R mesurable.

1. Dans cette question, on suppose f > 0. Pour n € Net 0 <i <n2" — 1, on pose

Ei,n = {.’L'

Sn = Z 2Z_nXElyn

0<i<n2m

i i+1
— < .
o = fl@) < — }

(a) Montrer que pour tout n € N, s,, est une fonction mesurable simple.
(b) Montrer que la suite (s,)nen est croissante et converge simplement vers f.
(c) Montrer que [y fdp = lim [, s,dpu.

2. Dans le cas général, montrer qu’il existe une suite (g, )nen de fonctions simples, qui
converge simplement vers f, et telle que pour tout n € N et tout z € X, |g,(x)] <

|f()]-

Exercice 3.— Propriétés du « presque partout »
Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Etant données deux fonctions mesurables f,g: X — R,
on note :

f=g <= nl{z € X|f() # g(@)}) =0
f<g < nlfreXlg) < f@)) =0

(a) Montrer que la relation = d’égalité presque partout est une relation d’équivalence.
PP

(b) Montrer que la relation < d’infériorité presque partout est transitive et que :
PP

[<getg<f=[f=y.
pp pp pp



(c) Montrer que si f;,g; : X — C vérifient f; = fy et g3 = go, alors pour tous «, 5 € C,
afi+ Bg ;Oéf2+592- v "

(d) Montrer que, si f,,, g, : X — R vérifient f, = g, pour tout n € N, alors liminf,_,, f, =
liminf, . g, et limsup,_, f» = lim supiioo gn. Si de plus, (f,) converge presqlll)g

partout, montrer qu’il en est de méme pour (g, ) et qu’alors lim,, o f, = lim,,_00 Gn.
pp

Exercice 4.— Fonctions mesurables pour la tribu complétée

Soit (X, A, 1) un espace mesuré dont on note (X, A’, i) le complété. Soit f : X — R
mesurable pour la tribu A’. Montrer qu’il existe une fonction g égale a f u/-presque partout
(c’est-a-dire que ¢/ ({x € X | f(x) # g(z)}) = 0), qui est mesurable pour la tribu .A.

Exercice 5.— Fonctions presque nulles

Soit (X, .A, pt) un espace mesuré. Soit f : X — R une fonction positive mesurable (R est
muni de sa tribu borélienne). On suppose que f « fdp = 0. Montrer que f est nulle presque
partout.
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Intégrales de fonctions a valeurs réelles ou complexes

Exercice 1.— Autour de I’inégalité de Chebychev
Soit f : (X, 47, u) — R* mesurable. On pose, pour n € N*, A, = {x € X|f(z) > n} et
B,={r € X|n < f(x) <n+1}.

1. Monter que si f est intégrable, (p pu(Ap))pen+ est bornée.

2. Montrer que si f est intégrable, > . pu(B,) converge.

3. Montrer que si f est intégrable, > . pu(A,) converge.

4. A quelle(s) condition(s) les réciproques sont-elles vraies ?

Exercice 2.— Fonctions presque nulles Soit (X, A, ;1) un espace mesuré.

1. Soit f: X — R une fonction mesurable. On suppose que fX fdp = 0. Montrer que
f est nulle presque partout.

2. Soit f : X — R une fonction intégrable. On suppose que VA € o7, fAfdu = 0.
Montrer que f est nulle presque partout.

Exercice 3.— Sommation par tranches
Soit f : (X, <7, ) — R une fonction mesurable positive. Montrer que

Ry

[ 1@ dnte) = [ e € X170 > 0] dmute) = Jim 3 o o € X170 > 5]

Exercice 4.— Lemme des moyennes

Soit g : (X, 7,v) — C intégrable, ou v est une mesure finie. On suppose qu’il existe un
fermé F' C C tel que, pour tout A € & vérifiant v(A) €]0, 400, on a ﬁ i 9dv € F.
Montrer que pour presque tout = € X, g(x) € F.
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Révisions

Exercice 1.— Fonctions continues presque partout Soit f une fonction de R dans
R.

1. On suppose qu’il existe une fonction continue g telle que f soit égale a g presque
partout. f est-elle nécessairement continue presque partout ?

2. On suppose f continue presque partout. Existe-t-il nécessairement une fonction conti-
nue g telle que f soit égale a g presque partout ?

Exercice 2.— Image d’un négligeable par une fonction lipschitzienne
Soit f : R — R une fonction lipschitzienne (resp. localement lipschitzienne). Montrer que
I'image d’une ensemble Lebesgue-négligeable est Lebesgue-négligeable.

Exercice 3.— Fonction constante presque partout
Soit f une fonction de (X, oy, uy) dans (Y, &% ), constante presque partout. On suppose
que x est compléte pour px. Montrer que f est mesurable.

Exercice 4.— Convergence monotone inversée
Soit f,, une suite de fonctions intégrables de (X, o7, ) dans R™, décroissante.
En utilisant le théoréme de convergence monotone, montrer que

/fn — lim f,.

n—-+4o0o n—-+00

Ce résultat est-il encore vrai si I'on ne suppose pas les f, intégrables?

Exercice 5.— Intégrale de Riemann

On rappelle qu’une fonction en escalier g : [0, 1] — R est une fonction munie d’une subdi-
vision adaptée 0 = ag < a; < --- < a, = 1 telle que g est constante (égale a by) sur chaque
intervalle de la forme Jay, agy1] pour k € {1,...,p — 1}. Son intégrale au sens de Riemann

est définie comme )
/9 = (ax — ax_1)bx.
k=1

Une fonction f : [0, 1] — R est intégrable au sens de Riemann si

inf{/g ‘ genescalier,ng}:sup{/g ‘ genescalier,ggf}

et dans ce cas, 'intégrale de f est définie comme la valeur commune des deux membres de
cette égalité.

Montrer que si f : [0,1] — RT est intégrable au sens de Riemann, elle est Lebesgue-
mesurable, intégrable au sens de Lebesgue, et les deux intégrales coincident.
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Théoremes de Lebesgue

Exercice 1.— Dérivabilité sous I’intégrale
Soient I un intervalle ouvert de R et f : R — R une fonction mesurable. On suppose que
pour tout x € I,t € R — g(z,t) = e™ f(t) est intégrable. Montrer que

h(x) = /Rg(:c,t) dt

définit une fonction dérivable sur I.

Exercice 2.— Une étude asymptotique
Soit (X, u) un espace mesuré, f : X — [0,+o0] une fonction mesurable d’intégrale 1.

Montrer que fX nlog [1 + (%)a] dp converge :
1. vers +oo quand 0 < @ < 1;
2. vers 1 quand . =1

3. vers 0 quand o > 1.

Exercice 3.— Lemme de Scheffé
Soit (X, ) un espace mesuré, (f,) une suite de fonctions positives et intégrables, conver-
geant presque-partout vers une fonction intégrable f, vérifiant

/and,u—>/xfd,u.

Exercice 4.— Espace mesuré fini
Soit (X, ;1) un espace mesuré. On suppose qu’il existe une fonction f strictement positive
telle que f et 1/f soient intégrables. Montrer qu’alors u(X) < oc.

Montrer que [y |f, — f| du — 0.

Exercice 5.— Convergence et domination

(a) Soit ¢ : R — R, une fonction continue nulle en dehors de [0,1] et d'intégrale de
Lebesgue égale a 1. On pose les suites de fonctions

1 =

falz) = np(nz), ga(z) = —¢(=), ha(z) = p(z —n).

n
Ces trois suites de fonctions satisfont-elles la conclusion du théoreme de convergence
dominée de Lebesgue ? Satisfont-elles I’hypothese de domination ?

(b) Construire une famille ( f,) de fonctions positives intégrables convergeant vers 0 presque
partout, dont les intégrales convergent vers 0, mais qui n’est cependant pas dominée
par une fonction intégrable.



(c) Montrer que de toute famille (f,,) de fonctions positives intégrables convergeant vers 0
presque partout et dont les intégrales convergent vers 0, on peut extraire une sous-suite
dominée par une fonction intégrable.

(d) Montrer que le résultat précédent n’est plus vrai si on ne suppose plus les fonctions
positives.
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Espaces de Lebesgue

Exercice 1.— Représentation duale des normes ”

Soient (X, 47, 1) un espace mesuré, 1 < p < oo et f € LP. On note ¢ I'exposant conjugué
de p.

(a) Montrer que

1]l = sup{/X fg du| llgll, = 13-

(b) On suppose que pu est o-finie, montrer que le résultat précédent s’étend au cas p = +oo.

Exercice 2.— Convergence en mesure
Soit (X, .o/, u) un espace mesuré fini. Soit une suite de fonctions mesurables f, : X — R
mesurables. On dit que (f,,) converge en mesure vers f si pour tout € > 0,

(o = fI7 (e, +00]) — 0.

n—oo

(a) Soit 1 < p < 4o00. Montrer que si |f,, — f|z» = 0 alors (f,) converge en mesure vers
f. Remarquer que la réciproque est fausse.

(b) Montrer que si (f,) converge vers f presque partout alors (f,,) converge en mesure vers
f.

(c) Donner un exemple de suite de fonctions mesurables (f,,) qui converge vers 0 pour la
norme L” mais qui ne converge pas vers 0 presque partout.

(d) Montrer que si (f,,) converge en mesure vers f alors il existe une sous-suite de (f,) qui
converge presque partout vers f.

(e) Soit (f,) une suite de fonctions réelles dans £P qui converge vers f dans LP et qui
converge vers g presque-partout. Montrer que f = g presque partout.

Exercice 3.— Emboitement des espaces de Lebesgue

1. Soient (X, 47, ) un espace mesuré fini et 1 < p < ¢ < +o00. Montrer que LI(X) C
LP(X) et que cette inclusion est une application linéaire continue, donner sa norme.

2. Soit (X, .o, ) un espace mesuré tel qu’il existe 1 < p < ¢ < 400 pour lesquels
LX) C LP(X). Montrer que

sup{u(A)| A e o, u(A) < +oo} < 400.

Exercice 4.— Séparabilité des espaces L?([0,1])

1. Soit p € [1, +00[. Montrer que LP([0, 1]) est séparable, c’est-a-dire qu’il contient une
partie dénombrable dense.

2. Montrer que L*([0, 1]) n’est pas séparable.
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Densité des fonctions continues, espaces de Hilbert

Exercice 1.— Translatées d’une fonction L?
Soit p € [1, +oo[ et h € R Pour u € LP(RY), on pose (r,u)(z) = u(x — h).
1. Montrer que ||mhullze = ||u||L»-

2. Montrer que limy,_o||mhu — ul|z» = 0.

Exercice 2.— Projection sur un convexe fermé
Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Dans H = L*(X, 4, R), on note C = {f € H|f >,, 0}.

1. Montrer que C' est un convexe fermé.
2. Décrire la projection sur C.
3. Que dire dans L?(X, u,C)?

Exercice 3.— Convergence faible
Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soient p,p’ €|1,+o0] tels que 1/p + 1/p" = 1. On dit
qu’'une suite (f,)nen d’éléments de LP(u) converge faiblement vers f € LP(u) si pour tout

g€ L (),
lim / fngdp = / fgdp.
X X

1. Montrer que la convergence dans LP implique la convergence faible.

2. On suppose que (X, A, 1) est R? muni de la mesure de Lebesgue, et que pour toute
¢ continue a support compact, on a

lim /X fuds = /X Fodp

On suppose de plus que la suite || f,,||z» est bornée. Montrer que la suite (f,,) converge
faiblement vers f.

3. Soit f € LP(R), non nulle. En posant (7,f)(z) = f(x — n), montrer que 7,f ne
converge pas vers 0 dans LP, mais converge faiblement vers 0.

Exercice 4.— Adjoint d’un opérateur

1. Soit H un espace de Hilbert, et soit v : H — H une application linéaire continue.
Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue u* : H — H telle que :

V(z,y) € H* (zfu(y)) = (u*(2)[y).

2. On définit P : L2([0,1]) — L2([0,1]) par P(f)(z) = [ f(t)dt.
(a) Montrer que P est bien définie.
(b) Montrer que P est linéaire et continue.
(¢) Montrer que P*(f)(z) = f; f(t)dt pour toute f € L*([0,1]).
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Mesures produits, théoreme de Fubini

Exercice 1.— Mesures produits
Soit (X,.A, 1) un espace mesuré o-fini, et soit o un point d’'un ensemble Y. Calculer la
mesure produit p1 & dy,.

Exercice 2.— Hypotheéses pour Fubini-Tonelli

1. On désigne par A (resp. i) la mesure de Lebesgue (resp. la mesure de comptage) sur
([0,1], B([0, 1])). Soit A = {(x, )|z € [0,1]}. Est-ce que A est un borélien de R??
Justifier ensuite I'existence des intégrales itérées suivantes, et les comparer :

I - /[ ) ( /[ ; ol AD) ) )
L= /[ ) ( /[ ; ol ) ) (o).

2. On considere R muni de la mesure de Lebesgue A sur les boréliens. Soit ¢ une fonction
continue a support dans [0, 1] telle que fol ¢dX = 1. On note H = yg+ la fonction de
Heaviside. On pose

f:R* =R
(z,y) = H(y)oly — ly]) (¢(z — [y]) — oz — [y] —1)).

Montrer que les quantités [ [ f(z,y)dydz et [ [ f(z,y)dzdy sont bien définies et les
comparer.

3. Que peut-on déduire de cet exercice ?

Exercice 3.— Mesures diffuses
Soit 4 une mesure de probabilités sur (R, B(R)). Pour € R, on pose :

ola) = [ e dute).

1. Montrer que la fonction ¢ est continue et bornée sur R.

2. Soient n > 1 et a € R. Montrer que :
T Mm _.
— e "To(r)dr = / K, (t —a)du(t)
2n -n R

ou K, est une fonction indépendante de a que l'on explicitera.

3. Déterminer lim,, . > f e (g



4. En déduire que si ¢ est intégrable pour la mesure de Lebesgue sur R, alors p est une
mesure diffuse.

Exercice 4.— Sommation par tranches
Soient (X, 47, ) un espace mesuré o-fini et f : X — [0,400] une fonction (7, B(R))-
mesurable.

a) Soit v une mesure o-finie sur (R, B(R)). Montrer que
[ v, s@D duto) = | (T o)) vt
b) En déduire que pour p € [1,+ool,
[ran=| P s o0]) A

ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 5.— Mesurabilité
Soit f : R? — R telle que

a) Pour tout y € R, x — f(x,y) est continue;
b) Pour tout z € R, y — f(x,y) est mesurable.
1. Montrer que f est mesurable.

2. Lerésultat reste-t-il vrai si ’'on remplace “continue” par “mesurable” dans la premiere
condition ?
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Théoreme de Radon-Nikodym, mesures réelles

Exercice 1.— Hypotheses pour Radon-Nikodym

On note A la mesure de Lebesgue et u la mesure de comptage sur la o-algebre B([0, 1]) des
boréliens de [0, 1].

Montrer qu'il n’existe pas de fonction borel-mesurable h : [0,1] — [0, +o00[ telle que pour
tout A € B([0,1]),

AA) = / h dy.
A
Quelle est la morale de cet exercice ?

Exercice 2.— Théoréme de Radon-Nikodym, le cas réel.

Soient p et v deux mesures o-finies sur un espace mesurable (X, A) ol u est positive et v
est réelle a valeurs dans | — oo, +00].

Pour toute fonction mesurable f : X — R telle que f~ € L'(u), on pose fdu la mesure

définie par (fdu)(A) = [, fdpu.
1. Montrer que v = v, +v, avec v, L et v, < pu, et que cette décomposition est unique.
2. Montrer qu'’il existe f : X — R telle que f~ € L'(R) et v, = fdpu.

Exercice 3.— Changement de variable
Soit (X, A, 1) un espace mesuré, Y un ensemble, et ¢ : X — Y. Pour tout A appartenant
a la g-algebre ¢, A = {C C Y | ¢~ 1(C) € A}, on définit la mesure ¢.pu(A) = p(¢p=1(A)).
Soit f : Y — R mesurable.
1. Montrer que ¢,.A est bien une o-algebre, et que ¢, est bien une mesure.
2. On considere les deux hypotheses suivantes :
a) f o ¢ est intégrable pour p
b) f est intégrable pour ¢, .

Montrer que si I'une de ces deux hypothese est vraie, alors I’autre est vraie également,
et :

/X F(6(x))du(x) = /Y ) d(b.10)(y).

3. Dans cette question, on suppose que X et Y sont des intervalles de R, que f est
intégrable pour la mesure de Lebesgue sur I, et que ¢ est un C'-difféomorphisme.
Montrer qu’alors :

/X F(6(2)) 6/(2)] do = /Y f(w)dy.

Exercice 4.— Fonctions absolument continues.



Soit I un segment de R. On dit que f est absolument continue si pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que pour toute famille dénombrable d’intervalles disjoints |ay, §;] de I tels que

Z|ﬁz’—ai|<77

on ait

Z 1£(B) — flaw)| < e.

On suppose f strictement croissante. Montrer que les trois propositions suivantes sont
équivalentes.

a) f est absolument continue.
b) L’image par f de tout ensemble lebesgue-négligeable est négligeable.
c) f est dérivable presque partout sur I, f' € L', et pour tous z,y € I,

o) - 1) = [ " fn).

On admettra le résultat suivant : pour toute fonction f € L*(R), pour presque tout point
r €R,onal

On rappelle également le lemme de Borel-Cantelli : Soit (X, .o, u) un espace mesuré et
(An)nen une suite d’éléments de A telle que Y 7% 1i(A,) est finie. Alors I'ensemble des
points qui appartiennent & une infinité de A,, est de mesure nulle.

1. Un tel point est appelé point de Lebesgue.



