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TD no 2 : séries à termes positifs

Organisation : les exercices sont divisés en trois catégories : * correspond aux exercices de base,
à maîtriser impérativement, ** correspond aux exercices de di�culté moyenne, c'est en gros le
niveau requis pour valider l'UE, *** correspond aux exercices plus avancés.

* Dé�nitions à connaître par c÷ur

� somme partielle d'ordre n d'une série, suite des sommes partielles d'une série,

� série convergente, série divergente, somme et reste d'orde n d'une série convergente.

* Propriétés à connaître par c÷ur

� séries géométriques convergentes/divergentes, séries de Riemann convergentes/divergentes,

� terme général positif et suite des sommes partielles majorée =⇒ série convergente,

� comparaison entre termes généraux et implication sur la convergence/divergence pour des
séries à termes positifs,

� règle de d'Alembert, règle de Cauchy.

Exercice 1. * Des suites aux séries : une somme télescopique

1. Déterminer trois réels a, b, c tels que pour tout x ∈ R di�érent de 0, 1 et −1 on ait :

1

x(x2 − 1)
=

a

x− 1
+
b

x
+

c

x+ 1

2. En utilisant cette relation pour x = 2, 3, . . . , n, déterminer pour tout n ≥ 2 une expression

simple de Sn =
n∑
k=2

1

k(k2 − 1)
=

1

2(22 − 1)
+

1

3(32 − 1)
+ · · ·+ 1

n(n2 − 1)
.

3. En déduire que la série
(∑
k≥2

1

k(k2 − 1)

)
converge et donner sa somme.

Exercice 2. * Convergence d'une série

Soit (un)n∈N une suite de nombres positifs.

Montrer que la série
(∑
n≥0

un

)
converge si et seulement si la suite

( n2∑
k=0

uk

)
n≥0

converge.

Exercice 3. * Séries convergentes ou divergentes

Déterminer la nature des séries de terme général donné.

1. un =
en

n5 + 1
(montrer que un ne tend pas vers 0),

2. un =
2n

3nn2
(comparer à une série géométrique),

3. un =
e−n

4 + sinn
(comparer à une série géométrique),

4. un =
n

2n
(comparer à une série géométrique),



5. un =
e1/n

n+ 1
(trouver un équivalent polynomial de un),

6. un = n ln
(
1 +

1

n2

)
(trouver un équivalent polynomial de un),

7. un =
n!

nn
(comparer un à 1

n2 , ou utiliser la règle de d'Alembert),

8. un = ne−n (comparer un à une suite géométrique, ou à 1
n2 , ou utiliser la règle de d'Alem-

bert, ou utiliser la règle de Cauchy),

9. un =
(
1− 1

n

)n2

(considérer ln(un)).

Exercice 4. ** Séries convergentes ou divergentes

Montrer que les suites (un)n≥1 ci-dessous sont positives à partir d'un certain rang, et déterminer
la nature des séries (

∑
n un) correspondantes.

1. un =
1− n ln(1 + 1

n
)

√
n+ 1

,

2. un =
lnn

n
,

3. un =
(
1 +

1√
n

)n
,

4. un =
e

1
n − 1

n
,

5. un = ne−
√
n ,

6. un = tan

(
1

n

)
− 1

n
,

7. un =
(
1− 1√

n

)n
,

8. un =
lnn

nα
(discuter selon la valeur du réel α),

9. un = n2

(
sin

1

n
+ cos

1

n
+

(
ln
(
1− 1

n

))2

− e
1
n

)
.

Exercice 5. ** Calculs de sommes de séries

Montrer que les séries suivantes convergent et calculer leur somme :

1.
(∑
n≥0

3−n
)

2.
(∑
n≥3

2

5n

)
3.
(∑
n≥0

1

n!

)
4.
(∑
n≥2

3

(n− 1)!

)
5.
(∑
n≥0

n+ 2

n!

)
6.
(∑
n≥1

n2 + n+ 1

n!

)

Exercice 6. ** Soient (un)n∈N une suite de réels positifs et (vn)n∈N la suite dé�nie par vn =
un/(1 + un). Montrer que les séries (

∑
n un) et (

∑
n vn) sont de même nature (si l'une converge,

l'autre converge).

Exercice 7. ** Comparaison série - intégrale Soit α un réel

1. Lorsque α < 1, donner un équivalent de Sn =
n∑
k=1

1

kα
.

2. Lorsque α = 1, donner un équivalent de Sn =
n∑
k=1

1

kα
.

3. Lorsque α > 1, donner un équivalent de Rn =
+∞∑

k=n+1

1

kα
.

4. Montrer que ln(n!) ∼ n lnn.



Exercice 8. ** Constante d'Euler

Pour tout n ≥ 2, on note un = ln(n)− ln(n− 1)− 1/n.

1. En écrivant un = − ln(1 − n−1) − n−1 et à l'aide d'un développement limité, montrer que
un > 0 à partir d'un certain rang et que la série (

∑
n un) converge.

2. En déduire que
∑n

k=1
1
k
−ln(n) admet une limite �nie quand n→ +∞. Cette limite s'appelle

constante d'Euler.

Exercice 9. ** Équivalence des sommes partielles ou des restes

Soient (un)n≥0 et (vn)n≥0 deux suites positives. On suppose que un ∼ vn quand n tend vers +∞.

1. Lorsque la série
(∑
n≥0

un

)
converge, montrer que

∑
k>n

uk ∼
∑
k>n

vk quand n tend vers +∞.

2. Lorsque la série
(∑
n≥0

un

)
diverge, montrer que

n∑
k=0

uk ∼
n∑
k=0

vk quand n tend vers +∞.

3. Montrer qu'il existe une constante C telle que
n∑
k=1

1

k2 +
√
k
= C − 1

n
+ o
( 1
n

)
.

Exercice 10. ** Écriture décimale et séries

1. Soit (an)n∈N∗ une suite à valeurs dans {0, 1, 2, . . . , 9}.

(a) Montrer que la série
(∑
n≥1

an
10n

)
converge.

(b) Montrer que si la suite (an)n≥1 est périodique à partir d'un certain rang, alors la
somme

∑+∞
n=1

an
10n

est un nombre rationnel.

2. Pour tout réel x, on note bxc sa partie entière. On rappelle que bxc ∈ Z et bxc ≤ x < bxc+1.
Soit x un réel dans l'intervalle [0, 1[. Pour tout n ∈ N∗, on pose an = b10nxc− 10b10n−1xc.
(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a an ∈ {0, 1, . . . , 9}.
(b) Montrer que la série

(∑
n≥1

an
10n

)
converge et que sa somme vaut x.

(c) Montrer qu'on ne peut pas avoir tous les an égaux à 9 à partir d'un certain rang.

(d) *** Montrer que si x est rationnel, alors la suite (xn)n∈N est périodique à partir d'un
certain rang. (Commencer par le véri�er pour un nombre comme 2/7.)

Exercice 11. ** Une autre preuve de convergence pour les séries de Riemann, en
faisant des paquets

Soit (un)n≥0 une suite décroissante de réels positifs. On pose vn = 2nu2n .

1. Montrer que les séries (
∑

n un) et (
∑

n vn) sont de même nature.

2. En déduire une nouvelle démonstration des critères de convergence des séries de Riemann.

3. Étudier la convergence des séries
(∑
n≥2

1

n lnn

)
et
(∑
n≥2

1

n lnn ln(lnn)

)
.

Exercice 12. *** Séries à terme général positif décroissant

Soit (un)n∈N une suite positive décroissante telle que
(∑
n≥0

un

)
converge.

1. Montrer que pour tout ε > 0 il existe N ∈ N tel que pour tout n > N on ait (n−N)un 6 ε.

2. En déduire que nun tend vers 0 quand n tend vers +∞.



3. Donner un exemple de suite positive (vn)n∈N telle que (
∑

n≥0 vn) converge et nvn ne tende
pas vers 0.

Exercice 13. ** Un calcul de Leibniz

Dans le texte ci-dessous, Leibniz (1646-1716) souhaite calculer la somme des inverses des nombres
triangulaires. On rappelle qu'un nombre triangulaire est de la forme

tn = 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

Les premiers nombres triangulaires sont 1, 3, 6, 10, 15. . . . Leibniz veut donc calculer la somme∑
n≥1 un avec un = 2

n(n+1)
.

Son calcul est le suivant. Comme 1
n
− 1

n(n+1)
= n

n(n+1)
= 1

n+1
, on a

∑
n≥1

1

n
−
∑
n≥1

1

n(n+ 1)
=
∑
n≥1

1

n+ 1
=
∑
n≥1

1

n
− 1 (1)

On en déduit que
∑

n≥1
1

n(n+1)
= 1 ce qui donne la valeur 2 pour la somme des inverses des

nombres triangulaires. Le problème du raisonnement de Leibniz est qu'il utilise pour calcul in-
termédiaire une somme divergente

∑
n 1/n et simpli�e de fait par +∞ de chaque côté de (1).

Reprendre le calcul (1) de Leibniz mais en écrivant des sommes partielles plutôt que les sommes
complètes qui ne sont pas toutes dé�nies. Montrer alors rigoureusement que (

∑
n≥1

1
n(n+1)

) est
une série convergente qui a pour somme 1.


