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Dans la notation, il sera tenu compte de la qualité de la rédaction et de la précision des

justifications.
Durée : 2h

Questions de cours Soit (
∑

n un) une série de terme général un.

1. Donner la définition de la convergence de la série.

2. Donner la définition de la convergence absolue de la série.

3. On suppose que la série converge. Montrer que (un) tend vers 0.

4. Enoncer les règles de d’Alembert et de Cauchy.

Exercice 1 Etudier la nature de la série (
∑

n un) pour les séries de terme général un suivantes.
Justifier votre réponse.

1. un = n2+1
2n2+1

,

2. un = n2+1
2n3+1

,

3. un =
(
n2+1
2n2+1

)n
,

4. un = n1000e−
√
n,

5. un = sin
(

n
n2+1

)
,

6. un = n!2n

nn

7. un =
(

1− 1√
n

)n
.

Exercice 2 Dans cet exercice on considère la série
(∑

k
1

k ln k

)
. On pose Sn =

∑n
k=2

1
k ln k .

1. Montrer que

n+1∑
k=3

1

k ln k
≤
∫ n+1

2

1

x lnx
dx ≤

n∑
k=2

1

k ln k
.

2. En calculant l’intégrale montrer que la série
(∑

k
1

k ln k

)
diverge.

3. Montrer que pour tout n ≥ 2 on a

0 ≤ Sn − ln(ln(n+ 1)) + ln(ln(2)) ≤ 1

2 ln 2
− 1

(n+ 1) ln(n+ 1)
.

T.S.V.P.
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Exercice 3

1. Démontrer que la série
(∑

n≥1
(−1)n√

n

)
converge.

2. Démontrer que pour n→∞ on a :

(−1)n√
n+ (−1)n

=
(−1)n√

n
− 1

n
+

(−1)n

n
√
n

+ o

(
1

n
√
n

)
. (1)

Indication : on pourra écrire (−1)n√
n+(−1)n = (−1)n√

n

(
1

1+
(−1)n√

n

)
et utiliser un développement

limité de 1
1+x proche de x = 0.

3. Montrer que (−1)n√
n+(−1)n ∼n→∞

(−1)n√
n

.

4. Pourquoi est-ce qu’on ne peut pas déduire de 3. la convergence de la série
(∑

n≥1
(−1)n√
n+(−1)n

)
?

5. Montrer que la série
(∑

n≥1
(−1)n√
n+(−1)n

)
diverge.

6. Pourquoi est-ce qu’on ne peut pas utiliser le critère sur les séries alternées ?

Exercice 4 Soit (un) une suite de termes strictement positifs telle que

un+1

un
= 1 +

α

n
+O

(
1

n2

)
.

On pose

vn = ln
(
(n+ 1)−αun+1

)
− ln

(
n−αun

)
.

1. Montrer que la série de terme général vn converge.

2. En déduire qu’il existe A ∈ R∗, pour lequel un ∼n→∞ Anα.

3. En déduire que la série de terme général un converge si et seulement si α < −1.
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