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AVERTISSEMENT AU LECTEUR

Ce polyopié est destiné aux étudiants de l'Unité d'Enseignement MAT101. Cette

unité d'enseignement est obligatoire pour les étudiants entrant en première année de

liene à l'Université Grenoble Alpes par le portail Informatique, Mathématiques et

Appliations.

Ce polyopié est un outil pédagogique qui vient ompléter le ours. Le point de vue

du ours et elui du polyopié peuvent di�érer, o�rant deux façons d'aborder une même

notion mathématique.

Les hapitres de e texte se déomposent de la façon suivante :

1. Le ours ontient les notions à assimiler. Il onvient d'en apprendre les dé�nitions

et les énonés des résultats prinipaux. Les démonstrations données doivent être

omprises. Elles servent de modèle pour les exeries de raisonnement. C'est en

omprenant les démonstrations, qu'on apprend à en rédiger. La plupart des dé-

monstrations sont à onnaître. Quelques-unes sont partiulièrement ompliquées :

il est plus important de les omprendre que de les apprendre par ÷ur.

2. La partie Exeries omprend des exeries dont la di�ulté est évaluée ave une,

deux ou trois ∗. Les exeries (∗) sont ensés être failes, en général pour véri�er

que les notions importantes sont omprises. Les exeries (∗∗) sont de di�ulté

moyenne, 'est en général le niveau attendu à l'examen. Les exeries (∗ ∗ ∗)
sont plus di�iles, ertains sont destinés aux étudiants les plus intéressés. Un

ertain nombre d'exeries seront traités en travaux dirigés. Un ertain nombre

de solutions d'exeries seront aussi disponibles en ligne, sur le site du ours.

Par ailleurs, le site web du ours

2

ontient les annales des années préédentes. Atten-

tion néanmoins, le programme a évolué à la fois pour se rapproher de e qui est vu

2. https://ours.univ-grenoble-alpes.fr/ourse/view.php?id=11798

https://cours.univ-grenoble-alpes.fr/course/view.php?id=11798
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au lyée, et pour se onentrer sur des notions qui nous semblent fondamentales. Cer-

tains exeries d'annales sont don hors-programme désormais, et, à l'inverse, ertains

exeries pourraient apparaître qui ne ressemblent pas à des exeries d'annales. Néan-

moins les annales sont orrigées, e qui permettra aux étudiants de voir des exemples

de rédations satisfaisantes.



PROGRAMME

Pré-requis pour ette UE : Programme de � Spéialité Mathématiques � du lyée,

lasses de Première et Terminale.

Programme résumé :

A� Langage mathématique et notion de raisonnement.

� Voabulaire de la théorie naïve des ensembles, ensemble, appartenane, omplé-

mentaire, intersetion, réunion, inlusion, égalité, égalité de ouples, de n-uplets.

� Éléments de logique : Logique de base, onjontion, disjontion, négation en

termes de tables de vérité. Le sens de l'impliation, de l'équivalene.

� Exemples de raisonnements : raisonnement diret, raisonnement par l'absurde,

par disjontion de as, raisonnement par réurrene, ave des exemples tirés du

seondaire.

� Fontions et appliations : domaine de départ et d'arrivée, domaine de dé�nition,

graphe, image direte, image réiproque, omposition, injetions, surjetions, bi-

jetions, notion de ardinal dans le as �ni (fatorielle, oe�ients bin�miaux).

� Utilisation des quanti�ateurs : sens de � quel que soit �, � il existe �, illustration

sur la dé�nition de la limite d'une suite, opérations élémentaires sur les limites.
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B� Les bases du alul algébrique dans R et C

� Révisions sur les nombres entiers, rationnels et réels. Intervalles de R. Manipula-

tion d'inégalités.

� Nombres omplexes : forme algébrique, addition, multipliation, onjugaison,

norme, forme polaire, interprétation géométrique des nombres omplexes, les

formules d'Euler et de Moivre (formules d'addition pour os et sin), raines

arrées d'un nombre omplexe, équation du seond degré à oe�ients omplexes.

� Manipulation des symboles

∑

et

∏

illustrée par les formules à onnaître : identités

remarquables, formule du bin�me de Newton, somme des premiers termes d'une

suite arithmétique ou géométrique. Preuve d'identités par réurrene. Fontions

polynomiales.

Compétenes visées :

Ce ours est destiné à tous les étudiants qui s'engagent vers l'informatique ou les

mathématiques. Il ouvre les pré-requis fondamentaux pour es deux hamps disipli-

naires. En e qui onerne la partie logique et langage mathématique, l'objetif est

le renforement des onnaissanes relatives aux règles de la logique, de la rigueur du

raisonnement mathématique et de sa rédation.

Les objets élémentaires manipulés sont les ensembles de nombres usuels (entiers,

rationnels, réels, omplexes). On manipulera également les ensembles et fontions de

manière abstraite, notamment dans le but gagner en familiarité ave la généralité de

ertains raisonnements.

Pour la partie B, le but est l'apprentissage des notions de base d'algèbre et de géo-

métrie du plan omplexe, indispensables pour les ours de physique, de mathématiques

et d'informatique.

Les ompétenes à aquérir sont la apaité à rédiger un raisonnement élémentaire

de manière laire et rigoureuse, la maîtrise de la notion d'ensemble et de fontion,

la apaité à utiliser les quanti�ateurs dans des situations simples et la maîtrise des

nombres omplexes (algébrique et géométrique).
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Nombres omplexes

Cours

Avant d'introduire les nombres omplexes, rappelons quelques notations onernant

les ensembles lassiques de nombres

3

.

N désigne l'ensemble des entiers naturels, 'est à dire l'ensemble onstitué des

nombres 0, 1, 2 et. N∗
désigne l'ensemble des nombres entiers naturels di�érents de 0.

Z désigne l'ensemble des entiers relatifs, 'est à dire l'ensemble onstitué des nombres

entiers naturels et de leurs opposés : 0, 1, −1, 2, −2, et.
Q désigne l'ensemble des nombres rationnels, 'est à dire l'ensemble onstitué des

quotients de nombres entiers relatifs. C'est l'ensemble onstitué de tous les nombres de

la forme

p
q
ave p et q des entiers relatifs, q étant supposé non nul.

R désigne l'ensemble des nombres réels. De manière informelle, vous les onnais-

sez omme des nombres admettant un développement déimal (�ni avant la virgule,

�ni ou in�ni après la virgule). La notion de développement déimal in�ni mérite une

introdution rigoureuse, mais ne sera pas traitée dans e ours

4

.

Les ensembles i-dessus sont rangés du plus petit au plus grand. Par exemple, tout

entier naturel est également un entier relatif. On dit que N est inlus dans Z, ou enore

que Z ontient N, et si on souhaite noter ela de manière symbolique, on note N ⊂ Z.

De même, Z est inlus dans Q, et Q est inlus dans R.

De plus, Z n'est pas inlus dans N, de même, Q n'est pas inlus dans Z et R n'est

pas inlus dans Q. En e�et, on peut voir par exemple que −1 est dans Z mais pas dans

N, que

1
2
est dans Q mais pas dans Z et que

√
3 est dans R mais pas dans Q.

3. Nous reviendrons de manière plus rigoureuse dans le hapitre 2 sur la notion d'ensemble et les

onstrutions assoiées.

4. Une dé�nition propre des nombres réels peut s'obtenir de di�érentes manières. Deux onstru-

tions très lassiques sont la onstrution à partir des suites de Cauhy de nombres rationnels, et elle

à partir des oupures de Dedekind. Ces notions seront aessibles plus tard dans votre ursus.

11
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Dans la suite, on introduit un nouvel ensemble de nombres, noté C qui ontient R

et n'est pas inlus dans R.

1.1. Dé�nition des nombres omplexes. � Les nombres omplexes sont nés de

la néessité de donner un sens à la raine arrée de nombres négatifs, pour résoudre les

équations algébriques. Dans l'ensemble des réels, l'équation x2 = 1 a deux solutions,

+1 et −1, mais l'équation x2 = −1 n'en a pas, puisque le arré de tout nombre réel est

positif ou nul. Les nombres omplexes naissent en ajoutant une solution à l'équation

x2 = −1. Le mirale est qu'ave e seul ajout, tous les polyn�mes omplexes ont alors

des raines.

On dé�nit un nombre i (imaginaire) qui satisfait l'équation i2 = −1.
On appelle nombre omplexe tout nombre de la forme z = a+ ib, où a et b sont

deux réels quelonques. Le réel a est appelé partie réelle de z, notée Re(z), et le
réel b est appelé partie imaginaire de z, notée Im(z).
L'ensemble des nombres omplexes est noté C.

Dé�nition 1.1

L'addition et la multipliation des réels s'étendent aux nombres omplexes sans dif-

�ulté partiulière

5

.

• addition : (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i(b+ d),

• multipliation : (a+ ib)(c+ id) = (ac− bd) + i(bc+ ad).

Remarquons que la formule donnant l'addition de deux nombres omplexes revient à

dire que pour deux nombres omplexes z1 et z2,

Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2) et Im(z1 + z2) = Im(z1) + Im(z2) .

On représente es nombres par les points d'un plan muni d'un repère orthonormé

(O,~i,~j). L'axe horizontal porte les réels (qui sont les nombres omplexes dont la partie

imaginaire est nulle). L'axe vertial porte les nombres dits imaginaires purs, eux dont

la partie réelle est nulle. Le point orrespondant au nombre a+ib est plaé à la vertiale
du réel a et à l'horizontale de l'imaginaire pur ib (�gure 1). On dit que le nombre a+ib
est l'a�xe du point qui le représente. Le point d'a�xe 0 est l'origine, et on le note O.

5. Pour proéder rigoureusement, il faudrait véri�er que nous n'introduisons pas de ontradition

ave es opérations. Nous laissons ela en exerie.

12
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i

−i

−2−3 −1 1 2 30

−2i

2i

2+i−2+i

−i−1 1−i

imaginaires

réels

Figure 1. Le plan omplexe.

Pour dé�nir l'argument d'un nombre omplexe, on admet l'existene des deux fon-

tions sinus et osinus, dé�nies de R dans R, 2π-périodiques, sin étant impaire et cos
paire, satisfaisant sin(x+ π/2) = cos(x), et satisfaisant la règle usuelle de géométrie :

si ABC est un triangle retangle en B tel que l'angle en A mesuré en radians vaut

θ ∈ [0, π/2], alors on a AB = AC × cos(θ) et BC = AC × sin(θ).

Soit z = a+ ib un nombre omplexe. On appelle

1. module de z le nombre réel positif ou nul

√
a2 + b2. On le note |z|.

2. argument de z si z est non nul tout réel θ tel que Re(z) = |z| cos(θ) et

Im(z) = |z| sin(θ). On le note arg(z). Il est don dé�ni à 2π près.

3. onjugué de z le nombre omplexe de même partie réelle et de partie imagi-

naire opposée. On le note z.

z = a− ib .

Dé�nition 1.2

Dans le plan omplexe, le module est la longueur du segment joignant l'origine au

point représentant z. Un argument est une mesure de l'angle entre l'axe des réels et

e segment, orienté dans le sens inverse des aiguilles d'une montre (le sens trigonomé-

trique). Le onjugué est le symétrique par rapport à l'axe horizontal des réels (�gure 2).

13



Cours Nombres omplexes MAT101, Chap. 1

0

θ

z=a+ib

z=a−ib

z

Figure 2. Module, argument et onjugué d'un nombre omplexe.

Observez qu'un nombre et son onjugué ont le même module et que leur produit est

le arré de e module.

z z = |z|2 = |z|2 .
Il est fréquent dans les aluls d'utiliser un onjugué pour simpli�er le résultat et le

mettre sous la forme a + ib. Si z1 et z2 sont deux omplexes, leur quotient s'érit :

z1
z2

=
z1 z2
z2 z2

=
z1 z2
|z2|2

.

Voii un exemple.

1 + 2i

1 + i
=

(1 + 2i)(1− i)

(1 + i)(1− i)
=

3 + i

2
=

3

2
+

i

2
.

Le onjugué et le module véri�ent des relations remarquables.

Soient z1 et z2 deux nombres omplexes. Alors :

1. z1 + z2 = z1 + z2

2. z1z2 = z1.z2

3. |z1z2| = |z1|.|z2|

Proposition 1.3

Démonstration. � Soient z1 et z2 deux nombres omplexes. On note z1 = a1 + ib1 et

z2 = a2 + ib2 ave a1, a2, b1 et b2 des réels.

14
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1. On a :

z1 + z2 = a1 + ib1 + a2 + ib2 = (a1 + a2) + i(b1 + b2) .

Don la partie imaginaire de z1+ z2 est b1+ b2 et sa partie réelle est a1+ a2 (Cela
avait déjà été remarqué plus haut dans le ours). Don par dé�nition du onjugué,

z1 + z2 = Re(z1 + z2)− i Im(z1 + z2)

= (a1 + a2)− i(b1 + b2)

= (a1 − ib1) + (a2 − ib2)

= z1 + z2

2. On a :

z1z2 = (a1 + ib1)(a2 + ib2) = a1a2 − b1b2 + i(a1b2 + a2b1)

Don z1z2 a pour partie réelle a1a2 − b1b2 et pour partie imaginaire a1b2 + a2b1.
Don par dé�nition du onjugué,

z1z2 = a1a2 − b1b2 − i(a1b2 + a2b1)

De plus,

z1.z2 = (a1 − ib1)(a2 − ib2)

= a1a2 − ib1a2 − ia1b2 − b1b2

= a1a2 − b1b2 − i(a1b2 + a2b1)

Don z1z2 = z1z2.

3. On a vu que

z1z2 = a1a2 − b1b2 + i(a1b2 + a2b1)

Don

|z1z2|2 = (a1a2 − b1b2)
2 + (a1b2 + a2b1)

2

= a21a
2
2 + b21b

2
2 − 2a1a2b1b2 + a21b

2
2 + a22b

2
1 + 2a1a2b1b2

= a21a
2
2 + b21a

2
2 + a21b

2
2 + b21b

2
2

Et d'un autre �té,

(|z1|.|z2|)2 = |z1|2.|z2|2
= (a21 + b21)(a

2
2 + b22)

= a21a
2
2 + b21a

2
2 + a21b

2
2 + b21b

2
2

15
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Don |z1z2|2 = (|z1|.|z2|)2. Comme |z1z2| et |z1|.|z2| sont tous les deux positifs ou

nuls, et que leurs arrés sont égaux, |z1z2| et |z1|.|z2| sont égaux.

Remarque 1.4. � Remarquons qu'un nombre omplexe est nul si et seulement si son

module est nul. Le point 3 de la proposition préédente implique alors que le produit

de deux nombres omplexes est nul si et seulement si l'un des termes du produit est

nul.

1.2. Formes trigonométrique et exponentielle. � Dans la dé�nition suivante,

on utilise la fontion exponentielle exp dont l'existene a été admise au lyée : 'est

l'unique fontion dérivable de R dans R∗
+ qui vaut 1 en 0 et est égale à sa dérivée. De

plus, elle satisfait, pour tous les réels x et x′
,

exp(x+ x′) = exp(x)× exp(x′) .

Soit z = a+ ib un nombre omplexe. On appelle exponentielle omplexe de z et on

note ez (ou exp(z)) le nombre omplexe :

ez = ea
(

cos(b) + i sin(b)
)

,

où ea est l'exponentielle réelle de a.

Dé�nition 1.5

Observez que l'exponentielle omplexe oïnide ave l'exponentielle réelle si la partie

imaginaire est nulle. Si la partie réelle a est nulle, le nombre eib = cos(b) + i sin(b) est
un nombre omplexe de module 1 (ar cos2(b)+ sin2(b) = 1). Observez que le onjugué
d'un nombre omplexe z = ρeiθ est : z = ρe−iθ, et un argument de z est −θ.
Dans le as général, le module de ea+ib

est ea et b est un argument (les autres étant

les nombres de la forme b+ 2kπ, ave k ∈ Z).

La périodiité modulo 2π des fontions sinus et osinus induit la périodiité modulo

2iπ de l'exponentielle omplexe : pour tout réel b et pour tout entier k,

eib = ei(b+2kπ)

Ainsi,

e2kπi = 1 , e(2k+1)πi = −1 , e(π/2+2kπ)i = i , e(−π/2+2kπ)i = −i .

Remarquons que si z est un nombre omplexe non nul, que ρ = [z| et θ est un

argumetn de z, alors d'après la dé�nition de l'argument, z = ρ(cos θ + i sin θ) et don
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z = ρeiθ. La première ériture est appelée forme polaire (ou trigonométrique) et la

seonde est appelée forme exponentielle

6

.

Soit z = a + ib un nombre omplexe non nul. On note ρ le module de z et θ un

argument de z. On appelle forme exponentielle de z l'ériture de z sous la forme

z = ρeiθ .

On appelle forme polaire (ou trigonométrique) de z l'ériture de z sous la forme

z = ρ(cos θ + i sin θ) .

Dé�nition 1.6

Voii quelques exemples.

nombre module argument forme exponentielle onjugué

i 1 π/2 eiπ/2 −i

1 + i
√
2 π/4

√
2eiπ/4 1− i

−1 + i
√
2 3π/4

√
2ei 3π/4 −1− i

1 + i
√
3 2 π/3 2eiπ/4 1− i

√
3√

3− i 2 11π/6 2ei 11π/6
√
3 + i

−
√
2 + i

√
6 2

√
2 2π/3 2

√
2ei 2π/3 −

√
2− i

√
6

L'exponentielle omplexe onserve la propriété fondamentale de l'exponentielle réelle

qui est de transformer les sommes en produits.

Soient z et z′ deux nombres omplexes. On a

ez+z′ = ezez
′

.

Théorème 1.7 (multipliativité de l'exponentielle omplexe)

Démonstration. � Posons z = a+ ib et z′ = c + id. Par dé�nition de l'exponentielle,

ez+z′ = e(a+c)+i(b+d) = ea+c
(

cos(b+ d) + i sin(b+ d)
)

.

6. Parfois, on appelle également forme polaire la forme exponentielle.
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D'autre part,

ezez
′

=
(

ea
(

cos(b) + i sin(b)
)

)(

ec
(

cos(d) + i sin(d)
)

)

= ea+c
(

cos(b) + i sin(b)
)(

cos(d) + i sin(d)
)

,

ar eaec = ea+c
(propriété de l'exponentielle réelle). Les formules trigonométriques

suivantes sont supposées onnues :

cos(b+ d) = cos(b) cos(d)− sin(b) sin(d) et sin(b+ d) = sin(b) cos(d)+ cos(b) sin(d) .

On en déduit immédiatement que :

(

cos(b) + i sin(b)
)(

cos(d) + i sin(d)
)

= cos(b+ d) + i sin(b+ d) .

Le fait que einx = cos(nx) + i sin(nx) onduit à la formule de Moivre (ou de �De

Moivre�) :

Pour tout x dans R et n dans N, on a

(cos(x) + i sin(x))n = cos(nx) + i sin(nx)

Corollaire 1.8 (Formule de Moivre)

Cette formule est utile pour exprimer cos(nx) ou sin(nx) en fontion de cos(x), sin(x).
Voii un exemple.

cos(2x) + i sin(2x) = (cos(x) + i sin(x))2

= cos2(x) + 2i cos(x) sin(x) + i2 sin2(x)

= cos2(x)− sin2(x) + i2 cos(x) sin(x)

= (2 cos2(x)− 1) + i(2 cos(x) sin(x))

En identi�ant les parties réelles et imaginaires, on obtient :

cos(2x) = 2 cos2(x)− 1 et sin(2x) = 2 cos(x) sin(x).

Les fontions sinus et osinus s'expriment à l'aide de l'exponentielle omplexe par les

formules d'Euler. Celles-i déoulent simplement de la dé�nition eiθ = cos(θ)+ i sin(θ).
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Soit θ un nombre réel. Alors on a

cos(θ) =
eiθ + e−iθ

2
, sin(θ) =

eiθ − e−iθ

2i
.

Proposition 1.9 (formules d'Euler)

On les utilise pour linéariser des puissanes de sinus et osinus, a�n de aluler leurs

primitives. Voii un exemple.

sin4(x) cos6(x) =
1

210
(eix − e−ix)4(eix + e−ix)6

=
1

1024
(e2ix − e−2ix)4(eix + e−ix)2

=
1

1024
(e8ix − 4e4ix + 6− 4e−4ix + e−8ix)(e2ix + 2 + e−2ix)

=
1

1024
(e10ix − 4e6ix + 6e2ix − 4e−2ix + e−6ix

+2e8ix − 8e4ix + 12− 8e−4ix + 2e−8ix

+e6ix − 4e2ix + 6e−2ix − 4e−6ix + e−10ix)

=
1

512

(

6 + 2 cos(2x)− 8 cos(4x)− 3 cos(6x) + 2 cos(8x) + cos(10x)
)

D'où une primitive de sin4(x) cos6(x) :

3x

256
+

sin(2x)

512
− sin(4x)

256
− sin(6x)

1024
+

sin(8x)

2048
+

sin(10x)

5120
.

L'observation de la parité permet de prévoir a priori que la linéarisation ne ontiendra

que des cos(kx). En e�et, sin(x) est une fontion impaire et cos(x) une fontion paire.

Don si on remplae x par −x, sinn(x) cosm(x) sera inhangé si n est pair, hangé en

son opposé si n est impair. Dans le premier as, la linéarisation ne ontiendra que des

osinus, dans le seond as, elle ne ontiendra que des sinus.

1.3. Polyn�mes. � Les fontions a�nes

{

C → C

z 7→ az + b

où a et b sont des nombres omplexes �xés, sont les exemples les plus simples de

fontions de C dans C.

7

7. Nous reviendrons plus en détail sur la notion de fontion dans le hapitre 3.
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En ajoutant et multipliant un nombre �ni de fontions a�nes, on obtient les fontions

polyn�mes.

Une fontion P de C dans C est appelée fontion polyn�me à oe�ients dans C

s'il existe un entier naturel d et des éléments a0, a1, . . . , ad ∈ C tels que pour tout

z omplexe,

P (z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ adz

d .

Par un léger abus, on dit dans e as que P (z) est un polyn�me en z. a

Lorsque ad est di�érent de 0, le nombre d est appelé degré du polyn�me P , noté
deg(P ). Dans e as, le nombre ad est appelé oe�ient dominant de P .
Si tous les oe�ients sont nuls, alors P est appelé polyn�me nul. Par onvention

il est de degré −∞.

a. En fait le polyn�me est la somme formelle a0 + a1z + a2z
2 + · · · + adz

d
où z est une

indéterminée, mais ette distintion est sans importane pour ette année.

Dé�nition 1.10

Lorsqu'on impose que les oe�ients a0, a1, . . . , ad soient réels (resp. rationnels, resp.
entiers relatifs), on dit que le polyn�me est à oe�ients dans R (resp. Q, resp. Z).

Lorsque P (z) est simplement de la forme adz
d
, on dit que P est un mon�me. Un

polyn�me est don une somme d'un nombre �ni de mon�mes.

Exemples 1.11. � Tous les exemples i-dessous sont des fontions de C dans C.

x 7→ x2 − 1 est une fontion polyn�me, à oe�ients entiers, de degré 2.

y 7→ y3 − πy +
√
2 est une fontion polyn�me, à oe�ients réels, de degré 3.

x 7→ 5x4
est une fontion mon�me, à oe�ient entier, de degré 4.

Les polyn�mes de degré 0 ou −∞ sont les fontions onstantes.

Comme nous le rappellerons dans le hapitre 2, que la variable soit x, y ou n'importe

quelle autre lettre n'a pas d'importane. Ce qui importe 'est qu'un polyn�me est une

fontion qui prend une variable et rend un nombre, en ne faisant intervenir que des

additions et des multipliations.
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Étant donné P un polyn�me à oe�ients dans C, un nombre a dans C tel que

P (a) = 0 est appelé raine de P .

Dé�nition 1.12

Exemple 1.13. � x2 − 1 est un polyn�me en x qui a deux raines dans Z, à savoir

les nombres 1 et −1.
x2−2 est un polyn�me en x qui n'a pas de raine dans Z ni dans Q, mais qui a deux

raines dans R, à savoir les nombres

√
2 et −

√
2.

x2 +1 est un polyn�me en x qui n'a auune raine ni dans Z, ni dans Q, ni dans R.

1.4. Rappels de logique élémentaire. � Rappelons un peu de voabulaire, que

vous avez déjà vu au lyée, et qui nous aidera à résoudre rigoureusement les équations

polynomiales à oe�ients omplexes. Nous reviendrons plus en détail sur le langage

mathématique dans le hapitre 2.

Une assertion est une a�rmation mathématique ne mettant en jeu que des objets

mathématiques.

Lorsque P et Q sont des assertions, P ⇒ Q est une nouvelle assertion, qui signi�e

� si P est vraie, alors Q est vraie �.

En�n, P =⇒ Q signi�e (P ⇒ Q) et (Q ⇒ P ), e qu'on peut également exprimer

par � P est vraie si et seulement si Q est vraie �.

Si A est un polyn�me à oe�ients omplexes, la phrase suivante :

� Résoudre une équation du type A(z) = 0 en l'inonnue z omplexe. �

signi�e � Trouver exatement tous les nombres omplexes z qui véri�ent A(z) = 0. �
Ainsi,

� si on montre que

A(z) = 0 ⇔ (z = 1 ou z = 1 + i) ,

on peut bien en déduire que 1 et 1 + i sont exatement toutes les solutions om-

plexes de l'équation �A(z) = 0�,

� si on montre que

A(z) = 0 ⇒ (z = 1 ou z = 1 + i) ,

alors on sait que �si z est une solution, alors ette solution est soit 1 soit 1 + i�.
Cela ne montre pas que 1 et 1+i sont solutions, mais qu'il ne peut y avoir d'autres

solutions que es nombres-là,
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� si on montre que

(z = 1 ou z = 1 + i) ⇒ A(z) = 0 ,

alors on sait que 1 et 1 + i sont des solutions de l'équation �A(z) = 0�. Cela ne

montre pas que e sont les seules solutions.

Il est don extrêmement important, lorsque que vous manipulez une équation, d'expli-

iter (et de justi�er si néessaire) les liens logiques (impliation dans un sens ou dans

l'autre, équivalene) entre les di�érentes assertions que vous érivez.

1.5. Équations polynomiales omplexes. � Soient a, b, c trois réels. L'équation
du seond degré ax2 + bx + c = 0 admet toujours des solutions, éventuellement om-

plexes.

1. si b2 − 4ac > 0 l'équation admet deux solutions réelles,

r1 =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
et r2 =

−b−
√
b2 − 4ac

2a
;

2. si b2 − 4ac = 0 l'équation admet une solution réelle � double �,

r =
−b

2a
;

3. si b2 − 4ac < 0 l'équation admet deux solutions omplexes,

r1 =
−b+ i

√
−b2 + 4ac

2a
et r2 =

−b− i
√
−b2 + 4ac

2a
.

Ce résultat n'est pas étonnant, et vous le onnaissez déjà. Le mirale est que les om-

plexes permettent de résoudre non seulement les équations du seond degré, mais toutes

les équations algébriques quel que soit leur degré. Le théorème suivant a été énoné par

d'Alembert en 1746. Plusieurs preuves ont été par la suite proposées, mais ontenaient

toutes des trous. Une preuve presque omplète a été proposée par Gauss en 1799, mais

elle ontenait enore un trou, omblé en 1920 par Ostrowki. La première preuve om-

plète est dûe à Argand en 1806. Il est partout onnu omme le théorème fondamental

de l'algèbre.

(Admis) Soit P un polyn�me de degré n > 1 à oe�ients omplexes. Le polyn�me

P est un produit de n fateurs de degré 1, à oe�ients dans C.

Théorème 1.14 (D'Alembert-Gauss)
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De manière équivalente, si P un polyn�me de degré n > 1 à oe�ients omplexes, il

existe un nombre omplexe a di�érent de 0 et n omplexes z1, . . . , zn tels que pour tout

z ∈ C :

P (z) = a(z − z1)(z − z2) . . . (z − zn) .

En d'autres termes, l'équation P (z) = 0 a toujours n solutions ; ertaines solutions

peuvent être multiples, et elles sont omptées ave leur ordre de multipliité.

Remarque 1.15. � Une onséquene de e résultat est que si on onnait n raines

deux à deux distintes d'un polyn�me de degré n, alors elui-i n'a pas d'autre raine. 8

Conrètement, peut-on trouver les raines d'un polyn�me à oe�ients omplexes ?

S'il est de degré 2, 3, ou 4, la réponse est oui. Pour le degré 2, 'est assez simple à voir.

La première hose à remarquer est que si ∆ est un nombre omplexe, alors il existe

toujours un nombre omplexe δ tel que δ2 = ∆. En e�et, si ∆ = 0, on peut prendre

δ = 0. Et si ∆ 6= 0, en érivant ∆ sous forme polaire, ∆ = ρeiθ, on peut prendre

δ =
√
ρei

θ
2
. On dit que δ est une raine arrée omplexe de ∆. Mais attention, il est

important de omprendre que pour un nombre omplexe ∆ qui n'est pas un réel positif,

il ne faut pas érire

√
∆. En e�et, pour un nombre réel positif x ,

√
x est dé�ni omme

le nombre positif dont le arré vaut x. Mais pour un nombre omplexe qui n'est pas un

réel positif ∆, auun nombre positif n'a de arré qui vaut ∆. Il y a bien deux nombres

omplexes dont le arré fait ∆, mais il n'y a pas de manière su�samment naturelle de

les distinguer. On onservera don l'idée que le symbole

√
désigne la fontion raine

arrée dé�nie de R+ dans R+, et on ne l'appliquera pas à des nombres qui ne sont pas

des nombres omplexes.

Maintenant que l'on sait qu'un nombre omplexe admet toujours au moins une raine

arrée omplexe, on peut énoner le théorème suivant.

Soit a, b, c trois nombres omplexes ave a 6= 0. Notons δ un nombre omplexe sa-

tisfaisant δ2 = b2−4ac. Alors le polyn�me du seond degré à oe�ients omplexes

az2 + bz + c a pour raines

z1 =
−b+ δ

2a
et z2 =

−b− δ

2a
.

Théorème 1.16

8. Il n'y a pas besoin du théorème de D'Alembert-Gauss pour démontrer ela, 'est une onséquene

de la division eulidienne des polyn�mes.
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et a pour fatorisation :

az2 + bz + c = a(z − z1)(z − z2) .

Le nombre omplexe ∆ = b2 − 4ac est appelé disriminant du polyn�me.

Démonstration. � On a, pour tout z omplexe :

az2 + bz + c = a

(

z2 +
2b

2a
z +

c

a

)

= a

(

z2 +
2b

2a
z +

(

b

2a

)2

+
c

a
−
(

b

2a

)2
)

= a

(

(

z +
b

2a

)2

− ∆

4a2

)

= a

(

(

z +
b

2a

)2

−
(

δ

2a

)2
)

= a

(

z +
b

2a
+

δ

2a

)(

z +
b

2a
− δ

2a

)

= a(z − z1)(z − z2)

On en déduit la fatorisation annonée. De plus, un produit est nul si et seulement si

l'un de ses termes est nul. Don (on rappelle que a est non nul) :

az2 + bz + c = 0 ⇔ (z − z1) = 0 ou (z − z2) = 0

⇔ z = z1 ou z = z2

e qui donne les raines de az2 + bz + c.

Il reste une étape à ombler pour pouvoir érire les raines d'un polyn�me du seond

degré, à savoir aluler un nombre δ tel que δ2 = ∆. Nous avons vu que lorsque ∆ est

donné sous forme polaire, ∆ = ρeiθ, on peut prendre δ =
√
ρei

θ
2
. Si on souhaite obtenir

une ériture algébrique de δ à partir d'une ériture algébrique de ∆, 'est un peu plus

ompliqué, la méthode de alul i-dessous y répond.

Remarque 1.17. � Calul des raines arrées : Soit z = a+ ib un nombre omplexe

ave a et b réels. On veut trouver les nombres omplexes δ = x + iy tels que δ2 = z.
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Comme |δ|2 = |z|, on a :

δ2 = z ⇔











x2 + y2 =
√
a2 + b2

x2 − y2 = a

2xy = b

En sommant les deux premières équations, on obtient l'égalité

x2 =

√
a2 + b2 + a

2
,

et en soustrayant les deux premières équations, on obtient

y2 =

√
a2 + b2 − a

2
.

Don :

δ2 = z ⇔











x2 =
√
a2+b2+a

2

y2 =
√
a2+b2−a

2

2xy = b

⇔















|x| =
√√

a2+b2+a
2

|y| =
√√

a2+b2−a
2

2xy = b

On remarque que le signe de xy est donné par elui de b. Notons ε = 1 si e signe est

positif et ε = −1 si e signe est négatif. On a don :

δ2 = z ⇔

















































x =
√√

a2+b2+a
2

et y = ε
√√

a2+b2+a
2

ou

x = −
√√

a2+b2+a
2

et y = −ε
√√

a2+b2+a
2

et

2xy = b

Il y a don au plus deux solutions pour le ouple (x, y), qui sont données par la première

ligne du dernier système. Comme le théorème 1.16 nous assure qu'il y a exatement
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deux raines, on en déduit que la seonde ligne de e système est automatiquement

véri�ée

9

. Don :

δ2 = z ⇔















x =
√√

a2+b2+a
2

et y = ε
√√

a2+b2+a
2

ou

x = −
√√

a2+b2+a
2

et y = −ε
√√

a2+b2+a
2

Il est plus intéressant de ne pas essayer de se souvenir de e résultat par ÷ur, mais de

savoir reproduire le raisonnement.

Pour les équations de degré 3 et 4, des méthodes et des formules générales existent,

mais elles sont ompliquées. À partir du degré 5, il n'y a plus de formule générale,

omme l'ont démontré Niels Abel et Évariste Galois au début du XIXe sièle.

Un autre type d'équations omplexes peut néanmoins être résolu en général, elles

onsistant à herher une raine n-ième d'un nombre dont on onnaît une forme polaire.

On suppose pour ela qu'on sait extraire une raine n-ième dans R+. En général les

fontions log et exp le permettent, puisque si ρ est un réel stritement positif et n un

entier stritement positif, alors la raine n-ième de ρ est donnée par exp(ln(ρ)/n). Bien
sûr, sur des exemples simples, on a parfois des raines n-ième plus expliites.

Soit z0 = ρeiθ un nombre omplexe non nulérit sous forme polaire et n un entier

naturel stritement positif. Alors l'équation zn = z0 admet pour solutions les n
nombres

n
√
ρ eiθ/n, n

√
ρ ei(θ+2π)/n, n

√
ρ ei(θ+4π)/n, . . . , n

√
ρ ei(θ+2(n−1)π)/n

.

Théorème 1.18 (Raines n-ièmes omplexes)

Démonstration. � On véri�e d'abord que les nombres proposés véri�ent bien zn = z0 :
si k ∈ {0, . . . , n− 1},

( n
√
ρ ei(θ+2kπ)/n)n = ( n

√
ρ)n(ei(θ+2kπ)/n)n = ρei(θ+2kπ) = ρeiθe2ikπ = ρeiθ = z0 .

9. On peut également véri�er par le alul que les deux possibilités pour le ouple (x, y) données
dans la première ligne impliquent la seonde équation.
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Comme z0 6= 0, es nombres sont deux à deux distints. En e�et, si k et j sont dans

{0, . . . , n− 1},
n
√
ρ ei(θ+2kπ)/n = n

√
ρ ei(θ+2jπ)/n ⇔ ei(θ+2kπ)/n = ei(θ+2jπ)/n

⇔ ei(2(k−j)π)/n = 1

⇔ (k − j)/n ∈ Z

⇔ k = j

ar k et j sont dans {0, . . . , n − 1}. On a don trouvé n raines 2 à 2 distintes du

polyn�me P (z) = zn − z0, qui est de degré n, don es raines sont les seules raines
de P .

En partiulier les nombres de la forme

ei(2kπ/n) , pour k = 0, . . . , n− 1 ,

sont les solutions de zn = 1. On les appelle les raines n-ièmes de l'unité (�gure 3).

Elles forment les sommets suessifs d'un polygone régulier à n �tés, de entre 0 et

ayant 1 pour sommet.

e
iπ/6

iπ/3

iπ/6

iπ/6

iπ/3
iπ/3

iπ/6

1−1

e
iπ/3e

e

e

e
e

e

2

5

7

4
5

11

i

−i

Figure 3. Raines douzièmes de l'unité.
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1.6. Géométrie du plan omplexe : veteurs, distanes et angles. � Rap-

pelons la vision géométrique des nombres omplexes : on munit le plan d'un repère

orthonormé (O,~i,~j). À tout point de oordonnées (x, y), on assoie le nombre om-

plexe x + iy, appelé a�xe du point. Si M désigne un point, on note zM son a�xe.

L'appliation qui à M assoie zM est en fait une bijetion

10

entre l'ensemble des points

du plan et l'ensemble des nombres omplexes, et dans la suite il nous arrivera de

onfondre un point et son a�xe.

On remarque que si A et B sont deux points du plan, alors

−→
OA = Re(zA)~i+ Im(zA)~j

don −→
AB = Re(zB − zA)~i+ Im(zB − zA)~j

Cei nous amène naturellement à la dé�nition suivante.

Si ~u = x~i+ y~j, on dé�nit l'a�xe du veteur ~u par

z~u := x+ iy .

Dé�nition 1.19

Remarquons que si A et B sont deux points du plan, alors z−→
AB

= zB − zA. De plus,
z~u+~v = z~u + z~v et si λ ∈ R, zλ~u = λz~u.
On voit alors failement, en prenant des représentants de ~u et ~v partant de l'origine

O, que :
‖~u‖ = |z~u| ,

et, si ~u et ~v sont non nuls, qu'une mesure de l'angle orienté (~u,~v) est donnée par

Arg(zv)−Arg(zu), qui est égal à Arg(
zv
zu
). On obtient ainsi le résultat suivant onernant

les mesures de distanes et d'angles.

Soient A, B et C trois points distints deux à deux, d'a�xes respetives zA, zB et

zC .

1. La distane entre A et B est le module de zB − zA.

Théorème 1.20

10. Voir hapitre 3.
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2. Une mesure de l'angle orienté (
−→
CA,

−−→
CB) est égale à l'argument du rapport

(zB − zC)/(zA − zC).

Remarque 1.21. � Rappelons que l'ensemble des points à distane �xée r d'un

point A est le erle de entre A et de rayon r. Ainsi, en termes omplexes, e erle est

l'ensemble des nombres z tels que ||z − zA| = r. On peut aussi érire e erle omme

l'ensemble des points d'a�xe zA + reiθ, où θ dérit [0, 2π[.

1.7. Rédation. � Quand vous � érivez des mathématiques �, l'objetif est de om-

muniquer des raisonnements mathématiques. Il faut savoir trouver un équilibre entre

larté et rigueur (rigueur de dé�nition des termes mathématiques, de raisonnement,

de logique). La larté permet d'avoir une ommuniation e�ae et la rigueur permet

d'éviter les erreurs.

En termes de rigueur, on dit parfois qu'il faut onvainre trois personnes : soi-même,

un ami et un ennemi. Le terme ennemi étant à prendre au sens d'une personne sep-

tique, qui essaiera de mettre en doute vos arguments.

Voii quelques règles qui peuvent aider à allier larté et rigueur.

1. Dé�nir lairement les objets qu'on utilise. Tout aratère (x, A, f , ε . . . ) qui

désigne un objet mathématique (nombre, élément, ensemble, fontion ou autre)

doit impérativement être présenté et lairement dé�ni avant d'être utilisé.

2. Les objets qu'on utilise ont des règles de manipulation préises, imposées par leur

dé�nition, et qu'il faut respeter (Exemple : ne pas onfondre inégalité au sens

strit et au sens large).

3. Le niveau le plus élevé d'une démonstration (notamment le début et la �n) doit

être rédigé en langage naturel. Il ne faut utiliser les symboles mathématiques que

s'ils apportent un plus indéniable et ne prêtent pas à onfusion.

11

11. À e propos, le symbole =⇒ n'est pas un synonyme de � don �, 'est un onneteur logique qu'il

ne faut manipuler que lorsqu'on souhaite a�rmer de manière ompate que � si P est vraie alors Q
est vraie � (e qui se note P =⇒ Q), et qui doit toujours être introduit par une expression en langage

naturel, omme dans � On en déduit que P =⇒ Q �.
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Exeries

Exerie 1.1. (*)

Mettre sous forme algébrique ('est à dire x + iy ave x et y réels) les nombres

omplexes suivants (a et b sont des réels).

1. 1− 2i− (−4 + 7i),

2. 1 + 2i +−4 + 6i,

3. (1 + 2i) (−4 + 6i),

4. (2− 3i) (−3 + 2i),

5. (a+ ib)2,

6. (a− ib)2,

7. i50,

8.

(

1 + 2i

−4 + 6i

)

,

9.

3 + 6i

3− 4i
,

10.

5 + 2i

1− 2i
,

11.

(5 + 2i)(1− i)

(1− 2i)− (i− 1)
,

12.

−2

1− i
√
3
,

13.

(

1 + i

2− i

)2

+
3 + 6i

3− 4i
,

14.

2 + 5i

1− i
+

2− 5i

1 + i
,

15.

(

1 + i−
√
3(1− i)

1 + i

)2

.

Exerie 1.2. (*) Résoudre les équations suivantes, d'inonnue z ∈ C :

1. z(i− 3) = 2,

2. 3i + 1− iz = 4− i,

3. (1− i)z + z̄ = 4− 3i,

4. 3iz + 2z = 6i,

5.

2z + i

1− 3iz
= 2 + 3i,

6.

2z + i

1− z̄
= 2 + i.

Exerie 1.3. (*)

Caluler le module et l'argument des nombres omplexes suivants.

1. 1 + i,

2. 3 + 3i,

3. 1 + i
√
3,

4. −1 + i
√
3,

5.

√
3 + i,

6. −4

3
i,

7.

1 + i

1− i
,

8.

(

1 + i

1− i

)3

,

9. (1 + i
√
3)4,

10. (1 + i
√
3)5 + (1− i

√
3)5,

11.

1 + i
√
3√

3− i
,

12.

√
6− i

√
2

2− 2i
,

13. ee
iθ

.
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Exerie 1.4. (*)

Parmi les a�rmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pour-

quoi ?

1. tout nombre réel a pour argument 0.

2. tout nombre réel stritement négatif a pour argument π.

3. tout nombre imaginaire pur non nul a pour argument π/2 ou 3π/2.

4. le onjugué d'un nombre imaginaire pur est égal à son opposé.

5. si deux nombres omplexes ont le même argument alors leur produit est réel.

6. le produit de deux nombres imaginaires purs est réel.

7. si deux nombres omplexes non nuls ont le même argument alors leur quotient est

réel.

8. si deux nombres omplexes non nuls ont le même module alors leur quotient a

pour module 1.

Exerie 1.5. (*)

Soit z un nombre omplexe non nul. Parmi les a�rmations suivantes, lesquelles sont

vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1. le module de z est égal au module de son onjugué.

2. l'argument de z est l'opposé de l'argument de son onjugué.

3. le produit de z par une raine n-ième de l'unité a le même module que z.

4. l'argument de −z est l'opposé de l'argument de z.

5. si la partie imaginaire de z est positive, alors son argument est ompris entre 0 et
π.

6. l'argument de z2 est le double de l'argument de z.

7. l'argument de z/z est égal à l'argument de z2.

Exerie 1.6. (**) Soient a = ρeiθ et b = ρeiθ
′

deux nombres omplexes de même

module.

1. Montrer que

a+ b = 2ρ cos

(

θ − θ′

2

)

ei
θ+θ′

2 .

2. Caluler le module et l'argument des nombres omplexes suivants (θ est un para-

mètre réel).
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(a) 1 + i(1 +
√
2)

(b) (1 +
√
2)− i,

() eiθ + e2iθ,

(d) 1 + cos(θ) + i sin(θ).

Exerie 1.7. (**) Soit a un paramètre omplexe. Résoudre en l'inonnue z omplexe

les équations suivantes :

1. az + 3 = 2z + i 2. az2 + bz = 0

Exerie 1.8. (**)

Caluler les raines arrées (omplexes), sous forme algébrique, des nombres suivants

1. −1,

2. i,

3. 1 + i,

4. −1− i,

5. 1 + i
√
3,

6. 3 + 4i,

7. 8− 6i,

8. 7 + 24i,

9. 3− 4i,

10. 24− 10i.

Exerie 1.9. (**)

1. Caluler les raines arrées de (1 + i)/
√
2 sous forme algébrique.

En déduire les valeurs de cos(π/8) et sin(π/8), exprimées à l'aide des quatre

opérations standards et du signe

√
.

2. Caluler les raines arrées de (
√
3 + i)/2 sous forme algébrique.

En déduire les valeurs de cos(π/12) et sin(π/12).

Exerie 1.10. (**)

Résoudre dans C les équations suivantes, en donnant les solutions sous forme algé-

brique

1. z2 + z + 1 = 0,

2. z2 − z + 1 = 0,

3. z2 + 2z + 4 = 0,

4. z2 + 4z + 5 = 0,

5. 4z2 − 2z + 1 = 0,

6. z2 + (1 + 2i)z + i− 1 = 0,

7. z2 − (3 + 4i)z − 1 + 5i = 0,

8. z2 − (1− i)z − i = 0,

9. z2 − (11− 5i)z + 24− 27i = 0.

Exerie 1.11. (**)

1. Montrer que si P est un polyn�me à oe�ients réels et que z est une raine de

P , alors z̄ est également une raine de P .
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2. Soit z un nombre omplexe non réel. Trouver deux nombres réels p, q tels que

z2 + pz + q = 0.

Exerie 1.12. (**)

Résoudre dans C les équations suivantes, en donnant les solutions sous la forme que

vous voulez

1. z3 = i

2. z3 =
−1 + i

4
,

3. z3 = 2− 2i,

4. z4 = 1,

5. z4 = (−1 + i
√
3)/2,

6.

(

2z + 1

z − 1

)4

= 1.

Exerie 1.13. (**)

Montrer les égalités suivantes, en utilisant la formule de Moivre

1. cos(4x) = 8 cos(x)4 − 8 cos(x)2 + 1,

2. sin(4x) = 8 cos(x)3 sin(x)− 4 cos(x) sin(x).

Exerie 1.14. (**)

Linéariser les expressions suivantes ('est-à-dire les érire omme sommes d'expres-

sions de type a cos(kx) et b sin(kx), ave a, b ∈ R et k ∈ N).

1. cos(x)3,

2. sin(x)3,

3. cos(x)4,

4. sin(x)4,

5. cos(x)2 sin(x)2,

6. cos(x) sin(x)3,

7. cos(x)3 sin(x),

8. cos(x)3 sin(x)2,

9. cos(x)2 sin(x)3,

10. cos(x) sin(x)4.

Exerie 1.15. (*)

Soient A et B deux points du plan d'a�xes respetives :

zA = 3 + i et zB = 1 + 2i

On note O l'origine.

1. Les points O, A et B sont-ils alignés ?

2. On note C le point d'a�xe −1− i. Déterminer l'a�xe du point D tel que ABCD
soit un parallélogramme.

3. Quelle est l'a�xe du entre de e parallélogramme ?
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Exerie 1.16. (*)

Soient A,B,C,D quatre points du plan. Soient I, J,K, L,M,N les milieux respetifs

des segments [A,B], [B,C], [C,D], [D,A], [A,C], [B,D].

1. En utilisant les nombres omplexes, montrer que les segments [I,K], [J, L] et
[M,N ] ont le même milieu.

2. Montrer que le quadrilatère de sommets I, J,K, L est un parallélogramme.

Exerie 1.17. (**)

On note j le nombre omplexe ei 2π/3. Soit A,B,C trois points du plan d'a�xes

respetives zA, zB, zC . Montrer que le triangle ABC est équilatéral si et seulement si

on a zA + j zB + j2 zC = 0 ou zA + j2 zB + j zC = 0.

Exerie 1.18. (***)

Le but de l'exerie est d'exprimer cos(2π
5
) à l'aide des opération usuelles. On en

déduira une façon de onstruire un pentagone régulier à l'aide d'une règle non graduée

et d'un ompas.

1. Soit P le polynome dé�ni par P (z) = z5 − 1. Quelles sont les raines omplexes

de P , exprimées sous forme polaire ?

2. Soit Q le polynome dé�ni par Q(z) = z4 + z3 + z2 + z + 1. Montrer qu'on a

Q(z)×(z−1) = P (z). En déduire que les raines omplexes de Q sont les nombres

cos(2π
5
) + i sin(2π

5
), cos(2π

5
)− i sin(2π

5
), cos(4π

5
) + i sin(4π

5
) et cos(4π

5
)− i sin(4π

5
).

3. Pourquoi l'inverse de cos(2π
5
) + i sin(2π

5
) est-il le nombre cos(2π

5
) − i sin(2π

5
) ? et

pourquoi l'inverse de cos(4π
5
) + i sin(4π

5
) est-il le nombre cos(4π

5
)− i sin(4π

5
) ?

4. En utilisant l'égalité Q(z) = z2(z2+z+1+z−1+z−2), montrer que si z est raine
de Q, alors (z + z−1) est raine du polyn�me R dé�ni par R(y) = y2 + y − 1.

5. Déterminer les raines de R et montrer qu'elles sont réelles. On les note y1, y2 ave
y1 > 0.

6. En utilisant les questions 3, 4, 5 et 6, montrer qu'on a cos(2π
5
) = −1+

√
5

4
et cos(4π

5
) =

−1−
√
5

4
.

7. Étant donné un segment dont la longueur est 1, omment onstruire un segment

dont la longueur est

√
5 à l'aide d'une règle non graduée, d'une équerre, et d'un

ompas ? (penser à Pythagore)

8. En déduire omment onstruire un segment dont la longueur est cos(2π
5
).

9. En déduire omment onstruire à partir d'un repère orthonormé le point de oor-

données (cos(2π
5
), sin(2π

5
)) à la règle et au ompas.

34



MAT101, Chap. 1 Nombres omplexes Exeries

10. Comment onstruire un pentagone régulier à la règle et au ompas ?

Exerie 1.19. (***)

On va démontrer le théorème de Napoléon (pour savoir si l'empereur a e�etivement

démontré e théorème, rendez-vous sur Wikipedia ou sur

https://ljk.imag.fr/membres/Bernard.Yart/mel/pe/node19.html).

Soient A,B,C trois points quelonques du plan, d'a�xes respetives zA, zB, zC . On
suppose qu'on tourne autour de ABC dans le sens trigonométrique diret. On onstruit

à l'extérieur du triangle ABC trois triangles équilatéraux ABI,BCJ et CAK. On note

P,Q,R les entres de es triangles équilatéraux.

1. Donner les a�xes des points I et P en fontion de zA et zB.

2. Donner de mêmes les a�xes des points J,K,Q,R en fontion de zA, zB et zC .

3. Montrer que le triangle PQR est équilatéral.

Exerie 1.20. (***)

On note G l'ensemble des nombres qui s'érivent m2 + n2
ave m et n deux entiers

relatifs.

1. Donner un exemple d'entier naturel qui est dans G et un exemple d'entier naturel

qui n'est pas dans G .

2. En utilisant la formule |zz′|2 = |z|2|z′|2 pour z, z′ ∈ C, montrer que G est stable

par produit, 'est-à-dire que si p, q ∈ G , alors pq ∈ G .

3. En déduire que 221 est dans G .

35

https://ljk.imag.fr/membres/Bernard.Ycart/mel/pe/node19.html




MAT101, Chap. 2 Ensembles et langage mathématique Cours

Ensembles et langage mathématique

L'objetif de e hapitre est de onsolider votre maîtrise du langage mathématique

et des objets mathématiques élementaires qu'on appelle les ensembles.

Conernant le langage, il s'agit de reprendre et de omprendre les règles du jeu ma-

thématique, basé sur le raisonnement dédutif, ainsi qu'un ertain nombre de symboles

introduits par les mathématiiens pour rendre plus ompates des expressions mathé-

matiques que l'on utilise fréquemment. Les exemples mettront en jeu des ensembles

onrets (ensembles de nombres lassiques) ou abstraits.

Cours

2.1. Ensembles. � Un ensemble est un objet mathématique primitif qui est une

olletion d'objets mathématiques, di�érents les uns des autres, appelés éléments de

l'ensemble. Deux ensembles oïnident si et seulement si ils ont les mêmes éléments.

Un ensemble est souvent dérit à l'aide des symboles d'aolades {, }. Selon les as,

il y a deux façons de les utiliser pour une telle desription (notations 2.1 et 2.8 i-

dessous).

12

On peut dérire un ensemble en extension, 'est-à-dire en faisant la liste de tous

ses éléments, séparés par des virgules.

Notation 2.1

Exemple 2.2. � {1, 2, 3, 4, 5} est un ensemble dont les éléments sont les nombres

1, 2, 3, 4, et 5.
{vrai, faux} est un ensemble ontenant deux éléments, appelés vrai et faux.

12. Nous verrons une troisième onstrution ave les aolades lorsque nous reviendrons sur la notion

de fontion, dans le hapitre 3.
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L'ordre d'apparition n'a pas d'importane. Chaque élément n'apparaît qu'une fois.

S'il apparaissait plusieurs fois, ça ne hangerait rien : l'ensemble resterait le même.

Ainsi {1, 2, 3, 4, 5} = {4, 3, 2, 5, 1} = {1, 2, 3, 1, 3, 4, 5}.

On utilise le symbole ∈ pour dire qu'un élément appartient à un ensemble, et /∈
pour dire qu'il n'appartient pas à l'ensemble.

Notation 2.3

Exemple 2.4. � On a 3 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, tandis que 6 /∈ {1, 2, 3, 4, 5}.

On abuse parfois de notations en notant �2, 3 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}� au lieu de �2 ∈
{1, 2, 3, 4, 5} et 3 ∈ {1, 2, 3, 4, 5}�, 'est-à-dire qu'on regroupe plusieurs appartenanes

en une seule.

Remarque 2.5. � Les ensembles étant aussi des objets mathématiques, on peut

faire des ensembles d'ensembles. Ainsi {1, {2}, {3, 4}} est un ensemble qui ontient

trois objets : le nombre 1 et les deux ensembles {2} et {3, 4}.

On dit qu'un ensemble A est un sous-ensemble d'un ensemble B si tous les éléments

de A sont aussi dans B. On note alors A ⊂ B. On dit aussi que A est inlus dans

B.
Si A n'est pas un sous-ensemble de B, on note A 6⊂ B.
Il y a un ensemble qui ne ontient auun élément. On l'appelle ensemble vide,

et on le note ∅.
Si un ensemble ne ontient qu'un élément, on dit que 'est un singleton.

Dé�nition 2.6

Exemple 2.7. � On a {2, 3} ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}, tandis que {2, 6} 6⊂ {1, 2, 3, 4, 5}.
On a aussi ∅ ⊂ {1, 2, 3, 4, 5}, tandis que {1, 2, 3, 4, 5} 6⊂ ∅.
L'ensemble {2} est un singleton, dont l'unique élément est le nombre 2.
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On peut dérire un ensemble omme l'ensemble des éléments d'un autre ensemble

satisfaisant une propriété supplémentaire. On utilise une barre pour séparer l'en-

semble de départ de la propriété qu'on ajoute. On dit qu'on dé�nit l'ensemble en

ompréhension.

Notation 2.8

Exemple 2.9. � {x ∈ {1, 2, 3, 4, 5} | x 6 3} est le sous-ensemble de {1, 2, 3, 4, 5}
onstitué des nombres inférieurs ou égaux à 3. C'est don l'ensemble {1, 2, 3}.
Si a et b sont des nombres réels, l'ensemble {x ∈ R | (a 6 x) ∧ (x < b)} est un

ensemble, 'est l'intervalle [a, b[.
Si a et b sont des nombres entiers relatifs, l'ensemble {x ∈ Z | (a 6 x) ∧ (x 6 b)} est

un ensemble de nombre entiers. On le note [[a, b]], 'est un intervalle dans Z 13

.

Dans la desription préédente, la barre vertiale a le sens de � satisfaisant � ou

enore de � tel que �. Ainsi on peut lire {x ∈ {1, 2, 3, 4, 5} | x 6 3} omme � l'ensemble

des nombres x dans {1, 2, 3, 4, 5} satisfaisant x 6 3 �.

Remarque 2.10. � Résoudre une équation, 'est en général déterminer un ensemble.

Ainsi trouver les solutions en nombres réels de l'équation x2+x−1 = 0, 'est déterminer

l'ensemble {x ∈ R | x2 + x− 1 = 0}.

Étant donné deux ensembles A et B, leur union, notée A ∪ B, est l'ensemble qui
ontient tous les éléments de A et tous les éléments de B.
Leur intersetion, notée A∩B, est l'ensemble qui ontient les éléments qui sont

à la fois dans A et dans B.

Dé�nition 2.11

Exemple 2.12. � On a {1, 2, 3}∪{3, 4, 5} = {1, 2, 3, 4, 5} et {1, 2, 3}∩{3, 4, 5} = {3}.

13. Un intervalle est un sous-ensemble I de R tel que (x ∈ I ∧ y ∈ I ∧ x 6 y ∧ y ∧ z) ⇒ y ∈ I.
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Étant donné deux ensembles A et B, leur di�érene, notée A \ B, est l'ensemble
qui ontient tous les éléments de A qui ne sont pas dans B.
Lorsque B est un sous-ensemble de A, la di�érene A \ B est aussi appelée

omplémentaire de B dans A. Si l'ensemble A est su�samment lair d'après le

ontexte, on note

cB le omplémentaire de B dans A.

Dé�nition 2.13

Exemple 2.14. � On a {1, 2, 3, 4} \ {3, 4, 5} = {1, 2}.
Les opérations sur les ensembles véri�ent un ertain nombre de propriétés qui sont

parfois utiles.

Soient A, B et C trois ensembles. Les égalités ensemblistes suivantes sont toujours

vraies.

• Commutativité :

(1)

(

A ∩B
)

=
(

B ∩ A
)

.

(2)

(

A ∪B
)

=
(

B ∪ A
)

.

• Assoiativité :

(3)

(

A ∩ (B ∩ C)
)

=
(

(A ∩B) ∩ C
)

.

(4)

(

A ∪ (B ∪ C)
)

=
(

(A ∪B) ∪ C
)

.

• Distributivité :

(5)

(

A ∩ (B ∪ C)
)

=
(

(A ∩ B) ∪ (A ∩ C)
)

.

(6)

(

A ∪ (B ∩ C)
)

=
(

(A ∪ B) ∩ (A ∪ C)
)

.

• Complémentaires : soient A et B des parties d'un ensemble E. Alors :

(7) E \ (E \ A) = A ,

Théorème 2.15 (admis)
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(8) E \ (A ∪ B) = (E \ A) ∩ (E \B) ,

(9) E \ (A ∩ B) = (E \ A) ∪ (E \B) .

Pour mieux omprendre es opérations ensemblistes, il est ommode de visualiser E
par un retangle et les sous-ensembles de E par des � patates � hahurées dessinées

dans e retangle. Le résultat s'appelle un diagramme de Venn, plut�t qu'un sa de

patates (�gure 4). Nous onseillons au leteur de visualiser les égalités ensemblistes du
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Figure 4. Diagrammes de Venn pour le omplémentaire, l'intersetion et la réunion.

théorème 2.15 sur des diagrammes de Venn. À titre d'exemple, nous avons représenté

sur la �gure 5 le diagramme de Venn qui illustre la formule

(E \ A) ∪ (E \B) = E \ (A ∩B).

En e�et, sur ette �gure seule l'intersetion A ∩ B n'est point hahurée. On prendra

E

A
B

E A E B

Figure 5. (E \ A) ∪ (E \B) = E \ (A ∩B)
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néanmoins garde au fait que e diagramme, s'il illustre parfaitement la formule, n'en

onstitue pas une preuve.

Remarque 2.16. � Un diagramme de Venn orrespondant à un ertain nombre de

parties doit montrer toutes les intersetions possibles, e qui omplique l'utilisation des

diagrammes de Venn au-delà d'un petit nombre de parties. Ainsi un diagramme de

Venn pour trois parties peut ressembler au premier dessin de la �gure 6. Le deuxième

dessin de ette �gure représente la onstrution de A. W. F. Edwards donnant un

diagramme de Venn orrespondant à inq parties de l'ensemble E.

E

A

B

C

E

Figure 6. Diagrammes de Venn pour trois ou inq parties.

Nous allons introduire une notation qui permet de faire des intersetions ou des

unions d'une olletion d'ensembles indiée par un autre ensemble.

Soit E un ensemble, tel qu'à haque élément x de E on assoie un ensemble Ex.

Alors on dé�nit

⋃

x∈E
Ex omme la réunion de tous les ensembles Ex, et

⋂

x∈E
Ex

omme l'intersetion de tous les ensembles Ex.

Notation 2.17

Exemples 2.18. � On a

⋃

x∈{0,1,2}
{2x + 1, 2x + 2} = {1, 2} ∪ {3, 4} ∪ {5, 6} =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}.
On a

⋂

x∈{0,1,2}
{x− 1, x, x+ 1} = {−1, 0, 1} ∩ {0, 1, 2} ∩ {1, 2, 3} = {1}.
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Remarquer que dans les exemples i-dessus, on n'a pas besoin de préiser d'ordre

dans lequel on e�eture les unions (ou les intersetions), en vertu de l'assoiativité de

l'union et de l'intersetion dans le théorème 2.15.

En faisant de la géométrie dans le plan ou l'espae à l'aide de oordonnées, on ne

onsidère pas des nombres, mais des ouples ou des triplets de nombres. On formalise

ela ave la notion d'ensemble-produit.

Pour n un entier naturel, un n-uplet est une olletion ordonnée de n objets ma-

thématiques. On le note à l'aide de parenthèse : si u1, u2, . . . , un sont des objets,

on peut former le n-uplet (u1, u2, . . . , un).
Deux n-uplets (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn) sont délarés égaux si on a simultané-

ment u1 = v1, u2 = v2, . . . , et un = vn.
Un 2-uplet est aussi appelé un ouple, un 3-uplet un triplet.

Dé�nition 2.19

Attention, ii on onsidère des n-uplets de la forme (u1, u2, . . . , un) et non des en-

sembles de la forme {u1, u2, . . . , un}, la di�érene tient au fait que l'ordre ompte dans

un n-uplet, et non dans un ensemble. Par exemple on a (1, 2) 6= (2, 1), tandis que

{1, 2} = {2, 1}. De plus, un n-uplet peut ontenir deux fois le même élément. Ainsi

(1, 1, 3) est un triplet de nombres, di�érent du ouple (1, 3).

Étant donnés deux ensembles E et F , l'ensemble-produit E×F est l'ensemble dont

les éléments sont les ouples de la forme (e, f) où e parourt tous les éléments de

E et f tous les éléments de F .
Pour n un entier naturel, étant donnés n ensembles E1, E2, . . . , En, l'ensemble-

produit E1 ×E2 × · · · ×En est l'ensemble dont les éléments sont les n-uplets de la
forme (u1, u2, . . . , un) où ui parourt tous les éléments de Ei.

Dé�nition 2.20

Exemples 2.21. � On a {1, 2, 3} × {3, 4} = {(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4)}.
On a

{3, 4} × {x, y} × {2, 3}
= {(3, x, 2), (3, x, 3), (3, y, 2), (3, y, 3), (4, x, 2), (4, x, 3), (4, y, 2), (4, y, 3)}
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2.2. Assertions. � Avant de parler de règles de dédution, on doit s'entendre sur la

nature des objets mathématiques, et la nature de e qu'on produit en mathématiques,

à savoir des assertions mettant en jeu es objets et dont on s'est onvainu qu'elles sont

vraies.

Vous onnaissez déjà di�érents objets mathématiques : les nombres, qu'ils soient

entiers, rationnels, réels, ou omplexes, mais aussi les ensembles. Une autre lasse que

vous onnaissez déjà et que nous reverrons est onstituée des fontions : e sont des

objets qui prennent un élément d'un ensemble et rendent un élément d'un (autre)

ensemble.

Tout n'est pas objet mathématique : les objets du monde physique ne sont pas

mathématiques. Les seuls objets mathématiques sont eux qui ont été dé�nis omme

tels.

L'enjeu des mathématiques est de déterminer des propriétés des objets mathéma-

tiques. Ces propriétés sont dérites par des assertions (auxquelles on donne di�érents

noms et statuts pour marquer, ou pas, leur importane).

Une assertion est une a�rmation mathématique ne mettant en jeu que des objets

mathématiques.

Dé�nition 2.22 (Assertion)

Exemples 2.23. � � 2 est un nombre pair � est une assertion mathématique (vraie).

� �Martin a inq ans � n'est pas une assertion mathématique, puisque Martin n'est

(sauf mention expliite du ontraire) pas un objet mathématique, tout omme la

notion d'âge.

� � Il y a inq pommes dans e sa � n'est pas une assertion mathématique, puisque

les pommes sont des objets physiques et non mathématiques.

� � −5 est un nombre réel positif � est une assertion mathématique qui est fausse.

� � 3 = 5 � est une assertion fausse.

� � π est-il égal à 3 ? � n'est pas une assertion mathématique, ar 'est une question

et non une a�rmation.

� � Si x est un nombre réel tel que x2 − x = 0, alors x = 0 ou x = 1 � est une

assertion mathématique qui est vraie.
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� � Il existe une in�nité de nombres premiers p tels que p + 2 est premier � est

une assertion mathématique (les nombres premiers sont les entiers naturels di�é-

rents de 1 qui ne sont divisibles que par 1 et par eux-mêmes), dont nul ne sait

aujourd'hui si elle est vraie ou fausse.

On utilise parfois (souvent) d'autres termes pour désigner les assertions mathéma-

tiques, pour marquer leur importane ou leur di�ulté.

� Théorème : 'est une assertion importante, dont on démontre ou on admet

qu'elle est vraie, et qui doit être onnue par ÷ur ;

� Proposition : 'est le terme que nous utiliserons le plus souvent pour désigner

une assertion qui est vraie, sans être aussi importante qu'un théorème ;

� Lemme : 'est une assertion démontrée, qui onstitue une étape dans la dé-

monstration d'un théorème ;

� Corollaire : 'est une onséquene faile d'un théorème.

� Axiome : 'est une assertion dont on s'entend pour dire qu'elle est vraie. On

dit aussi postulat. Ces assertions sont les fondations de l'édi�e mathématique.

Conjeture : 'est une assertion dont ertains mathématiiens pensent qu'elle

est vraie, mais personne ne l'a enore démontré. Une fois démontrée, une

onjeture devient un théorème.

Terminologie 2.24

Remarque 2.25. � Il est tentant de dresser une liste d'axiomes, et de redémontrer

tout e que l'on sait à partir de es axiomes. C'est un proessus très fastidieux qui

a été tenté au ours du XXe sièle, en partiulier sous l'impulsion du groupe Bour-

baki. Si l'enthousiasme initial est un peu retombé, les progrès réents de l'informatique

ont relané e programme. Ainsi des ordinateurs sont apables aujourd'hui de erti�er

des preuves. Réemment, plusieurs théorèmes très di�iles dont peu d'humains om-

prennent la preuve omplète ont été véri�és par ordinateur (lassi�ation des groupes

�nis simples, preuve par Hales de la onjeture de Kepler).

Retenons qu'il est possible, mais pénible, de tout reonstruire à partir de rien. Dans

la pratique, on est satisfait d'une démonstration lorsqu'elle part d'axiomes admis par

tous, et que haque étape élémentaire est omprise par tous.
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Remarque 2.26. � Comme exemple de onjetures élèbres, il y a eu pendant plus

de 300 ans le (mal-nommé) Grand théorème de Fermat qui est devenu en 1994 le

théorème de Wiles, ar démontré par le mathématiien anglais Andrew Wiles. De même

la onjeture de Poinaré est devenue au ours de la déennie 2000-2010 le théorème

de Perelman, ar démontrée par le mathématiien russe Grigory Perelman. Noter que

dans e as, il est di�ile de mettre une date préise, ar il y a fallu presque dix ans

pour que la preuve de Perelman onvainque le reste de la ommunauté mathématique.

Il est di�ile de onevoir qu'il reste des onjetures en mathématiques, mais 'est

bien le as. Un exemple partiulièrement simple est la onjeture de Goldbah, selon

laquelle tout nombre entier pair plus grand que 6 est la somme de deux nombres

premiers.

Une lasse d'objets importants est onstituée des variables. C'est un moyen de parler

d'un objet (nombre, ensemble, fontion) sans forément le onnaître parfaitement. Par

exemple lorsqu'on herhe à résoudre une équation omme x2−3x+1 = 0, on introduit

une variable x, sans dire plus que le fait que x est un nombre réel qui satisfait x2 −
3x+ 1 = 0. Parfois, on dira même � Soit t un nombre réel quelonque. � Dans e as,

on ne sait rien de plus que le fait que t soit réel. À l'inverse lorsqu'on dit � Posons

φ = 1+
√
5

2
�. On vient de donner un nom à un nombre un peu ompliqué. Dans e as

la valeur de φ est bien dé�nie.

Une variable est un symbole représentant un objet mathématique dont la valeur

n'est pas onnue.

Lorsqu'une variable est introduite dans un énoné en disant à quel ensemble elle

appartient, on dit que la variable est liée. Sinon elle est dite libre.

Dé�nition 2.27 (Variable)

Ainsi, dans les exemples préédents, les variables sont liées puisqu'on a donné l'en-

semble des valeurs possibles pour la variable (les solutions de l'équation x2−3x+1 = 0

dans le premier as, n'importe quel réel dans le seond as,

1+
√
5

2
dans le troisième

as). En revanhe dans l'expression y3 − 3y = 0, on n'a rien préisé sur y, 'est don
une variable libre. Notons que si on ne sait rien sur y, on ne sait pas si l'assertion

� y3 − 3y = 0 � est vraie ou fausse. Plus généralement, une assertion ontenant une

variable libre n'est ni vraie, ni fausse : tant qu'on ne sait rien de plus sur ette variable,

on ne peut déterminer sa vérité.
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Une assertion ne ontenant que des variables liées est dite lose. Elle est vraie ou

fausse.

a

Une assertion ontenant au moins une variable libre est dite ouverte. On dit

qu'elle dépend des paramètres que sont les variables libres. Une telle assertion

n'est ni vraie ni fausse.

a. En fait, e n'est pas le as, et ça a été une révolution mathématique et philosophique de

omprendre qu'il existe des assertions qui sont indémontrables, 'est-à-dire ni vraies ni fausses

(théorèmes d'inomplétudes de Gödel, 1931). Cependant, les énonés indémontrables ne sont pas

si fréquents, et la plupart des assertions que nous pourrons érire sont en e�et vraies ou fausse.

Terminologie 2.28

Exemples 2.29. �

� � n est plus grand que 3 � est une assertion ouverte. On ne sait si elle est vraie

ou fausse, puisque n est une variable libre.

� � Pour tout entier naturel n, n est plus grand que 3 � est une assertion lose,

qui est fausse. La variable n est liée, et on se onvain que l'assertion est fausse

puisqu'il existe des entiers strtement inférieurs à 3.

� En revanhe, � Pour tout entier naturel n, si n est plus grand que 5, alors n est

plus grand que 3 � est une assertion lose, qui est vraie. La variable n est enore

liée.

2.3. Valeurs de vérité et tables de vérité. � En mathématiques, on ombine

des assertions entre elles à l'aide d'opérateurs (ou onneteurs) logiques. Une façon de

dérire la signi�ation de es opérateurs est de dérire la valeur de vérité de l'assertion

obtenue pour toutes les valeurs de vérité possibles des assertions auxquelles on applique

et opérateur.

Étant donné deux assertions P et Q, on peut former de nouvelles assertions :

• la négation de P , notée ¬P (� non P �), qui est vraie si et seulement si P est

fausse,

• la onjontion de P et Q, notée P ∧ Q (� P et Q �), qui est vraie si et

seulement si à la fois P et Q sont vraies,

Dé�nition 2.30 (Opérateurs logiques)
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• la disjontion de P et Q, notée P∨Q (�P ouQ �), qui est vraie si et seulement

au moins l'une parmi les deux assertions P et Q est vraie.

Exemples 2.31. � Voii quelques assertions omposées et leur tradution.

¬(n < 5) n n'est pas stritement inférieur à 5

(n < 5) ∧ (n 6 2) n est stritement inférieur à 5 et inférieur ou égal à 2

(n > 2) ∨ (n 6 0) n est supérieur ou égal à 2 ou n est inférieur ou égal à 0

Observez l'usage des parenthèses qui permettent d'identi�er les énonés dont l'assertion

est omposée.

Dans la vie ourante le mot � ou � a deux signi�ations possibles : dans un menu

de restaurant il est � exlusif � : parmi les entrées proposées, vous n'en hoisissez

qu'une seule. En mathématiques, par ontre, le � ou � est toujours inlusif : P ou Q
signi�e que l'une au moins des deux assertions est vraie (peut-être les deux). Par

opposition, le � ou exlusif � est vrai quand exatement une des deux assertions est

vraie.

Une assertion omposée est appelée une tautologie si elle est vraie quelle que soit

la valeur de vérité des assertions qui la omposent.

Dé�nition 2.32

Exemple 2.33. � L'assertion P ∨ (¬P ) est une tautologie.

Lorsqu'on ombine des assertions à l'aide de onneteurs, il peut être utile d'utiliser

des tables de vérité. Dans l'exemple i-dessous, on dérit l'e�et des onneteurs sur

deux assertions P et Q, selon qu'elles sont vraies (V ) ou fausses (F ), en disant dans

haun des 4 as si l'assertion omposée est elle-même vraie ou fausse.

négation onjontion disjontion

non et ou

P Q ¬P P ∧Q P ∨Q
V V F V V
V F F F V
F V V F V
F F V F F
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Lorsqu'on a une assertion dépendant de 3 ou 4 assertions de base, on peut établir ainsi

à l'aide d'une table à 8 ou 16 lignes si l'assertion omposée est vraie ou fausse, selon

la valeur de vérité de haque assertion de base.

Exemple 2.34. � On veut savoir si l'assertion (P ∧ Q) ∨ ¬(P ∧ R) est vraie selon

que P , Q et R sont vraies ou fausses. On dresse la table i-dessous, où les 8 lignes

orrespondent aux huit possibilités.

P Q R P ∧Q P ∧R ¬(P ∧ R) (P ∧Q) ∨ ¬(P ∧R)
V V V V V F V
V V F V F V V
V F V F V F F
V F F F F V V
F V V F F V V
F V F F F V V
F F V F F V V
F F F F F V V

Ainsi l'assertion (P ∧Q)∨¬(P ∧R) est fausse si P et R sont vraies et Q fausse, et elle

est vraie dans tous les autres as.

2.4. Quanti�ateurs. � Les quanti�ateurs permettent de réaliser une onjontion

et une disjontion d'une famille d'assertion indiée par un paramètre parourant un

ensemble. Il y en a deux, selon que l'on veut réaliser une onjontion ou une disjontion.

Les quanti�ateurs sont les deux symboles ∀ � quel que soit � et ∃ � il existe �. Si

A est un ensemble et P (x) une assertion dépendant d'un paramètre x, alors

� l'assertion (∀x ∈ A, P (x)) est vraie si et seulement si l'assertion P (x) est vraie
pour n'importe quel x dans A.

� l'assertion (∃x ∈ A, P (x)) est vraie si et seulement si l'assertion P (x) est vraie
pour au moins un élément x dans A.

Dé�nition 2.35 (Quanti�ateurs)

On dit aussi que ∀ est le quanti�ateur universel et ∃ le quanti�ateur existentiel .

On les utilise pour des énonés du type :

(10) ∀n ∈ N, ∃m ∈ N, n < m.
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Cette formule se lit : quel que soit n appartenant à N, il existe m appartenant à N tel

que n < m. Soit enore : pour tout entier n, il existe un entierm stritement plus grand

que n. Il est ruial de retenir que dans e as l'entier m peut dépendre de l'entier n.
Cette assertion est vraie : pour tout n, le nombre m = n+ 1 véri�e bien n < m.

Noter que l'assertion � n < m � ontient deux variables libres, et don elle n'est

ni vraie ni fausse. De même l'assertion � ∃m ∈ N, n < m � ontient une variable

libre n, et don elle n'est ni vraie ni fausse. En revanhe l'assertion � ∀n ∈ N, ∃m ∈
N, n < m � ontient deux variables qui sont maintenant liées, puisqu'introduites par

un quanti�ateur.

De façon générale, si P (x) est une assertion ouverte dépendant d'un unique para-

mètre x, les assertions (∀x ∈ A, P (x)) et (∃x ∈ A, P (x)) sont des assertions loses.

Remarque 2.36. � Le nom ou la lettre qu'on utilise pour désigner une variable n'a

pas d'importante en général. On peut don le hanger, du moment qu'on le hange à

haque fois que la variable intervient. Ainsi les deux assertions

(11) ∀n ∈ N, ∃m ∈ N, n < m

et

(12) ∀x ∈ N, ∃y ∈ N, x < y

sont équivalentes. Par ontre elles ne sont pas équivalentes à

(13) ∀n ∈ N, ∃n ∈ N, n < n

qui n'a pas de sens, ar la variable n est introduite deux fois dans la même assertion !

L'ordre dans lequel on érit les quanti�ateurs est très important. Éhangeons dans

(11) les deux quanti�ateurs.

∃m ∈ N, ∀n ∈ N, n < m .

Cette assertion se lit : il existe un entier m tel que tout entier n véri�e n < m (e qui

est faux).

Nous ommettrons souvent l'abus de notation onsistant à regrouper des quanti�a-

teurs de même nature et portant sur les mêmes ensembles. Par exemple :

∀n ∈ N, ∀m ∈ N, m+ n ∈ N,

sera plut�t érit :

∀n,m ∈ N, m+ n ∈ N.

(La somme de deux entiers naturels est un entier naturel.)
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Ou enore,

∃n ∈ N, ∃m ∈ N, n +m < 10,

deviendra :

∃n,m ∈ N, n +m < 10.

(Il existe deux entiers dont la somme est stritement inférieure à 10.)

Une règle importante est que la négation éhange les deux quanti�ateurs.

Soit P (x) une assertion dépendant d'un paramètre x et soit A un ensemble. alors

les assertions

¬(∀x ∈ A, P (x)) et (∃x ∈ A, ¬P (x))

sont équivalentes. De façon semblable, les assertions

¬(∃x ∈ A, P (x)) et (∀x ∈ A, ¬P (x))

sont équivalentes.

Proposition 2.37

Remarques 2.38. � i) Pour érire la négation d'une assertion omportant des quan-

ti�ateurs on hange don les ∀ en ∃ et les ∃ en ∀, puis on érit la négation de l'assertion
qui suit la liste des quanti�ateurs. Cei est tout à fait onforme à l'intuition. La néga-

tion de � tout les x véri�ent P (x) � est bien � il existe un x qui ne véri�e pas P (x) �. La
négation de � il existe un x qui véri�e P (x) � est bien � auun x ne véri�e P (x) � soit

enore � tous les x véri�ent ¬P (x) �. Erivons par exemple la négation de l'assertion

(10).

∃n ∈ N, ∀m ∈ N, (n > m) .

Il existe un entier n supérieur ou égal à tout entier m (e qui est faux).

ii) La première assertion permet en fait de dé�nir le quanti�ateur universel à partir

du quanti�ateur existentiel : ∀x ∈ A, P (x) peut être dé�ni omme ¬(∃x ∈ A, ¬P (x)).
la seonde assertion déoule aussi de ette dé�nition.

Pour les deux autres opérateurs logiques, il faut se mé�er : il y a deux as où l'on

peut distribuer, et deux as où l'on ne peut pas.
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Soit P (x) et Q(x) des assertions dépendant d'un paramètre et soit A un ensemble.

Les assertions

∃x ∈ A, P (x) ∨Q(x)

et

(∃x ∈ A, P (x)) ∨ (∃y ∈ A, Q(y))

sont équivalentes. De même, les assertions

∀x ∈ A, P (x) ∧Q(x)

et

(∀x ∈ A, P (x)) ∧ (∀y ∈ A, Q(y))

sont équivalentes.

Proposition 2.39

Il onvient d'être extrèmement prudent dans l'utilisation de ette propriété. En

e�et, le quanti�ateur existentiel n'est pas distributif par rapport à � et � et le

quanti�ateur universel ne l'est pas par rapport à � ou � ! Par exemple, � il existe un

entier supérieur à 7 et inférieur à 6 � (faux) n'est pas équivalent à � il existe un entier

supérieur à 7 et il existe un entier inférieur à 6 � (vrai). De même � tout entier est

inférieur ou égal à 7, ou supérieur ou égal à 6 � (vrai) n'est pas équivalent à � tout

entier est inférieur ou égal à 7 ou tout entier est supérieur ou égal à 6 � (faux).

Idée de la preuve de la proposition. � Démontrons la première équivalene. Suppo-

sons

∃x ∈ A, P (x) ∨Q(x)

On se donne don un élément a ∈ A tel que P (a) ou Q(a). Dans le premier as,

∃x ∈ A, P (x), dans le seond ∃y ∈ A, Q(y) e qui implique l'assertion

(∃x ∈ A, P (x)) ∨ (∃y ∈ A, Q(y))

Réiproquement, on raisonne de façon similaire en distinguant deux as. La deuxième

équivalene peut se déduire de la première en utilisant la proposition 2.37.

2.5. Impliation et raisonnement dédutif. � Vous avez déjà l'habitude d'uti-

liser l'impliation et l'équivalene. Ce sont des méanismes fondamentaux de raisonne-

ment. Ces notions peuvent être vues omme des opérateurs logiques.
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Pour des assertions P et Q, l'impliation P =⇒ Q est dé�nie omme (¬P ) ∨ Q
(� non P ou Q �).

Dé�nition 2.40 (Impliation)

Remarque 2.41. � Par dé�nition, l'impliation P =⇒ Q est vraie soit si P est fausse

soit si P et Q sont vraies toutes les deux. Autrement dit, l'impliation P =⇒ Q est

dé�nie omme (¬P ) ∨Q.

Notons que si P ⇒ Q et P sont vraies alors Q est vraie. Cela fait de l'impliation

la base du raisonnement mathématique : l'assertion Q est démontrée dès lors qu'on a

démontré P et P ⇒ Q.
Pour bien omprendre l'impliation, reprenez haune des formulations i-dessous en

remplaçant P par � n > 3 � et Q par � n > 2 �.

P =⇒ Q
P implique Q
P entraîne Q

si P est vrai alors Q est vrai

pour que Q soit vrai il su�t que P le soit

P est une ondition su�sante pour Q
pour que P soit vrai il faut que Q le soit

Q est une ondition néessaire pour P

Remarque 2.42. � Pour démontrer une impliation P ⇒ Q, la tehnique la plus

simple onsiste à supposer l'assertion P et à faire un raisonnnement qui démontre Q.
On parle de raisonnement diret. C'est le plus utilisé. Nous verrons plus tard d'autres

méthodes (raisonnement par ontraposée ou par l'absurde).

Le raisonnement dédutif onsiste à démontrer une impliation en enhainant les

impliations. Il est fondé sur le résultat suivant.

Soit P,Q,R trois assertions. Alors l'assertion ((P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ R)) ⇒ (P ⇒ R)
est une tautologie.

Proposition 2.43

Pour le démontrer il su�t (par exemple) de faire une table de vérité.
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Autrement dit si l'impliation P =⇒ Q est vraie, ainsi que l'impliation Q =⇒ R,
alors l'impliation P =⇒ R est également vraie.

Étant donné une impliation P =⇒ Q, l'impliation réiproque est Q =⇒ P .

Dé�nition 2.44 (Réiproque)

Soit P et Q deux assertions (dépendant éventuellement de paramètres). On dé�nit

P ⇐⇒ Q omme (P =⇒ Q) ∧ (Q =⇒ P ).

Dé�nition 2.45 (Équivalene)

Exemple 2.46. �

� Si n est un entier, les assertions � n > 5 � et � n > 4 � sont équivalentes.

� Si n est réel, les assertions � n > 5 � et � n > 4 � ne sont pas équivalentes (par

exemple n = 9/2 rend la première assertion vraie, mais la seonde fausse).

Pour bien omprendre l'équivalene, reprenez haune des formulations en rempla-

çant P par � n > 3 � et Q par � n > 2 �, où n est un nombre entier.

P ⇐⇒ Q
P est équivalent à Q

P équivaut à Q
P entraîne Q et réiproquement

si P est vrai alors Q est vrai et réiproquement

P est vrai si et seulement si Q est vrai

pour que P soit vrai il faut et il su�t que Q le soit

P est une ondition néessaire et su�sante pour Q

Voii la table de vérité de l'impliation, de l'impliation réiproque, et de l'équiva-

lene, entre deux assertions P et Q. Constatez que l'équivalene P ⇐⇒ Q est vraie
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quand P et Q ont la même valeur de vérité et fausse sinon.

P Q P =⇒ Q Q =⇒ P P ⇐⇒ Q
V V V V V
V F F V F
F V V F F
F F V V V

Remarque 2.47. � Pour démontrer une équivalene P ⇔ Q, On peut, dans les as

failes, démontrer une haine d'équivalenes

P ⇔ P1 ⇔ P2 ⇔ · · · ⇔ Pn ⇔ Q

C'est souvent ainsi qu'on résoud un système d'équations par exemple.

Quand on ne peut pas faire ainsi, une méthode générale onsiste à démontrer su-

essivement une impliation P ⇒ Q puis sa réiproque Q ⇒ P . On introduit souvent

la démonstration de la réiproque par le mot � réiproquement �.

Dans le as des équations, on parle aussi d'analyse et synthèse : on démontre d'abord

que les équations impliquent que les valeurs herhées appartiennent à un ertain en-

semble ; 'est la phase d'analyse de l'équation. On véri�e ensuite que les solutions

trouvées onviennent, 'est la phase de synthèse.

Parmi les propriétés fondamentales de l'impliation, on peut donner les énonés

suivants.

Soit P (x) une assertion dépendant d'un paramètre x, soit A un ensemble et a un

élément de A. Alors les assertions

(∀x ∈ A, P (x)) =⇒ P (a)

et

P (a) =⇒ (∃x ∈ A, P (x))

sont des tautologies.

Axiomes 2.48

Exemple 2.49. � L'assertion

∀x ∈ R, x2 − 2x+ 1 > 0

implique l'assertion

π2 − 2π + 1 > 0,
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ar π est un nombre réel.

Les deux énonés des axiomes 2.48 sont onformes à l'intuition. Notons que le

deuxième orrespond à la façon � standard � de démontrer une assertion d'existene :

pour démontrer que ∃x ∈ A, P (x), il su�t d'exhiber un élément a ∈ A tel qu'on

puisse démontrer P (a). Une telle démonstration est dite onstrutive ou e�etive si

on explique omment onstruire l'élément a. En partiulier, pour démontrer qu'une

assertion

∀x ∈ A, P (x)

est fausse, il su�t d'exhiber un ontre-exemple 'est-à-dire un élément a ∈ A tel que

¬P (a).

Remarque 2.50. � Pour démontrer une assertion ave un quanti�ateur universel

(14) ∀x ∈ A, P (x),

on ommene le plus souvent par érire � Soit x ∈ A �. Cela signi�e que dans la

démonstration qui suit x désigne un élément arbitraire et �xé de l'ensemble A. Si on
démontre P (x), alors, omme ela vaut pour un x arbitraire, on a démontré (14).

Exemple 2.51. � Démontrons l'assertion

(15) ∀t ∈ R, t2 + 2t+ 2 > 0.

Soit t ∈ R. On a l'égalité t2 + 2t+ 2 = (t+ 1)2 + 1. Comme le arré d'un nombre réel

est positif, (t + 1)2 > 0. Don (t + 1)2 + 1 > 1 > 0. Cela onlut la preuve de (15).

2.6. Autres modes de raisonnement. � Il ne s'agit pas de proposer ii une théo-

rie du raisonnement mathématique. Nous avons déjà mentionné (f. remarque 2.47) le

raisonnement diret, qu'on utilise le plus souvent, ainsi que les raisonnements par ana-

lyse et synthèse. Nous allons maintenant donner quelques exemples de démonstrations,

pour illustrer quatre types de raisonnements supplémentaires : par ontraposée, par

l'absurde, par disjontion de as et par réurrene.

Raisonnement par ontraposée

Il onsiste, plut�t que de démontrer l'impliation P =⇒ Q, à démontrer sa ontraposée

(¬Q) =⇒ (¬P ). En e�et es deux impliations sont équivalentes, omme on peut le

véri�er sur une table de vérité.

Il est di�ile de donner une règle générale d'utilisation de e raisonnement. Un bon

onseil avant de se laner dans la démonstration d'une impliation, est d'érire d'abord

sa ontraposée. Ave un peu d'expériene, on arrive vite à sentir laquelle des deux

est la plus faile à démontrer. Si le résultat désiré est Q, on herhe les onséquenes
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de nonQ pour arriver aux bonnes hypothèses. Notre premier exemple est un résultat

faile, mais très utile.

Soit x un nombre réel tel que pour tout ε > 0, x 6 ε. Alors x 6 0.

Proposition 2.52

Démonstration. � Nous devons démontrer l'impliation :

(

∀ε ∈ R∗
+ , x 6 ε

)

=⇒ (x 6 0) .

Erivons sa ontraposée :

(x > 0) =⇒
(

∃ε ∈ R∗
+ ; x > ε

)

.

� Si x est stritement positif, alors il existe ε > 0 tel que x > ε �. C'est vrai : il su�t

de hoisir ε = x/2.

Étant donné deux assertions P et Q et l'impliation P =⇒ Q, il ne faut pas

onfondre la ontraposée qui est l'impliation (¬Q) =⇒ (¬P ) et la réiproque qui

est l'impliation Q =⇒ P . La ontraposée (¬Q) =⇒ (¬P ) est équivalente à P =⇒ Q,
et don se démontre à la plae de P =⇒ Q. En revanhe la réiproque Q =⇒ P n'est

PAS équivalente à P =⇒ Q.
Insistons : lorsque P =⇒ Q est vraie, alors automatiquement la ontraposée (¬Q) =⇒
(¬P ) est vraie. En revanhe, la réiproque Q =⇒ P peut être vraie ou fausse, selon les

as.

Exemple 2.53. � L'impliation ∀x ∈ R, (x > 2) =⇒ (x > 1) est vraie.
Sa ontraposée est ∀x ∈ R, (x 6 1) =⇒ (x 6 2), elle est aussi vraie.
Par ontre l'impliation réiproque est ∀x ∈ R, (x > 1) =⇒ (x > 2), elle est fausse.

Raisonnement par l'absurde

Il onsiste à démontrer une assertion en véri�ant que sa négation onduit à une ontra-

dition ave les hypothèses. Formellement, si P désigne les hypothèses, plut�t que de

démontrer P ⇒ Q, on démontre (P ∧ (¬Q)) ⇒ (1 = 0). S'il n'y a pas d'hypothèse et

qu'on veut démontrer une assertion Q, ela revient plut�t à démontrer ¬Q ⇒ (1 = 0).
Dans ertains as il se distingue mal du raisonnement par ontraposée : si P désigne

la onjontion des hypothèses et Q la onlusion, nier Q et aboutir à une ontradition,

revient à démontrer ¬P à partir de ¬Q, e qui est la ontraposée de P =⇒ Q.

Voii un résultat lassique.
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Le nombre

√
2 est irrationnel.

Proposition 2.54

Démonstration. � Un nombre rationnel est le quotient de deux entiers ; un nombre

irrationnel n'est pas rationnel. Nous devons don démontrer que

√
2 n'est pas le quotient

de deux entiers. Supposons le ontraire : il existe deux entiers p et q tels que
√
2 = p/q.

Quitte à simpli�er la fration, nous pouvons supposer que p et q n'ont pas de fateur

ommun. Multiplions par q et élevons au arré :

2q2 = p2 .

Le nombre p2 = 2q2 est pair, don p est également pair. Mais si p est pair, alors p2 est
multiple de 4. Don q2 est multiple de 2, don q est pair. Mais alors 2 est un fateur

ommun à p et q, e qui est une ontradition.

Raisonnement par disjontion de as

Dans ertains raisonnements, il peut être pratique de onsidérer suessivement deux

as. Ainsi, si on veut démontrer une assertion P (x) pour tout élément x d'un ensemble

E qui est la réunion de deux parties A et B, on démontre d'abord l'assertion P (x)
pour x ∈ A puis l'assertion P (x) pour x ∈ B et, omme E = A ∪ B, on peut onlure

que l'assertion P (x) est vraie pour tout x ∈ E.
À titre d'exemple, démontrons le résultat suivant :

Pour tout entier n, le nombre rationnel n(n+1)
2

est entier.

Proposition 2.55

Démonstration. � Nous allons distinguer deux as suivant la parité de l'entier n.
Premier as. Si n est pair alors e nombre est le produit de l'entier

n
2
par l'entier

n+ 1. C'est don un entier.

Deuxième as. Si n est impair, alors n+1 est pair et le nombre

n(n+1)
2

est le produit

de l'entier n par l'entier

n+1
2

; 'est don également un entier.

Comme tout nombre entier est soit pair soit impair, l'assertion �

n(n+1)
2

est entier �

est démontrée pour tout entier n.
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Raisonnement par réurrene

Pour démontrer qu'une assertion H(n) dépendant d'un entier n est vraie pour tout

n ∈ N, on démontre :

1. H(0) � initialisation �,

2. ∀n ∈ N , (H(n) =⇒ H(n+ 1) ) � hérédité �.

L'assertion H(n) est l'hypothèse de réurrene. Il peut se faire qu'elle ne soit vraie que
pour n > 1 ou n > 2, auquel as, on la démontre pour la plus petite valeur pour

laquelle elle est vraie. Voii la démonstration d'une formule à onnaître :

Pour tout entier n > 1, la somme des entiers de 1 à n vaut n(n + 1)/2.

Proposition 2.56

Démonstration. � L'hypothèse de réurrene est :

H(n) : 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
.

1. Initialisation. Pour n = 1 :

1
∑

k=1

k = 1 =
1(1 + 1)

2
.

2. Hérédité. Soit n un entier stritement positif quelonque. Supposons que H(n) est
vraie. Erivons :

1 + 2 + · · ·+ n+ (n + 1) = (1 + 2 + · · ·+ n) + (n+ 1) .

En appliquant H(n), on obtient

(1 + 2 + · · ·+ n) + (n+ 1) =
n(n + 1)

2
+ (n + 1) ,

Le membre de droite s'érit

n(n + 1)

2
+ (n + 1) =

(n+ 1)(n+ 2)

2
,

Nous avons don démontré que

1 + 2 + · · ·+ n+ (n+ 1) =
(n + 1)(n+ 2)

2
,

'est-à-dire que H(n+ 1) est vraie.

59



Cours Ensembles et langage mathématique MAT101, Chap. 2

On pourra noter au passage que la proposition donne un nouvelle preuve du fait que

n(n+1)
2

est un nombre entier !

On peut être amené, pour démontrer H(n + 1) à utiliser H(m) pour m ∈ {0, . . . , n},
e qui ne hange rien au prinipe de la réurrene. L'hérédité est remplaée par

∀n ∈ N ,
(

(∀m ∈ {0, . . . , n} , H(m) ) =⇒ H(n+ 1)
)

.

Pour deviner quelle est la bonne hypothèse H(n), on doit souvent essayer plusieurs

valeurs suessives de n : n = 0, puis n = 1, n = 2,. . . C'est parfaitement inutile

pour la démonstration. Attention, e n'est pas pare qu'une propriété est vraie pour

quelques valeurs de n qu'elle est vraie pour tout n. Voii deux exemples.

1. Les nombres 31, 331, 3 331,. . . , 33 333 331 sont tous premiers. Mais 333 333 331 =
17× 19 607 843 ne l'est pas.

2. Pour toutes les valeurs de n allant de 0 à 39, le nombre n2 + n + 41 est premier.

Mais le nombre 402 + 40 + 41 = 412 ne l'est pas.
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Exeries

Ensembles, nombres entiers, rationnels et réels

Exerie 2.1. (*)

Érire en extension ('est-à-dire en donnant tous leurs éléments) les ensembles sui-

vants :

1. {1, 2, 3} ∪ {4, 5, 6},
2. {1, 2, 3} ∪ {3, 4, 5},
3. {1, 2, 3} ∪ {1, 3, 4},
4. {1, 2, 3} ∩ {4, 5, 6},
5. {1, 2, 3} ∩ {2, 3, 4},
6. ({1, 2} ∪ {1, 3}) ∩ {3, 4},

7. ({1, 2, 3} ∩ {2, 3, 4}) ∪ {5, 6},
8. ({1, 2} ∪ {3, 4}) ∩ {2, 4},
9. ({1, {2}} ∪ {2, 3}) ∩ {{2}, {3}},
10. ({1, {2}} ∩ {{2}, {3}}) ∩ {{2}, 3},
11. l'ensemble des nombres entiers om-

pris entre

√
2 et 2π.

Exerie 2.2. (*)

On note A l'ensemble {1, 2, 3} et B l'ensemble {−1, 0, 1}. Érire en extension ('est-

à-dire en donnant tous leurs éléments) les ensembles suivants :

1. A ∩B,

2. A ∪B,

3. A \B,
4. B \ A,
5. {x+ 2; x ∈ A},

6. {2x; x ∈ B},
7. { 1

x
; x ∈ A},

8. {x+y; (x, y) ∈ A×B},
9. {x+y; (x, y) ∈ A×A},
10. {x+ x; x ∈ A},

11. {xy; (x, y) ∈ A× B},
12. {x ∈ A

∣

∣x ≥ 2},
13. {x ∈ B

∣

∣x ≥ 2},
14. {y ∈ A

∣

∣ y ≤ 5},
15. {z ∈ A ∪ B

∣

∣ z ≥ 0},

Exerie 2.3. (*)

Érire le plus simplement possible les ensembles suivants (auune justi�ation n'est

attendue).

1. [0, 1] ∪ [1, 2],

2. [0, 1] ∩ [1, 2],

3. [0, 1] ∩ Z,

Exerie 2.4. (*)

Érire les ensembles suivants omme intervalles ou réunions d'intervalles de R :
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1. {x ∈ R
∣

∣ 2 ≤ x < 6},
2. {x ∈ R

∣

∣ |x| < 0, 5},
3. {x ∈ R

∣

∣ |x− 2| < 0, 1},
4. {x ∈ R

∣

∣ |x− 5| ≤ 0, 01},

5. {x ∈ R
∣

∣ |x− 0, 1| < 0, 2},
6. {x ∈ R

∣

∣x2 < 3},
7. {x ∈ R

∣

∣x4 ≥ 1},
8. {x ∈ R

∣

∣x2 − x ≥ 0}.

Exerie 2.5. (*/**)

Érire le plus simplement possible les ensembles suivants (justi�er).

1.

{

x ∈ R
∣

∣ ⌊x⌋ = 3
}

,

2.

{

x ∈ R
∣

∣ 2 ≤ ⌊x⌋ ≤ 6
}

,

3.

{

x ∈ Q
∣

∣ |x| ≤ 3
}

,

4.

{

x ∈ R
∣

∣ |x| = ⌊x⌋
}

.

5.

⋃

i∈[[1,3]]
⋂

j∈{2,3}[i+ j, i+ 2j]

Exerie 2.6. (**)

Parmi les ensembles suivants, lesquels sont inlus dans lesquels ?

1. [0, 1],

2. ]− 1, 1[,

3. [0, 1
2
],

4. {x ∈ R
∣

∣x2 − x = 0},

5. {x ∈ R
∣

∣ |x| < 1

5
},

6. {x ∈ R
∣

∣ |x− 0, 2| < 0, 1},

7. {x ∈ R
∣

∣x3 − 2x2 − x+ 2 > 0}.

Exerie 2.7. (**)

Les ensembles suivants oïnident-ils ?

1. {1, 1, 2} et {2, 1} ;

2. {1, (1, 2)} et {(1, 1)} ;

3. {(1, 1), (1, 2)} et {(1, 1), (2, 1)} ;

4. {{1}, {1, 2}} et {{1}, {2, 1}} ;

5. {0, 1, 2, 3} et {x ∈ Z | x 6 3} ;

6. {0, 1, 2, 3} et {x ∈ N | x 6 3} ;

7. [[1, 3]]× [[0, 3]] et {(x, y) ∈ N2
∣

∣ 1 6 x 6 3 et 0 6 y 6 3} ;

8. {(x, y) ∈ N2
∣

∣ 0 6 x < y 6 3} et {(0, 1), (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3), (2, 3)} .
Exerie 2.8. (**)

Soient A, B et C trois sous-ensembles d'un ensemble E.

1. Simpli�er l'expression (A ∩B ∩ C) ∪ (cA ∩ B ∩ C) ∪ cB ∪ cC.
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2. Démontrer que (A ∩ cB) ∩ cC = A ∩ c(B ∪ C) = (A ∩ cC) ∩ cB.

3. A-t-on toujours (A ∪B) ∩ (cA ∪ cC) ∩ cB ∩ (cA ∪ B ∪ C) = ∅ ?

Langage mathématique

Exerie 2.9. (*) Lorsque T est un tableau de nombres, on note T (i, j) le ontenu

de la ase située à l'intersetion de la ligne i et de la olonne j. On onsidère les 4

assertions suivantes, portant sur des tableaux ayant au moins 4 lignes et 4 olonnes.

A : ∀i ∈ {1, . . . , 4}, ∀j ∈ {1, . . . , 4}, T (i, j) = 1
B : ∀i ∈ {1, . . . , 4}, ∃j ∈ {1, . . . , 4}, T (i, j) = 1
C : ∃i ∈ {1, . . . , 4}, ∀j ∈ {1, . . . , 4}, T (i, j) = 1
D : ∃i ∈ {1, . . . , 4}, ∃j ∈ {1, . . . , 4}, T (i, j) = 1
Pour haun des tableaux i-dessous, dire quelles sont les assertions véri�ées parmi

A, B, C, et D.

(a) T =

0 1 0 1

1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

(b) T =

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

() T =

0 1 0 1

0 0 0 0

1 1 1 1

1 0 0 0

(d) T =

1 0 0 1

0 1 0 0

0 1 0 0

1 1 1 1

Exerie 2.10. (*)

Érire des assertions à l'aide de quanti�ateurs traduisant les énonés suivants.

1. Tout nombre réel positif est le arré d'un nombre réel.

2. Tout élément de P est le double d'un entier.

3. Pour tout entier relatif, il existe un entier relatif plus grand.

4. Pour tout nombre réel, il existe un nombre rationnel tel que la di�érene des deux

est plus petite que 0,1 en valeur absolue.

5. Tout nombre omplexe non nul est le arré de deux nombres omplexes distints.

6. Il existe deux nombres réels irrationnels dont le produit est rationnel.

Exerie 2.11. (*)

Soit P,Q,R trois assertions, et a, b, c trois nombres réels. Érire la négation des

assertions suivantes.
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1. P ∧ (¬Q)

2. (P =⇒ Q) ∧R

3. ∃x ∈ [1,+∞[, a ≥ b+ x

4. ∃x ∈ R+, a = b+ x

5. a = b = c

Exerie 2.12. (**)

Pour haune des assertions i-dessous, dire quelles variables sont liées. Dire ensuite

si l'assertion dépend d'un paramètre. Érire haque assertion en français. On rappelle

qu'une assertion est lose si elle ne dépend pas d'un paramètre. Dire pour haque

assertion lose si elle est vraie ou fausse.

1. x > y.

2. ∀x ∈ R, x > y.

3. ∀x ∈ R, x > 0.

4. ∀x ∈ R, ∃y ∈ R, x > y.

5. ∃x ∈ R, ∀y ∈ R, x > y.

6. ∀x ∈ R, ∃y ∈ N, x > y.

7. ∀x ∈ R, ∃y ∈ Z, x > y.

8. ∀x ∈ R, ∃y ∈ Z, (x > y et (∀z ∈ Z, x > z ⇒ y > z)).

Exerie 2.13. (**)

Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, et le démontrer.

1. 1 + 1 = 2 =⇒ 1 + 1 = 3 ;

2. 1 + 1 = 3 =⇒ 1 + 1 = 2 ;

3. 1 = 0 =⇒ (∃a, b ∈ N∗, a2 + b2 = 0) ;

4. ∀x ∈ R, x > 2 =⇒ x ≥ 3 ;

5. ∀x ∈ R, x > 3 =⇒ x ≥ 3 ;

6. ∀x ∈ R, x ∈ [2, 3] =⇒ x ∈ [0, 4] ;

7. ∀x ∈ R, x ∈ [2, 3] =⇒ x ≤ 3 ;

8. ∀x ∈ R, x 6∈ [2, 3] =⇒ x ≥ 3 ;

9. ∀x ∈ R, x 6∈ [2,+∞[=⇒ x ≤ 3 ;

10. ∀x, y ∈ R∗, x > y =⇒ 1
x
< 1

y
;

11. ∃x ∈ R∗
+, x <

√
x ;

12. ∃x ∈ R, ∃y ∈ R, x+ y > 0 ;

13. ∃x ∈ R, ∀y ∈ R, x+ y > 0 ;

14. ∀x ∈ R, ∃y ∈ R, x+ y > 0 ;

15. ∀x ∈ R, ∀y ∈ R, x+ y > 0 ;

16. ∀ε ∈ R, ∃x ∈ R, |x| < ε ;

17. ∀ε ∈ R, ∃x ∈ R, x < |ε| ;
18. ∀ε ∈ R∗, ∃x ∈ R, x < |ε| ;
19. ∃t ∈ R∗

+, ∀x ∈ R, |x| < t ⇒ x2 < 3 ;

64



MAT101, Chap. 2 Ensembles et langage mathématique Exeries

Exerie 2.14. (*)

Soient A, B et C trois sous-ensembles d'un ensemble E. Erire en fontion de A,B,C
les ensembles orrespondant aux assertions suivantes.

1. x appartient aux trois.

2. x appartient au moins à l'un d'entre eux.

3. x appartient à deux d'entre eux au plus.

4. x appartient à l'un d'entre eux exatement.

5. x appartient à deux d'entre eux au moins.

6. x appartient à l'un d'entre eux au plus.

Assertions et tables de vérité

Exerie 2.15. (*)

Soient P , Q et R des assertions. À l'aide d'une table de vérité, véri�ez que l'impli-

ation

((P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ R)) =⇒ (P ⇒ R)

est toujours vraie.

Exerie 2.16. (*)

Soit P et Q deux assertions, l'assertion P ⊕ Q (dire �P ou exlusif Q�) est vraie si
exatement l'une des deux assertions P et Q est vraie.

1. Donner la table de vérité de P ⊕Q selon les vérités de P et Q.

2. Démontrer l'équivalene P ⊕Q ⇔ (P ∧ ¬Q) ∨ (¬P ∧Q).

3. Démontrer l'équivalene P ⊕Q ⇔ (P ∨Q) ∧ ¬(P ∧Q).

Raisonnements

Exerie 2.17. (**) Soit a un paramètre réel. Résoudre l'inéquation suivante, en

l'inonnue x réelle :

1. ax+ 3 6 2x+ 1 2. |3x− 1| 6 |x+ 4|

Exerie 2.18. (**) Soit a un nombre réel. On note Da la droite d'équation y = x+2a
et Ca le erle de entre (a, 1) et de rayon 1.

1. Pour quelles valeurs de a existe-t-il des points ommuns à Da et Ca ?

2. Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles Da est tangente à Ca ?
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Exerie 2.19. (*)

Les a�rmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Pourquoi ?

1. Le produit de 3 nombres réels est négatif si et seulement si l'un d'entre eux est

négatif, les deux autres étant positifs.

2. Le produit de n nombres réels est positif si et seulement si un nombre pair d'entre

eux sont négatifs, les autres étant positifs.

Exerie 2.20. (*)

1. Érire la ontraposée de l'assertion ∀x, y ∈ R, (x+ y) > 2 ⇒ (x > 1 ∨ y > 1).

2. Démontrer l'assertion ou sa ontraposée.

3. Énoner préisément la réiproque de ette assertion, et déterminer si elle est vraie

ou fausse.

Exerie 2.21. (*)

(Conjetures de Goldbah). La onjeture de Goldbah forte a�rme que tout nombre

pair > 4 est la somme de deux nombres premiers. La onjeture de Goldbah faible

a�rme que tout nombre impair > 7 est la somme de trois nombres premiers.

1. Traduire les deux énonés par des assertions mathématiques à l'aide de symboles.

2. Montrer que la onjeture forte implique la onjeture faible. La onjeture faible

implique-t-elle la onjeture forte ?

Remarque : En 2013, Harald Helfgott a démontré la onjeture de Goldbah faible.

Exerie 2.22. (*) Démontrer que pour tout entier naturel n, le nombre

10n−1
9

est

entier. (On pourra faire une réurrene.)

Exerie 2.23. (***) On dispose d'un jeu de 2n artes rangées en un tas où toutes

les artes sont initialement fae vers le bas. On onsidère deux types d'opérations sur

e jeu :

A) on prend les deux artes du dessus entre deux doigts, on retourne et ensemble

de deux artes sans les séparer, puis on replae les deux artes sur le dessus du

paquet (la première arte devient ainsi la deuxième arte, mais retournée, et la

deuxième arte devient la première arte, retournée)

B) on oupe le jeu ('est à dire qu'on prend le paquet des k artes du dessus, pour un

k dans {1, . . . , 2n− 1} et on le met en-dessous du reste du paquet, sans retourner

les artes).
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Montrer qu'après n'importe quel nombre d'opérations omme au-dessus, le jeu véri�e

la propriété suivante

14

:

(P) Le nombre de artes de position paire tournées � fae vers le haut �

est égal au nombre de artes de position impaire tournées � fae vers le haut �.

Exerie 2.24. (*) Soient a et b deux nombres réels. Montrer que si la somme a+b est
irrationnelle ('est-à-dire a+ b 6∈ Q), alors a ou b est irrationnel. (On pourra onsidérer

la ontraposée.)

Exerie 2.25. (*) Résoudre l'équation

√
x+ 2 = x pour x ≥ −2.

Exerie 2.26. (**)

On onsidère les propriétés suivantes de l'ordre total sur R, valables pour tous a, b
et c réels :

(a 6 b et b 6 c) ⇒ a 6 c(16)

a 6 b ⇒ a+ c 6 b+ c(17)

(a 6 b et c > 0) ⇒ ac 6 bc(18)

1. Résoudre dans R l'inéquation 3x + 2 6 −2x + 1 d'inonnue x en utilisant uni-

quement (en e qui onerne les propriétés de l'ordre total) les règles i-dessus. À

haque étape, on indiquera la règle utilisée.

2. Montrer, en utilisant uniquement les règles (16) et (17), la règle suivante, valable

pour tous réels a, b, c et d :

(a 6 b et c 6 d) ⇒ a+ c 6 b+ d

3. Montrer, en utilisant uniquement les règles (16), (17) et (18), la règle suivante :

(a 6 b et c 6 0) ⇒ ac > bc

4. Montrer, en utilisant uniquement la règle (18), la règle suivante :

(a < b et c > 0) ⇒ ac < bc

Exerie 2.27. (**)

En utilisant un raisonnement diret, montrer que

14. Cette propriété est à la base du tour de magie �Royal Hummer� présenté dans le livre de Diaonis

et Graham �Magial mathematis�, hapitre 1
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1. Si f est une fontion de R dans R dérivable et paire, alors sa dérivée f ′
est

impaire.

2. Pour tout élément x > 0 de Q, il existe un entier n > 0 tel que n > x.

Exerie 2.28. (**)

En utilisant un raisonnement par disjontion des as (ou as par as),

1. Montrer l'assertion ∀x ∈ R, (x 6∈ Q) ∨ (∃n ∈ N∗, nx ∈ Z).

2. Soient a et b deux réels, montrer qu'on a

max(a, b) =
1

2
(a + b+ |a− b|),

min(a, b) =
1

2
(a+ b− |a− b|).

3. Montrer que, quelque soit l'entier naturel n ∈ N, 3 divise n(n + 1)(2n+ 1).

4. Soit n ∈ N. Montrer qu'il existe m ∈ N tel que la somme n +m soit impaire et

le produit nm soit pair.

5. Trouver tous les réels x tels que |x+ 1| = 3− |3x− 2|.

Exerie 2.29. (**)

En utilisant un raisonnement par l'absurde, montrer que

1.

ln(2)
ln(3)

n'est pas un rationnel.

2. Soit n un entier naturel non nul et a1, . . . , an n nombres réels de somme égale à 1.

Alors un de es réels est plus petit que

1
n
.

Exerie 2.30. (**)

En utilisant un raisonnement par analyse et synthèse,

1. Soit a, b deux nombres réels. Démontrer que l'assertion ∀x ∈ [0, 1], ax+ b ≥ 0 est

équivalente à l'assertion (b ≥ 0 ∧ a+ b ≥ 0).

2. Soient D1 et D2 deux droites parallèles et distintes du plan orienté. Soit A un

point du plan n'appartenant ni à D1, ni à D2. Construire un triangle équilatéral

ABC tel que B appartient à D1 et C appartient à D2. Combien y a t-il de tri-

angles possibles. (On supposera qu'un tel triangle existe et on herhera omment

onstruire B ou C en utilisant la rotation de entre A et d'angle

π
3
)

3. Montrer que toute fontion de R dans R est somme d'une fontion paire et d'une

fontion impaire.
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Exerie 2.31. (**)

1. Montrer à l'aide d'une réurrene que tout nombre entier supérieur ou égal à 12
peut s'érire sous la forme 4a+ 5b, pour des entiers naturels a et b.

2. On dé�nit une suite (un)n∈N par u0 = 0, u1 = 1, et ∀n ≥ 2, un+2 = 5un+1 − 6un.

Montrer par réurrene que pour tout n ∈ N on a un = 3n − 2n.

Exerie 2.32. (**)

(Nombres de Fibonai). On dé�nit les nombres de Fibonai (Fn)n>1 par réurrene

de la façon suivante :

F1 = F2 = 1 et ∀n > 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn.

1. Caluler les nombres de Fibonai (Fn), pour 1 6 n 6 10.

2. Montrer que pour tout n > 1, il y a exatement Fn+1 façons de paver un éhiquier

de taille 2× n ave des dominos.

3. Démontrer l'assertion ∀n > 2, ∀m > 1, Fn+m = Fn−1 Fm+FnFm+1 (on pourra �xer

un entier n > 2 et démontrer ∀m > 1, Fn+m = Fn−1 Fm + FnFm+1 par réurrene

double.)

4. Démontrer l'assertion ∀n > 2, F 2
n = Fn−1 Fn+1 + (−1)n+1

.

Exerie 2.33. (***) Déterminer l'ensemble des points du plan d'a�xe z telle que z2

z+i
soit imaginaire pur.

Exerie 2.34. (**)

Une réurrene boîteuse. La � preuve � suivante prétend montrer par réurrene sur

n > 1 qu'étant donné n nombres réels u1, u2, . . . , un ∈ R, ils sont en fait tous égaux.

Pour n ∈ N∗
, on note P (n) l'assertion

� quels que soient u1, . . . , un ∈ R, on a u1 = u2 = · · · = un. �

Montrons ∀n ∈ N∗, P (n) par réurrene.

Initialisation. S'il n'y a qu'un nombre u1, il n'y a rien à montrer, e qui

montre P (1).

Hérédité. Soit n > 1 un entier tel que P (n).

Montrons P (n+ 1).

Soit u1, u2, . . . , un, un+1 ∈ R.

D'après P (n), on a déjà u1 = u2 = · · · = un.
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Par ailleurs, si l'on pose u′
1 = u2, u

′
2 = u3, . . . , u

′
n = un+1 et que l'on

applique P (n) à la famille (u′
1, . . . , u

′
n), on obtient u′

1 = · · · = u′
n−1 = u′

n,

'est-à-dire u2 = · · · = un = un+1.

Cela entraîne que u1 = u2 = · · · = un = un+1, et montre don la propriété

voulue.

Le résultat est évidemment faux. Où est le problème ?

Exerie 2.35. (***) Théorème de Helly en dimension 1

Soit n ≥ 2 un entier, et I1, I2, . . . , In des intervalles de R. On onsidère l'assertion

suivante :

si pour tous i, j ∈ [[1, n]] l'intersetion Ii ∩ Ij est non vide,

alors l'intersetion globale

⋂

i∈[[1,n]]
Ii est un intervalle non vide de R.

Pour simpli�er, on ne onsidère que des intervalles fermés.

1. Faites un dessin pour n = 3 pour vous onvainre que l'assertion est vraie dans

e as.

2. Montrer que l'assertion est fausse si on suppose seulement que I1, . . . , In sont des

sous-ensembles de R et pas néessairement des intervalles.

3. En utilisant la notion de min et de max, donner une preuve direte de l'assertion.

4. Le théorème est-il enore vrai s'il y a une in�nité d'intervalles ?
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Fontions et dénombrement

Ce hapitre est onsaré aux notions de fontion et d'appliation, et à leur appliation

dans des problèmes de dénombrement.

Cours

3.1. Fontions, suites. � Intuitivement, une fontion f est un objet mathématique

qui assoie à tout élément x d'un ensemble E un élément, noté f(x), d'un ensemble F .
On peut avoir omme image mentale la fontion �apitale�, qui assoie à haque pays

sa apitale : E pourrait désigner l'ensemble des pays, et F l'ensemble des villes. Pour

bien dé�nir la fontion, il faut bien préiser l'ensemble E, l'ensemble F et la �règle

de orrespondane� qui permet d'obtenir x à partir de f(x). Il se trouve qu'on peut

formuler ette règle en termes ensemblistes, et on peut dé�nir une fontion de manière

ensembliste de la façon suivante.

Soient E et F des ensembles. Une fontion f de E dans F , aussi appelée appliation
de E dans F est dé�nie par son graphe : 'est un sous-ensemble Γf de E × F ,
tel que pour tout x ∈ E, exatement un élément y de F véri�e (x, y) ∈ Γf . Cet

élément y est l'image de x et est noté f(x). La notation standard est la suivante :

f : E −→ F
x 7−→ f(x)

L'ensemble E est appelé l'ensemble de départ de la fontion f et F est l'ensemble

d'arrivée.

Dé�nition 3.1

Remarque 3.2. � Parfois, on distingue les notions de fontion et d'appliation. Une

appliation de E dans F orrespond alors à la dé�nition i-dessus, mais une fontion
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n'est pas néessairement dé�nie partout : une fontion assoie à un élément de l'en-

semble de départ au plus une valeur de l'ensemble d'arrivée. L'ensemble de dé�nition

d'une telle fontion f : E → F est un sous-ensemble de E. Cette distintion est parfois

pratique, mais dans e ours nous garderons la notion dé�nie i-dessus : les fontions

et les appliations sont la même hose, et l'image d'un élément de l'ensemble de départ

est toujours dé�nie.

Exemple 3.3. � Si E = R∗
et F = R, l'ensemble Γf = {(x, y) ∈ R∗ ×R | xy = 1}

dé�nit la fontion

f : E −→ F
x 7−→ 1

x

Par ontre, l'ensemble Γ = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1} n'est pas le graphe d'une

fontion, en e�et (
√
2
2
,
√
2
2
) et (

√
2
2
,−

√
2
2
) appartiennent tous deux à Γ, e qui ontredit

la dé�nition préédente.

Remarque 3.4. � Les dé�nitions redonnent que le graphe Γf est l'ensemble des

ouples (x, f(x)) où x parourt le domaine de dé�nition Df . On retrouve don la

desription du graphe que vous avez déjà renontré dans le seondaire :

Γf = { (x, f(x)), x ∈ Df }.
Mais il faut saisir que, du point de vue de la théorie des ensembles, 'est le graphe qui

dé�nit la fontion.

Remarque 3.5. � Deux fontions f et g sont égales si et seulement si elles ont les

mêmes ensembles de départ et d'arrivée et le même graphe.

Représentation 3.6. � Pour des ensembles �nis, il est parfois ommode de représen-

ter le graphe d'une fontion d'un ensemble E dans un ensemble F par des �èhes entre

deux patatoïdes : pour haque élément a de E, on trae un point dans le patatoïde

orrespondant à E et pour haque élément b de F , on trae un point dans le patatoïde

de F , en donnant un nom à haun de es points ; ensuite pour haque ouple (a, b) on
trae une �èhe allant du point orrespondant à a vers le point orrespondant à b.
À titre d'exemple, soient E = {0, 1, 2, 3} et F = {0, 1, 2}. Considérons l'appliation

de E dans F qui à un nombre assoie le reste de sa division eulidienne par 2 : 0 s'il

est pair, 1 s'il est impair. Le graphe de ette appliation est :

Γ = { (0, 0), (1, 1), (2, 0), (3, 1) } ,
sa représentation graphique est donnée sur la �gure 7.

Pour des fontions d'une partie de R vers R, on représente le graphe omme dans le

seondaire en dessinant pour haque élément (x, y) du graphe le point de oordonnées
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Figure 7. Représentation graphique d'une appliation de {0, 1, 2, 3} vers {0, 1, 2}.

(x, y). Ainsi, dans la �gure 8, nous avons représenté une fontion de R dans R. On

onstate que pour tout x �xé de l'ensemble de dé�nition (représenté en vert sur l'axe

des absisses), la droite vertiale orrespondant aux points dont la première oordonnée

est x roise le graphe, traé en rouge, en un unique point de oordonnées (x, f(x)) la
valeur de f(x), qui est la deuxième oordonnée de e point est don bien déterminée

par x.

x

f(x)
(x, f(x))

Figure 8. Représentation graphique d'une fontion de R dans R

Par ontre, pour la partie Γ de R × R représentée en rouge dans le dessin de la

�gure 9, on peut trouver un nombre réel x, tel que la droite vertiale orrespondant

aux points dont la première oordonnée vaut x roise l'ensemble Γ en trois points

distints (x, y1), (x, y2) et (x, y3). Don l'ensemble Γ n'est pas le graphe d'une fontion

de R dans R ; pour le nombre réel x, on ne peut pas dé�nir de manière univoque le

nombre réel f(x).
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x

y1

y2

y3

Figure 9. Ensemble qui n'est pas le graphe d'une fontion de R dans R

Une suite d'éléments de E est une fontion de N dans E. De préférene à la

notation fontionnelle, on emploie pour les suites une notation indiielle, et on

parlera de la suite (un)n∈N, où un désigne l'image de n par la fontion u.

Dé�nition 3.7

Remarque 3.8. � Par abus de langage, si n0 ∈ N, on appelera également suite

d'éléments de E une appliation de {n ∈ N | n > n0 } dans E, on note alors la suite

(un)n>n0
.

Exemples 3.9. � Soit (un)n∈N la suite dé�nie pour n ∈ N par un = (−1)n. Ainsi
u0 = 1, u1 = −1, · · · .
On peut aussi dé�nir une suite par réurrene. Par exemple soit (un)n∈N dé�nie par

u0 = 0 et pour tout n > 0 par un+1 = 3un + 4. Ainsi, u1 = 4, u2 = 16, . . .

Soient E et F deux ensembles et f une appliation de E dans F .

1. Soit A un sous-ensemble de E. On appelle image de A par f et on note f(A)
l'ensemble des images des éléments de A.

f(A) = { y ∈ F | ∃x ∈ A , f(x) = y } .

Dé�nition 3.10
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2. Soit B un sous-ensemble de F . On appelle image réiproque (ou préimage)

de B par f et on note f−1(B) l'ensemble des éléments de E dont l'image

appartient à B.

f−1(B) = { x ∈ E | f(x) ∈ B } .

Attention à la notation f−1
: elle ne signi�e pas que f est inversée. C'est une

onvention pour désigner un sous-ensemble de l'espae de départ.

Exemple 3.11. � Dans l'appliation de la �gure 7, L'image de {0, 2} est le singleton
{0}. L'image réiproque de {1} est {1, 3}. L'image réiproque de {2} est l'ensemble

vide.

Un élément x de E tel que f(x) = y s'appelle un antéédent de y. D'après la

dé�nition 3.10, l'ensemble des antéédents de y est f−1({y}).

Terminologie 3.12

Remarque 3.13. � On pourra noter que pour une partieB de l'ensemble d'arrivée F ,
la partie f−1(B) est l'ensemble des antéédents des éléments de B.

Dessin 3.14. � Sur la �gure 10, on onsidère l'image par une appliation f : R → R

d'un segment représenté en orange sur la �gure. Pour haque x de e segment, on peut

onstruire omme préédemment son image f(x) ; l'ensemble f(A) est formé de tous

les f(x) où x parourt le segment. Il est représenté en vert. Autrement dit, on regarde

la partie du graphe dessinée en bleue, qui est obtenue en intersetant la bande vertiale

orange orrespondant aux points du plan dont la première oordonnée est dans A
ave le graphe de la fontion. On projette alors ette partie du graphe sur l'axe des

ordonnées, e qui donne, dans et exemple, un intervalle orrespondant à f(A).
Pour la même appliation f , étant donné un intervalle B de R, on onsidère sur la

�gure 11 l'intersetion du graphe ave la bande horizontale orange orrespondant aux

points dont la seonde oordonnée est dans B. On projette alors ette partie du graphe

sur l'axe des absisses e qui donne alors la partie orrespondant à f−1(B) qui est ii
la réunion de deux intervalles.

Remarquons que les notions d'ensemble image et d'image réiproque permetent de

onstruire des ensembles.
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A

f(A)

Figure 10. Image d'une partie A.

f−1(B) f−1(B)

B

Figure 11. Image réiproque d'une partie B.

On trouve souvent une notation alternative à la notation f(A) lorsque f est une

fontion, ela orrespond à e qu'on appelle la dé�nition d'un ensemble en fontion.

Si f est une fontion de E dans F et A ⊂ E, on peux noter, au lieu de f(A) :

{f(x) ; x ∈ A} .

On dit que et ensemble est dé�ni en fontion.

Notation 3.15
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Cette notation est souvent utilisée ave des expressions expliites à la plae de f ,
omme dans l'exemple suivant.

Exemple 3.16. � L'ensemble {2n+ 1 ; n ∈ {1, 2, 3}} doit être ompris omme

suit. Notons f la fontion de N dans N qui à n assoie 2n + 1. L'ensemble

{f(n) ; n ∈ {1, 2, 3}} est l'ensemble obtenu en partant de {1, 2, 3} et en appliquant

la fontion f . C'est don l'ensemble {3, 5, 7}. C'est la même hose que l'ensemble

f({1, 2, 3}).
Dans la desription préédente le point-virgule a le sens de � où �. Ainsi on peut

lire {2n+ 1 ; n ∈ {1, 2, 3}} omme � l'ensemble des nombres de la forme 2n + 1, où n
appartient à l'ensemble {1, 2, 3} �.

Soient E, F , et G des ensembles, f une appliation de E vers F et g une appliation
de F vers G. On dé�nit la omposée de f par g , notée g ◦ f , omme l'appliation

de E vers G qui à x assoie g ◦ f(x) = g(f(x)).

Dé�nition 3.17

Attention à l'ordre des appliations dans l'ériture g ◦ f : 'est l'ordre inverse des

�èhes dans le shéma i-dessous.

f g
E −→ F −→ G
x 7−→ f(x) 7−→ g ◦ f(x) = g(f(x)) .

Soient E et F des ensembles et f une appliation de E vers F . On dit que f est :

1. injetive si tout élément de l'ensemble d'arrivée possède au plus un antéédent

dans l'ensemble de départ.

∀x1, x2 ∈ E ,
(

f(x1) = f(x2)
)

=⇒ x1 = x2 .

2. surjetive si tout élément de l'ensemble d'arrivée possède au moins un anté-

édent dans l'ensemble de départ.

∀y ∈ F , ∃x ∈ E , f(x) = y .

Dé�nition 3.18
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3. bijetive si tout élément de l'ensemble d'arrivée possède exatement un anté-

édent dans l'ensemble de départ.

Une appliation est don bijetive si et seulement si elle est à la fois injetive et

surjetive (voir �gure 12). On dit également injetion à la plae d'appliation inje-

tive, surjetion à la plae d'appliation surjetive et bijetion à la plae d'appliation

bijetive.
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bijection

Figure 12. Représentations graphiques d'une injetion, d'une surjetion et

d'une bijetion.

Si une appliation f de E vers F est bijetive, tout élément de F a un antéédent

et un seul par f . On peut alors dé�nir l'appliation réiproque de f , notée f−1
,

par

x = f−1(y) ⇐⇒ f(x) = y .

Dé�nition 3.19

Si f est bijetive, alors f−1 ◦f , la omposée de f par son appliation réiproque f−1
,

est l'appliation qui à x assoie x, de E vers E. On l'appelle appliation identique de

E, ou identité de E.

f f−1

E −→ F −→ E
x 7−→ f(x) 7−→ f−1 ◦ f(x) = f−1(f(x)) = x .

Les notations pour l'appliation réiproque et pour l'image réiproque d'une partie de

l'ensemble d'arrivée F sont liées par la relation :

f−1({y}) = {f−1(y)} .
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On prendra garde au fait que si l'image réiproque d'une partie est dé�nie pour

toute appliation, l'appliation réiproque, quant à elle, n'est dé�nie que pour une

appliation bijetive.

La notion de bijetion est importante pour montrer que deux ensembles ont le même

ardinal.

Un ensemble E est dit �ni s'il existe un entier naturel n et une bijetion de E dans

l'ensemble [[1, n]]. Cet entier n est alors unique et est appelé le ardinal de E. On
le note |E|, ou ♯E, ou bien enore card(E).

Dé�nition 3.20

Remarque 3.21. � Cette dé�nition ontient en fait un résultat très intuitif : le fait

que [[1, n]] et [[1, m]] sont en bijetion si et seulement si n = m.

Remarquons aussi que l'ensemble vide est �ni ; 'est l'unique ensemble de ardinal

0. Par ailleurs, un ensemble E est de ardinal 1 si et seulement 'est un singleton,

'est-à-dire qu'il a un unique élément. Si on note a et élément, on obtient l'égalité

E = {a}.

On admettra les résultats intuitifs suivants :

1. Prinipe d'addition : Le ardinal de la réunion de deux ensembles �nis

disjoints est la somme des ardinaux.

2. Prinipe de multipliation : Le ardinal du produit de deux ensembles

�nis est le produit des ardinaux.

Théorème 3.22 (admis)

En fait, le prinipe d'addition peut être a�né.

Prinipe d'inlusion-exlusion : Soient A et B deux ensembles �nis, alors on a

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩ B|

Théorème 3.23 (admis)
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On admet e théorème mais le résultat est intuitif : pour ompter le nombre d'élé-

ments dans A∪B, on ompte les éléments de A, puis on ompte les éléments de B, et
en�n on retire une fois eux que l'on a ompté deux fois.

3.2. Sommes et produits. � Commençons par les sommes.

L'ériture

5
∑

k=0

2k

se lit � somme pour k allant de zéro à inq de deux puissane k �. C'est une notation

abrégée pour :

20 + 21 + 22 + 23 + 24 + 25.

La lettre k est l'indie de sommation. On la remplae suessivement par toutes les

valeurs entières omprises entre les deux bornes, qui sont 0 et 5 dans notre exemple.

Donnons une dé�nition plus préise de es notations :

Soient p, q ∈ Z des entiers relatifs tels que p 6 q. Soit (up, . . . , uq) une famille de

q − p+ 1 nombres réels (ou omplexes) On dé�nit

q
∑

k=p

uk := up + up+1 + · · ·+ uq

Le terme de gauhe se lit � somme pour k allant de p à q des uk �. De même

q
∏

k=p

uk := up × up+1 × · · · × uq

et se lit � produit pour k allant de p à q des uk �

Dé�nition 3.24

Remarque 3.25. � Les bornes peuvent elles-mêmes être des variables. Par exemple,

pour tout entier naturel n :

n
∑

k=0

2k

désigne la somme

20 + 21 + 22 + 23 + · · ·+ 2n−1 + 2n .
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Rappelons que, par onvention, a0 = 1 pour tout nombre réel a. En revanhe, les bornes
ne peuvent dépendre de l'indie de sommation, ainsi

k
∑

k=0

2k

n'a pas de sens, ar on ne sait où arrêter la somme. Prenez l'habitude d'érire les

sommes sous forme développée quitte à introduire des points de suspension entre les

premiers termes et les derniers.

On introduit la notation suivante qui est plus générale. Le reours aux ensembles

rend parfois les manipulations plus expliites.

Soit E un ensemble �ni et f : E → C (ou R, ou Z) une fontion. Alors l'expression
∑

x∈E
f(x)

désigne la somme de toutes les valeurs f(x) où x parourt l'ensemble E.

Dé�nition 3.26

Exemple 3.27. � L'expression

∑

k∈[[1,5]]
2k désigne la même hose que

5
∑

k=1

2k, 'est-à-

dire la somme 21 + 22 + 23 + 24 + 25.
L'expression

∑

k∈[[1,5]]
2n désigne la somme de 5 opies de l'expression 2n, d'où

∑

k∈[[1,5]]
2n =

5 · 2n. Dans l'expression préédente, la variable n est don libre puisqu'elle n'a pas été

introduite, tandis que la variable k est muette : l'ériture

∑

k∈[[1,5]]
l'introduit.

On dé�nit de la même façon l'ériture

∏

x∈E
f(x).

Cette ériture en termes d'ensemble peut simpli�er les manipulations, grâe aux

remarques i-dessous :
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� (Prinipe d'addition) Étant donné un ensemble E tel que E = A ∪ B et

A ∩B = ∅, et une fontion f : E → C, on a

∑

x∈E
f(x) =

∑

x∈A
f(x) +

∑

x∈B
f(x).

� (Prinipe de hangement de variable) Étant donné deux ensembles E, F , une
fontion g : F → E qui est une bijetion, et une fontion f : E → C, on a

∑

x∈E
f(x) =

∑

y∈F
f(g(x)).

Proposition 3.28

Exemple 3.29. � Voii quelques exemples d'égalités illustrant la manipulation des

indies et des bornes. Nous donnons sous haque exemple une ériture sous forme

développée.

Dans e premier exemple, on utilise la bijetion [[1, n]] → [[0, n− 1]] qui retranhe 1 à
haque entier.

n
∑

k=1

2k =
∑

k∈[[1,n]]
2k =

∑

h∈[[0,n−1]]

2h+1 =

n−1
∑

h=0

2h+1

21 + · · ·+ 2n = 20+1 + · · ·+ 2n−1+1 .

L'indie de sommation peut être remplaé par n'importe quel autre : omme on l'a

déjà dit, 'est une variable muette. Dans e seond exemple, on hange une fois d'indie

de sommation, on utilise la bijetion [[1, n]] → [[n+ 1, 2n]] qui ajoute n à haque entier,

et on regroupe deux ensembles de sommation via [[0, n]] ∪ [[n + 1, 2n]] = [[0, 2n]].

n
∑

k=0

2k +

n
∑

h=1

2n+h =
∑

k∈[[0,n]]
2k +

∑

h∈[[1,n]]
2n+h

=
∑

k∈[[0,n]]
2k +

∑

k∈[[n+1,2n]]

2k =
∑

k∈[[0,2n]]
2k =

2n
∑

k=0

2k

(20 + · · ·+ 2n) + (2n+1 + · · ·+ 22n) = 20 + · · ·+ 22n .

82



MAT101, Chap. 3 Fontions et dénombrement Cours

Observez que la borne peut être une des variables de la quantité à sommer, omme

dans l'exemple

n
∑

k=0

2n =
∑

k∈[[0,n]]
2n = (n + 1)2n

2n + · · ·+ 2n = (n + 1)2n .

Dans et exemple la quantité à sommer ne dépend pas de l'indie de sommation : elle-

i a pour seul e�et de ompter les termes. Attention, pour m 6 n, il y a n − m + 1
termes dans la somme de m à n.
Dans e dernier exemple, une double somme est une somme de sommes, et on peut

intervertir les deux tant que les bornes de la seonde somme ne dépendent pas de

l'indie de sommation de la première somme.

n
∑

k=0

1
∑

h=0

2k+h =
∑

(k,h)∈[[0,n]]×[[0,1]]

2k+h =
∑

(h,k)∈[[0,1]]×[[0,n]]

2k+h =
1
∑

h=0

n
∑

k=0

2k+h

(20 + 21) + · · ·+ (2n + 2n+1) = (20 + · · ·+ 2n) + (21 + · · ·+ 2n+1) .

Exemple 3.30. � Voii un enhaînement d'égalités, montrant que la somme des

puissanes de 2 de 20 jusqu'à 2n vaut (2n+1 − 1) ('est un as partiulier d'une formule

à onnaître que nous verrons plus loin). Pour haque ligne de alul, nous donnons à

droite l'ériture sous forme développée. On rappelle que 20 = 1.

n
∑

k=0

2k = 2

(

n
∑

k=0

2k

)

−
(

n
∑

k=0

2k

)

= 2(20 + · · ·+ 2n)− (20 + · · ·+ 2n)

=

(

n
∑

k=0

2k+1

)

−
(

n
∑

k=0

2k

)

= (21 + · · ·+ 2n+1)− (20 + · · ·+ 2n)

=

(

n+1
∑

h=1

2h

)

−
(

n
∑

k=0

2k

)

= (21 + · · ·+ 2n+1)− (20 + · · ·+ 2n)

=





∑

h∈[[1,n+1]]

2h



−





∑

k∈[[0,n]]
2k



 = (21 + · · ·+ 2n+1)− (20 + · · ·+ 2n)

= 2n+1 − 20 = 2n+1 − 1 .

Ce que nous venons de voir pour les sommes s'applique aussi aux produits. Le produit

des entiers de 1 à n intervient dans de nombreuses formules.
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La fatorielle de n, notée � n! �, est dé�nie omme le produit

n! =
n
∏

k=1

k = 1 2 3 · · · (n− 2) (n− 1) n .

Il est souvent utile d'étendre la dé�nition de la fatorielle en onvenant que 0! = 1.

Dé�nition 3.31

Voii les premières valeurs.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n! 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800

3.3. Dénombrement. �

Soit X un ensemble. On appelle permutation de X une appliation bijetive de X
dans X . Soit n un entier positif ou nul, On appelle permutation des nombres de

1 à n une permutation de l'ensemble {1, . . . , n}. L'ensemble des permutations des
nombres de 1 à n est noté Sn

15

.

Dé�nition 3.32

Une permutation u des nombres de 1 à n peut être vue omme un n-uplet d'entiers
(u1, . . . , un) dans lequel haque entier entre 1 et n apparaît une et une seule fois. Par

exemple (5, 3, 2, 4, 1) est une permutation des nombres de 1 à 5.
En e�et soit (u1, . . . , un) un tel n-uplet. On dé�nit alors l'appliation σ de {1, . . . , n}

dans lui même par σ(k) = uk si 1 6 k 6 n. σ est une bijetion.

Réiproquement, à une bijetion σ de {1, . . . , n} dans lui même, on assoie le n-
uplet (σ(1), . . . , σ(n)).

Le nombre de permutations des nombres de 1 à n est n!.

Théorème 3.33

Autrement dit, on a |Sn| = n!.

Démonstration. � On montre le théorème par réurrene sur n.
Si n = 1, la seule permutation des entiers de 1 à 1 est (1).

15. La lettre S est une lettre S majusule dans l'alphabet gothique.
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On suppose don que le résultat est vrai pour l'entier n. Montrons-le pour l'entier

n+1. Soit k un entier tel que 1 6 k 6 n+1 et omptons le nombre Ak de permutations

(u1, . . . , un+1)

telles que uk = n + 1. À une telle permutation, assoions le n-uplet :

(u1, . . . , uk−1, uk+1, . . . , un+1) .

C'est une permutation des nombres de 1 à n. Inversement étant donnée une permutation

(v1, . . . , vn) des entiers de 1 à n, alors

(v1, . . . , vk−1, n+ 1, vk+1, . . . , vn)

est une permutation des entiers de 1 à n + 1 dont le k-ième terme est n + 1. En
appliquant l'hypothèse de réurrene, on obtient que Ak = n!. Don grâe au prinipe

de d'addition, le nombre total de permutations des nombres de 1 à n+ 1 est :

n+1
∑

k=1

Ak =
n+1
∑

k=1

n! = (n+ 1)n! = (n + 1)! ,

e qui montre le résultat pour n+ 1.

Remarques 3.34. � i) De manière générale, si X est un ensemble �ni de ardinal n
l'ensemble des permutations de X est �ni de ardinal n!.
ii) Pour ordonner n objets, il faut assoier à haun un nombre entre 1 et n de sorte

que haque nombre renvoie à un objet et un seul. Il y a autant de manières de le faire

que de permutations des n premiers entiers : n!.

Le nombre de ombinaisons de k objets parmi n est le ardinal de l'ensemble des

sous-ensembles de [[1, n]] de ardinal k. On le note

(

n

k

)

.

Dé�nition 3.35

Remarque 3.36. � C'est le nombre de manières de hoisir k objets parmi n, sans
distinguer leur ordre. La notation

(

n
k

)

que nous utilisons ii, de préférene à l'anienne

notation Ck
n, est onforme aux programmes en vigueur et à l'usage international. On

peut éventuellement la lire � k parmi n �.
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Noter que si k n'est pas dans l'ensemble [[0, n]], il n'y a auun sous-ensemble de [[1, n]]
de ardinal k, et on a don

(

n
k

)

= 0 dans e as. Aussi, il n'y a qu'un sous-ensemble

de [[1, n]] de ardinal 0, à savoir l'ensemble vide ∅, et il n'y a qu'un sous-ensemble

de [[1, n]] de ardinal n, à savoir l'ensemble [[1, n]] tout entier.

Pour n un entier naturel et k ∈ [[0, n]], on a

(20)

(

n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
.

Proposition 3.37

Démonstration. � Pour hoisir k nombres dans [[1, n]], on peut se donner une permu-

tation de [[1, n]], et déider de retenir les k premiers nombres. Parmi les permutations,

toutes elles qui auront en ommun leurs k premiers nombres onduiront au même

hoix. Il faut don diviser par le nombre de permutations des k objets hoisis, et par

le nombre de permutations des n − k objets qui ne l'ont pas été. On arrive alors à la

formule voulue.

Observez que (20) ne hange pas si on remplae k par n− k.
(

n

k

)

=

(

n

n− k

)

.

Choisir k objets parmi n (eux que l'on garde) revient à en hoisir n−k (eux que l'on

laisse).

Voii une autre expression de

(

n
k

)

.

(21)

(

n

k

)

=
1

k!

k−1
∏

h=0

(n− h) =
n (n− 1) · · · (n− k + 1)

1 2 · · · k
.

Notez qu'il y a k fateurs au numérateur, omme au dénominateur. On obtient ette

formule en simpli�ant le quotient n!/(n− k)! dans (20).
On peut aussi raisonner omme suit. Il y a n façons de hoisir le premier objet, puis

n−1 de hoisir le seond (puisqu'un objet a déjà été hoisi), et. Pour hoisir le k-ième

objet, il reste n− (k−1) possibilités. Cei orrespond au numérateur de (21). Cette

manière de proéder retourne une liste ordonnée. Il faut don diviser par le nombre

d'ordres possibles des k objets hoisis, qui est k!.
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Observez les relations suivantes, failes à déduire de (20) ou (21) et de la dé�nition

de la fatorielle.

(

n

k

)

=
n

k

(

n− 1

k − 1

)

=
n− k + 1

k

(

n

k − 1

)

.

Pour aluler

(

n
k

)

en pratique, on n'utilise ni (20) ni (21). Le alul réursif par la

formule du triangle de Pasal (onnue des indiens, des hinois et des arabes bien avant

Pasal) est beauoup plus rapide.

(22)

(

n

k

)

=

(

n− 1

k

)

+

(

n− 1

k − 1

)

.

Proposition 3.38 (Formule du triangle de Pasal)

Nous onseillons au leteur de démontrer ette formule à partir des expressions (20)

et (21). Voii la justi�ation ombinatoire. Supposons que parmi les n objets dont

k doivent être hoisis, l'un d'entre eux soit distingué (disons qu'il est rouge). Parmi

les hoix possibles de k objets, ertains ne ontiennent pas l'objet rouge, d'autres le

ontiennent. Les premiers sont au nombre de

(

n−1
k

)

, ar les k objets sont hoisis parmi

les n− 1 di�érents de l'objet rouge. Les hoix ontenant l'objet rouge sont au nombre

de

(

n−1
k−1

)

ar l'objet rouge ayant été retenu, il reste k−1 objets à hoisir parmi les n−1

autres. Voii, disposées en triangle, les valeurs de

(

n
k

)

pour n allant de 0 à 6.

n\k 0 1 2 3 4 5 6
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1

Chaque valeur est la somme de elle qui est au-dessus, et de elle qui est à gauhe de

elle qui est au-dessus. S'il n'est pas indispensable de onnaître e tableau par ÷ur, il

est souvent utile de savoir le réérire rapidement.

3.4. Trois formules à onnaître. � Les formules données par les trois théorèmes

qui suivent sont souvent utiles.
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Pour tout entier n > 1, la somme des n premiers entiers vaut

n(n+ 1)/2.

(23)

n
∑

k=1

k = 1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

Théorème 3.39

Démonstration. � Nous donnons d'abord la démonstration par réurrene. Nous ver-

rons ensuite une justi�ation géométrique et une justi�ation ombinatoire. L'hypo-

thèse de réurrene est :

H(n) =

n
∑

k=1

k =
n(n + 1)

2
.

Pour n = 1 :

1
∑

k=1

k = 1 =
1(1 + 1)

2
.

Supposons maintenant que H(n) est vraie. Erivons :

n+1
∑

k=1

k =

(

n
∑

k=1

k

)

+ (n+ 1) .

En appliquant H(n), on obtient :

(

n
∑

k=1

k

)

+ (n+ 1) =
n(n + 1)

2
+ (n + 1) .

Le membre de droite s'érit :

n(n + 1)

2
+ (n + 1) =

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Nous avons don démontré l'égalité :

n+1
∑

k=1

k =
(n+ 1)(n+ 2)

2
,

'est-à-dire que H(n+ 1) est vraie.
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Voii maintenant une justi�ation géométrique. Considérons un retangle dont la

largeur et la hauteur valent respetivement n + 1 et n unités (�gure 13). Ce retangle

peut être déoupé en deux moitiés superposables. Chaune est formée de 1+2+ · · ·+n
arrés de �té unité, et ouvre une surfae égale à la surfae du retangle divisée par 2,

soit n(n + 1)/2.
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Figure 13. La somme des n premiers entiers vaut n(n+ 1)/2.

Voii maintenant une expliation ombinatoire. Autour d'une table n+ 1 personnes

sont assises et s'apprêtent à trinquer. Combien de bruits de verre entendra-t-on ? Il

y a deux manières de ompter. La première onsiste à prendre les personnes dans

l'ordre : la première doit trinquer ave les n autres. La seonde, qui a déjà trinqué ave

la première, doit enore trinquer ave n − 1 autres. Ainsi de suite jusqu'à la n-ième

personne, qui ayant déjà trinqué ave les n − 1 autres n'aura plus que la n-ième ave

qui trinquer. On entendra don n+(n−1)+ · · ·+1 bruits de verre. La seonde manière

de ompter onsiste à remarquer que le nombre de bruits de verre est égal au nombre

de ombinaisons de 2 personnes parmi n + 1 :

(

n + 1

2

)

=
n(n+ 1)

2
.

Les deux formules suivantes portent sur deux variables a et b que vous pouvez voir dans
un premier temps omme deux réels. Ces formules sont aussi valables pour des nombres

omplexes, et plus généralement pour des objets quelonques que l'on peut ajouter et

multiplier de façon ommutative (par exemple des polyn�mes ou des fontions de R

dans R).
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La première généralise l'identité remarquable a2 − b2 = (a+ b)(a− b).

Pour tout entier n,

(24) an+1− bn+1 = (a− b)

(

n
∑

k=0

an−kbk

)

= (a− b)(an + an−1b+ · · ·+ abn−1+ bn).

Théorème 3.40

(Rappelons la onvention a0 = b0 = 1.)

Démonstration. � La démonstration se fait par réurrene. L'a�rmation est vraie

pour n = 0 puisque :

0
∑

k=0

a0b0 = 1.

Supposons le résultat vrai pour n.

(a− b)

(

n+1
∑

k=0

an+1−kbk

)

= (a− b)

((

n
∑

k=0

an+1−kbk

)

+ bn+1

)

= (a− b)

(

a

(

n
∑

k=0

an−kbk

)

+ bn+1

)

= a(a− b)

(

n
∑

k=0

an−kbk

)

+ (a− b)bn+1

= a(an+1 − bn+1) + (a− b)bn+1

= an+2 − bn+2

L'hypothèse de réurrene a été utilisée pour obtenir l'avant-dernière égalité. Le résultat

est vrai pour n+ 1, don pour tout n.

Des as partiuliers du théorème 3.40 reviennent souvent dans les aluls. Nous avons

déjà renontré le as a = 2, b = 1. Vous pouvez retenir le suivant :

(1− x)

(

n
∑

k=0

xk

)

= (1− x)(1 + x+ x2 + · · ·+ xn) = 1− xn+1.

Plus généralement, on a la relation :
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Soit x un nombre réel di�érent de 0 et de 1 et soient p et q des entiers relatifs tels
que p 6 q. Alors :

q
∑

k=p

xk =
xp − xq+1

1− x
·

Proposition 3.41 (Somme d'une série géométrique)

Démonstration. � Il su�t de remarquer que :

(1− x)

(

q
∑

k=p

xk

)

=

q
∑

k=p

xk −
q+1
∑

k=p+1

xk = xp − xq+1.

Une autre formule à onnaître est elle du bin�me de Newton, qui généralise (a+ b)2 =
a2 + 2ab+ b2.

Pour tout entier n > 1,

(25) (a+ b)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k = bn + nbn−1a+ · · ·+ nban−1 + an.

Théorème 3.42 (Formule du bin�me de Newton)

À ause de (25), les nombres

(

n
k

)

s'appellent les oe�ients binomiaux.

Démonstration. � Ii enore la démonstration se fait par réurrene, nous donnerons

ensuite une justi�ation ombinatoire. Pour n = 1 :

(a+ b)1 =

(

1

0

)

a0b1 +

(

1

1

)

a1b0 .
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Supposons que la formule est vraie pour n et démontrons-la pour n+ 1.

(a + b)n+1 = (a+ b)(a + b)n

= (a+ b)

(

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn−k

)

=

(

n
∑

k=0

(

n

k

)

ak+1bn−k

)

+

(

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn+1−k

)

=

(

n+1
∑

h=1

(

n

h− 1

)

ahbn+1−h

)

+

(

n
∑

k=0

(

n

k

)

akbn+1−k

)

= an+1 +

(

n
∑

h=1

(

n

h− 1

)

ahbn+1−h

)

+

(

n
∑

k=1

(

n

k

)

akbn+1−k

)

+ bn+1

= an+1 +

(

n
∑

k=1

((

n

k − 1

)

+

(

n

k

))

akbn+1−k

)

+ bn+1

=
n+1
∑

k=0

(

n+ 1

k

)

akbn+1−k .

Pour la dernière égalité, nous avons appliqué la formule du triangle de Pasal (22). Le

résultat est démontré.

Voii maintenant la justi�ation ombinatoire. La quantité (a + b)n est le produit

de n fateurs, haun ontenant deux termes a et b. Quand on développe le produit,

on prend dans le premier fateur un des deux termes, on le multiplie par un terme

du seond fateur, ainsi de suite jusqu'au n-ième fateur. Le produit obtenu est égal à

akbn−k
si on a hoisi le terme a dans k fateurs et le terme b dans les n− k autres. Le

nombre de produits égaux à akbn−k
est le nombre de ombinaisons de k fateurs parmi

n, soit
(

n
k

)

.
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Exeries

Fontions

Exerie 3.1. (*)

On note R l'ensemble des nombres réels. Parmi les ensembles suivant, dire lesquels

sont les graphes d'une appliation d'un sous-ensemble de R dans R. Lorsque l'ensemble

est le graphe d'une appliation, donner son ensemble de départ.

1. { (x, y) ∈ R2 | y − x+ 1 = 0 } ;
2. { (x, y) ∈ R2 | y = x2 } ;
3. { (x, y) ∈ R2 | x = y2 } ;
4. { (x, y) ∈ R2 | x = y2 et y > 0 }.

Exerie 3.2. (*)

On note A l'ensemble {1, 2, 3} et B l'ensemble {−1, 0, 1}. Érire en extension ('est-

à-dire en donnant tous leurs éléments) les ensembles suivants :

1. {x+ 2; x ∈ A},
2. {2x; x ∈ B},
3. { 1

x
; x ∈ A},

4. {x+y; (x, y) ∈ A×B},
5. {x+y; (x, y) ∈ A×A},
6. {x+ x; x ∈ A},

7. {xy; (x, y) ∈ A× B},

Exerie 3.3. (*/**)

Érire le plus simplement possible les ensembles suivants (auune justi�ation n'est

attendue).

1. {3n+ 2;n ∈ {1, 2, 3}},
2. {2n+ 1;n ∈ [[2, 5]]},
3. {3n+ 2;n ∈ {1, 2, 3}}

∪ {4n+ 3;n ∈ {1, 2, 3, 4}},

4. {3n+ 2;n ∈ {1, 2, 3}}
∩ {4n+ 3;n ∈ {1, 2, 3, 4}},

5.

{

p

q
; p ∈ {1, 2, 3, 4}, q ∈ {1, 2, 3, 4}

}

.

Exerie 3.4. (**) Soient I un intervalle non vide de R et f : I → R une fon-

tion dé�nie sur I à valeurs réelles. Exprimer à l'aide de quanti�ateurs les assertions

suivantes :

1. La fontion f s'annule.

2. La fontion f est la fontion nulle.

3. La fontion f n'est pas une fontion onstante.

4. La fontion f ne prend jamais deux fois la même valeur.
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5. La fontion f présente un minimum.

6. La fontion f prend des valeurs arbitrairement grandes.

7. La fontion f ne peut s'annuler qu'une seule fois.

Exerie 3.5. (**)

Pour haune des a�rmations suivantes, dérire en termes simples les appliations

f : R → R qui véri�ent es a�rmations :

1. ∃x ∈ R, ∀y ∈ R, f(y) = f(x).

2. ∀x ∈ R, ∃y ∈ R, f(y) = f(x).

3. ∃x ∈ R, ∀y ∈ R, f(x) < f(y).

4. ∀x ∈ R, ∃y ∈ R, f(x) < f(y).

5. ∀x ∈ R, (x 6 0 ⇒ f(x) 6 0).

6. ∀x ∈ R, (f(x) 6 0 ⇒ x 6 0).

7. ∀x ∈ R, (x > 0 ⇒ f(x) > 0).

8. ∀x ∈ R, (x = 0 ⇒ f(x) = 0).

9. ∀x ∈ R, (f(x) = 0 ⇒ x = 0).

10. ∀x ∈ R, (f(x) 6 0 ou f(x) > 0).

Exerie 3.6. (*)

Soient f et g les appliations de N dans N dé�nies par :

∀n ∈ N, f(n) = 2n g(n) =

{

n
2

si n est pair

0 si n est impair

Déterminer g ◦ f, f ◦ g, g ◦ g, g ◦ g ◦ g.
Exerie 3.7. (**)

Soit E un ensemble et A un sous-ensemble de E. On appelle � fontion indiatrie

de A� et on note IA l'appliation de E vers {0, 1} qui à x ∈ E assoie 1 si x ∈ A, 0 si

x /∈ A. Soient A et B deux sous-ensembles de E. Démontrer les assertions suivantes.

1. ∀x ∈ E , IcA(x) = 1− IA(x).

2. ∀x ∈ E , IA∩B(x) = min{IA(x), IB(x)} = IA(x) IB(x).

3. ∀x ∈ E , IA∪B(x) = max{IA(x), IB(x)} = IA(x) + IB(x)− IA(x) IB(x).

Exerie 3.8. (**)

Soient E et F deux ensembles, f une appliation de E vers F . Soient A et A′

deux sous-ensembles de E. Soient B et B′
deux sous-ensembles de F . Quelles sont les

assertions parmi les assertions suivantes qui sont toujours vraies ?
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1. (A ⊂ A′) =⇒ (f(A) ⊂ f(A′)).

2. (B ⊂ B′) =⇒ (f−1(B) ⊂ f−1(B′)).

3. f(A ∪A′) = (f(A) ∪ f(A′)).

4. f−1(B ∪B′) = (f−1(B) ∪ f−1(B′)).

5. f(A ∩A′) = (f(A) ∩ f(A′)).

6. f−1(B ∩B′) = (f−1(B) ∩ f−1(B′)).

7. f−1(f(A)) = A.

8. f(f−1(B)) = B.

9. f(A ∩ f−1(B)) = (f(A) ∩ B).

10. f(A ∪ f−1(B)) = (f(A) ∪ B).

Exerie 3.9. (*) Soit A une partie de R et f une appliation de A dans R.

1. Montrer que si f est stritement monotone, alors f est injetive. La réiproque

est-elle vraie ?

2. On suppose que A =] − 1; 1[∪]2, 3[, que f est dérivable sur A et que f ′(x) > 0
pour tout x dans A. Peut-on en déduire que f est injetive ?

Exerie 3.10. (**) Soient E, F et G trois ensembles, f une appliation de E dans

F et g une appliation de F dans G.

1. Montrer que : g ◦ f injetive ⇒ f injetive.

2. Montrer que : g ◦ f surjetive ⇒ g surjetive.

3. Que pensez-vous de l'a�rmation suivante ?

g ◦ f injetive ⇒ g injetive.

Exerie 3.11. (**) Soit f une appliation de E dans F . Montrer que les deux asser-

tions suivantes sont équivalentes :

(i) f est injetive,

(ii) ∀A ⊂ E, f−1(f(A)) = A.

Exerie 3.12. (*) Soit I un intervalle de R et f une appliation de I dans R. On

suppose que f est ontinue sur I.

1. En utilisant le théorème des valeurs intermédiaires, montrer que f(I) est un in-

tervalle.

2. On onsidère la fontion f de I =]−∞; 2] dans R, dé�nie par f(x) = x2−4x+3.
Montrer que f réalise une bijetion de I sur [−1,+∞[.

95



Exeries Fontions et dénombrement MAT101, Chap. 3

Exerie 3.13. Soit f l'appliation de [0, 1[ dans ]0, 2] dé�nie par :

f :







[0, 1[ → ]0, 2]

x 7→
{

2x+ 1 si x ∈
[

0, 1
2

]

2x− 1 si x ∈
]

1
2
, 1
[

1. L'appliation f est-elle injetive ?

2. L'appliation f est-elle surjetive ?

3. L'appliation f est-elle bijetive ?

4. Montrer que pour tout x ∈ [0, 1[,
(

f(x) >
3

2

)

⇔
(

x ∈
[

1

4
,
1

2

])

Exerie 3.14. (**) Soient a et b deux nombres omplexes. Soit f la fontion de C

dans C dé�nie par :

f :

{

C → C

z 7→ az + b

1. Montrer que f est bijetive si et seulement si a 6= 0.

2. On suppose que a est non nul. Montrer que si ABC est un triangle équilatéral,

alors f(A)f(B)f(C) est enore un triangle équilatéral.

Exerie 3.15. (**) Soit f la fontion de C dans C dé�nie par :

f :

{

C → C

z 7→ ei
π
3 z + 2

1. On dit que z est un point �xe de f si f(z) = z. Montrer que f admet un unique

point �xe, que l'on notera a.

2. Montrer que f(z) est l'image de z par la rotation de entre a et d'angle

π
3
.

Exerie 3.16. (**) Soit f la fontion de C dans C dé�nie par :

f :

{

C → C

z 7→ ei
π
3 z̄ + 1

1. Montrer que l'ensemble des points �xes de f est une droite, que l'on notera ∆.

2. Montrer que f(z) est l'image de z par la symétrie orthogonale d'axe ∆.

Exerie 3.17. (**) Soient a et b deux nombres omplexes. On pose :

f :

{

C → C

z 7→ az + b
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Soient M , N , P et Q quatre points du plans tels que M 6= N et P 6= Q. On note

M ′ = f(M), N ′ = f(N), P ′ = f(P ) et Q′ = f(Q). Montrer que f � renverse les

angles �, au sens suivant :

(
−−−→
M ′N ′,

−−→
P ′Q′) = −(

−−→
MN,

−→
PQ) .

Sommes et produits

Exerie 3.18. (*)

Caluler les nombres suivants.

3
∑

k=1

k
∑

h=1

1 ,

3
∑

k=1

k
∑

h=1

h ,

3
∑

k=1

k
∑

h=1

k ,

3
∑

k=1

k
∏

h=1

h ,

3
∑

k=1

k
∏

h=1

k ,

3
∏

k=1

k
∑

h=1

h ,

3
∏

k=1

k
∑

h=1

k ,

3
∏

k=1

k
∏

h=1

h ,

3
∏

k=1

k
∏

h=1

k .

Exerie 3.19. (*)

Soient a1, a2, a3, a4 quatre variables. Érire à l'aide des symboles
∑

et

∏

les quantités

suivantes.

1. a1 + a2 + a3 + a4.

2. a1 + a1a2 + a1a2a3 + a1a2a3a4.

3. a1a2 + a2a3 + a3a4.

4. a1a2a3 + a2a3a4.

5. a1a2 + a1a3 + a1a4 + a2a3 + a2a4 + a3a4.

6. a1(a1 + a2)(a1 + a2 + a3)(a1 + a2 + a3 + a4).

Exerie 3.20. (**)

Démontrer par réurrene les assertions suivantes.

1. ∀n ∈ N ,
n
∑

k=0

(k + 1) = (n + 1)(n+ 2)/2.

2. ∀n ∈ N ,
n
∑

k=0

k2 = n(n+ 1)(2n+ 1)/6.
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3. ∀n ∈ N ,
n
∑

k=0

k3 = n2(n + 1)2/4.

4. ∀n ∈ N ,
n
∑

k=0

2k = 2n+1 − 1.

5. ∀n ∈ N ,

n
∑

k=0

k2k = (n− 1)2n+1 + 2.

6. ∀n ∈ N, n ≥ 3 ,

n
∏

k=3

k2 − 4

k
=

(n+ 2)!

12n(n− 1)
.

7. ∀n ∈ N∗,

n
∏

k=1

(n+ k) = 2n
n
∏

k=1

(2k − 1).

Dénombrement

Exerie 3.21. (*) Soient p et q deux entiers naturels non nuls et soit f la fontion

dé�nie par :

f :

{

{1, . . . , p} × {1, . . . , q} → {1, . . . , pq}
(i, j) 7→ j + (i− 1)q

1. Montrer que f est bien dé�nie (i.e que ses images sont bien dans {1, . . . , pq}) et
que 'est une bijetion.

2. Cette bijetion orrespond à énumérer les ases d'un tableau à p lignes et q o-

lonnes en le parourant de gauhe à droite, ligne par ligne en partant de la première

ligne. Donner une bijetion orrespondant à l'énumération du même tableau, mais

en le parourant de haut en bas, olonne par olonne, en partant de la première

olonne.

Exerie 3.22. (**) Soit n un entier naturel non nul. On note An,2 l'ensemble des

ouples de deux éléments distints de {1, . . . , n}. Pour a dans {1, . . . , n}, on note

Ea l'ensemble des ouples de deux éléments distints de {1, . . . , n} dont la première

oordonnée est a.

1. Quel est le ardinal de Ea ?

2. Montrer que si a et a′ sont distints, alors Ea et Ea′ sont disjoints.

3. Montrer que

An,2 =
⋃

a∈{1,...,n}
Ea
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et représenter ette relation par un arbre de dénombrement.

4. En déduire que |An,2| = n(n− 1).

5. Montrer que An,2 est en bijetion ave l'ensemble des appliations injetives de

{1, 2} dans {1, . . . , n}.
Exerie 3.23. (*)

Une entreprise veut se donner un nouveau sigle, qui soit formé d'exatement 3 lettres.

De ombien de façons peut-elle le faire ? Combien reste-t-il de possibilités si on impose

au sigle d'être formé de lettres distintes ?

Exerie 3.24. (*)

On met dans une boîte 26 jetons de Srabble, portant haune des 26 lettres de

l'alphabet (deux jetons distints portent don deux lettres distintes). On en tire 3 à

la fois. Combien de tirages di�érents peut-on obtenir ?

Exerie 3.25. (**)

1. Combien y a-t-il de nombres entre 1 et 100 qui ne sont divisibles ni par 5, ni par

7 ?

2. Combien y a-t-il de nombres entre 1 et 3000 qui ne sont divisibles ni par 3, ni par
5 ?

Identités remarquables

Exerie 3.26. (**)

Démontrer les égalités suivantes, en utilisant des manipulations et des identités al-

gébriques (sans utiliser de réurrene).

1.

n
∏

k=1

(2k) = 2n n!, ∀n > 1.

2.

n−1
∏

k=1

(2k + 1) =
(2n)!

2n n!
, ∀n > 2.

3.

n
∏

k=1

2k + 1

2k − 1
= 2n + 1, ∀n > 1.

4.

n
∏

k=2

k2 − 1

k
=

(n+ 1)!

2n
, ∀n > 2.

5.

n
∑

k=0

(n− k) =
n(n+ 1)

2
, ∀n ∈ N.

6.

n
∑

k=0

(k+1) =
(n+1)(n+2)

2
, ∀n ∈ N.

7.

n
∑

k=0

(2k + 1) = (n+ 1)2, ∀n ∈ N.

8.

n−1
∑

k=1

2k = 2n − 2, ∀n > 2.
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9.

2n−1
∑

k=0

2k/2 =
2n − 1√
2− 1

, ∀n ∈ N∗
.

10.

2n
∑

k=0

22k−1 =
42n+1 − 1

6
, ∀n ∈ N.

11.

n
∑

k=0

2k3n−k = 3n+1 − 2n+1
, ∀n ∈ N.

12.

n
∑

k=0

(−1)k2n−k =
2n+1 − (−1)n+1

3
.

Exerie 3.27. (**)

Démontrer, pour tout entier naturel n, les égalités suivantes.

1.

n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2n.

2.

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

= 0.

3.

n
∑

k=0

(

2n

2k

)

= 22n−1

(ajoutez les deux égalités préé-

dentes).

4.

n
∑

k=0

2k
(

n

k

)

= 3n.

5.

n
∑

k=0

23k−1

(

n

k

)

= 9n/2.

6.

n
∑

k=0

23k3n−2k

(

n

k

)

= (17/3)n.

7.

n
∑

k=0

ik
(

n

k

)

= 2n/2eniπ/4.

8.

n
∑

k=0

3k/2ik
(

n

k

)

= 2neniπ/3.

Exerie 3.28. (**)

Soit n ∈ N et f(x) = (1 + x)n.

1. En utilisant une formule du ours, érivez f(x) omme une somme où interviennent

les puissanes de x.

2. La dérivée de f est f ′(x) = n(1 + x)n−1
. L'intégrale de f sur [0, 1] vaut

∫ 1

0

f(x)dx =

[

(1 + x)n+1

n + 1

]1

0

=
2n+1 − 1

n + 1
.

En utilisant la question 1. donner une autre expression de f ′(x) et de ette inté-
grale.

3. En déduire les valeurs des expressions suivantes :

n
∑

k=0

(

n
k

)

,
n
∑

k=0

k

(

n
k

)

,
n
∑

k=0

1

k + 1

(

n
k

)

.
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Exerie 3.29. (**)

Soient n et p deux entiers naturels. Cet exerie présente une méthode générale pour

aluler

∑n
k=0 k

p
, sur le as partiulier p = 2.

1. Soit x → P (x) une fontion, donner une expression plus simple de

∑n
k=0(P (k +

1)− P (k)).

2. Soit a, b, c des réels et P (x) = ax3 + bx2 + cx. Caluler P (x+ 1)− P (x).

3. Déterminer a, b, c de sorte que P (x+ 1)− P (x) = x2
.

4. Déduire des questions préédentes que

n
∑

k=0

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Exerie 3.30. (***)

Le but de l'exerie est de aluler la somme

n
∑

k=0

(

3n

3k

)

pour tout n entier positif.

1. Caluler

n
∑

k=0

(

3n

3k

)

pour n = 0, 1, 2, et 3.

2. Utiliser la formule du bin�me pour dévolopper l'expression (1 + 1)n et en déduire

pour tout entier positif n l'égalité

n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2n.

3. Pour tout n entier on note T0(n) =

n
∑

k=0

(

3n

3k

)

, T1(n) =

n−1
∑

k=0

(

3n

3k + 1

)

, et T2(n) =

n−1
∑

k=0

(

3n

3k + 2

)

.

Que vaut la somme T0(n) + T1(n) + T2(n) ?

4. On désigne par j le nombre omplexe ei
2π
3 = −1+i

√
3

2
.

Montrer que j satisfait 1 + j + j2 = 0.

5. Démontrer (j+1)3n = T0(n)+jT1(n)+j2T2(n) et (j
2+1)3n = T0(n)+j2T1(n)+jT2(n).

6. Déduire des questions préédentes l'égalité

3T0(n) = 23n + (j + 1)3n + (j2 + 1)3n.

7. Montrer qu'on a j + 1 = ei
π
3
et j2 + 1 = e−iπ

3
et en déduire l'égalité

T0(n) =
23n + 2(−1)n

3
.
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Exerie 3.31. (***) Constrution de Q à partir de Z.

Quand on dé�nit, un peu rapidement, les nombres rationnels à partir des entiers relatifs,

on préise que si (p, q) et (p′, q′) sont dans Z×N∗
et k ∈ Z∗

alors :

p

q
=

p′

q′
⇔ pq′ = p′q(26)

p

q
+

p′

q′
=

pq′ + p′q

qq′
(27)

p

q
× p′

q′
=

pp′

qq′
.(28)

En fait, ette manière de proéder est peu préautionneuse : il se pourrait que l'égalité

de frations dé�nie par (26) ne soit pas ompatible ave les dé�nitions de l'addition

(27) et de la multipliation (28). Dans la suite, s, t et s′, t′ sont également des éléments

de Z×N∗
.

1. Montrer que si

p
q
= p′

q′
et

s
t
= s′

t′
, alors

p

q
+

s

t
=

p′

q′
+

s′

t′
et

p

q
× s

t
=

p′

q′
× s′

t′
.

De manière plus abstraite, mais un peu plus rassurante, on peut proéder à l'aide de la

notion de relation d'équivalene. Soient E un ensemble et R une partie de E ×E. On
dit que R est une relation d'équivalene sur E si et seulement si les trois onditions

suivantes sont satisfaites :

� ∀x ∈ E, (x, x) ∈ E,

� ∀(x, y) ∈ E × E, (y, x) ∈ E

� ∀(x, y, z) ∈ E3, ((x, y) ∈ E) ∧ ((y, z) ∈ E) =⇒ (x, z) ∈ E.

Si x ∈ E et R est une relation d'équivalene, on note

CR(x) := {y ∈ E | (x, y) ∈ R} ,

qui est appelé lasse d'équivalene de x (pour la relation R). On note E/R l'ensemble

des lasses d'équivalene :

E/R := {CR(x); x ∈ E} .

2. Montrer que si R est une relation d'équivalene sur E, alors x ∈ CR(x).

3. Si E = Z×N∗
et

R := {((p, q), (p′, q′)) | pq′ = p′q} ,

montrer que R est une relation d'équivalene sur E.
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4. Soit f une fontion de E × E dans E. On suppose que pour tous x, x′
, y et y′

dans E,

(29) (x, x′) ∈ R et (y, y′) ∈ R =⇒ f((x, y)) = f((x′, y′)) .

Montrer que si x et x′
sont dans E, f(CR(x)× CR(x

′)) est un singleton.

On peut alors dé�nir f̄ , une fontion de (E/R)2 dans E/R mais qui agit omme f
sur E2

: si C et C ′
sont dans E/R, f̄(C,C ′) est dé�ni omme CR(y) où y est tel que

f(C × C ′) = {y} (la question préédente assure que f(C × C ′) est bien un singleton).

5. Montrer que si E et R sont dé�nis omme dans la question 3, et que f est dé�nie

sur E2
par :

f((p, q), (p′, q′)) = (pq′ + p′q, qq′) ,

alors f véri�e (29).

6. Véri�er la même hose pour g dé�nie par :

g((p, q), (p′, q′)) = (pp′, qq′) .

On peut alors dé�nir Q omme Z ×N∗
, muni des opérations f̄ et ḡ, et s'assurer que

Q muni de es deux opérations véri�e tout e qu'on souhaite

16

.

16. Assoiativité, ommutativité et distributivité de f et g, le fait que Q � ontient Z � au sens des

lasses des éléments de Z×{1}, que haque élément possède un opposé et un inverse (sauf 0). De plus,
tout ensemble qui possède es propriétés doit ontenir un ensemble de la même forme que Q
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Limites de suites

Dans e hapitre on revoit la notion de limite d'une suite numérique et on la traduit

en termes d'assertion mathématique.

Cours

4.1. Compléments sur les nombres réels. � On ommene par quelques om-

pléments sur les réels qui seront utiles pour dé�nir et utiliser la notion de limite.

Tout sous-ensemble �ni S = {x1, . . . , xn} ⊂ R admet un plus petit élément m. Cela

se traduit par l'assertion

∀S ⊂ R, (|S| ∈ N) =⇒ (∃m ∈ S, ∀s ∈ S,m 6 s) .

On note min(x1, . . . , xn) e plus petit élément. De même, tout sous-ensemble �ni S
admet un plus grand élément noté max(x1, . . . , xn). Il est ommode d'étendre un peu

ette notion en rajoutant deux objets +∞ et −∞ qui satisfont

∀x ∈ R ∪ {−∞,+∞}, x 6 +∞ et ∀x ∈ R ∪ {−∞,+∞},−∞ 6 x .

Pour tout sous-ensemble �ni S = {x1, . . . , xn} ⊂ R ∪ {−∞,+∞}, on a enore des

notions de min et de max.
Rappelons que la valeur absolue d'un nombre réel x est dé�nie par la formule

|x| = max(x,−x).

Son graphe est représenté sur la Figure 14. Il est immédiat de voir que la valeur absolue

est positive :

∀x ∈ R, |x| > 0.

et ne s'annule qu'en 0 :

∀x ∈ R, |x| = 0 ⇐⇒ x = 0.

D'autre part, la valeur absolue est multipliative :

∀x, y ∈ R, |xy| = |x| × |y|.
Elle véri�e aussi les inégalités triangulaires :
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Figure 14. Valeur absolue

|x|

x

Soient x et y des nombres réels, alors on a les deux inégalités

|x+ y| 6 |x|+ |y|
et

∣

∣

∣
|x| − |y|

∣

∣

∣
6 |x− y|.

Proposition 4.1 (Inégalités triangulaires)

Démonstration. � On a les inégalités x 6 |x| et y 6 |y|. Cela implique l'inégalité

x+ y 6 |x| + |y|. De même, les inégalités −x 6 |x| et −y 6 |y| impliquent la relation

−(x+ y) 6 |x|+ |y| omme |x+ y| est égal à x+ y ou −(x+ y), la première inégalité

triangulaire est démontrée.

Démontrons la seonde. Par la première inégalité, on a les relations

|x| = |y + x− y| 6 |y|+ |x− y|
e qui implique l'inégalité |x|−|y| 6 |x−y|. En éhangeant x et y dans e raisonnement,

on obtient |y| − |x| 6 |y − x| = |x− y|. Comme

∣

∣|x| − |y|
∣

∣

vaut |x| − |y| ou |y| − |x| la
seonde inégalité triangulaire est démontrée.

Rappelons également que pour a ∈ R et ε ∈ R∗
+, on a

]a− ε, a+ ε[= {x ∈ R
∣

∣ |x− a| < ε} .
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Soit x un nombre réel et ε un réel positif. On dit qu'un nombre y (réel, rationnel,

ou déimal) est une approximation de x à ε près (ou ave une marge d'erreur d'au

plus ε) si on a |x− y| 6 ε.

Dé�nition 4.2

Exemple 4.3. � On érit souvent π = 3, 14 . . . Il n'y a en fait pas égalité puisqu'on

ne sait préisément e qu'il y a dans les . . .. Ce que dit ette ériture 'est que π est

dans l'intervalle [3, 14 , 3, 15[, et don qu'on a |π − 3, 14| 6 0, 01. Ainsi 3, 14 est une

approximation de π à 0, 01 près. En utilisant 3, 14 omme valeur de π, on fait don une

erreur d'au plus 0, 01.

En�n, voii quelques notions utiles sur les suites :

Soit (un)n∈N une suite réelle. On dit que (un)n∈N est

� périodique s'il existe un entier naturel p non nul, tel que pour tout entier n
on a un+p = un (on dit dans e as que p est une période de (un)n∈N),

� majorée s'il existe un réel M tel que pour tout entier n on a un 6 M ;

� minorée s'il existe un réel m tel que pour tout entier n on a un > m ;

� bornée si elle est majorée et minorée.

Dé�nition 4.4

4.2. Dé�nition de la limite d'une suite. � Une dé�nition rigoureuse de la notion

de limite est la suivante.

Soit (un)n∈N une suite de nombres réels et ℓ un nombre réel. On dit que (un)n∈N
tend vers ℓ si

∀ε ∈ R∗
+, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, (n > n0) =⇒ |un − ℓ| < ε .

Dans e as on note

un −−−−→
n→+∞

ℓ ou bien lim
n→∞

un = ℓ.

Dé�nition 4.5 (Limite d'une suite en termes d'ε)
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On dit aussi que la suite (un)n∈N admet une limite �nie, qui vaut ℓ.

L'interprétation graphique est la suivante : si on représente le graphe de la suite

(un)n∈N dans le plan ('est-à-dire qu'on trae les points de oordonnées (n, un)
dans R2

), alors pour toute bande horizontale ontenant la droite d'équation y = ℓ,
tous les points du graphe, sauf un nombre �ni, sont dans la bande.

Il faut être très attentif au fait de ne pas parler de la limite d'une suite tant qu'on

n'a pas démontré qu'elle existe, 'est à dire qu'il existe un réel ℓ tel que (un)n∈N
tende vers ℓ.
Vous avez probablement vu au lyée une dé�nition qui semble di�érente à première

vue :

La suite (un)n∈N onverge vers le nombre réel ℓ si tout intervalle ouvert non vide

ontenant ℓ ontient toutes les valeurs de (un)n∈N à partir d'un ertain rang.

En fait, ette dé�nition est équivalente à la Dé�nition 4.5 ar un intervalle ouvert

non vide ontenant ℓ ontient toujours un intervalle de la forme ]ℓ−ε, ℓ+ε[ ave ε > 0.

Exemples 4.6. � Considérons la suite (un)n∈N∗
dé�nie par un = 1

n
. Comme n est

toujours non nul pour n ∈ N∗
, ette suite est bien dé�nie pour n > 1. Montrons qu'elle

a pour limite le nombre 0 en utilisant la Dé�nition 4.5.

Pour ela, on �xe ε ∈ R∗
+, et on doit herher n0 orrespondant. Comme on veut

1
n
< ε, ette inégalité est équivalente à n > 1

ε
. On hoisit alors n0 dépendant de ε par la

formule n0 = ⌊1
ε
⌋+1. Pour tout entier n supérieur ou égal à n0, on a alors n > n0 >

1
ε
,

et don

∣

∣

∣

∣

1

n
− 0

∣

∣

∣

∣

=
1

n
< ε ,

e qu'on voulait démontrer.

Considérons la suite (un)n∈N∗
dé�nie par un = 1

n2 . Comme dans l'exemple préédent,

elle est bien dé�nie pour n > 1. Montrons qu'elle a pour limite le nombre 0 en utilisant

le même shéma.

Soit ε ∈ R∗
+. Posons n0 = ⌊ 1√

ε
⌋ + 1. Soit n ∈ N tel que n > n0. Alors on a

n2
> n0

2 > (
1√
ε
)2 =

1

ε
, et don

|un − 0| = 1

n2
<

1

n0
2
< ε ,

e qu'on voulait démontrer.

Dans les deux exemples préédents, la lé est le hoix de l'entier n0 qui fait marher

la preuve. Dans le premier exemple on a un peu plus détaillé omment on le hoisit :
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d'abord on herhe au brouillon à résoudre l'inégalité |un − ℓ| < ε, et si tout va bien,

on trouve une ou plusieurs ontraintes sur n. On hoisit alors un n0 qui fait que ette

ou es ontraintes sont satisfaites. Parfois, il n'est pas simple de trouve une ondition

néessaire et su�sante sur n pour avoir |un − ℓ| < ε, mais on parvient tout de même à

trouver une ondition su�sante du type � si n > n0, alors |un− ℓ| < ε �, et nous avons
tout de même la onlusion.

Passons maintenant aux limites in�nies.

Soit (un)n∈N une suite de nombres réels.

On dit que (un)n∈N tend vers +∞ si on a

∀a ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, (n > n0) =⇒ un > a ,

on érit alors un −−−−→
n→+∞

+∞, ou bien lim
n→+∞

un = +∞.

On dit que (un)n∈N tend vers −∞ si on a

∀a ∈ R, ∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, (n > n0) =⇒ un < a ,

on érit alors un −−−−→
n→+∞

−∞, ou bien lim
n→+∞

un = −∞.

Dé�nition 4.7 (Limites in�nies de suites)

Exemple 4.8. � Considérons la suite (un)n∈N dé�nie par un = n2
, et montrons

qu'elle tend vers +∞. Pour ela, soit a un nombre réel quelonque. Posons alors n0 =
min(0, ⌊√a⌋+1). Soit n un entier naturel supérieur ou égal à n0. Alors, si a est négatif

on a automatiquement un > 0 > a, et si a est positif on a un = n2 > sn2
0 > (

√
a)2 = a.

On a don bien montré l'assertion dé�nissant le fait que (un)n∈N tend vers +∞.

Pour montrer qu'une suite admet une limite (�nie ou in�nie), il faut d'abord deviner

la limite, puis démontrer que la suite tend e�etivement vers ette limite, à l'aide par

exemple de la Dé�nition 4.5 ou de la Dé�nition 4.7. À e propos il faut noter qu'une

suite ne peut pas admettre deux limites distintes :
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Soit (un)n∈N une suite réelle. Si (un)n∈N admet une limite (�nie ou in�nie), alors

elle-i est unique.

Proposition 4.9 (Uniité de la limite)

Démonstration. � Supposons qu'on a une suite (un)n∈N et deux réels ℓ1, ℓ2 tels que

(un)n∈N tende à la fois vers ℓ1 et vers ℓ2. On herhe à montrer qu'alors on a ℓ1 = ℓ2.
On va traiter le as de deux limites �nies, et laisser les as où ℓ1 ou ℓ2 sont in�nies

en exerie. On va raisonner par l'absurde en supposant ℓ1 > ℓ2, et aboutir à une

ontradition (le as ℓ1 < ℓ2 se traite de même en inversant les r�les de ℓ1 et ℓ2.

Posons ε :=
ℓ1 − ℓ2

2
. Par hypothèse, on a ε > 0. On va appliquer la dé�nition du fait

que (un)n∈N tend vers ℓ1 et ℓ2 à ette valeur de ε.
Comme (un)n∈N −−−−→

n→+∞
ℓ1, il existe n1 tel qu'on a

∀n > n1, |un − ℓ1| < ε. 17

De même omme (un)n∈N −−−−→
n→+∞

ℓ2, il existe n2 tel qu'on a

∀n > n2, |un − ℓ2| < ε.

Alors pour n > max(n1, n2), on a |un − ℓ1| < ε et |un − ℓ2| < ε. L'inégalité triangulaire
donne alors

|ℓ1 − ℓ2| 6 |ℓ1 − un|+ |un − ℓ2|
= |un − ℓ1|+ |un − ℓ2|
< ε+ ε = |ℓ1 − ℓ2|

e qui est une ontradition. Par onséquent l'hypothèse est fausse, et on a bien ℓ1 =
ℓ2.

Soit (un)n∈N une suite de nombres réels. On dit que (un)n∈N est onvergente si elle

admet une limite dans R, et on dit que (un)n∈N est divergente si elle admet une

limite in�nie ou si elle n'admet pas de limite.

Dé�nition 4.10 (Convergene et divergene)

17. Pour alléger l'ériture et pare que le ontexte est lair, on ontrate � ∀n ∈ N, (n > n1 =⇒
. . . ) � en � ∀n > n1, . . . �.
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Remarque 4.11. � On a vu des exemples de suites ayant une limite (�nie ou in�-

nie). Comment montrer qu'une suite n'a pas de limite �nie ? Il faut nier la propriété

dé�nissant la limite. La négation de

∀ε ∈ R∗
+, ∃n0 ∈ N, ∀n > n0, |un − ℓ| < ε

est

∃ε ∈ R∗
+, ∀n0 ∈ N, ∃n > n0, |un − ℓ| > ε .

Il s'agit don pour tout réel ℓ de trouver un nombre ε tel que la suite repasse toujours

à une distane supérieure à ε du nombre ℓ.

Exemple 4.12. � Montrons que la suite (un)n∈N dé�nie par un = (−1)n n'admet

pas de limite. Pour ela, on raisonne par l'absurde, et on suppose qu'elle admet une

limite ℓ ∈ R. Raisonnons selon que ℓ est positif ou négatif.

Cas 1 : ℓ > 0. Dans e as, posons ε = 1
2
. Soit n0 ∈ N quelonque, et soit n un entier

impair supérieur à n0 (par exemple n0 + 1 si n0 est pair et n0 + 2 si n0 est impair.

Alors on a un = −1, et don |un − ℓ| = | − 1− ℓ| = 1 + ℓ > 1
2
= ε, e qui ontredit la

dé�nition du fait que (un)n∈N tende vers ℓ.
Cas 2 : ℓ < 0. Ce as est semblable au préédent : posons ε = 1

2
. Soit n0 ∈ N quel-

onque, et soit n un entier pair supérieur à n0 (par exemple n0 + 2 si n0 est pair et

n0 + 1 si n0 est impair. Alors on a un = 1, et don |un − ℓ| = |1− ℓ| = 1+ |ℓ| > 1
2
= ε,

e qui ontredit la dé�nition du fait que (un)n∈N tende vers ℓ.

Que e soit pour montrer qu'une suite admet une limite ou pour montrer qu'elle n'en

a pas, il y a don toujours un hoix judiieux à faire, à savoir n0 en fontion de ε pour
montrer la onvergene, ou ε pour montrer qu'il n'y a pas de limite.

Finissons e paragraphe par un petit résultat qui sera utile dans la suite : si une

suite onverge, alors elle est bornée.

Soit (un)n∈N une suite onvergente. Alors, (un)n∈N est bornée.

Proposition 4.13

Démonstration. � Soit (un)n∈N une suite onvergente. Notons ℓ ∈ R sa limite. Comme

(un)n∈N onverge, il existe un rang n0 à partir duquel un est dans l'intervalle ]ℓ−1, ℓ+1[ :

∃n0 ∈ N, ∀n ∈ N, n > n0 ⇒ un ∈]ℓ− 1, ℓ+ 1[.
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Avant le rang n0, la suite ne prend qu'un nombre �ni de valeurs

18

. Notons S =
{u0, . . . , un0−1} l'ensemble de es valeurs. Posons alors :

M = maxS ∪ {ℓ+ 1} et m = minS ∪ {ℓ− 1} .

On a alors :

∀n ∈ N, m 6 un 6 M .

En e�et, m 6 un 6 M est vraie pour n > n0 ar ℓ − 1 6 m et M > ℓ + 1, et
m 6 un 6 M est vraie pour n 6 n0 − 1 ar dans e as un ∈ S.

4.3. Opérations sur les limites. � Dans la partie préédente, on a vu que, pour

prouver qu'une suite onverge ou qu'elle n'a pas de limite, il y a toujours un hoix

judiieux à faire. Or e hoix n'est pas toujours faile. Heureusement, il y a des résultats

permettant de montrer la onvergene, ou la non-onvergene, sans avoir reours à la

dé�nition. Vous avez ertainement vu es résultats au lyée, et nous allons en démontrer

rigoureusement ertains.

Le premier résultat est onnu sous le nom de théorème des gendarmes

Soient (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N des suites à valeurs dans R. Soit ℓ ∈ R. On

fait les deux hypothèses suivantes :

(i) Il existe un entier N ∈ N tel qu'on a

∀n ∈ N, (n ≥ N) =⇒ (un ≤ vn ≤ wn);

(ii) Les suites (un)n∈N et (wn)n∈N sont onvergentes et admettent la même limite

ℓ.

Alors (vn)n∈N est onvergente, et on a lim
n→∞

vn = ℓ.

Théorème 4.14 (Théorème des gendarmes)

Démonstration. � Soit ε ∈ R∗
+. En appliquant la dé�nition de la limite à (un)n∈N

(resp. (wn)n∈N) et au nombre ε, on obtient n1 ∈ R∗
+ (resp. n2 ∈ R∗

+) tel que

∀n ∈ N, n ≥ n1 =⇒ |un − ℓ| < ε,

18. C'est une di�érene entre les suites et les fontions dé�nies sur un sous-ensemble quelonque

de R. La Proposition 4.13 n'est pas vraie dans le as des fontions dé�nies sur un sous-ensemble

quelonque de R.

112



MAT101, Chap. 4 Limites de suites Cours

(resp.

∀n ∈ N, n ≥ n2 =⇒ |wn − ℓ| < ε).

Posons n0 = max(n1, n2, N). Soit n ∈ N tel que n ≥ n0. alors n véri�e |un − ℓ| < ε et
|wn − ℓ| < ε. D'autre part on a n ≥ N e qui donne les inégalités

un − ℓ 6 vn − ℓ 6 wn − ℓ

et don

−(wn − ℓ) 6 −(vn − ℓ) 6 −(un − ℓ)

Par onséquent, |vn − ℓ| 6 max(|un − ℓ|, |wn − ℓ|) < ε. Cei prouve que (vn)n∈N tend

vers ℓ.

Une autre façon de se ramener à des as plus simples est de déomposer la suite

étudiée en somme ou produit de suites plus simples.

Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites à valeurs réelles. On suppose que (un)n∈N tend

vers ℓ1 et que (vn)n∈N vers ℓ2, ave ℓ1, ℓ2 ∈ R. Alors la suite (un + vn)n∈N tend

vers ℓ1 + ℓ2 et la suite (unvn)n∈N tend vers ℓ1ℓ2.

Proposition 4.15 (Somme et produit de limites)

Démonstration. � Commençons par la somme des deux suites. Fixons ε > 0.
Comme (un)n∈N tend vers ℓ1, il existe un entier n1 tel qu'on a

19

∀n > n1, |un − ℓ1| <
ε

2
. 20

De même omme (vn)n∈N tend vers ℓ2, il existe un entier n2 tel qu'on a

∀n > n2, |vn − ℓ2| <
ε

2
.

Posons alors n0 = max(n1, n2). Alors pour tout n > n0, on a à la fois |un − ℓ1| < ε
2

et |vn− ℓ2| < ε
2
. En additionnant es inégalités et à l'aide de l'inégalité triangulaire, on

a alors

|(un + vn)− (ℓ1 + ℓ2)| 6 |un − ℓ1|+ |vn − ℓ2| <
ε

2
+

ε

2
= ε ,

e qui démontre la propriété pour la somme des deux suites.

19. Noter que par ommodité on note n1 l'entier en question, et non n0, e qui permettra de le

di�érenier de l'entier n2 à venir.

20. Noter qu'ii on a appliqué la dé�nition ave

ε

2
et non ε, en vue de la suite.
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Passons maintenant au produit. La détermination des entiers n1 et n2 est plus subtile.

Commençon par une analyse : on veut démontrer une inégalité de type |unvn −
ℓ1ℓ2| < ε. Pour ela on va utiliser une hypothèse sur |un − ℓ1| et sur |vn − ℓ2|. Il faut
don relier es quantités. C'est possible, omme suit :

unvn − ℓ1ℓ2 = unvn − unℓ2 + unℓ2 − ℓ1ℓ2 = un(vn − ℓ2) + ℓ2(un − ℓ1) .

Comme (un)n∈N onverge, d'après la Proposition 4.13, elle est bornée. Don il existe

une onstante C > 0 telle que |un| > C pour tout n ∈ N. Notons C ′ = max{ℓ2, C} et

remarquons que C ′ > 0. On a, grâe à l'ériture préédente et l'inégalité triangulaire,

pour tout entier n :

|unvn − ℓ1ℓ2| = |un(vn − ℓ2) + ℓ2(un − ℓ1)|
6 |un(vn − ℓ2)|+ |ℓ2(un − ℓ1)|
= |un||(vn − ℓ2)|+ |ℓ2||(un − ℓ1)|
6 C ′|(vn − ℓ2)|+ C ′|(un − ℓ1)|
= C ′(|(vn − ℓ2)|+ |(un − ℓ1)|)

Fixons ε > 0. Comme (un)n∈N tend vers ℓ1 et que
ε

2C′
> 0, il existe un entier n1 tel que

∀n > n1, |(un − ℓ1)| 6
ε

2C ′ .

De même, omme (vn)n∈N tend vers ℓ2 et que
ε

2C′
> 0, il existe un entier n2 tel que

∀n > n2, |(un − ℓ2)| 6
ε

2C ′ .

Posons n0 = max(n1, n2). Alors, pour tout n 6= n0, on a

|unvn − ℓ1ℓ2| 6 C ′(|(vn − ℓ2)|+ |(un − ℓ1)|) 6 C ′(
ε

2C ′ +
ε

2C ′ ) 6 ε .

On a montré que pour tout ε > 0, il existe un entier n0 tel que pour tout n > n0,

|unvn − ℓ1ℓ2| 6 ε. Don (unvn)n>0 tend vers ℓ1ℓ2.

Exemple 4.16. � Pour (un)n∈N dé�nie par un = 1 + 1
n
et (vn)n∈N dé�nie par vn =

2− 2
n
, la proposition préédente implique diretement que (un + vn)n∈N tend vers 3 et

(unvn)n∈N tend vers 2.

La proposition 4.15 s'étend au as des limites in�nies, ave les règles suivantes que

l'on admettra :

• a+∞ = +∞ pour tout a ∈ R,

• a−∞ = −∞ pour tout a ∈ R,

• +∞+∞ = +∞,

• −∞−∞ = −∞,
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• +∞−∞ est indé�ni : on ne peut rien

onlure dans e as,

• a× (+∞) = +∞ pour tout a ∈ R∗
+,

• a× (+∞) = −∞ pour tout a ∈ R∗
−,

• a× (−∞) = −∞ pour tout a ∈ R∗
+,

• a× (−∞) = +∞ pour tout a ∈ R∗
−,

• (+∞)× (+∞) = +∞,

• (+∞)× (−∞) = −∞,

• (−∞)× (−∞) = +∞,

• 0× (+∞) est indé�ni,

• 0× (−∞) est indé�ni

Finissons ette partie ave les inverses :

Soit (un)n∈N une suite réelle tendant vers une limite ℓ ∈ R∗
. Alors la suite ( 1

un
)n∈N

est dé�nie pour n assez grand, et elle tend vers

1
ℓ
.

Proposition 4.17

Dire que ( 1
un
)n∈N est dé�nie pour n assez grand signi�e que

1
un

n'est peut-être pas

dé�ni pour tout entier naturel n, puisque un peut s'annuler. Mais omme (un)n∈N tend

vers une limite non nulle, elle ne peut s'annuler une in�nité de fois.

Démonstration. � Fixons ε > 0. Le but est de majorer | 1
un

− 1
ℓ
| en fontion de |un−ℓ|.

On fait don un alul préliminaire pour guider les hoix. On a | 1
un

− 1
ℓ
| = |ℓ−un|

|unℓ| .

Fixons ε > 0. Alors omme (un)n∈N tend vers ℓ, il existe n0 tel que pour tout n > n0,

on a à la fois |un − ℓ| < ε · |ℓ|2
2

et |un| > |ℓ|
2
. Dans e as, on a alors

| 1
un

− 1

ℓ
| =

|ℓ− un|
|unℓ|

<
|ℓ− un| · 2

|ℓ|2 < ε

e qui prouve bien la onvergene de ( 1
un
)n∈N vers

1
ℓ
.

On peut dire quelque hose dans le as des limites in�nies : si (un)n∈N tend vers +∞
ou vers −∞, alors ( 1

un
)n∈N tend vers 0. Pour la réiproque, il faut veiller au signe : si

un est de signe onstant, alors on a une réiproque, mais si le signe de un hange une

in�nité de fois et (un)n∈N tend vers 0, alors ( 1
un
)n∈N n'a pas de limite.
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Exeries

Réels et approximation

Exerie 4.1. (*)

Dans haun des as suivants, dire si on a bien une approximation ave la marge

indiquée, ou sinon la orriger.

1. 3, 14 est une approximation de π à 0,01 près.

2. 3, 1416 est une approximation de π à 0,001 près.

3. 3, 1416 est une approximation de π à 10−5
près.

4. 1, 41 est une approximation de

√
2 à 10−3

près.

5. 2, 72 est une approximation de e à 10−2
près.

Exerie 4.2. (*) Soit x un réel stritement positif.

1. Montrer que x > 10 ⇒
∣

∣

2 sinx
x

∣

∣ 6
1
5

2. La réiproque est-elle vraie ?

Exerie 4.3. (*) Soient a et b deux nombres réels de [1,+∞[.

1. Montrer que

a > b ⇒ 1− 1

b
6 1 +

1

a
− 1

a2
6 1 +

1

b

2. La réiproque est-elle vraie ?

Exerie 4.4. (*) Soit a ∈ [0, 1/2]. Montrer que

|b| 6 a

2
⇒ a

3
6

a + b

1 + a
6

3a

2

Exerie 4.5. (**) Soit c > 1.

1. Montrer que si y est tel que 0 6 y 6 1− 1
c
, alors

1

1− y
6 1 + cy

2. Soit b un réel supérieur à 10. Montrer que

a > b ⇒ a 6
a2 + a+ 1

a− 5
6 a

(

1 +
13

b

)
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3. Lorsqu'on approhe un réel A par un autre réel B, on appelle erreur relative la

valeur |B − A|/|A|. Montrer que si a > 13.10k, ave k un entier naturel, on peut

approher

a2+a+1
a−5

par a ave une erreur relative inférieure ou égale à 10−k
.

Quanti�ations suessives

Exerie 4.6. (**) Pour tous i et j entiers naturels non nuls, on note P (i, j) l'assertion
�j est un multiple de i�.

1. Pour visualiser les hoses, représenter P sous la forme d'un tableau de vrai (V) et

de faux (F) ayant une in�nité de lignes et de olonnes.

2. Les assertions suivantes sont-elles vraies ?

(a) ∀i ∈ N∗, ∃J ∈ N∗, ∀j ∈ N∗, j > J ⇒ P (i, j)

(b) ∀i ∈ N∗, ∀J ∈ N∗, ∃j ∈ N∗
tel que (j > J et P (i, j))

Exerie 4.7. (**) Pour tous i et j entiers naturels non nuls, on note P (i, j) l'assertion
�

1
j2

6
1
i
�.

1. Représenter P sous la forme d'un tableau de vrai (V) et de faux (F) ayant une

in�nité de lignes et de olonnes.

2. Les assertions suivantes sont-elles vraies ? Justi�ez votre réponse ('est-à-dire dé-

montrer l'assertion ou sa négation).

(a) ∀i ∈ N∗, ∃J ∈ N∗, ∀j ∈ N∗, j > J ⇒ P (i, j)

(b) ∀i ∈ N∗, ∀J ∈ N∗, ∃j ∈ N∗
tel que (j > J et P (i, j))

Exerie 4.8. (**) Soit u une suite de nombres entiers dont toutes les valeurs sont

dans {0, 1, 2}. Pour tout entier j > 3 et tout entier i > 1, on note P (i, j) l'assertion

�

∣

∣

∣

1
j−uj

∣

∣

∣
6

1
i
�.

1. Représenter P sous la forme d'un tableau de vrai (V) et de faux (F) ayant une

in�nité de lignes et de olonnes (si on ne peut mettre vrai ou faux à oup sûr, on

mettra un point d'interrogation).

2. Les assertions suivantes sont-elles vraies ? Justi�ez votre réponse ('est-à-dire dé-

montrer l'assertion ou sa négation).

(a) ∀i ∈ N∗, ∃J ∈ N∗, ∀j ∈ N∗ ∩ [3,+∞[, j > J ⇒ P (i, j)

(b) ∀i ∈ N∗, ∀J ∈ N∗, ∃j ∈ N∗ ∩ [3,+∞[ tel que (j > J et P (i, j))

() La suite j 7→ 1
j−uj

admet-elle une limite ? Si oui, que vaut-elle ?

Exerie 4.9. (**) Érire le plus simplement possible les ensembles suivants (Justi�er

rigoureusement, en montrant séparément deux inlusions).
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1.

⋃

x∈R
{x2},

2.

⋃

x∈[0,1]
]x− 1, x+ 1[,

3.

⋂

x∈[0,1]
]x− 1, x+ 1[,

4.

⋂

x∈[0,1]
[x− 1, x+ 1],

5.

⋂

n∈N∗

[

0,
1

n

]

,

6.

⋃

n∈N∗

[

1

n + 1
,
1

n

]

Limites de suites

Exerie 4.10. (*)

Pour haune des suites suivantes, trouver deux entiers N10 et N100 tels que les

assertions

∀n ≥ N10, |un| <
1

10

∀n ≥ N100, |un| <
1

100
soient vraies.

1. un =
1

n
,

2. un =
1

n2
,

3. un =
(−1)n

n2
,

4. un = 2−n
,

5. un = 10−n
,

6. un =

{

1
n

si n est pair

1
n2 si n est impair

,

7. un =

{

2−n
si n est pair

3−n
si n est impair

,

8. un =
cos(n)

3n
.

Exerie 4.11. (*/**)

Pour haune des suites suivantes et pour tout réel stritement positif ε, trouver un
entier Nε tel que l'assertion

∀n ≥ Nε, |un| < ε

soit vraie.

1. un =
1

n
,

2. un =
1

n2
,

3. un =
(−1)n

n2
,

4. un = 2−n
,

5. un = 10−n
,
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6. un =

{

1
n

si n est pair

1
n2 si n est impair

, 7. un =

{

2−n
si n est pair

3−n
si n est impair

,

8. un =
cos(n)

3n
.

Exerie 4.12. (**) La phrase suivante est-elle vraie ou fausse ? Justi�er.

Si une suite de nombre réels est périodique, alors elle est bornée.

Exerie 4.13. (**)

Pour haune des suites suivantes, dire si la suite est périodique, majorée, minorée,

bornée, onvergente, si elle tend vers ±∞, ou si elle diverge (démontrez toutes vos

réponses). Si elle est onvergente, déterminer sa limite.

1. un = (−1)n,

2. un =
1

n
,

3. un =
1

n2
,

4. un =
n

n + 1
,

5. un = (−1)n +
1

n
,

6. un = cos(n),

7. un = 2−n
,

8. un = n+ (−1)n,

9. un = n+ (−1)nn,

10. un =
n+ 1

n2
.

11. un =
2n2 + n + 3

n2
.

Exerie 4.14. (*)

Soit (un)n∈N une suite à valeurs entières. Montrer que si (un)n∈N onverge, alors

elle est onstante à partir d'un ertain rang (e qu'on peut traduite par l'assertion

∃n0 ∈ N, ∀n > n0, un = un0
).

Exerie 4.15. (**)Le nombre d'or

1. Résoudre dans R l'équation x2 − x− 1 = 0.

La solution positive, notée φ, est appelée � nombre d'or�.

2. Démontrer qu'on a φ = 1 + 1
φ
.

On dé�nit une suite (un)n∈N omme suit. On pose u0 = 2 et, pour tout n ∈ N∗
,

on pose un+1 = 1 + 1
un
.

3. Montrer que, pour tout n ∈ N∗
, on a

3
2
6 un 6 2.

4. Montrer que, pour tout n ∈ N∗
, on a |un+1 − φ| 6 4

9
|un − φ|. (Utiliser la question

2.)

5. En déduire, par réurrene, que, pour tout n ∈ N∗
, on a

|un − φ| 6 (
4

9
)n .
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6. Prouver que (un)n∈N est onvergente et déterminer sa limite.

7. Déterminer un entier n tel que un est une approximation de φ à 10−6
près.

Exerie 4.16. (**)Raines arrées, méthode égyptienne

On présente un algorithme pour obtenir des approximations de raines arrées. Soit

a un nombre réel plus grand que 1 dont on herhe à déterminer la raine arrée. On

suppose qu'on sait déterminer la partie entière ⌊√a⌋. On dé�nit une suite (un)n∈N

omme suit : on part de u0 = ⌊√a⌋ + 1, et on dé�nit par réurrene un+1 =
un +

a
un

2
.

1. Montrer par réurrene que la suite (un)n∈N est déroissante et qu'on a (un)n∈N >√
a pour tout n ∈ N.

2. Montrer qu'on a |un+1 −
√
a| 6 |un −

√
a|2

2
√
a

.

3. En déduire que la suite un tend vers

√
a.

4. Déterminer un entier n tel que un est une approximation de

√
a à 10−6

près.

Exerie 4.17. (**)

Soit u0 un entier positif quelonque. On onsidère la suite (un)n∈N dé�nie par

un+1 =

{

un + 1 si n est impair

un/2 si n est pair

1. La suite (un)n∈N est-elle roissante ? déroissante ?

2. Montrez que, pour toute valeur initiale u0 ∈ N∗
, l'assertion

∃N ∈ N, uN = 1.

est vraie.

(Si on remplae un + 1 par 3un + 1 dans la dé�nition, alors 'est un problème ouvert

de savoir si l'assertion est vraie. Cela s'appelle le problème de Syrause.)
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