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Nombres complexes et langage mathématique

Exercice no 1.

Question de cours. Montrer, en utilisant leurs formes algébriques, que si z1 et z2 sont deux
nombres complexes, alors |z1z2| = |z1|.|z2|.

Solution de l'exercice 1

Cf. cours.

Exercice no 2.

1. Mettre sous forme algébrique (a+ ib, avec a et b réels) le nombre complexe z = i+1
2i−5 .

Solution de l'exercice 2

z =
i+ 1

2i− 5

=
(i+ 1)(−2i− 5)

(2i− 5)(−2i− 5)

=
−3− 7i

29

2. Soit z =
√

3 − i. Calculer le module et l'argument de z, et en déduire le module et
l'argument de z7.

Solution de l'exercice 2

On a :
√

3− 1 = 2(

√
3

2
− i1

2
) = 2e−i

π
6

Donc :
z = 27e−i

7π
6

Ainsi, |z| = 27 et Arg(z) = −7π
6
.

Exercice no 3.



1. Déterminer les racines carrées complexes du nombre 2− i, sous forme algébrique.

2. En déduire les racines carrées complexes de 8− 4i.

3. Résoudre l'équation suivante en l'inconnue z ∈ C (on donnera les solutions sous forme
algébrique) :

iz2 − 2z + (1 + i) = 0 .

Solution de l'exercice 3

1. Soit δ = x+ iy avec x et y réels. On a :

δ2 = 2− i ⇔
{
x2 − y2 + 2ixy = 2− i
|δ|2 = |2− i|

⇔


x2 − y2 = 2
2xy = −1

x2 + y2 =
√

5

⇔


2x2 = 2 +

√
5

2xy = −1

2y2 =
√

5− 2

⇔


|x| =

√
1 +

√
5
2

2xy = −1

|y| =
√√

5
2
− 1

⇔


x =

√
1 +

√
5
2

et y = −
√√

5
2
− 1

ou

x = −
√

1 +
√
5
2

et y =
√√

5
2
− 1

Donc les racines carrées de 2− i sont δ et −δ, avec δ =
√

1 +
√
5
2
− i
√√

5
2
− 1.

2. Comme 8 − 4i = 4(2 − i), on remarque que (2δ)2 = 4(2 − i) = 8 − 4i et
(−2δ)2 = 4(2− i) = 8− 4i. Donc les racines carrées de 2− i sont 2δ et −2δ.

3. On calcule le discriminant ∆ du polynôme P (z) = iz2−2z+(1+i), et on trouve :

∆ = 4− 4i(1 + i) = 8− 4i

Donc les racines carrées complexes de ∆ sont 2δ et −2δ avec δ =
√

1 +
√
5
2
−

i
√√

5
2
− 1. Donc les racines de P sont

z1 =
2 + 2δ

2i
et z2 =

2− 2δ

2i



Ce qui donne :

z1 = −i− iδ = −

√√
5

2
− 1− i

√1 +

√
5

2
+ 1


et

z2 = −i+ iδ =

√√
5

2
− 1 + i

√1 +

√
5

2
− 1


Exercice no 4.

Soit a ∈ C. On pose :
Aa := {z ∈ C | a+ z̄ = z} .

et on note I l'ensemble des imaginaires purs :

I := {z ∈ C |Re(z) = 0} .

1. Montrer que pour tout z ∈ C,

z − z̄ = 2iIm(z) .

2. Soit z ∈ C. Montrer que
a+ z̄ = z ⇒ a ∈ I .

3. Montrer que si Aa n'est pas vide, alors a appartient à I.
4. On suppose dans cette question que a = ib, avec b un nombre réel. Montrer que

Aa = {z ∈ C | Im(z) =
b

2
}

et représenter l'ensemble Aa dans le plan complexe.

5. Soit θ ∈ R. Montrer que

a+ z̄ = zeiθ ⇔ zei
θ
2 ∈ A

ae−i
θ
2
.

Solution de l'exercice 4

1. Soit z ∈ C. On a :

z − z̄ = Re(z) + iIm(z)− (Re(z)− iIm(z)) = 2iIm(z) .

2. Soit z ∈ C. Si a+z̄ = z, alors a = z−z̄ = 2iIm(z) d'après la question précédente.
Donc Re(a) = 0 (puisque 2Im(z) est réel). Donc a ∈ I.



3. Si Aa n'est pas vide, il existe z ∈ C tel que a+ z̄ = z. Donc d'après la question
précédente, a appartient à I.

4. Soit z ∈ C. On a :

z ∈ Aa ⇔ a+ z̄ = z

⇔ z − (̄z) = ib

⇔ 2iIm(z) = ib

⇔ Im(z) = b/2

ce qui montre le résultat voulu. La représentation de Aa dans le plan complexe
est la droite d'équation y = b/2 (qui est une droite parallèle à l'axe des abscisses).

5. Soit θ ∈ R.On a :

a+ z̄ = zeiθ ⇔ ae−i
θ
2 + z̄e−i

θ
2 = zeiθe−i

θ
2

⇔ ae−i
θ
2 + zei

θ
2 = zei

θ
2

⇔ zei
θ
2 ∈ A

ae−i
θ
2

Exercice no 5.

Soit E l'ensemble {1, 2, 3, 4}. On note P(E) l'ensemble des sous-ensembles de E, et on pose :

A := {x+ y ; (x, y) ∈ E × {0, 2}} ,

et
B := {B ∈ P(E) | {2, 3} ⊂ B et (4 ∈ Bc ou 1 ∈ Bc)} .

1. Écrire A en extension (on ne demande pas de justi�cation).

2. Écrire B en extension (on ne demande pas de justi�cation).

3. On considère l'assertion P suivante :

∀x ∈ E, x2 ∈ A ou x− 3 ∈ E

Ecrire la négation de P .

4. P est-elle vraie ? Justi�er.

Solution de l'exercice 5

1. A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
2. B = {{2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3}}.
3. ∃x ∈ E, x2 6∈ A et x− 3 6∈ E.

4. P est fausse. En e�et, posons x = 3. Alors, x est un élément de E, x2 = 9 n'est
pas dans A et x− 3 = 0 n'est pas dans E. Cela montre que la négation de P est



vraie, donc que P est fausse.


