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Résumé. — Nous proposons une présentation unifiée des différents énoncés de
minorations de hauteur qui trouvent leur source dans le probleme de Lehmer. Elle
englobe les versions sur les tores multiplicatifs, les variétés abéliennes, les variantes
dites relatives ainsi que le probleme de Bogomolov effectif. Cette approche suggere
une conjecture dont la formulation est nouvelle méme dans le cadre classique des
nombres algébriques. Nous examinons ensuite comment ces minorations de hauteur
s’appliquent a la conjecture de Zilber-Pink : quitte a retirer un ensembe exceptionnel
convenable, I'intersection considérée vérifie une propriété de Northcott et il suffit
donc de borner la hauteur pour montrer la finitude.

Abstract. — After a classical introduction to heights, we discuss various ge-
neralisations of Lehmer’s problem. The framework is that of normalized heights on
abelian varieties and tori. We include the study of obstruction indices, relative at the
same time to an arbitrary ground field and to an algebraic subgroup. We introduce
the notion of a Lehmer group to unify our statements. Usual examples correspond to
the trivial group (classical Lehmer’s problem), the torsion group (relative Lehmer’s
problem) or the whole group of algebraic points (effective Bogomolov’s problem)
but we show that also all finite rank subgroups are of interest, even in the one-
dimensional case. We then discuss the applications of such height lower bounds to
the Zilber-Pink conjecture. We show how all the variants quoted can be used to
provide a crucial step toward the conjecture : once one knows (by other methods)
that the height of the intersection under consideration is bounded, the Lehmer-like
bounds allow to get finiteness.

1 Introduction

a) Objectifs

Ces notes poursuivent trois buts assez distincts.

Dans un premier temps (partie 2), nous proposons une introduction a la notion
de hauteur. Celle-ci est tout a fait classique et ne prétend a aucune originalité. Le
lecteur ayant déja manipulé des hauteurs peut la sauter sans remords tandis que
le novice devrait y trouver de quoi suivre le reste du texte (les autres prérequis
se limitent, a quelques exceptions pres, a des connaissances de base en géométrie
algébrique et sur les variétés abéliennes).

Ensuite, nous présentons en partie 3 le classique probleme de Lehmer sur la
hauteur des nombres algébriques puis toute une famille de généralisations a diverses
hauteurs normalisées. La formulation est nouvelle : basée sur un groupe I', elle
englobe dans une seule définition les problémes de Lehmer en dimension supérieure
(ou T est trivial ou égal au groupe des points de torsion) ainsi que le probléeme de
Bogomolov effectif (lorsque I' est le groupe de tous les points algébriques). Nous



montrons aussi que toute conjecture absolue entraine automatiquement une version
plus fine, relative & un sous-groupe algébrique (voir théoreme 3.7).

Enfin nous examinons (partie 4) comment ces généralisations s’appliquent a la
conjecture de Zilber-Pink (précisément le cas constant sur une variété abélienne ou
un tore). En effet, méme si le probleme de Lehmer est toujours ouvert sous toutes
ses formes, nous connaissons dans de nombreux cas des versions faibles, généralisant
le théoréme de Dobrowolski, quelquefois dites & ¢ pres (ici nous dirons que T' est
un groupe de Dobrowolski, voir définition 3.1). De plus, comme l'ont constaté les
premiers Bombieri, Masser et Zannier [BMZ1] sur les tores, ces versions faibles suf-
fisent pour les applications a la conjecture de Zilber-Pink. Nous décrivons ceci en
deux temps : d’une part une version Lehmer (I' de type fini) et d’autre part une
version Bogomolov (T' les points algébriques) qui débouche sur des énoncés de type
Zilber-Pink plus Bogomolov. Dans les deux cas, ces applications ne donnent que la
moitié de la réponse puisque 1’on ne traite que les points de hauteur bornée; il faut
indépendamment montrer que la hauteur est bornée sur les ensembles considérés,
mais ceci fait ’objet du cours de Ph. Habegger. Les résultats que nous démontrons
dans cette partie sont essentiellement déja connus mais nous en présentons de nou-
velles démonstrations et nous traitons de la maniere la plus proche possible les deux
cas abélien et torique.

En appendice, nous avons regroupé quelques énoncés techniques qui servent dans
plusieurs démonstrations des parties 3 et 4, particulierement au paragraphe c) de
la partie 4. En épilogue, nous mentionnons quelques progres réalisés entre I’écriture
de ce texte et sa publication.

b) Conventions

Dans la plus grande partie du texte, nous nons placerons dans la situation sui-
vante.

Notations 1.1 Soient k un corps de nombres et A un groupe algébrique conneze sur
k muni d’une compactification A sur k, elle-méme équipée d’un faisceau inversible

ample L € Pic(A). Nous supposons de plus étre dans l'un des deuz cas suivants :

(1) Cas abélien : A est une variété abélienne, A = A et L est symétrique.

(2) Cas torique : A = G et A est une compactification équivariante lisse de
A.

Dans le cas torique (2), les choix usuels sont A = P" et A = (P!)". Comme nous
le verrons le choix d’'une compactification n’aura pas d’influence sur nos énoncés ;
on peut donc se restreindre & I'un de ces deux exemples. Toutefois nous sommes
amenés dans les preuves a faire des éclatements et donc a faire intervenir d’autres
compactifications.

Le cadre naturel de notre étude est tres probablement celui des variétés semi-
abéliennes, englobant (1) et (2), mais, en raison de diverses complications et en
Pabsence presque complete de résultats, nous repoussons un (rapide) examen du
cas général a la derniere partie de ce texte.

Afin d’unifier au maximum les cas (1) et (2), nous utilisons toujours une notation
additive sur A. Ainsi dans le cas torique 0 désignera le point (1,...,1) et maz le point
(P, ...,2) st = (21,...,2,) et m € Z. De la méme fagon, nous ne parlerons
pas de sous-variété abélienne dans le cas (1) ou de sous-tore dans le cas (2) mais
uniformément de sous-groupe algébrique connexe ou de sous-variété semi-abélienne.
Nous écrirons aussi souvent s = 2 dans le cas (1) et s = 1 dans le cas (2) de sorte
que, par exemple, A a N¥4™4 points de N-torsion et la hauteur normalisée est
homogene de degré s sur A. Enfin nous utiliserons la notation ¢ = dim A méme si
g = n dans le cas (2).



L’autre convention importante concerne le corps de base : nous travaillerons
majoritairement sur une cléture algébrique fixée k de k. Pour cette raison nous nous
autorisons & écrire z € A en lieu et place de z € A(k) et, lorsque nous parlons d'une
sous-variété V de A, nous faisons toujours référence & une sous-variété de A sur

k c’est-a-dire précisément un sous-schéma fermé integre V de A; = A x Speck.
Speck

Lorsque V provient d'un sous-schéma fermé de A;, = A x SpecL (notion cruciale
Speck

pour le probleme de Lehmer) pour un sous-corps k C L C k, nous dirons que V est
définie sur L.

Nous supprimons également la référence & k dans les notations suivantes : I' C A
signifie T' € A(k); End(A) désigne toujours End(Az) et, plus généralement, si A’
est un autre groupe algébrique commutatif, Hom(A, A’) représente le groupe des
morphismes de groupes algébriques Az — A;-ﬁ.

Enfin, de par la nature méme du probleme de Lehmer, le texte regorge de
constantes. Elles dépendent généralement de (A, A, £) et souvent du choix du groupe
T considéré mais pas des points ou sous-variétés o, x,V ... introduits ensuite (ceci
sera précisé a chaque fois). Comme nous ne calculons quasiment aucune de ces
constantes, nous employons souvent la lettre générique ¢ (toujours un réel stricte-
ment positif) pour diverses quantités non significatives. En revanche, les constantes
plus individualisées, comme cg, cr(€), ... ne changent pas, elles, de valeur au fil du
temps.

2 Hauteur

a) Sur les nombres algébriques

Nous introduisons la hauteur logarithmique absolue de Weil qui est une fonction
h: @ — R4 qui sert & < mesurer > les nombres algébriques. Elle est tres facile a
définir sur Q : pour a,b € Z premiers entre eux avec b # 0, on pose

h(a/b) = logmax(|al, |b]).

Nous décrivons maintenant trois fagons de définir I'extension a @) de cette fonction.

1. Procédé limite. On définit tout d’abord une hauteur naive de la fagon
suivante. Si @ € Q) on note py = Z?:o a; X" son polynéme minimal dans Z[X]
(avec aq > 0) et 'on pose :

1
hna'ive(a) =75 log OIE?<Xd |ai ‘ .

d
La hauteur de Weil s’obtient par la formule :

1
h(Oé) - nEIJIrloo Ehnai've(an)-
Il faut bien stir vérifier que la limite existe (nous le verrons plus bas) ce qui est
Iinconvénient d’utiliser cette approche comme définition. L’avantage est que ce
procédé est celui qui servira dans la suite pour obtenir des hauteurs normalisées
plus sophistiquées, comme la hauteur de Néron-Tate. Si I'on admet I'existence de la
limite, on voit immédiatement sur la définition que h(a™) = nh(a) pour n € N et
méme, en utilisant Apagve(a ™) = hnaive(c), on trouve h(a™) = |n|h(a) pour n € Z
et a # 0. Par suite on note aussi que si « est une racine de 1'unité alors h(a) = 0.

2. Mesure de Mahler. La deuxiéme définition possible, la plus facile a énoncer,
se rattache a la mesure de Mahler. Pour a € QQ on utilise son polynéme minimal



Lo comme ci-dessus et ’on note aj, ..., qq les racines de u, (les conjugués de ).

On pose alors
1 d
ha) = p log <adi]_1max(1, |a2|)> .

Avec cette définition la quantité exp(dh(a)) s’appelle la mesure de Mahler de pi,-
Par la formule de Jensen, on trouve aussi :

1! :
h(a) = E/o log | fia (€% |dt.

Si 'on majore dans cette formule |, (€27™)| < Z?:o la;| < (d+ 1)maxg<i<a|ail,
on trouve h(a) < hpaive(a) + %. D’un autre coté, d’apres les relations entre
coefficients et racines, on a

(+) as=as Y [

Card(I)=d—j i€l

ou I désigne une partie de {1,...,d}. Ceci entraine immédiatement
d
la;| < 2%aq | [ max(1, |ai])
i=1

puis Apaive(@) < h(a) + log 2.

En particulier nous avons |h(a) — Anaive ()] < log 2, ce qui permet d’affirmer que
h hérite de hyaive la propriété fondamentale de Northcott : il n’y a qu’un nombre fini
de nombres algébriques de degré et de hauteur bornés. Ceci était clair pour Apaive
puisque 'on se ramenait & un ensemble fini de polynomes minimaux.

3. Place par place. La définition la plus utile en pratique mais sans doute
la moins parlante des trois utilise la notion de places d’un corps de nombres. Une
place v est une classe d’équivalence de valeurs absolues non triviales sur le corps
et ici nous choisissons toujours comme représentante la valeur absolue qui étend
I'une des valeurs absolues usuelles de Q ce qui peut se traduire par le fait que pour
chaque nombre premier p la quantité |p|, doit prendre I'une des trois valeurs p, 1
ou 1/p. Dans le premier cas, la valeur absolue est dite archimédienne et la place est
dite infinie. Dans les deux autres cas, la valeur absolue est ultramétrique et la place
finie. Si v est une place d'un corps K, on note K, le complété de K en v et Q, le
complété de @ en la place de @ induite par v (Q, est R ou un corps p-adique).

Maintenant, si « € @, on choisit un corps de nombres K qui contient « et I’on

pose
[Kv : Qv}
h(a) = —— log max(1, |«
(@)= gy losmax(1,fal.)

ou la somme parcourt toutes les places de K. On vérifie que la sommation a un sens
car tous les termes sauf un nombre fini sont nuls (si @ # 0 on a |a|, # 1 seulement
pour un nombre fini de places) et les propriétés d’extensions de valeurs absolues
montrent que la formule ne dépend pas du choix du corps K. Il est également clair
sur cette définition que h(a™) = nh(a) pour n € N.

Vérifions maintenant que les définitions 2 et 3 coincident. Tout d’abord si v est
une place ultramétrique d’un corps contenant les «; on constate que

v

Card(I)=d—j i€l

d
gz, 22 JIed) = [Tmaxtfeuk)
1=
v



(la majoration < est claire et, dans I’autre sens, I'une des sommes a un unique terme
dominant de valeur absolue le membre de droite). Comme les a; sont premiers entre
eux, () montre que le membre de gauche ci-dessus vaut 1/|agq,. En utilisant la
formule du produit pour ag on constate alors que la hauteur définie via la mesure

de Mahler s’écrit .
1
p Z Z log max(1, |cvlp)
p i=1

ou la premiere somme porte sur les places de @ et ou pour chaque telle place p
on a choisi une extension de | - |, & un corps contenant les «;. Il est alors possible
d’identifier terme a terme cette somme a la définition place par place avec le corps
K = Q(«) car les nombres |o;|, sont exactement les |a|, ol v parcourt les places
au-dessus de p, & condition de répéter [K, : Q,] fois le nombre |c/,.

Faisons enfin le lien avec la premiere approche. Comme les deux autres coinci-
dent, nous savons & la fois que |hpaive(a) — h(a)| < log2 et que h(a™) = nh(a) pour
n € N. Nous en déduisons immédiatement |(1/1)hnaive(@™) —h(a)| < (log2)/n pour
n > 1 et ceci prouve bien que la suite hpaive (@™) /7 a une limite qui est h(«). Les trois
approches donnent donc bien la méme notion et toutes les propriétés mentionnées
valent donc pour cette unique hauteur de Weil.

Avant de passer a des hauteurs plus sophistiquées sur les variétés et groupes
algébriques, nous donnons quelques propriétés supplémentaires de la hauteur de
Weil. En premier lieu, nous démontrons le théoreme de Kronecker.

Lemme 2.1 Soit o € Q. On a h(a) = 0 si et seulement si o est une racine de
lunité.

DEMONSTRATION : Un sens a déja été vu. Supposons ici que h(a) = 0. Alors tous
les nombres o™, n € N, sont de hauteur nulle et de degré inférieur ou égal a celui
de «. Par la propriété de Northcott, il n’y a qu'un nombre fini de tels nombres
donc il existe en particulier des entiers naturels m < n tels que a™ = ™. Par suite
a"mm =1. O

Toujours a partir de la propriété de Northcott, nous pouvons démontrer une
propriété plus forte.

Lemme 2.2 La hauteur h:@X — Ry se factorise en une norme QX ®zR — Ry.

DEMONSTRATION : L’inégalité triangulaire résultera de la formule h(af) < h(a) +
h(B) pour o, 3 € Q déduite de la définition 3. Lorsque & est une racine de I'unité
h(a€) = h(a) pour tout a € Q. Par suite, h se factorise & travers le quotient de @X
par le groupe des racines de 'unité, qui n’est autre que @X ®7z Q. L’application
obtenue est une norme sur ce QQ-espace vectoriel qui s’étend en une semi-norme
|| sur Q° ® R (de maniere unique). Si | > a @ x| =0 avec ay,...,a, € Q"
multiplicativement indépendants et x1, ..., x, € R, considérons pour N € N l’entier
N; € Z le plus proche de Nz;. Il vient

i=1 1=1

< ;;h(ai).

C o —x . .
Les nombres uy = >, a; ® N; qui s’écrivent dans Q@ plutot uy = [[1, )"’

appartiennent tous au corps de nombres Q(ayq,...,a,) et leur hauteur est bornée
indépendamment de N. La propriété de Northcott entraine la finitude de leur en-
semble. Par construction ceci n’est possible que si les z; sont tous nuls et cela montre
bien que | - | est une norme. O



Notons encore ici que si « n’est pas un entier algébrique alors ag > 2 dans les
notations ci-dessus donc, sur la définition 2, on constate h(a) > (log2)/d. D’un
autre coté, si o est le nombre 21/¢ de degré d, alors h(a) = (log2)/d. Le probleme
de Lehmer (voir partie suivante) est de savoir s’il existe des nombres de hauteur non
nulle beaucoup plus petite que cela (plus petite que ¢/d ol ¢ est une constante).

b) Sur les variétés

Définissons maintenant la hauteur sur 1’espace projectif P". Nous généralisons
de maniére directe la définition place par place. Si z € P™((Q) nous choisissons un
systéme de coordonnées (xg : - - : z,) pour x et un corps de nombres K contenant

les nombres zg, ..., Z,. Nous posons alors

[Kv : Qv]
h(z) = Z KQ log Org%xn ||

ol v parcourt a nouveau les places de K. Ici encore la somme ne dépend pas du
choix de K et, par la formule du produit, elle ne dépend pas non plus du choix
de coordonnées pour z. La hauteur obtenue sur P! correspond & celle définie
précédemment : la hauteur d’un nombre algébrique o € @ coincide avec celle
du point projectif (1 : a) € P1(Q) (en d’autres termes nous avons étendu h de

Q & PYQ) en posant h(cc) = 0). Remarquons encore que l'on a h(zf : --- :
™) = mh(zg : --+ : x,) lorsque m € N. En revanche nous n’avons pas de
formule lorsque m € Z \ N et n > 2; par exemple avec m = —1 nous avons

h(1:2F : 3%) = logmax(2*, 3°) mais h(1:27%:37¢) = log(2*3) pour k,¢ € N.

Considérons ensuite une variété projective V sur Q. Chaque morphisme ¢ de
V dans un espace projectif P™ induit une hauteur hW:V(@) — R, en posant
simplement h, () = h(¢(z)). Ici la hauteur dépend du choix du morphisme ¢ mais
lon peut montrer [Mu, p. 271] que si deux morphismes ¢: V — P" et ¢: V — P™
correspondent au méme faisceau inversible, c’est-a-dire si ¢*O(1) ~ ¢*O(1), alors
les hauteurs different par une fonction bornée :

JeeR VzeV(Q) |hp () — hy(2)] < c.

Ainsi, si £ € Pic(V) est engendré par ses sections globales, nous pouvons définir

un élément hy € RV(Q) /B on B est I'espace des fonctions bornées V(Q) — R. On
montre, & I'aide du plongement de Segre [Mu, p. 272], que 'on a hegrer = he + he
dans cet espace ce qui permet, en écrivant un faisceau inversible comme différence
de deux faisceaux engendrés par leurs sections globales, d’étendre la hauteur par
linéarité en Pic(V) — RY(RQ)/B. Notons que, s'il est commode de disposer de cette
extension, on se restreint souvent aux hauteurs associées a des faisceaux amples
car elles héritent de P™ la propriété de Northcott. Par exemple lorsque I'on parle
de points de hauteur bornée on sous-entend toujours que la hauteur provient d’'un
faisceau ample.

Si I'on veut associer & £ € Pic(V) une fonction hauteur hz: V(Q) — R bien
définie (et non seulement une classe modulo B), il faut impérativement une donnée
supplémentaire. Dans le cadre de la théorie d’Arakelov, elle consiste en un modele
entier et une collection de normes hermitiennes sur les fibres des extensions de £
a4 C (ou en une collection de normes en toutes les places dans le point de vue
adélique). Ici, en vue d’aboutir & des hauteurs normalisées de groupes algébriques,
nous ajoutons la donnée d’un endomorphisme f:V — V tel que f*L ~ £®? avec
g € N\{0,1} (il s’agit de la situation étudiée pour définir des hauteurs en dynamique

algébrique). Nous choisissons une hauteur hz: V(Q) — R quelconque associée a L



(un représentant de la classe de hauteurs) et posons pour z € V(Q)

On vérifie l'existence de cette limite en traduisant la trivialité de f*£ ® £L®77 en
une majoration |he(f(z)) — ghg(z)| < ¢. Ceci entraine pour n > m
helf™(@)  he(f )| _ e c e

<— 4+ <
qm q q g™t T (g —1)gm

et donc que l'on a une suite de Cauchy. On a aussi |he(z) — he(z)] < ¢/(q — 1)
qui montre que h est également un représentant de la classe de hauteurs associée
a L. Cest le représentant normalisé par rapport a f c’est-a-dire le seul tel que
he(f(x)) = qghe(x) pour tout x € V(Q).

Si nous avons deux endomorphismes f,g:V — V avec f*L £®q et g*L ~ LOT
pour g,r € lN\ {0,1} nous pouvons définir deux hauteurs he f et he ,g normalisées
par rapport a f ou g. Lorsque f et g commutent, elles coincident : en effet, en
divisant 'égalité bz (g™ (f(x))) = qhe f( ™(x)) par r™ et en passant & la limite,
on a hg7g(f($)) = qhﬁ,g( ) d’ou hg g = hL g

Ce procédé général permet de réinterpréter la définition par limite de la hauteur
de Weil : la hauteur naive était un représentant de la classe de hauteurs associée a
O(1) sur P! et nous 'avons normalisée par rapport aux endomorphismes [m]: P! —
P! donnés par [m](zg : z1) = (af* : 27*) sim > 0 et [m](zo : x1) = (27"
xy ") sinon, tous ces endomorphismes commutant entre eux et vérifiant [m]*O(1) =

O(|m]). De méme la hauteur de Weil sur IP” est associée a O(1) et normalisée par
rapport aux [m]:P™ — P™, (zg: -+ : xy) > (" -+ 2) pour m > 2.

c) Sur les variétés semi-abéliennes

Si A est un groupe algébrique, les morphismes de multiplication [m]: A — A,
x — mx ou m € Z forment une famille commutative a laquelle on peut appliquer
ce qui précede.

Placons-nous d’abord dans le cadre des notations 1.1. Dans le cas abélien, on a
[m]*L ~ L2™* pour tout m € Z et la hauteur normalisée . associée A cette famille
d’endomorphismes est la célebre hauteur de Néron-Tate. Elle vérifie iLL(mx) =
m2hz(z) = m*he(x) et on montre méme grace au théoréme du cube que ¢’est une
forme quadratique sur A(k) [Mu, p. 274]. De plus, par les arguments des lemmes 2.1
et 2.2, on montre que hy (z) = 0 équivaut & x € A¢ors (points de torsion) et que he
induit une forme quadratique définie positive sur A(k) ® R (autrement dit leﬂ/ * est
une norme).

Dauns le cas torique, le morphisme [m]: G, — G, (c’est-a-dire ici (x1,...,2,) —
o, ..., 2™)) ne s'étend en général en [m]: A — A que si m > 0. On a alors
m]* L ~ L®™ et donc A nouveau une hauteur normalisée h, qui vérifie encore
(ma) = m*he(z). Si A = P™ et £ = O(1) on retrouve la hauteur de Weil sur
P". Le choix A = (P*)" présente I'avantage de posséder des extensions [m]: A — A
y compris pour m < 0. Avec £ = O(1,...,1), la hauteur normalisée obtenue sur
G est la somme des hauteurs de Weil des coordonnées. De ce fait, le lemme 2.2
implique que h, induit une norme sur A(k) ® R. Dans certaines situations, nous
serons amenés a nous restreindre a ce cas plus agréable.

Sur une variété semi-abélienne qui n’est ni une variété abélienne ni un tore, la
situation est plus compliquée : les morphismes [m]: A — A (m > 0) s’étendent sur
une compactification équivariante A mais il n’y a pas de faisceau ample £ sur A tel
que [m]*L soit de la forme £%7 (pour m > 2). Au mieux on peut trouver £ ample

(z
[m
he



avec L = Liin ® Lguad o0 [m]* Liin =~ ﬁfﬁ:” et
donc normaliser séparément les deux hauteurs et poser hy = hg,,, +iL£qua , (voir par
exemple la description de [C-L]). Ceci est suffisant en général (par exemple pour
avoir Bg(az) =0 <= 1z € Aios) mais la hauteur obtenue n’est pas réellement
normalisée (pour un bon choix de A la fonction qui induit une norme est he, +
P
abélienne A, (avec une compactification produit et une polarisation produit), la
hauteur n’est pas normalisée par rapport aux endomorphismes [m]4 = [m]a, x[m]a
mais elle est relativement aux [m?]4, x [m]a, pour m >0

Dans le reste du texte, toutes les hauteurs sont normalisées et sont simplement

notées h.

m|*Lauad =2 £em’ pour m > 0. Il faut
q quad

). Dans le cas intermédiaire ot A est le produit d’un tore 4; et d’une variété

2

3 Minorations de hauteurs normalisées

a) Le probleme de Lehmer

Pour le formuler, nous utilisons la hauteur de Weil h logarithmique et absolue
sur @ (voir ci-dessus).

Conjecture 3.1 Il existe un réel ¢ > 0 tel que, pour tout nombre algébrique non
nul a qui n’est pas une racine de U'unité, on a [Q(a) : Qh(a) > c.

Depuis que Lehmer a soulevé la question en 1933 [Le|, elle résiste a toutes
les attaques, malgré de nombreux travaux. Il n’entre pas dans nos objectifs ici
d’en dresser une liste complete ou méme représentative mais nous pouvons citer
Pélégant résultat de Smyth en 1971 [Sm] : si & est un nombre algébrique non nul
non réciproque (ceci signifie que o' ne fait pas partie des conjugués de «) alors
Q) : Qlh(a) > [Q(H) : QJA(H) > 0 ol  est une racine de X* — X — 1. Rappelons
aussi que, beaucoup plus élémentairement, on montre [Q(«) : QJh(a) > log2 si
« n’est pas un entier algébrique. En vertu de la relation h(a~1) = h(a), la méme
minoration vaut dés que « (non nul) n’est pas une unité algébrique.

Pour les applications que nous visons, le résultat le plus important dans la
direction de la conjecture 3.1 s’avére étre celui de Dobrowolski en 1979 [Do].

Théoréme 3.2 Pour tout réel € > 0, il existe un réel c(e) > 0 tel que, pour tout
nombre algébrique non nul o qui n'est pas une racine de l'unité, on a [Q(«) :

QI h(a) = c(e).

La forme que nous citons correspond & une version affaiblie de 1’énoncé de Do-
browolski. La version forte comporte des facteurs logarithmiques : par exemple si
a € @ n’est pas une racine de I'unité

(Qa) : Q](1ogR(0) : @))*A(a) > (loglog[Q(a) : Q)°

ou la valeur explicite de la constante 1/4 est due & Voutier [Vou]. De la méme
fagon, dans la suite, lorsque nous donnerons une minoration avec un exposant 1+¢,
il existera en fait une forme plus précise avec des facteurs logarithmiques; nous
ne nous y attardons pas car ce raffinement ne modifie pas les applications a la
conjecture de Zilber-Pink.

Nous souhaitons maintenant considérer toute une série de généralisations de
la conjecture 3.1, particulierement lorsqu’un résultat partiel généralisant le théo-
reme 3.2 peut étre établi. Pour ce faire, il convient tout d’abord de rattacher la
situation de la conjecture 3.1 au groupe multiplicatif G,. En effet, nous reconnais-
sons :



— dans les nombres algébriques non nuls, les points de G, (Q);

— dans les racines de 1'unité, les points de torsion de G, (Q);

— dans la hauteur h, une hauteur normalisée sur G, (Q).

La premiere étape consiste donc a remplacer Gy, par un autre groupe algébrique.
Dans ce cadre, on sait démontrer un analogue satisfaisant du théoréme 3.2 pour :
les courbes elliptiques & multiplications complexes (Laurent 1983 [Lal]), le tore G
(Amoroso-David 1999 [AD1]), les variétés abéliennes & multiplications complexes
(David-Hindry 2000 [DH]). On obtient ensuite de nouvelles variations de la conjec-
ture 3.1 en substituant au point « de notre groupe algébrique A une sous-variété
V de A. Dans ce cas, selon que I'on mesure le degré de V' de fagon arithmétique ou
géométrique, on aboutit & un probléme de Lehmer pour les variétés (voir Amoroso-
David 2001 [AD2]) ou au probléme de Bogomolov effectif (voir détails plus bas). Une
autre direction de généralisation, particulierement importante ici, se trouve dans la
littérature sous le nom de probleme de Lehmer relatif : il s’agit de remplacer le
corps de base par le corps de rationalité des points de torsion. Dans ce cadre, les
résultats suscités de Dobrowolski, Laurent, Amoroso-David 1999 et David-Hindry se
sont vus respectivement généralisés par Amoroso-Zannier 2000 [AZ], Ratazzi 2004
[Ral], Delsinne 2009 [Del] et Carrizosa 2009 [Ca3]. Enfin ceci suggere encore de
nouvelles extensions que nous introduisons plus bas.

Dans ce texte, plutot que d’énoncer une liste de résultats, nous avons choisi de
donner une présentation aussi unifiée que possible de toutes les variantes dans une
seule définition. Ainsi, au paragraphe suivant, nous introduisons toutes les notations
nécessaires avant de formuler le probleme général puis de revenir aux cas particuliers
correspondant a la description ci-dessus.

b) Groupes de Lehmer

Nous nous plagons dans le cadre des notations 1.1 et nous notons h la hauteur
normalisée sur A associée. Rappelons que A remplace A(k) ou Az, dans les notations
x € A ou End(A).

Nous considérons un sous-groupe I' de A et nous lui associons :

— son corps de rationalité Kp = k(I'), c’est-a-dire le plus petit sous-corps de k

sur lequel tous les points de I' sont rationnels ;

— son saturé I'syy = {x € A | AN € N\ {0} Nz € EndA -T'} (EndA - T est
le sous-groupe engendré par les éléments de la forme () ot ¢ € EndA et
vel).

Nous allons maintenant faire jouer le réle du nombre a € G, (Q®) du premier
paragraphe & une sous-variété V' de A. Dans toute la suite, nous supposons toujours
V # A. Nous devons trouver des remplacants pour les notions de degré et hauteur
de « ainsi que pour le fait d’étre une racine de 'unité.

En guise de hauteur, nous utilisons le minimum essentiel p®*(V) : il s’agit du
seuil de hauteur a partir duquel les points deviennent denses dans V. Formellement
on pose (pour A un réel) V(0) = {z € V | h(z) < 0} et p®™(V) = inf{f € R |
V(0) = V}. Bien str, si V est un singleton, on retrouve u®*({z}) = h(z).

Au lieu du degré, nous employons un indice d’obstruction. Pour un corps L tel
que k C L C k nous posons

wr(V) = min{degﬁ(z)l/(dimA—dim Z) |

Z fermé équidimensionnel défini sur L, V C Z C A}.

Ici le degré de Z relativement & £ est celui de son adhérence Z dans A : deg, Z =
rdimZ 7
Enfin nous dirons que V est de I'-torsion s’il existe v € ['g44 et un sous-groupe

algébrique connexe B de A avec V = v+ B. Pour I' = {0} cette notion coincide



avec celle de variété de torsion utilisée dans la littérature. Ce n’est toutefois pas
cette notion de torsion qui généralise le fait d’étre une racine de 1'unité dans nos
énoncés. Nous dirons que V' est I'-transverse si elle n’est contenue dans aucune
sous-variété de I'-torsion de A différente de A (lorsque I' = A on dit simplement
que V est transverse). C’est cette hypothese forte que nous utiliserons. Nous verrons
au paragraphe suivant (voir lemme 3.4) que cela correspond bien & une notion de
torsion : nous introduirons un anneau Fr tel que V est de Er-torsion si et seulement
si elle n’est pas I'-transverse.

Tous les ingrédients étant en place, nous pouvons donner les définitions qui visent
a généraliser le probleme de Lehmer dans la direction qui nous intéresse.

Définition 3.1 (1) On dit que T est un groupe de Lehmer s’il existe un réel cp > 0
tel que, pour toute variété I'-transverse V, on a wi. (V)u®*(V') > cr.

(2) On dit que " est un groupe de Dobrowolski si pour tout réel € > 0 il existe un
réel cr(e) > 0 tel que, pour toute variété I'-transverse V, on a wr. (V)1 HEusss(V) >

CP(E).

Cette formulation avec un groupe I' permet d’unifier les trois directions évoquées
plus haut :

— pour I' = {0} (donc Kr = k et T'sast = Aiors) On trouve le probleme de
Lehmer,

— pour I' = Aiors (Fsat =T') on trouve le probleme de Lehmer relatif et

— pour I' = A (donc Kt = ket Ty = I') on trouve le probléme de Bogomolov
effectif.

Dans ces trois cas, I’on sait démontrer un analogue du théoreme 3.2.

Théoreme 3.3 Si A est le tore G}, ou une variété abélienne & multiplications
complezxes alors les groupes {0}, Ators €t A sont (faiblement) de Dobrowolski.

DEMONSTRATION : Pour le tore voir respectivement [AD2, Del, AD3|. Pour une
variété abélienne CM voir [DH, Ca3, Ga]. Voir aussi le paragraphe suivant pour
I’équivalence entre notre formalisme et celui de certains de ces articles. O

La restriction introduite par le mot faiblement dans I’enoncé ne s’applique que
pour le groupe I' = A dans le cas ou A est une variété abélienne. Alors que, dans tous
les autres cas, le résultat connu correspond bien a la définition donnée plus haut,
le théoreme de Galateau est un petit peu plus faible : il donne une minoration de
deg(V)ewi (V) us(V) au lieu de wi (V)15 us (V). En contrepartie, tandis que pour
I' = {0} ou I = A On ne sait pas aller au-dela de 'hypothese de multiplication
complexe, en revanche, pour I' = A, ces résultats de Galateau permettent de traiter
d’autres variétés abéliennes comme les produits de courbes elliptiques et de surfaces
abéliennes. En fait, il montre méme qu’une conjecture de Serre sur la réduction de A
entraine que A est faiblement de Dobrowolski. Notons aussi que cette version faible
suffit pour les applications & la conjecture de Zilber-Pink (voir proposition 4.8).

Bien entendu, ce théoreme n’épuise pas le sujet : il existe des versions plus
précises (avec facteurs logarithmiques et quelquefois des constantes explicites) et
d’autres résultats sont connus. D’une part, David et Philippon ont démontré des
minorations de u®*(V') inconditionnelles pour toute variété abélienne mais elles ne
rentrent pas dans notre cadre car elles sont d’ordre plus petit que w(V)~17¢ (voir
[DP2]). D’autre part, on connait aussi d’autres estimations intéressantes décrivant
les points de petite hauteur de V' (voir [DP2] pour les variétés abéliennes et [AV1,
AV2] pour des résultats récents sur les tores).

Maintenant, au vu des résultats qui concernent trois groupes particuliers, on
peut légitimement se demander comment caractériser les groupes de Lehmer ou de
Dobrowolski. En général, cela semble loin d’étre évident (notamment il existe des
groupes qui ne sont pas de Dobrowolski : il suffit de choisir I avec T'yyy # A mais
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Kt = k; par exemple, dans G, le groupe T' des unités de @ vérifie ceci) mais je
voudrais proposer la conjecture suivante.

Conjecture 3.4 Tout groupe de rang fini est de Lehmer.

Naturellement, un probleme plus réaliste serait de montrer qu’'un tel groupe est
de Dobrowolski sous les hypothéses du théoreme 3.3. Par exemple, comme cas (tres)
particulier apparemment inconnu, ceci contient I’assertion suivante : il existe un réel
¢ > 0 tel que pour tout n € 2N si x € (Qab(21/”)X n’est pas contenu dans le groupe
engendré par 21/" et les racines de I'unité alors h(z) > ¢ (& n fixé ceci découle de

[AZ)).

c) Remarques

Nous regroupons ici une série de commentaires et de variantes sur nos définitions.
Tout d’abord, certains des résultats que nous avons cités utilisent en lieu et place
de I'indice d’obstruction introduit plus haut la variante suivante :

Wi (V) = min{deg,(H) | H hypersurface de A définie sur L, V C H}.
Bien entendu, on a w, (V) < wf (V). Il existe aussi une inégalité dans l'autre sens.
Lemme 3.1 Il existe un réel k tel que pour tout V on a wi (V) < kwr (V).

DEMONSTRATION : Choisissons Z qui réalise le minimum définissant wy, (V). Soit
aussi m € N tel que £&™ soit trés ample. Un théoreme de M. Chardin per-
met d’estimer la fonction de Hilbert Hz(v) = dimg I'(Z,L£%™) par Hz(v) <

(“13m ) deg pom Z pour tout v € N (voir [Ch]). Dun autre c6té, on peut écrire
Ha(v) > %(”g&rz‘q) pour un réel ¢ > 0 du fait que H(-) est une fonction stric-

tement positive asymptotiquement égale a un polynome de degré dim A. Un ra-
pide calcul montre alors que si v + 1 > (dim A)(cdeg om Z)'/(dimA=dimZ) a]org
Hz(v) < Ha(v). Par suite, il existe o € I'(A,£%") \ {0} avec oz = 0 pour
n < m(dim A)(cmd™Z deg, 7)1/ (dimA=dimZ) < x,1 (V) pour un certain réel &
(indépendant de V). Notons H I’hypersurface de degré n de A définie par o. On a
V C Z C H et H est définie sur L. Par suite w} (V) <deg, H =n < kwr (V). O

De cette facon, ’emploi de I'un ou l'autre indice ne change pas nos définitions
(seules les constantes non spécifiées cr ou cr(e) peuvent étre modifiées). En re-
vanche, si ’on utilise la majoration triviale

wr(V) < (deg Gal(k/L)V)!/(@im A=dim V),

on constate que les énoncés obtenus en remplacant 'indice d’obstruction par le
degré sont plus faibles.

Voyons maintenant que le fait d’étre de Lehmer ou de Dobrowolski ne dépend
bien que du groupe I' (comme sous-groupe de A) et non des choix de A, £ ou k
faits pour énoncer la définition. Comme ci-dessus ces choix influent uniquement sur
les constantes, en vertu du fait suivant.

Lemme 3.2 Si deux choiz (A, L, k) et (A", L' k') correspondent au méme groupe
algébrique Ag, il existe un réel ¢ > 0 tel que pour toute sous-variété V de A on a
S (V) < pSE (V) < epSS(V) et e rwgp (V) < wir,o/ (V) < cwrr, (V).

DEMONSTRATION : Pour la variation du corps de nombres, on peut supposer k C k' ;
alors Kp C K{. = k'(T") et [K{ : K| < [k : k]. Si Z C A est défini sur K, il
est a fortiori défini sur K} tandis que s'il est défini sur K[ alors Gal(k/Kr) - Z
est défini sur Kp et de degré au plus [K[ : Kr|degZ. Par suite, & £ fixé, on
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a wry (V) < win (V) < K+ klwgy, (V) tandis que p®*(V) ne dépend pas de k.
Supposons maintenant k fixé et faisons varier le couple (A, £). Il nous suffit de
vérifier que les fonctions hauteur normalisée z — h(z) et degré Z — deg, Z sont
multipliées par des fonctions bornées (& valeurs dans un invervalle de la forme
[c71,c]). Dans le cas abélien, comme £ et £’ sont amples sur A = A, il existe un
entier naturel non nul m tel que les faisceaux £ ® L'®~1 et L1 ® L/®™ soient
engendrés par leurs sections globales. Par suite, des hauteurs quelconques associées
a ces faisceaux sont minorées et les hauteurs normalisées sont donc positives, ce qui
donne m~'h(z) < h'(x) < mh(x) pour z € A. De la méme fagon, cette propriété des
faisceaux entraine m~4"mZ deg, Z < deg,, Z < m¥mZ deg, Z pour tout Z fermé
équidimensionnel de A. Dans le cas torique, la méme idée se complique lorsque
les compactifications A et A’ different. On utilise un éclatement commun X, par
exemple 'adhérence du graphe de I'immersion diagonale A — A x A’, muni des
deux projections m: X — A et m: X — A’ qui sont des isomorphismes au-dessus de
A. On compare alors les faisceaux 7*L et 7L’ (non nécessairement amples). Par
amplitude de £, il existe m € N\ {0} tel que 7, (7*L'®™1) @ LE™ ~ 1, (7" L'® 1 ®
7*LE™) soit engendré par ses sections globales. Posons M = 7/*L/®~1 @ 7*£®™,
Comme 7*m, M — M est un isomorphisme sur 'ouvert A de X, on en déduit que les
sections de I'(X, M) engendrent M, 4. Ceci suffit pour montrer que toute hauteur
associée & M est minorée sur A ainsi que (7*L') ImY .y < (grL®m) dimY .y
pour tout fermé Y de X qui rencontre A. On conclut ensuite de méme. O
Penchons-nous ensuite sur la variation par isogénie.

Lemme 3.3 Soient I' un sous-groupe de Dobrowolski de A et f:A — A’ une
isogénie. Alors le groupe f(T') est de Dobrowolski et f(T')sat = f(Tsat)-

DEMONSTRATION : Fixons une isogénie g: A — A telle que f o g = [N] pour
N € N\ {0}. Nous pouvons supposer que f, g et A’ sont définis sur k, que g
s’étend aux compactifications en g: A’ — A et que £ = g*L. Soit © € f(I')sat
et écrivons © = f(y) avec y € A. Par hypothese il existe M € N\ {0} tel que
Mz € EndA’ - f(T'). Par suite Mg(z) = MNy € ¢g-EndA’- f(I') € EndA - T
d’ott y € Tyt et & € f(Tsat). Réciproquement supposons x = f(y) avec y € Tgas.
Il existe M € N\ {0} tel que My € EndA - T donc Mz € f-EndA -T puis
MNz € f-EndA-N-T'=f-EndA-g-f-T C EndA’ - f(T') donc = € f(T')sat-
Soit maintenant V' C A’ une variété f(T')-transverse. Nous posons V = g(V')
ce qui donne en particulier f(V) = [N]V'. Si V C v+ B avec v € D'y, alors
[NIV! C f(v) + f(B) avec f(v) € f(Tsat) = f(I)sas puis V! C +' + f(B) ou
N+' = f(v) donc v € Tt puis f(B) = A’ par hypothese sur V' donc B = A et
ceci montre que V est I-transverse. Nous avons donc wg. (V)1T€uss(V) > cr(e).
Comme Ky C Kr nous avons wip. (V) < wk, (V). D'un autre coté, puisque
L' = ¢g*L donne h(g(z)) = h'(x) pour z € A’, nous avons p*s(V) = p*s(V’).
Ecrivons L = K #(r) et choisissons Z’ défini sur L, contenant V' tel que wr (V') =
(deg Z')1/(dim A’ —dim Zl).Piformule de projection deg 2’ = (g*L£) 4mZ" .77 =
LodmZ g 77> £odim 2T (77 = deg g(Z'). Comme g(Z') est défini sur L et contient
V, il vient wy (V) < (degg(Z))"/(dimA=dimZ) <, (V). In fine nous avons alors
wr,(V)Hepess(V') > er(e) ce qui montre que f(T') est de Dobrowolski. O

Remarquons que si I est saturé alors f(I") ne dépend pas de f. En effet, si f/ est
une autre isogénie N f/(I') = fgf'(T') C f-EndA-T C f(T') donc f'(T') C f()sat =
f(Tsar) = f(I).

Au vu des définitions, on constate immédiatement que, si I' et IV sont deux
sous-groupes de A tels que I' C TV C 'yt et si IV est de Lehmer ou de Dobrowolski,
alors il en va de méme de I' (car I, = I'yay et Kr C Kpv). En particulier pour
démontrer la conjecture 3.4, on pourrait supposer toujours I' saturé. De la méme
fagon, les résultats pour T' = {0} découlent de ceux pour I' = Ao et auraient pu
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étre omis de notre présentation ; toutefois les preuves sont plus simples pour T' = {0}
et il n’est pas exclu que, de méme, la conjecture soit plus abordable dans un premier
temps pour certains groupes non saturés (par exemple dans Gy, le groupe engendré
par les 22" plutot que son saturé engendré par tous les 2'/7).

Nous utiliserons dans la partie suivante une autre remarque élémentaire : si I’
est de Dobrowolski alors pour tout & > 0 on a aussi wg,. (V)1 7¢u(V) > cp(e) pour
tout fermé équidimensionnel V' dont au moins une composante est I'-transverse (en
effet si V1,...,V; sont les composantes de V' alors p®%(V) = maxi<;<s u°*(V;) et
wir (Vi) Swg (V) pour 1 <4 < s).

Voici a présent la justification de la terminologie de Er-torsion.

Lemme 3.4 Soit Er le sous-anneau de ’anneau des morphismes A — A engendré
par les morphismes de groupes (notés End(A)) et les translations par un élément de
T. Alors une variété V n’est pas T'-transverse si et seulement s’il existe p € Ep\ {0}

tel que (V) = {0}.

DEMONSTRATION : Soient y € EndA et v € T'. 1l existe A € N tel que x + Aid est
une isogénie. Notons v une isogénie telle que (x+ Aid) ot = Nid pour N € N. Alors
la formule Nz + Nx(y) = (x + Aid) (¢(z) + Nv) — AN~y montre que le morphisme
x — N(xz 4 x(v)) appartient & Er. En itérant ce procédé, pour tout § € EndA -
(somme d’éléments de la forme (7)), il existe N € N\ {0} tel que N(id+ ) € Er.
Supposons maintenant que V' ne soit pas I'-transverse. On a V' C v + B avec
v € Tsat et B # A sous-groupe algébrique connexe de A. Il existe M € N\ {0} avec
M~ € EndA T et ¢ € EndA \ {0} avec (B) = {0} (on obtient ¢ en choisissant
une isogénie entre A/B et un sous-groupe de A). Par suite My(V) = {¢p(M~y)} et
§ = —¢p(M~) € EndA - T. En choisissant N € N\ {0} tel que N(id + 6) € Er nous
voyons que ¢ = N(Mvy + 0) € Er \ {0} convient : (V) = {0}. Réciproquement
supposons maintenant ¢(V') = {0} pour ¢ € Er \ {0}. Puisque Er est inclus dans
le sous-anneau des morphismes = — (z) + § avec » € EndA et 6 € EndA - T,
nous pouvons écrire ¢ sous cette forme, ce qui donne (V) = {—d}. Pour v € V
on a bien sir Y(v) = -det V Cv+ Ker®y. L’hypothése ¢ # 0 donne ¢ # 0 donc
B = Ker’y # A. Il reste & voir que v+ B contient un élément ~ de Tgn¢. Choisissons
pour cela B’ tel que BN B’ soit fini et A = B + B’. Ecrivons v = z + v avec z € B
et v € B’. Nous avons ¥(vy) = —0 et ¢ induit une isogénie B’ — Imz). Par suite,
il existe x € EndA envoyant —¢ sur un multiple Ny de v (N € N\ {0}). Ainsi
Ny =—x(8) € EndA -T et v € Tgas. O

Une variation possible sur les définitions consiste a faire dépendre la hauteur de
I". Pour cela, nous posons :

pp (V) = inf{u (v + V) | v € Tsat}

(et pour un point nous écrivons hr(x) pour pg®({z})). Cette hauteur présente
Pavantage de s’annuler sur les variétés de T-torsion (si B est un sous-groupe algé-
brique p®*(B) = 0 car les points de torsion sont denses dans B). D’autre part elle
permet le renforcement automatique suivant de la notion de groupe de Dobrowolski
(ou de Lehmer de maniére analogue).

Lemme 3.5 Si " est de Dobrowolski et saturé alors pour tout € > 0 et toute sous-
14¢€,,ess

variété T'-transverse V. on a wi (V)" Teus®™(V) > cp(e).

DEMONSTRATION : 11 suffit d’appliquer la définition & chaque translaté v + V avec

v € I en remarquant que v + V est I'-transverse et que wi. (v + V) = wi. (V) car

le degré est invariant par translation et v est défini sur Kr. UJ
Cette hauteur relative est a rapprocher de celles étudiées dans I'article de de la

Maza et Friedman [dIMF].
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Supposons I' de Dobrowolski et saturé. D’apres le lemme pg™* (V) > 0 si V est
I-transverse. D’autre part ug™ (V) =0 si V est de I'-torsion. Nous n’avons rien dit
jusqu’ici sur le cas intermédiaire ou V' n’est ni [-transverse ni de I'-torsion. Nous
verrons au paragraphe suivant que l’on a encore pf™ (V) > 0. On obtient alors une

propriété qualitative de T', que ’on pourrait appeler probleme de I'-Bogomolov :
upS(V) =0 <= V est de I'-torsion.

Dans les trois cas du théoreme 3.3, cette propriété est connue méme lorsque la variété
abélienne n’est pas & multiplications complexes (dans les deux premiers cas, c’est
le théoreme de Zhang, dans le troisieme cela découle par exemple des estimations
de [DP2]). Elle est également vraie pour tout groupe I' de rang fini saturé comme
conséquence du théoréme de Poonen [Po].

Terminons par deux énoncés de réduction. Le premier permet de passer des
points aux variétés.

Proposition 3.5 Soit I' un sous-groupe de rang fini. On suppose que pour tout
e > 0 il existe un réel c() > 0 tel que, pour tout point I'-transverse x € A, on a
wir ()1 Teh(z) > A (e). Alors T est de Dobrowolski.

Cette proposition justifie par exemple d’avoir utilisé dans le théoréeme 3.3 le
résultat de Carrizosa [Ca3] qui minore seulement la hauteur des points. Elle permet
aussi de réduire a ce cas la conjecture 3.4.

Pour établir cet énoncé, nous passons par un lemme qui sert également a montrer
Péquivalence des deux formulations de la conjecture de Zilber-Pink (voir partie
suivante).

Lemme 3.6 Soit I' un sous-groupe de rang fini de A. 1l existe un groupe algébrique
A’ (qui est un sous-groupe d’une puissance de A) et un point O-transverse v € A’
de sorte que, pour g € A, on a g € Tyt st et seulement s’il existe N € N\ {0} et
© € Hom(A’, A) tels que Ng = ¢().

DEMONSTRATION : Choisissons des éléments 71,...,7, de I' dont les images en-
gendrent le Q-espace vectoriel I' ® @ et formons le point v = (y1,...,7,) de A™.
Notons & = (&1, ...,&,) un point de torsion de A™ et A’ un sous-groupe algébrique

connexe de A" tels que 7/ € £ + A’ et de sorte que dim A’ soit minimale pour cette
propriété. Posons v = «' — £ et montrons que ce point convient. Par minimalité de
A’ il est O-transverse dans A’. Si g € ' il existe N’ € N\ {0} et af,...,a], € Z
tels que N'g = Y7 | al;. En multipliant N’ et les a} par un entier bien choisi nous
pouvons écrire aussi Ng = >, a;(7; —&;). L’application (21,...,2,) — >y a;%;
décrit un morphisme : A" — A et donc ¢ = ¥4 vérifie Ng = (7). Si main-
tenant g € T'syy nous pouvons écrire Mg = Z;=1 X;(g;) avec t,M € N\ {0},
X; € End(A) et g; € T'. Par ce qui précede Ng; = ¢;(y) pour N € N\ {0} et
¢; € Hom(A’, A) donc, avec ¢ = Z;Zl Xj © ¢j, nous avons bien MNg = ¢(v).
Pour la réciproque, il suffit de montrer Hom(A’, A)y C Tsat. Or, quitte & multi-
plier par un entier, un morphisme A’ — A s’étend en A™ — A et I'on a clairement
Hom(A™ A)-(v1,..-,7n) = End(A)-v1+---+End(4) -7, CEnd(A) - T C Tgar. O

L’indication sur la forme de A’ sert surtout & préciser sa nature : si A est un
tore, A’ aussi; si A est une variété abélienne & multiplications complexes, A’ aussi
etc.

Corollaire 3.1 Sous les hypothéses du lemme, une sous-variété V de A est T'-
transverse si et seulement si la sous-variété V x {v} de A x A’ est 0-transverse.
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DEMONSTRATION : Cela résulte de la proposition 4.2 beaucoup plus précise que
nous démontrerons plus bas. O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.5 : Soit 1 > 0. Considérons un couple
(A’,~) fourni par le lemme avec une hauteur normalisée h’ sur A’ telle que h/(y) < 7.
Pour une sous-variété V' de A définissons I’ensemble S = {& € V | & T-transverse
et h(z) < (dim A)(u®*(V) 4+ n)}. D’apres le corollaire et en utilisant la hauteur
W'(a,b) = h(a) + h'(b) sur A x A’ I'ensemble S x {v} s’écrit {y € (V x {7}) |
y O-transverse et h”(y) < (dim A)(u®==*(V x {v}) +n) — (dim A — 1)/ (v)} (car
us(V x {~v}) = p=(V) + 1/(v)). Maintenant un résultat d’Amoroso-David pour
les tores [AD2] et de Ratazzi pour les variétés abéliennes [Ra2] (qui démontrent
en fait notre proposition pour I' = {0}) affirme que {y € W | y O-transverse et
' (y) < (dim A)p®(W)+n} est dense dans W pour toute sous-variété O-transverse
W de A x A’. Appliqué a W =V x {7} et avec h/(y) < n ceci montre que S est
dense dans V si V est [-transverse. Appliquons alors ’hypotheése sur I' a z € S :
nous trouvons en majorant la hauteur wgp () (u®s(V) +n) > (dim A) =1l (e)
pour tout & > 0. L’inclusion {#} C V montre directement wg,. (z) < wi. (V) ce qui
permet de prendre cp(e) = (dim A) 7'l (¢). O

En utilisant le méme lemme, nous pouvons aussi ramener le cas des groupes de
rang fini aux points de torsion, mais seulement pour la propriété de Lehmer.

Proposition 3.6 On suppose que, pour tout sous-groupe algébrique connexe A"
d’une puissance de A, le sous-groupe Ay, de A" est de Lehmer. Alors tout sous-

groupe de rang fini de A est de Lehmer.

DEMONSTRATION : Soit I' un sous-groupe de rang fini non nul de A. Nous lui appli-
quons le lemme 3.6 pour obtenir un couple (A4’,v). Posons A” = Ax A’ et choisissons
des hauteurs normalisées h”/ = h 4+ h'. Comme le rang de T" est non nul, h'(~y) # 0.
Fixons ensuite un point I-transverse x € A et Z un fermé équidimensionnel de
A défini sur Kt contenant z et tel que wg,(z) = (deg Z)/(dimA=dim Z) "Notons
encore Kiors le corps Ka,,,. qui est aussi K4 . D’apres le lemme 3.6, le corps Kp
est contenu dans le corps de rationalité des points de division de . Par conséquent,
il existe un entier D > 1 tel que, pour tout multiple entier N de D et tout 7/
avec Nv' = ~, le fermé Z est défini sur Kio5(7'). Fixons ensuite un rationnel
d - L @)\ (o n) \V® .

ans l'intervalle [(5 h’(v)) , (2 h’(v)) ] que V'on écrit M/N avec M, N € N et
N multiple de D pour assurer la propriété ci-dessus. Soit enfin 2/ € A tel que
Mz’ = z. Par hypothese, A . est de Lehmer donc on peut écrire h”(a’,~') >
cwre,,,. (2',7) 71 car (a,7') est O-transverse en vertu du corollaire 3.1. Le choix de
M/N montre b/’ (z',~") = h(z") + W' (") = M—*h(z) + N=*h/(y) < 3N~*h/(y) puis
eN?® < wg,,..(¢',7") en modifiant la valeur de ¢ > 0. Pour évaluer l'indice d’obs-
truction, écrivons (z/,7') € [M]™1Z x {7'}. Comme ce dernier fermé est défini sur
Kiors(7') on a

|
wKtom(xlv'Y/) < ([KtorS(’Y/) ¢ Kiors] deg([M]AZ X {7/})) dim AT —dim 2

1
< (Ns dim A’ rs(dim A—dim 2) deg Z) Tm A7 —dm Z

dim A—dim Z

L[ MN\® dim A7 —dim Z
0

S . 3 N
Nous trouvons donc que (%) Wk (z) est minoré par une constante et, & nouveau

par le choix de M/N, il en va de méme de h(z)wg.(z). En utilisant ’analogue
de la proposition 3.5 ou 'on remplace £ par 0, nous avons montré que I' est de
Lehmer. O
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Malheureusement cette démonstration ne s’étend pas aux groupes de Dobro-
wolski : en suivant la méme démarche, il resterait une puissance de N¢ dans ’esti-
mation finale que ’on ne sait pas controler.

d) Minoration relative & une variété de I'-torsion

En suivant Carrizosa [Cal, Ca2, Ca3], nous introduisons un indice d’obstruction
relatif. Soient pour cela un corps L avec k C L C k et H une sous-variété de A
définie sur L. Pour V sous-variété de H on pose :

wi(V) = min{ (CW

deg, H

)1/(dideim Z)
|

Z fermé équidimensionnel défini sur L, V C Z C H }

Le résultat de Carrizosa est le premier a faire intervenir un tel indice et elle a
montré son utilité pour 'application a la conjecture de Zilber-Pink. L’intérét est
d’obtenir une minoration du minimum essentiel des variétés V qui ne sont ni I'-
transverse ni de I'-torsion en utilisant I'indice relatif a la plus petite sous-variété
de I'-torsion H contenant V' tout en conservant une dépendance explicite et fine en
deg H.

Ici nous montrons comme un tel résultat (pour les groupes saturés) se déduit
toujours de la propriété plus faible d’étre de Dobrowolski. Un énoncé allant dans
ce sens, dans le cas particulier I' = A et pour A = EY puissance d’'une courbe
elliptique, se trouve dans [Vil] (avec le degré au lieu de I'indice d’obstruction).

Théoréme 3.7 Soit I' un sous-groupe saturé de Dobrowolski. Pour tout € > 0 il
existe un réel cp(e) > 0 tel que si V est une sous-variété de A qui n’est pas de
T'-torsion et si H est la plus petite sous-variété de I'-torsion contenant V' alors

wite (V)17 (deg H)** 1™ (V) > cf(e).

Nous commengons par établir un énoncé qui correspond essentiellement a une
version faible du théoréme ou la constante dépend de H.

Lemme 3.7 Soient T' un sous-groupe de Dobrowolski saturé de A et f: A — A’
un morphisme surjectif de groupes algébriques. Pour tout € > 0 il existe un réel
cr,¢(e) > 0 tel que si V' est une sous-variété f(I')-transverse de A" alors

wier (V)T (VY) > er g (e).

Le lemme dit en particulier que f(I') est de Dobrowolski mais il dit un peu plus
car le corps K peut contenir strictement K ¢ ry.
DEMONSTRATION : Quitte & remplacer A par un groupe isogene (voir lemme 3.3)
on peut supposer A = A’ x A” et que f est la premiere projection. Le groupe I’
étant saturé, il s’écrit I' =T x I avec IV = f(T"). On associe a V' C A’ la variété
V=V'xA". SiV C v+ B alors B contient {0} x A” donc B = B’ x A” d’ou
v+ B =(y 4+ B’) x A” avec v/ € I". Ceci montre que si V' est I'-transverse alors
V' est I'-transverse. Maintenant, quitte & choisir une compactification produit et
une polarisation produit sur A de sorte que h(z,y) = h'(x) + h'’'(y), on voit que
ues (V) = p®s(V') car les points de hauteur nulle sont denses dans A”. Soit en-
suite Z’ défini sur Kt et contenant V' tel que wgp. (V') = (deg z’)!/(dim A'=dim Z')
Posons Z = Z' x A”. On a dimA — dimZ = dim A’ — dimZ’ puis degZ =
((ii:fzz,)(deg Z')(deg A”) tandis que Z est défini sur Kt et contient V. Par suite,
Wi (V) < (deg Z)V/(dimA=dim Z) < ¢y, (V') pour un réel ¢ indépendant de V. 11
vient wre. (V/)1Heuess (V') > e 12w, (V)12 u5(V) qui permet de conclure. O

La preuve du théoreme utilise de fagon cruciale la proposition suivante.
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Proposition 3.8 Pour tout (A, L) comme précédemment il existe une famille finie
F de morphismes surjectifs f: A — A’ (pour divers A') et un réel ¢ > 0 tels que,
pour tout sous-groupe algébrique connexe B de A, il existe f € F de sorte que f|p
soit une isogénie de degré au moins cdeg, B.

DEMONSTRATION : Nous utilisons la notion de projecteur normalisé décrite en
appendice qui introduit un couple (cq, B). Nous définissons F comme la famille
des quotients {A — A/B’ | B’ € B}. La composée B — A — A/B’ étant une
isogénie de degré Card(B N B’) lorsque ce nombre est fini, il nous suffit donc
de vérifier que si @ 0 ¢ = ap et |p| < coa alors Card(Ker’p N Imyp) est fini et
> cdeg(Kerogo). Si nous écrivons Kerg = F+Ker®p pour un ensemble fini F' tel que
les +Ker%y sont disjoints pour z € F alors on a deg(Kery) = (CardF) deg(Ker"y)
et Card(Kerp NImyp) = (CardF)Card(Ker’p NImey) (car Ker’p 4+ Imgp = A). Ainsi
il reste & montrer que Card(KerpNImyp) est fini et > cdeg(Kery). Or KerpNImp =
{x € Imp | ax = 0} d’apres ¢ o ¢ = ap donc Card(Kerp NImy) = a* mIMe (ayec
s = 1si Aest un tore et s = 2 sinon). Par suite Card(KerpNImg) > (cy*|p|)® dim Ime
et I'on conclut par le lemme 6.1. O
Nous utilisons aussi le fait suivant.

Lemme 3.8 Soit (A,L) comme précédemment. Il existe un réel A > 0 tel que
pour tout sous-groupe algébrique connexe B de A on peut trouver un sous-groupe
algébrique connexe B+ de A wvérifiant : B+ B+ = A, BN Bt fini et, pour tous
x € B ety e Bt onah(z)+ h(y) < Az +y).

DEMONSTRATION : Dans le cas ol A est une variété abélienne, une construction
classique (voir [Mu, p. 173] ou [Be2, p. 211]) donne un résultat plus précis : soit ¢
I'injection B < A et ¢,: A — A lisogénie associée & L ; on pose B+ = KerO(Zo or).
Soient encore j: B+ < A I'inclusion, add: A x A — A I’addition et P le faisceau de
Poincaré sur Ax A. On sait [Mu, p. 78] que (ids X ¢ )*P ~ add* Lopt LO  ops L8~
donc (¢ X j)*add™L =~ (v X ¢ 0 J)*P ® 1*L ® j*L. Par les propriétés de P, on
a (L X ¢r o j) Pyoyxpe trivial et (¢ X ¢z 0 §) Pipxiyy = ¢c(y)p = io ¢c(y)
trivial pour y € B+ donc (lemme de la balancoire [Mu, p. 54]) (¢ x ¢z 0 j)*P est
trivial. Ainsi (¢ X j)*add*L ~ *£ ® j*L ce qui montre, en passant aux hauteurs
normalisées, h(z + y) = h(z) + h(y) pour (x,y) € B x B*. Ceci entraine aussi
B N B* fini et, par dimension, B + B+ = A. Dans le cas torique, nous supposons
que la hauteur est donnée par la compactification A = G7 C (P1)" de sorte que
h(z1,...,2n) = h(z1) + -+ + h(xy). Soit d = dim B. On choisit un morphisme de
groupes algébriques f: G¢ — A tel que Imf = B. Ce morphisme f est donné par une
matrice F' € Mat,, 4(Z) et I'on peut, sans changer Imf, faire des combinaisons des
colonnes de F' de sorte que celles-ci soient deux & deux orthogonales entre elles (dans
Z" avec le produit scalaire usuel). On forme ensuite une matrice G € Mat,, ,,—q(Z)
en complétant la famille libre des colonnes de F' en une base orthogonale de Q"
contenue dans Z". Quitte & multiplier chaque colonne de F' ou GG par un entier, on
peut supposer que la norme de chaque colonne appartient & un intervalle [N, 2N
pour N € N\ {0}. On note g: G"~¢ — A le morphisme donné par G et B+ = Img.
La construction donne clairement B+ B+ = A donc par dimension BN B est fini.
Il reste & voir h(f(x)) + h(g(y)) < A(f(z) + g(y)) pour = € k¢, y € k"%, Avec la
hauteur choisie, h(f(x)) < 2nN - h(z) et de méme h(g(y)) < 2nN - h(y). D’autre
part, si M = '(F G) € Mat, ,(Z) et si p: A — A est I'isogénie associée & M, on
a h(o(f(x) +g(y))) <2nN - h(f(x) + g(y)) (chaque coefficient de M est de valeur
absolue au plus 2N). Par ailleurs, 'application (z,y) — ¢(f(z) + g(y)) est donnée
par la matrice diagonale M*M dont chaque coefficient diagonal est au moins N2.
Par suite h(o(f(x) + g(y)) > N?(h(z) + h(y)). En combinant les estimations, le
parametre N disparait et I'on obtient le résultat avec A = (2n)2. Pour un autre
choix de hauteurs, on a ¢c='h < I’ < ch (lemme 3.2) donc A = (2n)%¢? convient. O
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DEMONSTRATION DU THEOREME : Ecrivons H =~ + B avec v € I' et B un sous-
groupe algébrique connexe. Comme I est saturé on a I' = (I'N B) + (I'N B) ce qui
permet de supposer v € I'N B+ (avec B+ comme dans le lemme 3.8). En particulier,
siz € B, on a h(x) < Ar(x + ) d’ou on déduit u®*(V — ) < Au®s(V). D’autre
part, comme v est défini sur Kt (ainsi que B car B est 'adhérence de Bios C T),
nous avons immédiatement wll}{r (V)= wlB(F (V —7). Ceci montre qu'il suffit d’établir
le résultat pour V —+ au lieu de V. Autrement dit, nous supposons désormais v = 0
et donc V' C B = H. Nous appliquons la proposition 3.8 qui fournit un morphisme
f:A— A tel que ¢ = f|p est une isogénie B — A’ de degré a > cdeg, B. Quitte
a remplacer £ par une puissance on peut supposer h'(f(x)) < h(z) pour z € A et
degs. . Z < deg, Z pour un fermé Z de B (on a choisi L’ sur une compactification
de A’ donnant la hauteur k' ; pour avoir ces propriétés il suffit dans le cas abélien que
(f*L")®~1 ® L soit engendré par ses sections globales et dans le cas torique qu’elles
I’engendrent au-dessus de A; il faut auparavant choisir les compactifications pour
que f s’étende ; ceci modifie ¢ sans gravité). Il existe une isogénie 1): A’ — B telle que
Yoy = [a] sur B et potp = [a] sur A’. Comme le degré de [a] est a®® avec b = dim B,
on a degt = a®*~!. Nous posons W = 1 ~!(V) qui est un fermé équidimensionnel
de A’. L’idée consiste a appliquer & W le lemme 3.7. Comme B est la plus petite
sous-variété de I'-torsion contenant V', de méme A’ est la plus petite sous-variété
de f(T')-torsion contenant une composante quelconque de W. Ceci montre que ces
composantes sont f(I")-transverses. Ensuite, on a [a|W = (W) = o(V) = f(V)
donc a®*us (W) = p=([a)W) = p==(f(V)) < u®™(V) (car b’ o f < h). Choisissons
maintenant un fermé équidimensionnel Z défini sur Kr tel que V. C Z C B et
wi (V) = (deg, Z/ deg, B)Y/®=9 ot d = dim Z. L’ensemble équidimensionnel
Y = ¢~ 1(Z) de A’ contient W et est défini sur K. Estimons son degré. Dans le
cas abélien, nous avons :

a* deg, Y = deg a2 ¥ H(Z) = deg o s v H(Z)

=deg. o V¥~ (Z) = (deg -1 (z))(deg,- o1 Z).
Dans le cas torique, pour faire ce calcul, nous choisissons deux nouvelles compacti-
fications de A’ et B de facon a avoir des extensions :

PO R .
U U U
N R )

Nous choisissons A’ comme un éclatement mA — A et L = 7L Alors les
morphismes [a] 5, o 7 et ¢ 01 coincident sur A" donc sont égaux. Ceci donne L =
*@* L' et justifie (avec ¥—1(Z) C ¢ ~1(Z) dans A)

atdeg, Y = (L) - p=1(Z) < (W ¢ L) 4471 2).

On termine ensuite le calcul de méme et ’on a donc dans tous les cas
a*¥deg, Y < (deg Viy-1(2))(degypr Z).

Maintenant deg|y-1(z) < degy) = a1 et deg -y Z = degg.p Z < deg, Z donc
deg, Y < a*®=D~1deg, Z puis wg, (W) < a®(deg, B/a)'/®~Dwk (V). Finale-
ment

1+e€
deg, B\ "7
WKF(W)1+EMeSS(W) S as€ ( egaL ) OJI]?F(V)lJFEMeSS(V).

Nous pouvons sans restriction supposer e < (s(b—d)—1)~! de sorte que I'expression
obtenue est une fonction décroissante de a. Nous pouvons alors remplacer a par
cdeg, B ce qui nous donne (en changeant la valeur de c)

wice (W) (W) < ™' (deg B) wg, (V)72 u™(V).
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L’application du lemme 3.7 a W donne bien le théoreme. OJ

Ce résultat permet donc d’obtenir des versions améliorées des théoremes de
Delsinne [Del], Amoroso-David [AD3] ou Galateau [Ga]. En fait on a méme mieux :
si 'on dispose d’un résultat de la forme wg. (V) (log 3wk (V) 1®(V) > cr pour
toute variété I'-transverse V alors la démonstration fournit une minoration de la
forme wi (V)(log 3(deg H)*wi (V)" u®* (V) > ¢ exactement de la méme fagon.

Notons aussi (encore plus simplement) que si I' était supposé de Lehmer dans
le théoreme alors on aurait la conclusion avec € = 0.

4 Liens avec la conjecture de Zilber-Pink

a) Formulations de la conjecture

Nous restons dans le cadre des notations 1.1 : A est un tore ou une variété
abélienne sur un corps de nombres. Pour un entier r avec 0 < r < dim A, nous

notons
A=) @
codimG>r

I'union des sous-groupes algébriques de A de codimension au moins r. Par commo-
dité, nous écrirons aussi AU} pour 'union des sous-groupes algébriques connezes de
A de codimension au moins r. Nous avons Al'l = A .« + AU} et Ay = AldIMAL
Par suite, si I' est un sous-groupe contenant Ao (c’est le cas notamment si I' est
saturé) alors T" + Al"l = T 4+ AU} Remarquons aussi que T'aay + Al est Punion
de toutes les sous-variétés de I'-torsion de codimension au moins r. Dans ce cadre,
la conjecture de Zilber-Pink est la suivante (nous verrons ci-dessous, théoréme 4.3,
qu’elle est équivalente aux conjectures 5.1 et 5.2 de [Pi]; dans le cas torique, on
retrouve la Conjecture des Intersections sur les Tores, CIT, de [Z]).

Conjecture 4.1 Si T' est un sous-groupe de rang fini de A et X une sous-variété
I-transverse de A alors Uintersection X N T + A X+ et pas dense dans X .

Comme I' n’intervient qu’a travers I' + Ay dans cet énoncé, il n’y a aucune
restriction & supposer Aios C I'. En fait, si I est de rang fini, il en va de méme de
T'sat donc la véracité de la conjecture pour I'gny en entraine la véracité pour I' et
nous pourrions donc supposer tout de suite I' saturé.

L’ensemble X NT 4 AlmX+1] ¢tant 'union des intersections X N T + B (ot
B parcourt ’ensemble des sous-groupes algébriques connexes de A avec dim X +
dim B < dim A), on peut se demander dans un premier temps & quelle condition une
telle intersection individuelle X NT" 4 B peut étre dense. La réponse est donnée par
les théoremes sur le probleme de Mordell-Lang [F1, F2, Hi, La2, Ray, Voj, McQ).
Notons p: A — A/B la projection. L’ensemble X NT' + B est dense dans X si et
seulement si p(X) N p(T) est dense dans p(X). Le groupe p(T') est de rang fini et
la variété p(X) est de dimension < dim X < dim A/B. Par suite si p(X) N p(T)
est dense dans p(X) alors p(X) est de p(I')-torsion (c’est une équivalence si I' est
saturé). Si cest le cas X C p~1(p(X)) et p~(p(X)) est de I'-torsion. Tout ceci
montre que si X NT" + B est dense dans X alors X n’est pas I'-transverse. Nous
pouvons donner un résultat plus précis en introduisant un ensemble exceptionnel :
Zx r est 'ensemble des points © € X pour lesquels il existe une sous-variété H de
I’-torsion de A telle que

dim, X N H > max(0,dim X + dim H — dim A).

Il s’agit de I’ensemble noté Zg?’ilinxﬂ) dans [R1]. SiI' = {0} ona Zxo= X\ X"
tandis qu’avec I' = A on a Zx 4 = X \ X° dans les notations X° et Xt de
Bombieri-Masser-Zannier [BMZ4].
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Lemme 4.1 Si B est un sous-groupe algébrique connexe de A tel que dim X +
dim B < dim A et si I' est de rang fini alors Uensemble (X \ Zx ) NT + B est fini.

DEMONSTRATION : Notons encore p: A — A/B la projection et E I'ensemble de
I’énoncé. Soit Y une composante irréductible de I'adhérence de E. Comme Y N
I' + B est dense dans Y et dimY + dim B < dim A, la variété Y est contenue
dans H = p~*(p(Y)) de I-torsion. Si z € ENY alors dimY < dim, X N H <
max(0,dim X +dim H —dim A) < max(0,dim H —dim B — 1) = max(0, dim p(Y") —
1) <max(0,dimY — 1). On en déduit dimY = 0 et donc E est fini. O

Nous allons maintenant montrer que la conjecture se réduit au cas ou I' = {0}.
Le point crucial est la bijection suivante.

Proposition 4.2 Dans le cadre du lemme 3.6 considérons lapplication \: A —
A x A" donnée par A(x) = (x,7). Fizons a € A. Alors Uapplication ® qui & une
sous-variété de 0-torsion H' de Ax A’ contenant A(a) associe la composante ®(H')
de A\™Y(H') contenant a réalise une bijection entre ces sous-variétés de 0-torsion de
A x A’ et les sous-variétés de I'-torsion de A contenant a. De plus cette bijection
conserve la codimension : dim A — dim ®(H') = dim(A x A’) —dim H'.

DEMONSTRATION : Soit tout d’abord H une sous-variété de I'-torsion de A conte-
nant a. Nous écrivons H = g+ B avec B sous-groupe algébrique connexe et g € ['gys.
Il existe N € N\ {0} et ¢ € Hom(A’, A) tels que Ng = (7). Notons G le sous-
groupe algébrique de A X A’ noyau de A x A" — A, (z,y) — Nz — p(y). Comme
N # 0, cette application est surjective donc dim G = dim A’. Notons aussi que
GN (B x {0}) = Ker[N]p est fini donc le groupe G + (B x {0}) est de codimension
dim A —dim H. Notons H' sa composante contenant A(a). Par construction A(H) C
H' (car (g,7) € G). Si (z,7v) € H alors (x — g,0) € (G+ (B x {0})) N (A x {0}) =
(Ker[N]+B) x {0} d’ou z € g+ B+Ker[N] ce qui montre A\™'(H') = g+ B+Ker[N]
puis ®(H') = H. Supposons ensuite que H" soit une variété de O-torsion contenant
Ma) telle que ®(H”) = H. Berivons H” = & + B’ avec £ € (A X A )iors €t B’
sous-groupe algébrique connexe de A x A’. Comme (g,7) + (B x {0}) C H” on a
B x {0} C B’ et B est maximal pour cette propriété donc B'N(A x {0}) = B x {0}.
Par ailleurs la seconde projection de H” N G (sur A’) contient v donc, ce dernier
étant O-transverse, est égale a4 A’. Par dimension H” NG est une composante de G et
Pon a aussi po(B’) = A’. De la sorte H” contient une composante de G+ (B x {0})
donc H' C H” tandis que B’ N (A x {0}) = B x {0} et po(B’) = A’ donnent
dim B’ = dim A’ + dim B donc dim H” = dim B’ = dim H' puis H' = H'.

Ceci fait, il nous reste seulement & voir que, pour tout H’ comme dans ’énoncé,
®(H') est bien de I'-torsion. Soit donc un tel H' que 'on écrit {+B’ comme ci-dessus.
On définit B par B'N(Ax{0}) = (F'+B) x{0} ou F est un groupe fini. Si A(x) € H’
alors A(z) — & et A(a) — £ appartiennent & B’ donc A(z) — A(a) = (x —a,0) € F+ B
dott z € a+ F + B. Ceci donne A\"'(H') = a+ F + B et donc ®(H') = a + B.
Voyons enfin que a + B rencontre I'y,;. Comme plus haut po: B — A’ est surjectif
donc il existe un morphisme ¢: A’ — B’ tel que py o ¢ = [N] pour un certain
N € N\ {0}. On écrit € = (£1,&2) et on choisit y € A’ tel que Ny = v — &. Alors
¢(y) = (p1ow(y),v—&2) € B’ donc prop(y)+&1 € a+F+B (car (a—&,7—&2) € B).
D’autre part Npi o ¢(y) = p1 o @(y) — p1 o ¢(&) € Hom(A’, A)y + A¢ors donc
P10 @(y) € Dsat. Comme & € Ty et F' C Tgat, ceci termine la démonstration. O

En revenant aux définitions, nous en déduisons les bijections suivantes.

Corollaire 4.1 Dans le cadre de la propostion, soit X une sous-variété de A. Alors
la bijection \: X — MN(X) induit des bijections entre :

(1) X Nt + A et AM(X) N (A x A pour tout r € N ;

(2) Zxr et Zxx)o-
De plus X est I'-transverse si et seulement si A\(X) est 0-transverse.
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Soit maintenant une classe A de groupes algébriques connexes comme précédem-
ment (tore ou variété abélienne). Nous dirons en abrégé que A est stable lorsqu’elle
est stable par produit et par passage a un sous-groupe algébrique connexe.

Théoréme 4.3 Pour une classe stable A, les trois assertions suivantes sont équi-
valentes.

(1) La conjecture est vraie pour A € A.

(2) La conjecture est vraie pour A € A et T' = {0}.

(3) La conjecture est vraie pour A € A et X transverse.

DEMONSTRATION : (2) = (1) : pour A € A et I' C A on applique le lemme 3.6
qui fournit donc A’ et A comme dans le corollaire précédent. Soit X une variété
D-transverse. Comme A(X) est O-transverse et A’ x A € A, on voit par (2) que
AMX) N (A x ANAAOH] pest pas dense dans A(X). Par suite X NT 4 Aldim X+1]
n’est pas dense dans X. (1) = (3) : tautologie. (3) = (2) : soient A € Aet X C A
0-transverse. Ecrivons ~v 4+ B la plus petite sous-variété de A-torsion contenant X.
Quitte & faire une isogénie, on peut supposer A = B x B’ avec X =Y x {7y} et
Y C B est B-transverse. On définit I' C B comme l’ensemble des g tels qu’il existe
N € N\ {0} et ¢ € Hom(B’, B) avec Ng = ¢(7). Le groupe I est de type fini et
saturé. Comme B € A, on peut appliquer (3) & (B,Y,T). Ainsi Y 0T + BldimY+1]
n’est pas dense dans Y. De plus, nous sommes dans les conditions du lemme 3.6 :
si v n’était pas O-transverse alors il en irait de méme de X. Le corollaire montre
donc que X N AldmX+1] yest pas dense dans X. Clest le résultat (en réalité apres
isogénie mais toute isogénie A — A’ fait correspondre A"l et A'l"]). O

L’assertion (2) correspond exactement a la conjecture 5.1 de [Pi] et lassertion
(3) a la conjecture 5.2. Pink montre ’équivalence de (2) et (3) plus généralement
pour une variété semi-abélienne.

Ainsi pour établir (1) I'on peut se contenter d’établir (2) ou (3). En réalité,
on peut méme utiliser le va-et-vient de fagon plus subtile en faisant une partie de
la preuve sous les hypotheéses de (3) et une autre sous I'hypotheése de (2) : c'est
typiquement le cas dans [RV] pour les courbes ol une borne de hauteur est établie
dans le cadre de (3) avant de revenir en (2) pour appliquer un résultat de type
Lehmer. Méme en dimension supérieure on peut utiliser ce schéma pour obtenir des
résultats partiels.

Les méthodes évoquées dans le cours de Ph. Habegger permettent de montrer :

(a) Zx, 4 est fermé.

(b) (X \ Zx.a)NT + Aldm X+ egt de hauteur bornée.

Dans le cas torique (a) est dii & Bombieri, Masser et Zannier [BMZ4] tandis que
(b) est dit & Habegger si I' = {0} [Ha2] et & Maurin [Mau2, Mau3] en général. Dans
le cas abélien (a) et (b) ont été établis par auteur de ces lignes [R2, R3] (et le
théoréme d’Habegger [Ha3] donne une autre démonstration du cas I' = {0}).

Dans la suite de cette partie, nous examinons comment les minorations de hau-
teur étudiées dans la partie précédente permettent d’obtenir des résultats de la
forme :

fo € (X\ Zx.a) NT + A X1 | () < g}

est fini (ou seulement non dense dans X) pour tout S € R. Ceci montre que la
conjecture de Zilber-Pink est vraie pour les X tels que Zx 4 # X (lorsque l'on
connait les minorations de hauteurs idoines). L’on sait aussi caractériser les variétés
X remplissant cette condition.

b) Application du probléme de Lehmer

Depuis le premier article de Bombieri, Masser et Zannier sur le sujet [BMZ1],
a Dorigine de la série [BMZ1]-[BMZ6], 'étape consistant & passer d’un ensemble
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de hauteur bornée a un ensemble fini utilise des estimations dans la direction du
probléeme de Lehmer. On s’est ensuite apergu que le cadre du probleme de Lehmer
relatif donnait une approche plus efficace, surtout en dimension supérieure.

Nous reprenons ceci en tirant parti du théoreme 3.7. Cette démarche s’inspire
de I’appendice de la these de M. Carrizosa [Cal].

Théoréme 4.4 Si T est un sous-groupe saturé de rang fini et de Dobrowolski de A
et si X est une sous-variété de A alors

{z € (X\ Zxr)NT + AmXH | h(g) < g}
est fini pour tout B € R.
Nous utiliserons de maniere cruciale le résultat d’interpolation suivant.

Proposition 4.5 Soient I' un groupe saturé et X une sous-variété de A définie
sur Kp. Il existe un réel p ayant la propriété suivante. Soit H une variété de I'-
torsion telle que dim X + dimH < dimA. Siz € (X \ Zxr) N H alors il existe
un fermé V contenant H et défini sur Kr tel que x est un point isolé de X NV et
degv < p(deg H)l—l/codirnH‘

Remarque. Dans la démonstration ci-dessous on construit V' équidimensionnel
de dimension dim H + 1. Plus généralement, on pourrait, pour d € {1,...,dim A —
dim X — dim H}, trouver sans grand changement un fermé V; équidimensionnel de
dimension dim H + d vérifiant les mémes conditions ainsi que la majoration plus
forte deg Vy < p(deg H)'—@/codimi
DEMONSTRATION : Pour établir ’énoncé, nous pouvons modifier le couple (A, £)
qui sert & mesurer les degrés (seule la valeur de p est affectée). Dans le cas abélien,
nous choisissons £ de sorte que £ = f*£’ pour une isogénie f: A — A’ vers une
variété abélienne polarisée (A’, L") produit de variétés simples (A;, £;) deux & deux
égales ou non isogenes et telles que EndA; est un ordre maximal de EndA; ® Q.
Dans le cas torique, nous utilisons ((P*)", (1)) (et f = id4). Ecrivons maintenant
H = ~+ B avec v € T et B une sous-variété semi-abélienne de A. Soit B’ une
sous-variété semi-abélienne telle que B C B’ et B’/B simple. Si nous appliquons
I'hypothese z € Zx r & B et B’ nous trouvons

dim, XNH < max(0,dimX + dim B —dim A) =0
dim, XN(y+ B') < max(0,dimX + dim B’ — dim 4) < dim(B’/B).

Notons m: B — B’/B la projection et Y I'union des composantes de X N (y + B’)
contenant x. Nos inégalités montrent que x est un point isolé de Y N (y+7~1(0)) C
X NH et n(Y —~) # B'/B. Par suite, si C est une courbe de B’/B non contenue
dans (Y — ), définie sur Kt (B et B’ le sont car Aios C I') et contenant 0 alors
V = y+771(C) est définie sur Kr, contient H = y+71(0) et x est isolé dans XNV
car les composantes de cette intersection qui contiennent x sont contenues dans
YNV =YN(y+7 H(CN7(Y —7))) donc dans Y N(y+7~1(0)) ot1 x est isolé. Il reste
donc seulement & choisir B’ et C' pour pouvoir estimer le degré de V' comme dans
I’énoncé. Vu le choix de L, ceci peut se faire au but de f (quitte & choisir C' comme
limage réciproque d’une courbe & travers 'isogénie B'/B — f(B’)/f(B) induite par
/). Nous nous autorisons donc & noter encore B I'image de B dans A’ = [[\", A"
ot les A; sont simples deux & deux non isogénes. Nous avons B = [[;~, B; avec
B; C A" et codimB; = ¢;dim A; pour un entier ¢;. Nous fixons une norme sur
EndA; ® R qui induit une norme sur Hom(A?, 4;) ® R ~ (EndA; ® R)™. D’apres
les résultats de [LR] il existe ¢;1,...,9;q € Hom(A?, A;), libres sur EndA4;, nuls
sur B; tels que

qi
¢ '(deg B;) < H i j|°4m A < c(deg B;);

Jj=1
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nous utilisons ici le lemme de Siegel sur End4; ® Q [LR, théoréme 3.1], le calcul du
degré de B; comme hauteur [LR, théoréme 5.1] ainsi que la dualité [LR, théoréme
7.1] pour passer de l'espace des ¢: A; — A" d’image contenue dans B; a celui des
p: A7 — A; nuls sur B; ; pour la minoration on emploie [LR, proposition 8.2]. Dans
le cas torique (s = m = dim A; = 1) le méme argument vaut avec le lemme de Siegel
usuel et I'expression de deg B comme volume du module des relations de B. Nous
supposons la fonction j +— [¢; ;| croissante pour tout ¢ et nous choisissons ig tel que
la norme [;, 4, | soit maximale. Ce choix donne

1-1/codimB
|§01'0,q7:0 731_‘[ |90i,j|3dimAi < H “Pi,j|8dimAi < c/(degB)lfl/codimH
1,5 ,J
(on fait usage de max(zq,...,zy) > (z1---2n)YN pour N = 3. ¢;dimA4; =

codimB). 1l va donc nous suffire de majorer deg V' par un multiple du membre de
gauche. Pour cela définissons B’ C A’ par B’ = [[", Bl avec B, = B, si i # iy
et B = (ﬂ;h:ol_l Kergpi07j>0. Ainsi B C B’ et le morphisme ¢;, 4, -~ induit une
isogénie a: B’/B — A;,. Nous pouvons choisir dans A;, des courbes définies sur
Kr, contenant 0, de degré borné et telles qu’aucun fermé strict ne les contient
toutes (si A;, est plongé dans IP* on le coupe par des variétés linéaires de dimension

¢ — dim A;, + 1). Pour une telle courbe C’ on pose a~(C’) = C et on évalue
degm 1(O). Ici 771(C) = 7 ta=}(C") = p{olap%}% (C"YN B’ donc degm1(C) <

deg B’ - degpi_ol<pi_0)1qi0 (C"). Par les arguments ci-dessus on a

—sdi Ai di Ai
deg B' < clig g5, |2 Ao [ ] i ™
2%
tandis que degpi_ohpi_(]’lqio (C") < clig.qp, |* @™ 40~ (dans le cas abélien on obtient
cette relation comme dans le lemme 6.1; dans le cas torique elle est inutile car

71(C) = B’). Ensuite on mutliplie et I'on a le résultat (voir aussi la partie 6 de
[R1] pour une démonstration essentiellement analogue). 0

DEMONSTRATION DU THEOREME : Quitte & faire une extension finie de k, on peut
supposer X définie sur k. Soit x un élément de 'ensemble de I’énoncé. Il appartient
a une variété de I'-torsion H que nous choisissons de dimension minimale. Fixons
£ = (dim A)~2. Par le théoréme 3.7, nous avons

Wity ()14 (deg H)**h(z) > cp(e)

lorsque {2} n’est pas de I-torsion c’est-a-dire si ¢ I'. Nous appliquons la propo-
sition précédente & x et obtenons un fermé V. Comme X et V sont définis sur K
et que x est isolé dans X NV nous avons

[Kr(x) : K] < deg(X NV) < deg X deg V' < p(deg X)(deg H) ~1/codimt
Par suite

[Kr(z) : Kr]

wiy (1) < deg H

< p(deg X)(deg H)*l/codimH.
En utilisant h(z) < 8, on obtient, pour un réel ¢ > 0 indépendant de x :
(deg H)2e~(1+e)/(dim H-codimH) .

Ensuite par le choix de ¢, nous notons

1+¢ <9 1
dim H - codimH — “°” dim H(dim A — dim H

2e ] < 2e — —2e.

(dimA)2 ~
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Ceci fournit deg H < ¢ /22, Si z € T ce qui précede n’est pas valable mais ici
H = {z} donc deg H = 1. Maintenant l’ensemble G des sous-groupes algébriques
connexes de codimension > dim X et de degré < max(1,c /?¢) est fini et nous
venons de montrer que si x appartient a I’ensemble de I’énoncé alors il existe B € G
tel que € I' + B. Par suite notre ensemble est contenu dans I'union

U (X\Zxr)n(I'+B)
Beg

qui est finie par le lemme 4.1. O

Bien entendu, dans I’état actuel des connaissances, ce théoreme ne s’applique
qu’a I' = Aios lorsque A est un tore ou une variété abélienne & mutliplications com-
plexes (d’apres les résultats de Delsinne et Carrizosa, voir théoreme 3.3). Toutefois
la conclusion est encore valable pour I' de rang fini quelconque gréace a la bijection
du corollaire 4.1. Avec le résultat de hauteur bornée rappelé plus haut, nous avons
donc la conclusion suivante.

Corollaire 4.2 Si Aiops est de Dobrowolski alors la conjecture de Zilber-Pink est
vraie pour tout I' sous la condition X # Zx A.

c) Application du probléeme de Bogomolov

Plus récemment le probleme de Bogomolov effectif (dire que ' = A est de
Dobrowolski) a été utilisé pour traiter les points de petite hauteur dans la conjecture
de Zilber-Pink. Ceci a été mis en ceuvre par Habegger [Hal] dans les tores puis
par Viada [Vi2] dans les variétés abéliennes. Cette approche est aussi utilisée par
Maurin [Maul, Mau2, Mau3] dans ses résultats sur les tores. Notre présentation
suit essentiellement [Mau3, partie 7] mais & la fois pour les tores et pour les variétés
abéliennes.

Toujours dans le cadre des notations 1.1 avec la hauteur normalisée h nous
définissons pour un réel € et une partie S de A le cone suivant :

C(S,e)={z+z|zeS, h(z)<e(l+h(x))}

Nous démontrons alors le résultat suivant.

Théoreme 4.6 Si A est de Dobrowolski alors pour tout réel 5, toute sous-variété
X de A transverse et de stabilisateur fini, tout sous-groupe I' de rang fini, il existe
€ >0 tel que

{ e X NC(T + Adm X+ oy | p(2) < B}

n’est pas dense dans X.

Pour démontrer ceci, nous pouvons comme plus haut changer de compactifica-
tion. Dans le cas torique, nous choisissons A = (PP*)". Nous posons |z| = h(z)'/*
pour z € A (rappelons que s = 1 si A est un tore et s = 2 sinon). De cette fagon, ||
induit une norme sur A(k) ®R. De plus nous choisissons une norme sur End(4)® R
liée & la précédente par la propriété |p(z)| < |¢||x| pour tous x € A et v € End(A).
D’apres 'appendice, un couple (cg, B) et une notion de projecteur normalisé sont
associés a cette norme. Nous utilisons de maniere cruciale ces outils dans les preuves

qui suivent.

Lemme 4.2 Six € '+ A"l alors il existe v € Tgay, P € Al tels que x = v+ P et
max(|7[,|P|) < (co +1)lz[.
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DEMONSTRATION : Ecrivons z = 7/ + P’ avec v/ € T' et P’ € All. Soit ¢ un
projecteur normalisé tel que rge > r et (P’) = 0. Notons a = a(y) et v un élément
tel que ay = p(x). Comme ay = ¢(7') on a v € Tgy. Par ailleurs ap(x — ) =
ap(z) — p(ay) = (ap — po p)(x) = 0 donc P =z — v € Al'l. Enfin max(|y|, |P]) <
2+ bl < Jel + o (@) < lal + o~ llz] < (co + Dal. D

Voyons maintenant que nous pouvons approcher efficacement nos projecteurs
normalisés par un ensemble fini.

Lemme 4.3 Il existe un réel ¢ > 0 tel que, pour tout réel QQ > c, il existe un
ensemble fini de projecteurs 2-normalisés Eq tel que si € Eg alors Q < a(y) <
2Q et, pour tout projecteur normalisé @, il existe 1) € Eg de méme rang que ¢ avec

[p/alp) = ¥/a(¥)] < c/a(t).

DEMONSTRATION : Soit B € B. On considére le sous-groupe Ag = {x € End(A) |
Imy C B et x(B) = 0} de End(A4). On note Ap la distance minimale d’un point
de Ap ® R & Ap. On choisit aussi un projecteur normalisé g tel que Imyp = B
et 'on pose cg = max(Ap,a(v¥p)). On définit alors ¢ = max{cg | B € B}. Soient
maintenant @ et ¢ comme dans ’énoncé. On note B = Imy. On choisit un entier a
multiple de a(¢¥p) tel que Q < a < 2Q (ceci est possible car @ > ¢ > a(yp)). Nous

avons alors .
14 B
v _¥YB Ap @ Q
@ <a(<p) a(z/)B)) € An

donc il existe x € Apg avec

o (st - agfﬁ)) x| <2

Posons ¢ = (a/a(yp))p + x € End(A) et vérifions les propriétés requises. Comme
Imyp = B et Imy C B on a Imy C B. De plus x(B) = 0 donne yotp =xox =0
et Imy C B entraine g oy = a(¢p)x. En combinant ceci on trouve ¥o1) = a). En
particulier Imyp = B. Enfin || < |ap/a(p)|+ A < cpa+ Ap. Par le choix de Q > ¢
onaa>A\g > cal)\B donc || < 2¢pa. Tout ceci montre que ¥ est un projecteur
2-normalisé avec a(y)) = a. Par définition |¢/a(p) — ¥/a| < Ap/a < c¢/a et ¢ est
choisi dans ’ensemble fini des projecteurs 2-normalisés de norme au plus 4coQ. [J

Nous entamons maintenant la démonstration du théoreme 4.6. Nous commen-
cons par une série de réductions de cet énoncé jusqu’a obtenir une assertion de
minoration d’un minimum essentiel qui I’entraine. Pour alléger les notations, nous
notons Xy p I’ensemble des sous-variétés de A transverses, de stabilisateur fini, de

dimension d et de degré D ainsi que Py (resp. Pf)) I’ensemble des projecteurs
normalisés (resp. 2-normalisés) de rang au moins d + 1. On rappelle que AldH1] =

Ugep, Kerp.

Proposition 4.7 Soient I' un groupe de rang fini et d, D des entiers avec 0 < d <
g=dim A et D > 1. Dans la liste suivante, chaque assertion entraine la précédente.
(1) Pour tout f1 € R il existe 1 > 0 tel que si X1 € Xy p alors Fy = {x1 €
X1NC(T+ A[d“},sl) | |z1] < B1} n'est pas dense dans X;.
(2) Pour tout B2 € R il existe €2 > 0 tel que si Xo € Xg p alors Uensemble Fy
des x9 € Xo qui s’écrivent xo = vo + Po + 29 avec vo € Dgny, P2 € A[‘”l],
29 € A et |y2| < Ba, |Pa| < B2, |22] < &2 nlest pas dense dans Xs.
(3) Pour tout B3 € R il existe e3 > 0 tel que si X3 € Xygp alors l'ensemble
Fs des x5 € X3 qui s’écrivent x5 = Py + 23 avec Py € Al 2o € A et
|Ps| < B3, |23] < e3 nest pas dense dans X3.
(4) Pour tout B4 € R il existe e4 > 0 tel que si X4 € Xyqp alors 'ensemble F)y
des x4 € X4 pour lesquels |x4| < By et il existe o4 € Py avec |p(x4)] < |p4lea
n’est pas dense dans Xy.
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(5) Il existe e5 > 0 tel que pour tous X5 € Xyp et g5 € 73(32) on ait

p5((id + ¢5)(X5)) > alps) '/ es.

DEMONSTRATION : Nous ne changeons pas les assertions si nous imposons de plus
dans chacune 8; > 1 et ¢; < 1/4. Nous démontrons donc les 4 implications requises
avec ces conditions supplémentaires. (2) = (1) On pose B2 = (¢o + 1)(261 + 1).
L’assertion (2) fournit 2 > 0 et on définit &1 = £5(26; +2)~*® puis Xo = X;. Il suffit
alors de voir F} C F5. Si xz1 € Fy on écrit x1 = y+ 29 avec y € F—f—A[d‘H], zp € Aet
h(z2) < 21(h(y)+1). Onalzs| < </ (lyl+1) puis [y] < o1 |+]22] < Bi+(1/2)(lyl+1)
donc |y| < 281 + 1. Ceci fournit |z9| < €5. D’autre part, par le lemme 4.2, y s’écrit
vo + Py avec vo € Dgay et Py € AldF1] et max(|yz|, [P2]) < (co + 1)]y| < Ba. Ceci
montre bien z; € Fy. (3) = (2) Nous employons 5 = (2 et 2 = £3/2. Comme
[sat est de rang fini, nous pouvons écrire {ve € Tsay | |7| < B2} = U%es{*yg € Daat |
|72 — 73] < €2} ot S est un ensemble fini. Montrons alors F> C |, 573 + F3 o
chaque F3 est défini avec X3 = Xy — 3. En effet si 0 = 79 + Py + 29 € F5 alors
Xo—7y3 = Po+ 20+ (y2—73) avec |Po| < o ety si z3 = 20+ (Y2 —73), |23] < 282 = £3.
Nous avons bien X3 € Xy p car deg(Xe — v3) = deg(X2) et Stab(Xe — 73) =
Stab(Xg). (4) — (3) Ici B4 = B3+ 1, e4 = e3, X4 = X3. Si x3 = P35 + z3 il existe
¢4 € Pq avec @4(P3) = 0 donc |pa(xs)| = |ea(zs)] < [pal[zs] < |pales. De plus
|zg| < B3 + e3 < B4. Ceci montre directement F3 C Fy. (5) = (4) Nous posons
Q = (2(c +1)Bac51)?9 et g4 = £5(4Qco) " oft ¢ est défini par le lemme 4.3. Ces
choix sont faits pour avoir (c 4 1)84 + 2c0Qes < Q'/?9e5 (avec Q > ¢ > 1). On
pose aussi X5 = Xy. Si ¢4 € Fy il existe pq € Py avec |pa(z4)] < |p4les. Par le
lemme 4.3, il existe 5 € Eg avec @5 € P{gz) et |os/a(ps) — @a/ales)] < c/alps).
Alors

|T4 +@s5(ra)| < w4 +a(805)‘ <a(cp<;,5) - a(f;)) (m4) + ?(Ejf))
< ag| F clag] + a(@s)a|gf;l)€4
< (e+1)Bs+2c0Qey < QY e,

Par suite h((id + ¢5)(24)) < Q95 < p*((id + ¢5)(X5)). Comme id + @5 est une
isogénie (on a (id + @5) o ([a(ws) + 1] — v5) = [a(es) + 1]), on en déduit que x4
appartient a un fermé strict de X, dépendant de ¢5. La conclusion découle ensuite
de la finitude de Eq. O

11 nous suffit donc maintenant de démontrer ’assertion (5) puisque (1) entraine
le théoreme. Nous allons méme établir un énoncé un peu plus fort dans la mesure
ot (1) montre que le € du théoréeme ne dépend de X que par son degré (mais il
dépend de ).

Proposition 4.8 Si A est de Dobrowolski, il existe un réel ¢ > 0 tel que pour toute
sous-variété X de A transverse de stabilisateur fini et tout projecteur 2-normalisé
@ de rang au moins dim X + 1 on a

e ((id + @) (X)) > e(deg X) ~%a(p) 9.

DEMONSTRATION : Nous abrégeons a = a(p) et d = dimX. Si rgp = g, nous
avons @ = [a] et I"énoncé est clair. Nous supposons donc dans la suite rgp < g — 1
(et ainsi d < g — 2 et g > 3). Notons Y une composante de degré minimal de
Z = [a+1]7(id + ¢)(X) et N le nombre de composantes de Z. Nous utilisons
e =1/g(g—2). Nous pouvons appliquer le fait que A est de Dobrowolski & la variété
Y (transverse car X l'est) et d’aprés [a + 1]Y = (id + ¢)(X) nous trouvons

,U,ess((id + @)(X)) _ (CL + 1)suess(y) > CA(E)(CL + ]_)S(JJE(Y)—l—g
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1+e

N \o¢
> cal®)a+ 17 (deg V) 00 > ca@)at 1) (o)

Comme Z = ([a+1]— )" (id+¢) " (id+¢)(X) = ([a+1] — ) (X +Ker(id+¢))
le nombre N est supérieur au nombre de composantes de X + Ker(id + ) qui vaut

. . srge
Card ( Ker(id + ¢) ) S CardKer(id + ¢) S (a+1)

Stab(X) N Ker(id + ¢) CardStab(X) = (degX)d+1’

Ici la majoration du dénominateur résulte de l'inégalité de Bézout (en écrivant
Stab(X) = (,cx X — z) tandis qu'au numérateur nous avons CardKer(id + ¢) =
(a+1)°"e¥ car Ker(id +¢) = Ker[a+1]NImep (on utilise ¢(z) = —z = z € Imy et
r € Imp = ¢(x) = ax). D'un autre c6té nous avons deg Z = (a+1)*9~D deg(id +
©)(X) et deg(id + ¢)(X) < /(a+ 1)*?deg X (ce degré est majoré par un multiple
de [id + ¢|*? deg X par le lemme 6.2 et |id + ¢| < |id| + 2cpa). En combinant nous
avons

deg Z
N

< d(a+ 1)) (deg X)2 < (a + 1)*9797 Y (deg X)9.
Par suite
1 ((id + 9) (X)) > ca(e)d ™77 (deg X)~ 75149 (q 4 1)*(1=(+2) (1= 522)

et ceci donne 1'énoncé avec (1+¢)/(g—d) <1,a+1>aet 1—(1+¢e)(1—(9—d)~1) >
1—(1+¢e)(1—(g—1)"1)=1/g par le choix de e. O

Il importe de noter ici que la condition Zx 4 # A entraine a la fois X transverse
et Stab(X) fini. Par conséquent les résultats de hauteur bornée rappelés a la fin du
paragraphe a) donnent 1’énoncé suivant (on connait aussi des versions plus fortes
avec un cone).

Corollaire 4.3 Si A est de Dobrowolski alors la conjecture de Zilber-Pink est vraie
pour tout I' sous la condition X # Zx a.

Dans la démonstration de la proposition 4.8, 'hypothese que A est de Dobro-
wolski est immédiatement combinée avec une majoration de I'indice d’obstruction
wz(Y) par une puissance du degré deg(Y)Y(9=9) . Par conséquent il nous suffi-
rait de savoir que A est faiblement de Dobrowolski au sens donné & ce terme
dans le théoreme 3.3 et donc le théoreme 4.6 ainsi que son corollaire ci-dessus
valent sous cette hypotheése (et donc inconditionnellement pour les produits de
variétés abéliennes a multiplications complexes, de courbes elliptiques et de sur-
faces abéliennes).

Comme conséquence du théoréeme 4.6 nous pouvons aussi écrire un résultat du
méme type avec une hypothese plus faible sur X. Pour € € R et » € N nous notons
AN = (P4 2| P e Al et h(z) <&}

Théoréme 4.9 Si A est de Dobrowolski alors, pour tout réel 5 et toute sous-variété
X de A de stabilisateur fini et O-transverse, il existe € > 0 tel que

{w € X N AB™XH | () < 8)
n’est pas dense dans X.

DEMONSTRATION : Notons v + A’ le plus petit translaté de sous-variété semi-
abélienne contenant X. Par hypothese sur X, le seul sous-groupe algébrique de
A contenant v+ A’ est A lui-méme. Quitte & modifier v par un élément de A’, nous
pouvons supposer que -y est O-transverse. Ceci signifie que I'application linéaire
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EndA — A, ¢ — () est injective et, comme sa source est de dimension finie,
on en déduit que |¢| < ¢|lp()| pour un réel ¢ > 0. Notons aussi que si z € A est
de hauteur suffisamment petite alors v — z est encore 0-transverse ; sinon on aurait
©(7) = ¢(z) pour un ¢ # 0 d’ott || < clp(y)| = cle(2)| < clel|z| ce qui est absurde
pour |z| > 1/c. La sous-variété Y = X — v de A’ est transverse et de stabilisateur
fini. Posons encore I' = (Hom(A4, A’) - ¥)sat de rang fini. Le lemme 3.7 montre que le
sous-groupe A’ de A’ est de Dobrowolski donc, par le théoréme 4.6, il existe &/ > 0
tel que ’ensemble

{yeynem+ a3 oyl < by + 57}

n’est pas dense dans Y. Il nous suffit donc de trouver € > 0 tel que (y + A") N
A X it inclus dans v + C(T + AM™ X o) - Considérons done y € A’ tel
que y+y = P+2z avec P € Alim X+ ot | 2| < gl/5. Quitte & modifier P et z par un
point de torsion nous supposons P € B pour B une sous-variété semi-abélienne de
A de codimension au moins dim X + 1. Par hypothése y—z =P —y € B+ A’; pour
€ assez petit ceci force B+ A" = A. Nous pouvons donc appliquer la proposition 6.2
et elle nous fournit ¢: A — A’ et a € N\ {0} tels que @4 0 ¢ = ap, |pjar| < coa et
Ker’p = B. Ecrivons ¢(v) = ay' et () = a2’ avec v/, 2 € Imp C A’ puis P’ = y+
7' —z" € A’.Nous avons 7" € I. De plus p(7—7") = a7’ —pja: (7)) = 0cary’ € Imgp et
de méme ¢(z—2") = 0. Ceci montre p(P’) = p(y+7' —2') = p(P+2z—2'+7'—7) =0
car P € B C Kerp. Ainsi P’ € KerpN A’ et codim 4/ Kerp N A’ = codimy BN A’ =
codimy B > dimX + 1 en utilisant B + A’ = A. Nous obtenons P’ € Adim X+1)
Calculons encore |ay'| = [p(7')| = (v = P')| < @l — P'| < coaly’ — P'| et,
finalement,

! 71 <M 1/s 51/8 L 2L/s A0 1/s| A/ /
121 = 2ol < e < o)) = ety < ece | - + P

(dans ce calcul on voit ¢ comme un élément de EndA). Ceci nous montre y =
-y + P + 2 e T+ A’[dimXH],ccoal/s) et donne la conclusion pour ¢ assez
petit. |

Signalons que ce résultat serait faux si 'on remplacait A[ET] par le cone C (AM ,E)
(voir [Mau3, partie 12]).

Par ailleurs, I'on peut aussi combiner cet énoncé avec un résultat de hauteur
bornée puisque nous avons montré (y -+ A’) N AL X T o 4 A/Mdm X+ o
indépendamment de la borne de hauteur.

5 Variétés semi-abéliennes

Dans cette derniére partie, nous évoquons brievement les problemes qui se posent
pour étendre ce qui précede aux variétés semi-abéliennes. Si l'on résume notre
démarche en 3 étapes :

(1) montrer un résultat de hauteur bornée (voir la fin du paragraphe a) de la

partie 4 et les notes de Ph. Habegger) ;

(2) montrer que A5 ou A est de Dobrowolski ;

(3) déduire de (2) un résultat de non-densité des points de hauteur bornée (voir

théoremes 4.4 et 4.6) ;
aucune de ces étapes n’est connue a ce jour dans le cas général des variétés semi-
abéliennes. Nous ne traitons pas ici de (1). L’extension de (3) en suivant les démons-
trations faites dans la partie précédente se heurte surtout au fait que 'on utilise
fréquemment le théoréeme de complete réductibilité qui ne vaut pas dans le cas
semi-abélien. Toutefois, I'obstruction la plus évidente vient de (2) au moins si I'on
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se concentre sur Agos @ on peut en effet démontrer qu’il existe des variétés semi-
abéliennes A pour lesquelles le groupe Atos n’est pas de Dobrowolski.

Nous rappelons succintement 'argument di & Daniel Bertrand et basé sur ’exis-
tence des points déficients mis en évidence par Jacquinot et Ribet (voir [JR]; les
auteurs précisent que la construction est essentiellement due a Breen; les points
déficients sont aussi nommés points de Ribet par Daniel Bertrand). Soit A une
variété semi-abélienne extension d’une variété abélienne Ay par le tore Gp. On
construit alors [JR] un morphisme de groupes u: Hom(Ag, Ag) — A et on appelle
points déficients les éléments du groupe de rang fini Ager = (Imu)giy. Ces points
possedent deux propriétés remarquables qui les apparentent aux points de torsion :
d’une part ils sont rationnels sur K4, . (voir [JR]) et d’autre part la partie de
degré 1 de leur hauteur (notée he,. & la fin de la partie 2) est nulle (voir [Bel, p.
243]). Pourtant, et c’est bien str tout 'intérét de cette construction, on démontre
qu’il existe des exemples ol Ager # Ators €6 méme o Ageg contient des points
O-transverses.

Il y a alors deux fagons de montrer que Ai,s n’est pas de Dobrowolski. En
premier lieu si P est un point de A et @, un point de n-division de P (nQ, = P)
alors wi (Q,,) < ¢(CardKer[n])Y/ dim A = ¢p(9+1/(9+1) & g = dim Ag = dim A—1. Si
'on suppose que P est déficient, on a aussi h(Q,,) = n~2h(P) car la partie de degré
1 de la hauteur est nulle. Par suite wy,(Q,)'*h(Q,,) < cn((29+De=1/(9+1) tend vers
0 pour ¢ assez petit, ce qui contredit la propriété de Dobrowolski si P, donc @, est
O-transverse (ceci montre méme en fait que {0} n’est pas de Dobrowolski).

Alternativement, on peut utiliser seulement la premiere propriété des points
déficients qui donne wr, (Qn) = 1 et le fait que h(Q,) tend vers 0 (I'inégalité
h(Qn) < n~th(P) est vraie sans utiliser que P est déficient) pour conclure de méme
que Aiors Ne peut pas étre de Dobrowolski.

Au vu de ce résultat négatif, on peut se demander quelle est la bonne générali-
sation du probleme de Lehmer aux variétés semi-abéliennes les plus générales. Le
formalisme introduit dans le présent texte permet de formuler ’hypothése suivante.

Question. Le groupe de rang fini Aq¢g est-il de Dobrowolski ?

Cette suggestion, peu étayée pour linstant, est une partie de la motivation
de lintroduction de la notion de groupe de Dobrowolski et de son application a
des groupes de rang fini non nul (comme dans le théoréme 4.4). Si la réponse &
la question est positive, la voie serait ouverte aux applications a la conjecture de
Zilber-Pink (modulo les points (1) et (3) ci-dessus).

Pour terminer mentionnons encore que les points déficients sont aussi a la base
d’un contre-exemple de Daniel Bertrand a la conjecture de Manin-Mumford rela-
tive pour les familles de variétés semi-abéliennes (voir [Be3]; on pourra consulter
également [Bed]).

6 Appendice : projecteurs normalisés

Soit A une variété abélienne ou un tore. Nous considérons une norme quelconque
|| sur End4 ® R.

Proposition 6.1 Il existe un réel co > 1 et une famille finie B de sous-variétés
semi-abéliennes de A tels que, pour toute sous-variété semi-abélienne B de A, il
existe a € N\ {0} et ¢ € EndA tels que

pop=ap, le] < epa, Imp e B et Ker’p=B.

Cette proposition (démontrée ci-dessous) permet de donner la définition princi-
pale de cette partie. Nous fixons une fois pour toutes un couple (cg, B) comme dans
la proposition.
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Définition 6.1 On appelle projecteur normalisé un élément ¢ € EndA pour lequel
il existe a € N\ {0} avec v o p = ap, |p| < cpa et Imp € B. Si un tel ¢ est non
nul, Uentier a est unique, on l’appelle le paramétre de ¢ et on le note a(p). On pose
aussi a(0) = 1.

On remarque que si ¢ est un projecteur normalisé non nul et m € N\ {0} alors
il en est de méme de my et a(mp) = ma(p). Cette remarque et la proposition

montrent
Al = U Kerp
rgp>r

ou 'union porte sur les projecteurs normalisés de rang au moins 7 (on écrit na-
turellement rgy = dimIme; pour la notation Al voir le début de la partie 4).
Cette formule explique (en partie) I'utilité de cette notion pour la conjecture de
Zilber-Pink.

Nous définissons aussi (pour un usage plus technique, voir paragraphe c) de la
partie 4) une notion de projecteur 2-normalisé en remplagant simplement dans la
définition |p| < cpa par |¢| < 2¢pa. Nous utilisons également la notation a(yp) dans
ce contexte.

Nous établissons maintenant la proposition 6.1 comme cas particulier (A’ = A)
de I’énoncé plus général suivant.

Proposition 6.2 Soient A" une sous-variété semi-abélienne de A et |-| une norme
sur End(A")®@R. Il existe un réel ¢y > 1 et une famille finie B de sous-variétés semi-
abéliennes de A’ tels que, pour toute sous-variété semi-abélienne B de A vérifiant
B+ A'= A, il existe a € N\ {0} et p € Hom(A, A") avec

Plar 0 p = agp, l1ar] < coa, Imp e B et Ker’p = B.

DEMONSTRATION : Choisissons By, . .., B; des sous-variétés semi-abéliennes simples
de A’ telles que I'addition induise une isogénie By x --- x By — A’. Définissons B
comme l’ensemble de toutes les sommes d’un nombre quelconque de B;. Vérifions
d’abord que pour B comme dans ’énoncé il existe B’ € B avec A = B + B’ et
BN B’ fini. Prenons pour cela un élément B’ € B tel que A =B+ B’ et minimal
pour cette proprlete Il en existe car A = B + A’. Ecrivons B’ = B, +---+ B,

B =B+ B, +---+ B;; pour 0 < j < k. Si la suite des B n’est pas strlctement
croissante, disons Bj 1= B alors A = B + B“ +--+ By, +Bi,, -+ B;,
contredisant la minimalité de B’. Ainsi Bj_; # Bj; et par su1te B;/Bj_; est isogene
a By, par simplicité. Ceci entraine dim B + B’ = dim B + dim B’ et donc BN B’
fini.

Si nous disposons d'un tel B’ I’application composée B’ — A-"+A/B est une
isogénie x de degré Card(BN B’) donc il existe une isogénie x': A/B — B’ telle que
xox = [Card(B N B’)]. Posons a = Card(BN B’) et ¢ = (B’ — A’) o x’ ow. Nous
avons Imp = B’ € B et Ker’p = B tandis que plarop= (B — A')ox omo (A" —
A)o(B' < A)ox om = (B’ — A')ox' oxox' om = ap. Pour établir la proposition,
il reste a choisir B” de sorte que |y 4| soit majoré par un multiple de a. Nous
imposons pour cela que Card(B N B’) soit maximal. Si B” € B est tel que BN B”
est fini alors deg(p|p) = Card(B” N7~ ! (Kery')) < deg x'Card(BNB") < a¥™ B’
Par ailleurs pour 1 < i < ¢, le choix d’une isogénie A/ Ej# B; — B; donne une
surjection m;: A — B; telle que m; g, = 0 si i # j et 'on peut imposer également
que 7 g, soit la multiplication par un entier, disons a’, que I'on peut méme prendre
indépendant de i. Maintenant si B’ = ), ; B; on considere j € I et k & I et
B" =3 icrop gy Bi- Comme x' omp = [a] on a mpo g p = [aa’d; ] sii € 1. Par
suite ([[;c; m:) 0| g composée avec I'isogénie [ [, 7,15y ;3 Bi — B” est le produit
de l'endomorphisme [aa'] de J[;cp\ ;; Bi par un morphisme By — [];c; B; déduit
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de ¢|p,. Le degré de ce produit est donc (aa’)*(dim B'—dim B;) deg(m; o @B, ) et ceci
montre deg(m; o pp,) < ca®(dimBj—dim B') deg(p|p) pour un réel ¢ indépendant de
B. Sidim B; # dim By, alors mjop| 5, = 0 donc on a dans tous les cas deg(m;opp, ) <
ca®4im Bk Comme les éléments non nuls de Hom(By, B;) sont des isogénies on a |0
@15, | < deg(mjopp,)'/*4m B pour un choix idoine de norme sur Hom(By,, B;) ®R.
Enfin I'application linéaire Hom(A', B) — [[;c; 1<p<; Hom(By, Bj), ¥ — (m; 0
Y|B, )jk €st injective donc [1p| < ng‘e[, 1<k<t |7 0B, |. En appliquant ceci a
Y = @ il vient [pa/| < coa car |75 0 @, | < casik & I par ce qui précede et
Tj 0 Y|B, = [aa’d; ] si k € I (pour une version de cette démonstration dans le cas
des tores voir [Mau3, prop. 7.1]). O

Nous terminons par deux lemmes qui ne concernent pas uniquement les projec-
teurs normalisés mais controlent le degré de variétés associées a un endomorphisme
¢ en termes de sa norme.

s dim Imey

Lemme 6.1 I existe ¢ > 0 tel que si p € EndA on a deg(Kery) < c|y|
DEMONSTRATION : Dans le cas abélien,

<@*£)~dimlm¢ . £~dimKer<p A
LdimA . g

deg(Keryp) =
est un polynome en ¢ de degré 2 dim Imy d’ot1 la majoration. Dans le cas torique, on

peut choisir une compactification particuliere (A, £) de A par exemple (P", O(1)).
Alors, si ¢ correspond a une matrice (m;;), le fermé Keryp est défini par les équations

n n
HXmax(O,mij) _ HXglax(O,—7rzij)
J J

J=0 J=0
en posant m;y = — Z?Zl m;;. Ces équations sont toutes de degré au plus c|y| donc
d’apres le théoréme de Bézout le fermé équidimensionnel Kerg vérifie deg(Kerp) <
(c|¢‘)sc0dimKer<p — (C‘SODSdimImcp. 0

Lemme 6.2 I existe ¢ > 0 tel que si X est une sous-variété de A et p € EndA
une isogénie alors deg o(X) < c|p|* 4™ X deg X .

DEMONSTRATION : Etant donné ¢ € End(A) notons a(¢) le plus petit entier naturel
tel qu'il existe une compactification 7: flw — A de A et une extension @: flw - A
de ¢ telles que ¢*LP! @ 7*LP*¥) est engendré sur A par ses sections globales
sur A, (pour vérifier existence d’un tel entier voir démonstration du lemme 3.2).
Notons aussi X et X, 'adhérence de X dans A et A,. Lorsque ¢ est une isogénie,
on a les majorations

deg(p(X) = £~dimX . LP(X) — E'dimX B @(X@) < <¢*£)~dimX . ch

< (ﬂ_*£®a(¢)).dimX 'ti _ (a(gp)dimX)£<dimX X = Oz((p)dimx degX.

Par conséquent, pour établir le lemme, il nous suffit de montrer que a(y) est majoré
par un multiple de |g|®. Pour ceci, nous pouvons méme choisir un couple particulier
(A, L) : dans le cas torique nous nous limitons & A = (IP1)" et dans le cas abélien
nous imposons que L soit engendré par ses sections globales. Nous avons alors
pour m € Z et ¢ € End(A) lestimation a(mp) < |m|*a(p) d’aprés [m]*L ~
L2 Voyons ensuite a(p+v) < s(a(p)+a(y)) pour ¢, € EndA. Ceci donnera
le résultat car, en fixant une base ¢1,...,¢; de EndA, ces relations entrainent
a2l mips) < s mia(ei) < o Yi_, mapil® pour tous my,...,my; € Z.
Dans le cas abélien, la majoration de oy + 1) découle du théoreme du cube ([Mu,
page 59] avec f = ¢, g = 1) = —h et L symétrique) : (o+1)* LY 1@[p* L&yp* L]®? ~
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(¢ — ¥)*L est engendré par ses sections globales. Dans le cas torique, en écrivant
p+1 = addo(p, 1), il suffit de montrer que, sur une compactification convenable G
de A x A au-dessus de A x A avec une extension add: G — A de add: Ax A — A, le
faisceau E*E@’*l@ﬁﬁ@pgﬁ est engendré sur A x A par ses sections globales sur G.
Par produit, il suffit méme de faire ceci pour A = G,,, A = P!, £ = O(1). On choisit
alors pour G Padhérence dans (P')3 du graphe de add: G2, — Gy,. Le faisceau en
question est la restriction & G de O(1,1 — 1) et il posséde une section globale o qui
I'engendre au-dessus de G2 : en coordonnées ((Xo : X1), (Yo : Y1),(Zo : Z1)) de
(P13, le fermé G est défini par XoYpZ; = X1Y1Z et o est obtenue en recollant
X1Y1/Zy et XoYy/Zy. Pour une variante de cet argument voir [Mau3, lemmes 4.1
et 4.2]. O

7 Développements récents

Nous mentionnons brievement ici quelques progres autour des conjectures étu-
diées ci-dessus qui sont intervenus depuis ’écriture de ce texte en 2011.

Dans la direction de la conjecture 3.4, Amoroso [Am] a montré que, pour le
groupe T' engendré par les nombres 23 " (n > 1) et leurs conjugués, un élément de
K qui n’est pas dans I'sy est de hauteur au moins log(3/2)/18. Il s’agit du cas
de degré 1 de la conjecture (pour un groupe particulier). D’autre part, Pottmeyer
(non publié) a démontré que si I' est un sous-groupe saturé de rang fini de @X
alors KX /T" est un groupe abélien libre : ceci va aussi dans le sens de la conjecture
puisque ce serait une conséquence d’une minoration de la hauteur sur K7 \ T

En ce qui concerne la conjecture de Zilber-Pink, un résultat d’Habegger et
Pila [HP] permet de remplacer les arguments de minorations de hauteurs par des
résultats de o-minimalité. Par conséquent les corollaires 4.2 et 4.3 deviennent in-
conditionnels : si Zx 4 # X alors la conjecture de Zilber-Pink vaut pour X et pour

tout groupe I' de rang fini. En particulier, la conjecture 4.1 vaut pour les courbes
(dim X = 1).
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