Ejemplos de sistemas dinamicos caéticos: el
atractor de Lorenz y la dinamica de la
herradura de Smale

Ana Rechtman
www-irma.u-strasbg.fr/ rechtman/cv.htmi

Ana Rechtman Ejemplos de sistemas dinamicos caéticos 1/18



¢ Qué es un sistema dinamico?

Tiempo discreto

Si tenemos un conjunto X y un mapeo f : X — X tal que el dominio y
la imagen se intersectan, entonces podemos analizar el sistema
dinamico definido por las iteraciones de f.
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¢ Qué es un sistema dinamico?

Tiempo discreto

Si tenemos un conjunto X y un mapeo f : X — X tal que el dominio y
la imagen se intersectan, entonces podemos analizar el sistema
dinamico definido por las iteraciones de f.

Ejemplo: rotaciones del circulo

X=S'"=[0,21)/ ~
f(x) = x + 6 mod(27).
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¢ Qué es un sistema dinamico?

Tiempo discreto

Si tenemos un conjunto X y un mapeo f : X — X tal que el dominio y
la imagen se intersectan, entonces podemos analizar el sistema
dinamico definido por las iteraciones de f.

Ejemplo: rotaciones del circulo

X=S'"=[0,27)/ ~
f(x) = x + 6 mod(2).
¢ Qué pasa con las 6rbitas?
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X=S'"=[0,27)/ ~

f(x) = x + 6 mod(2).
¢ Qué pasa con las 6rbitas?

@ Si # es un mdltiplo racional de 7, todas las érbitas son periddicas.
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¢ Qué es un sistema dinamico?

Tiempo discreto

Si tenemos un conjunto X y un mapeo f : X — X tal que el dominio y
la imagen se intersectan, entonces podemos analizar el sistema
dinamico definido por las iteraciones de f.

Ejemplo: rotaciones del circulo

X=S'"=[0,27)/ ~
f(x) = x + 6 mod(2).
¢ Qué pasa con las 6rbitas?

@ Si # es un mdltiplo racional de 7, todas las érbitas son periddicas.

@ Si 0 no es un multiplo racional de 7, entonces todas las érbitas
son densas.
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Sistema dinamico con tiempo discreto

Ejemplo: dinamica sur-norte
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Sistema dinamico con tiempo discreto

Ejemplo: dinamica sur-norte

@ Hay dos puntos fijos, los polos Sy N.
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Sistema dinamico con tiempo discreto

Ejemplo: dinamica sur-norte
@ Hay dos puntos fijos, los polos Sy N.
@ Para todo otro punto,

Il
2

limp_yoof"(X)
limp_oof"(x) = S
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¢ Qué es un sistema dinamico?

Tiempo continuo

Si tenemos en R"” una ecuacioén diferencial

X' = F(X),

con F : R" — R". Las soluciones definen un flujo en R".
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¢ Qué es un sistema dinamico?

Tiempo continuo
Si tenemos en R” una ecuacién diferencial

X' = F(X),

con F : R" — R". Las soluciones definen un flujo en R".

Observacion

F podria ser una aplicacion que depende del tiempo, es decir,
tendriamos una ecuacion diferencial de la forma x’ = F(x, t).
En este caso la ecuacién no es auténoma.
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Sistema dinamico con tiempo continuo

Ejemplo: una suspension, pasar de tiempo discreto a continuo
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Sistema dinamico con tiempo continuo

Ejemplo: una suspension, pasar de tiempo discreto a continuo
Ejemplo: un campo lineal en R?
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Sistema dinamico con tiempo continuo

Ejemplo: una suspension, pasar de tiempo discreto a continuo
Ejemplo: un campo lineal en R?

X <;) - (ﬁ o /2) G)
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Sistema dinamico con tiempo continuo

Ejemplo: una suspension, pasar de tiempo discreto a continuo
Ejemplo: un campo lineal en R?

X <;> - (ﬁ o /2> (;)

Observemos que el origen es un punto fijo, pues el campo vectorial es
nulo. Decimos que el origen es una singularidad del campo vectorial.
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Sistema dinamico con tiempo continuo

Ejemplo: una suspension, pasar de tiempo discreto a continuo
Ejemplo: un campo lineal en R?

, (X _ (2 O X
= ()= 7))
Observemos que el origen es un punto fijo, pues el campo vectorial es

nulo. Decimos que el origen es una singularidad del campo vectorial.

¢, Qué podemos decir sobre el comportamiento
cerca del origen?

Ana Rechtman Ejemplos de sistemas dinamicos caéticos 5/18



Sistema dinamico con tiempo continuo
Ejemplo en el intervalo [0,1] C R

X' =cx(1—-x) c>1

@ en x =0y x =1 el campo vectorial es singular, por lo que son
puntos fijos.
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Sistema dinamico con tiempo continuo
Ejemplo en el intervalo [0,1] C R

X' =cx(1—-x) c>1

@ en x =0y x =1 el campo vectorial es singular, por lo que son
puntos fijos.
@ para toda xp € (0, 1) la solucion x(t) de la ecuacion diferencial
con x(0) = xp satisface:
limi_oox(f) = 0
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Sistema dinamico con tiempo continuo
Ejemplo en el intervalo [0,1] C R
X' =cx(1—-x) c>1

@ en x =0y x =1 el campo vectorial es singular, por lo que son
puntos fijos.

@ para toda xp € (0, 1) la solucion x(t) de la ecuacion diferencial
con x(0) = xp satisface:

My oex(t) = 1

imes_sox(f) = 0

@ Elmapeo x — x(1 — x) = x — x? tiene como derivada ¢(1 — 2x),
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Ejemplo en el intervalo [0,1] C R
X' =cx(1—-x) c>1
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puntos fijos.
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My oex(t) = 1
imes_cox(t) = 0
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Sistema dinamico con tiempo continuo
Ejemplo en el intervalo [0,1] C R
X' =cx(1—-x) c>1

@ en x =0y x =1 el campo vectorial es singular, por lo que son
puntos fijos.

@ para toda xp € (0, 1) la solucion x(t) de la ecuacion diferencial
con x(0) = xp satisface:

My oex(t) = 1
imes_cox(t) = 0

@ Elmapeo x — x(1 — x) = x — x? tiene como derivada ¢(1 — 2x),

x =0, la derivada vale ¢ =0 es inestable

x=1, la derivada vale -c =1 es estable



Las ecuaciones de Lorenz

Edward N. Lorenz (1917 - 2008),
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Las ecuaciones de Lorenz

Edward N. Lorenz (1917 - 2008), en 1967 propone el siguiente
sistema de ecuaciones:

X' o(y = X)
y' = m—y—xz
z xy — bz.

cono,r,b>0
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Las ecuaciones de Lorenz

Edward N. Lorenz (1917 - 2008), en 1967 propone el siguiente
sistema de ecuaciones:

x a(y — x)
y' = m—y—xz
z xy — bz.

cono,r,b>0(c =10, b=8/3, r =28).
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Las ecuaciones de Lorenz

Edward N. Lorenz (1917 - 2008), en 1967 propone el siguiente
sistema de ecuaciones:

x a(y — x)
y' = m—y—xz
z xy — bz.

cono,r,b>0(c =10, b=8/3, r =28).

Primeras observaciones
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Las ecuaciones de Lorenz

Edward N. Lorenz (1917 - 2008), en 1967 propone el siguiente
sistema de ecuaciones:

x a(y — x)
y' = m—y—xz
z xy — bz.

cono,r,b>0(c =10, b=8/3, r =28).
Primeras observaciones
@ La simetria
(X7yaz) = (_X7 -V, Z)
deja el sistema de ecuaciones invariante.
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Puntos fijos

(0,0,0) es un punto fijo. ;Hay otros?
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Puntos fijos

(0,0,0) es un punto fijo. ;Hay otros?

X =0 = x=y,
2
X
/— — —_—
zZ=0 = z_b,
x3
ylzo = X(I’—1)—F:O
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Puntos fijos

(0,0,0) es un punto fijo. ;Hay otros?

X =0 = x=y,
2
X
/
z2Z=0 = z=—
b’
3

y=0 = x(r—1)-> =0

b
La ultima ecuacién es equivalente a
2

X
2 A
b -7

con soluciones x = /b(r — 1).
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Puntos fijos

Como b, r > 0, distinguimos dos casos:

@ Si0 < r <1, el Gnico punto fijo es el origen.
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Puntos fijos

Como b, r > 0, distinguimos dos casos:

@ Si0 < r <1, el Gnico punto fijo es el origen.
@ Sir > 1, tenemos dos nuevos puntos fijos

p1 = (\/b(l'— 1),\/b(l’—1),l’—1)

P2 = (_\/b(r_1)7_\/b(r_1)7r_1)'
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¢ Qué mas podemos decir de los puntos fijos?
Aproximacion por la diferencial

@ f:R" — R" de clase C? en una vecindad de un punto X,
entonces

f(x) = f(x0) + Df(x0)(x — xo) + o(x — Xo)

Ol
con Ilmy_,o|| ”(;’”)” =0.
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¢ Qué mas podemos decir de los puntos fijos?
Aproximacion por la diferencial

@ f:R" — R" de clase C? en una vecindad de un punto X,
entonces

f(x) = f(x0) + DFf(X0)(X — Xo) + 0(X — Xo)
con |Imy_,0”‘ﬁ(;/”)” = 0.
@ En el caso de una ecuacion diferencial X’ = F(X) las soluciones

cerca de un punto fijo se pueden aproximar por DF evaluada en el
punto fijo.
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¢ Qué mas podemos decir de los puntos fijos?
Aproximacion por la diferencial

@ f:R" — R" de clase C? en una vecindad de un punto X,
entonces

f(x) = f(x0) + DFf(X0)(X — Xo) + 0(X — Xo)
con |Imy_,0”‘ﬁ(;/”)” =0.
@ En el caso de una ecuacion diferencial X’ = F(X) las soluciones

cerca de un punto fijo se pueden aproximar por DF evaluada en el
punto fijo.

v

F(x,y,2) = (o(y = x),rx —y — xz,xy — bz),
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¢ Qué mas podemos decir de los puntos fijos?
Aproximacion por la diferencial

@ f:R" — R" de clase C? en una vecindad de un punto X,
entonces

f(x) = f(x0) + DFf(X0)(X — Xo) + 0(X — Xo)
con |Imy_,0”‘ﬁ(;/”)” =0.
@ En el caso de una ecuacion diferencial X’ = F(X) las soluciones

cerca de un punto fijo se pueden aproximar por DF evaluada en el
punto fijo.

v

F(x,y,2) = (o(y = x),rx —y — xz,xy — bz),

-0 o O
DF(x,y,z)=|r—z -1 —x
y x —b
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Descripcion de los puntos fijos

¢,Cuadl es el valor de DF en el origen?
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Descripcion de los puntos fijos

¢,Cual es el valor de DF en el origen?

En el origen,
-0 o 0
DF(0,0,0)=| r -1 0
0O 0 -b
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Descripcion de los puntos fijos

¢,Cual es el valor de DF en el origen?
En el origen,

-0 o0 0
DF(0,0,0)=| r -1 0
0 0 -b

¢ Qué podemos decir de los valores propios?
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Descripcion de los puntos fijos

¢,Cual es el valor de DF en el origen?

En el origen,
-0 o0 0
DF(0,0,0)=| r -1 0
0O 0 -b

¢, Qué podemos decir de los valores propios?

@ —b es un valor propio con espacio propio el generado por (0,0, 1).
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Descripcion de los puntos fijos

¢,Cual es el valor de DF en el origen?
En el origen,

-0 O 0
DF(0,0,0)=| r -1 0
0 0 -b

¢, Qué podemos decir de los valores propios?

@ —bes un valor propio con espacio propio el generado por (0,0, 1).
@ Los otros dos valores propios corresponden a raices de

Mi(o+1)A+0(1=r) = 0
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Descripcion de los puntos fijos

¢,Cual es el valor de DF en el origen?
En el origen,

0 0 -b

¢, Qué podemos decir de los valores propios?

-0 O 0
DF(0,0,0)=| r -1 0

@ —bes un valor propio con espacio propio el generado por (0,0, 1).
@ Los otros dos valores propios corresponden a raices de

Mi(o+1)A+0(1=r) = 0

—o—14++/(c —1)2+4r
A= 2
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Descripcion de los puntos fijos

—o—14 /(0 —1)2+4r
A= 5

Para 0 < r < 1, las dos soluciones son negativas = el origen es un
punto atractivo.

Ana Rechtman Ejemplos de sistemas dinamicos caéticos 12/18



Descripcion de los puntos fijos

—o—14 /(0 —1)2+4r
A= 5

Para 0 < r < 1, las dos soluciones son negativas = el origen es un
punto atractivo.

Para r > 1, uno de las soluciones es positiva = el origen es un punto
hiperbalico.

D2

Para r > 1 pequenia, todos los valores propios de DF(p;) son reales y
negativos.
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Descripcion de los puntos fijos

—o—14+ /(0 —1)2+4r
A= 5

Cuando r crece, dos de los valores propios DF(p;) se vuelven
complejos y ambox puntos siguen siendo atractores.
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Descripcion de los puntos fijos

—o—14 /(0 —1)2+4r
A= 5

Cuando r llega al punto de transicién ry ~ 13,926,
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Descripcion de los puntos fijos

—o—1+£\/(c—1)2+4r
A= 5

Finalmente para r > ry
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Atractor de Lorenz
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La herradura de Smale
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La herradura de Smale
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La herradura de Smale

Describir la region D, del cuadrado C tal que f(Dy) € C
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La herradura de Smale

Describir la region D, del cuadrado C tal que f(Dy) € C
5]

D>=RyUR,

es el dominio de 2.
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