
�� ��������	� 
� ����	� ���	 
� ���� ��

�	���	���� �� ������

��� ��������

	 
��
��� ��	



��



����� ��� ���	
���

������������ ���

	 
���� � ������ � ������� 	

��� ����� �� ��	
�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�� ����� �� ��������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� 
���� ��� �������� �� ����� 	�

�� �	��
 ��� ���
������ ��� ����� ��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
� ����� �� ��	
�� ��� ���
���� 	� ��	��� � � � � � � � � � � � � � � � � ��
�� ����		�����
 
����	���
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

���



�� ����� ��� ���	
���



��������	�

�� �� !�� !� �� "��
 
��
 ������
 ����������
 
�� 	� 
�!��� S3# �� �	�
 ������$
	����� 
�� ��
 �������
 ������
 �� �����
��� ����
# �
� ������� ��� ��� ���
����
��
�� ��� %������ �� �&�' ���
 	(���� 	� �) �	 ������ ��� ����  !��� �� �� ����


�� S3 
�*
������ ��� !� �� 	� +������� �� ,��� � �� ����
 ��� ������ �����$
����� -%���'.� �� �����
� �*������� /  ���� ���
���� �
� ������� 	�  ��0� ���� ��
%������ 1 ��� ����� �� ������� �	������	���� ��� �	���	�� �� S3 � � ��	�� ��
���	�� ���	��	��� 2� 
��� ���������� ��� 	� �����
� �
� ���#  (�
�$/$���� ��(�	 �3�
��
��
  !���
 �� �� ����
 
�� S3 
��
 ������
 ����������
 �� 
��
 �����
 +3�
� 4��$
��	��
 ���
 ��(�	 �3�
���� ��
  !���
 �� �� ����
 ��� 
����	���
 
�� ����� �������
������ �� �����
��� ����
#  �� 
�  ��� ����
����� �(5�	�� �
� ��		��

�� �����
� � ��� ������� ������

�������� 5� �&66# �� �� ��	
�� � ������
��(�	 �3�
�� ��
  !���
 �� �� ����
 ��� 
����	���
 ��  	�

� C∞ ��� �(��� ��(��
������ +�� �(������
 ����������
 -��	66.� �	�
 ����# �� �&7�# �� % !8���9��  ��
�����
��
  �����$�3���	�
 / 	�  ��0� ���� ��  	�

� C1 -% !7�.� 5� 
������ 	� �:��
���!���# ;� ,����
�� �� �&�� �  ��
����� ��
  �����$�3���	�
 ��  	�

� C2 -,����.�
����	����� �� �&&�# �� ��������� � ������ 1

������� ����	 �� ���� ���	��� ������ �� �	����	�� ���	�� 	� ��	��� � ����� ��
������� ��� �	���	��� ������	�� ����� ���� ���� ���	�� ����� ���	��	�� ��� !"�

�(���� ���� ���	� ���
  �
 ������
 �
� ��  ��
������ �� �	
�� ��� ����+� 	� �	�$
���� ��  !��� �� �� ����
 ��� 
����	���� <� ����� �
� ��� ������� P = D× [−1, 1]#
�) D �
� ��� �������  ���� �� / ���� �� �����
��� ���3� �� ������� P ���� :���
����� �(��  !��� �� �� ����
 ��� 
����	��� w ��� 	�
  ��������
 
�������
 1

=�> w = ∂
∂z ���
 �� ���� �� P # �) z ������ 	�  ��������� �� [−1, 1]� ?� �	�
#

��� ���0� ����� �� "�� �������� ��� w �� ���� 
����� �� P ��� ��� D× {1} @
=��> 
� �� ����� (x,−1) �
� ���
 	� �:�� ���0� ����� ��� (y, 1)# �	��
 x = y#

 (�
�$/$���� ����� ���0� ����� �� w ��� ����� ���
 P �� �� 
���# 
��� �� �� � ��

�� ������ @

=���> �	 �3�
�� �� ����
 �� ����� ���
 D × {−1} ���� 	� ���0� ����� �� 
��� ��

�� P � 2� ��� ��� 	� ���0� ����� �
� ������ ��� P @

�



�� ����� ��� ���	
���

=��> �	 �3�
�� �� �	�������� i : P → R3 ��� ���
���� 	� ���� ���� ����� �	� ���

�� ���� �� P #  (�
�$/$���� di(w) = ∂

∂x3
���
 �� ∂P �

%� �� ����� � �����
 	�
 ���������
 
��� =���># �� ����  �		�� ���3  ����
 ����
������� �� ����� ���  ���� ���������� A�� �� ��	 ����� �� ���� ����+�� 	� �	�����
��  !��� �� �� ����
 ��� 
����	��� V ���
 S3 �� 	� ��B�� 
������� 1 �� �����
��� ��C�� / "�� ���
 �(�� ����� ����������#  (�
�$/$���� �� 
D
���� ��  ��������

���
 �� ���
����� �� ����� ��	 ��� V = ∂

∂x3
/ 	(��������� �� ���
������ 2� ���	�
�

	� �	�������� i ���� ������ P ���
 	� ��C�� / "�� �� ��B�� ��� 	� ���0� �����
���������� �� V �� 
���� ��
 �� P � 2� ������� �� "�� 
�� S3 
��
  ���� ������
����������# ���  �E� ��� ��� V !��
 �� 	� ��C��� 5� ����# �� ���� �����  � � ���

����� ������� ������ �� �����
��� ��

�� �����  ��
����� ��� ��	
��  ������� ���3 ������
 ����������
 �� 	� "�� �
� ��
 	�

� C∞#  � ����� ���� :��� ��

�  ��
����� ���
 	�  �
 ���	D����� ���	� ?��
 	�
����� �� % !8���9�� �	 �(D � ��
 �(������
 ����������
 ���
 	�  !��� �� �� ����

�(�
� ��� C1# �� ���
  �	�� �� �� ��������� 	�  !��� �� �� ����
 �
� ���	D�����
���	 �� C∞ �� 
��
 ������
 ����������
�

2� ���� 
� ��������  � ��� 
� ��

� ���
 	�  �
 ��
  !���
 ��� ���
������ ���
����� ��	���#  (�
�$/$����# �
�  � ��(��  !��� ��� 
����	��� ��  	�

� C∞ ���

	� 
�!��� �� �����
��� ����
 ��� ���
���� �� ��	���# � �� �

�������� ��� ������
���������� F ?��
  ���� ���� ���� G� ��������� �  ��
�����# 
�� ����� ������� ������
�� �����
��� ����
 ��  !��� ��� 
����	��� C∞ ��� ���
���� �� ��	��� �� ��� �(�
��(�� ������ +�� �(������
 ����������
� ?��
 	� �:�� ���� 	� -���&6.# �	 ���
����
��� ���	�������� / 	�  ��
��� ���� �� �� % !8���9�� ���� ������� �� ����� ��  	�

�
C1 ��� ���
���� �� ��	��� 
��
 ������ �����������

?��
 	� �������� ������ ��  �
 ����
 �� �� ���� 	�
  ��
��� ����
 �� ��	
�� ��
���������� H��
 ������
 ���� ���		�
 ���
��
  �
 �����
 �� ���
������ �� ��� �����
��	���� 5�
���� �� ������� ���  ��
��� ���� �(�� ����� / 	� ��	
�� ��� ���
����
�� ��	���� ����	�����# ���
 �		��
 ������� �������� �� �(������� ��
 �� ����� ���
���
���� �� ��	��� 
� �� ������ 	�  ��
��� ���� �� ��������� �� ������� �� �����
�� ��	
�� ����+��
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?��
 -��	66. ��	
�� ��������� ��� ���!��� 
���	� ����  ��
������ �� �����# ���
	�� ������ �� ������� 1

������� 	�	�	 �� ���� ���	��� ������ �� �	����	�� ���	�� 	� ��	��� � �����
�� ������� ��� �	���	�� �	 ��� ��� ������ #�	 �����	��� ���	��	����


���� 2�  ����� � ���  ��
������ �� �� ����	� R = [1, 2] × [−1, 1] ��  �$
��������
 (r, z) ��� ��  !��� �� �� ����
 W1 ���� 	�
 ���0� �����
 
��� �� ����

���
 	� +����  �$��

��
�

�

p

�

q

� 
$�

�

�� "�� �������� ��� W1 ��

��� 	�
 ���������
 
�������
 1

�



 $���	��� %� &	
��� �� '	���� �� ��������

I �	 �
� ��  	�

� C∞# ��� ���3 
����	�����
 �� �D�� 
�		�$�J��# p �� q @
I �	  �E� ��� ��� 	�  !��� ∂

∂z �� ���
����� �� ���� �� R @
I �	 �3�
�� �� �������		� ������ I ��	 ��� 	�
 ������
 ��� �������� ��� I × {−1}

�� 
������ ��
 �� R� 5� ����# �		�
  ��������� ���
 	� 
����	����� p @
I 	�  !��� �
� ����
D�������� ��� ������� / 	� ������ {z = 0}#  (�
�$/$���� 	�


������
 
��� 
D��������
 ��� 	(�����������  ��������� K� � ���	���� ��� �����
������ ��� ����� ���
 R �� �� 
���# 
��� �� �� � �� 
�� �������

%��� P ′ = S1 ×R �) �� ����� 	�
  ���������
 (θ, r, z)� 2� ����		� ����������
W2 	�  !��� �� �� ����
 ������� / {·} × R ��� 
� ���0���� 
�� W1� ��
 ���3

����	�����
 p �� q# ������� ���3  �� 	�
 �� 
����	�����
 ���
 P ′� %��� f : R → R
��� ��� ���� ��  	�

� C∞# ��		� ���
 �� ���
����� �� ���� �� R# 
��� ������
��
����� �� p �� �������� �� q� ��  !��� ��+�� ��� 	� 
���� W3 = W2 + f · ∂

∂θ
� ���3 ������
 ����������
 �� ����
 ��� 	�
 �����
 (θ, p) �� (θ, q)# ��� ���� ����

����
��
� ��  !��� W3 �
� ��� 
����	��� ���
 P ′�

���� ������� 	� ����� �� ��	
��# �� �	���� P ′ ���
 P = D2
2 × [−1, 1]# �)

D2
2 �
� 	� ��
��� ����� �� ��D�� 2# �� ����D��� 	� ����� (θ, r, z) 
�� 	� �����

(r cos θ, r sin θ, z)� %� �� ���	����W3 ��  D	����� D2
1× [−1, 1] ��� 	�  !��� ����� �	

∂
∂z �� ������� �� ����� ���� �(��  !��� W ��� 
����	���� ��  !��� W � ���3
������
 ����������
 �� 	�
 ���������
 
�������
 1

I W = ∂
∂z ���
 �� ���� �� P @

I �	 �3�
�� �� ������ ��� ���� U ⊂ D2
2 =U = I × S1> ��	 ��� 	�
 ������
 ��


�����
 �� U × {−1} �� 
������ ��
 �� P @
I 	�  !��� �
� ����
D�������� ��� ������� �� �	�� {z = 0}�
2�  ��
����� V ��  !��� �� �� ����
 ��� 
����	��� ��  	�

� C∞ 
�� ��� �������

M ������ �� �����
��� 3� K���� V �
� ��� 
����	���# �� ���� ������� ��� ��C��
/ "�� ������ �� z ���� ���� z ∈ M #  (�
�$/$���� �� ���
����� �� z ��L������!� /
P �) 	� "�� V �
� �� ��	���	�  ��
���� �� ∂

∂x3
�

K���� M �
�  ���� �� �	 �3�
�� ���  �		� ���� +��� �� ��C��
 / "�� {Pi �
Di × [−1, 1]} ��L������!�
 / P # ��		� ��� {Ui × [−1, 1]} �
� �� �� ��������� ��
M � K!���� Ui ⊂ Di �
� ��L������!� / U � 5� ���	�
��� 	� "�� �������� ��� V #
�� ���� ����� ��� 	�
 ��C��
 
����� ��
0�����
 ���3 / ���3 �� ��� 	�
 Ui × {−1}
��� ������� �����
 	�
 ���0� �����
 �� V �

K�	� ���	���� ��(�� � ���  �		� ���� +��� �� ��C��
 / "�� ���� 	�  !��� V ��		�
��� ����� �� �	���� P ��� 	�  !��� W / 	(���������# 	�
 �����
 �� U × {−1}
��� ������� �����
 	�
 ������
 �� V � M����� / ��	���	��� 	�  !���W ��� ��� ��� ����
C∞ 
��� ������ ��
����� ���
 �� ���
����� �� ���� �� P # �� ������� ��  !��� V ′


�� M ���  �E� ��� ��� V !��
 ��
 ��C��
 �� ��� �� ��	���	� �� W / 	(�����������
2� ���	�
� 	� ��� ���� ���� �0�
��� W / V # 	�  !��� ������ � 	�
 �:��
 ������

��� W / 	(���������� �� P �

H��
 �*����
 ��� �����
 	�
 ������
 ����������
 �� V ′ 
���  �		�
 ��� 
��� ���

	�
 ��C��
� %��� z �� ����� �� ��!��
 ��
 ��C��
� %� 
�� ������ ��� V ′ ����� �� 
����
�(��� ��C��# 	� ����� �� 
����� �
� 	� �:�� ��� 	� ����� �� 
����� �� 	(������ �� z ���
	�  !��� V #  (�
�$/$���� ��  ������� 
�� 	� �:�� ������ ��  !��� V � K���� 	�

�����
 �� U × {−1} ��� ������� �����
 	�
 ������
# �	 D � ��� ��C�� ���
 	����		�
	(������ �� z ������� �� �� 
��� ��
� A	��
 z �(�
� ��
 �� ����� ���������� �� V ′# ��
V ′ � �� ������ +�� �(������
 ����������
�



%�%� &	
�� �� '	���� �

�

N	 ���� ��������� ��� ���� ��(�� "�� φt ���
���� �� ��	��� �	 �
� �� �

���� ���
���� ���� ������ Ω# φt(Ω) � Ω ���� ���� t� ?��
  � ����� �	 D � �� ��
���	� ��
�����
 ������# U×] − 1,−1 + ε] ⊂ D2

2 × [−1, 1]# ��	 ���  �
 ������
 �� 
������ ��

�� D2

2 × [−1, 1]� A	��
 �	 �3�
�� �� ������ ���
 P ��	 ��(�	  ������� 
�� ����� ���
	� "�� �������� ��� W � ?�� P �� ���� ��
 ���
����� �� ��	���� 5� ������	 ����
��(�� ����� ���
���� �� ��	���# 	(��
���	� ��
 ������
 ������
 ���� :��� �� �����
�(��������� �����

O��������� �� ��  ��
������ 	� ����+ ����� �� ����� �� ��	
�� ��(���	�
� ��
���������# �) 	(��
���	� ��
 �����
 �(������ ���� 	�
 ������
 
��� ������
 �
� ��
 �� 	�� 2�  ��
����� P ′ = A × [−1, 1]# A 	(������ S1 × [1, 2]� %�� P ′ �� � 	�

 ���������
 (θ, r, z)� 2�  !�� !� ��  !��� W ��  	�

� C∞ ������� ��3  D	�����

{r = const.} �� 
���
���
��� 1

I ���
 �� ���� �	  �E� ��� ��� 	�  !��� ����� �	# ∂
∂z @

I �	 �
� ����
D�������� ��� ������� �� �	�� {z = 0} @
I �	 � ���  ����
���� ����� �	� 
��� ������ ��
�����# 
��� 
�� 	�
 ���3 ������


����������
 ��� 
��� ���
 	�  D	����� {r = 3
2}�

����  ��
������ �� "�� ���  �
  ��� ����
�����
# �� ���� ������� 	�  ��
��� ����
�� ��	
��� %��� R = [1, 2] × [−1, 1]  ���� �����# ��� ��  !��� �� �� ����
 W1

 ���� ���
 	� +���� 1

�p

�q

� 
$�

�

?��
 P ′ = S1 × R �� ����  ��
������ 	�  !��� ������� / {·} × R ��� 
�
���0���� 
�� W1� 5� ���	�
��� ��� ��� ���� C∞# f : R→ R  ���� �����# 	�  !���
�� �� ����
 W = W2 +f · ∂

∂θ � 	�
  ��� ����
�����
  !�� !��
� 5� ����#  ���� p �� q

��� ���
 	�  D	����� {r = 3

2}# 	(������ �(�� ����� (θ, r,−1) ������ �� ����� (θ, r, 1)

� r �= 3

2 =����
 �� ����
 ��� ���� ���
 	(��+�� ����� r ���� ���
 3
2 ># �� ���� r = 3

2

(�  ���	� 
�� 	(������ �� ���� ��� 	�
 �����
 (θ, p)�

����	�����# �� �	���� P ′ ���
 P = D2
2 × [−1, 1]# �� ����D��� 	� ����� (θ, r, z)


�� 	� ����� (r cos θ, r sin θ, z)� P ������#  � ����� �������� ���
����� ��� ����� ��	���
 �� 	(��
���	� ��
 �����
 �(������ ���� 	�
 ������
 
��� ������
 ��� P # �
� ��  �� 	��
K���� �� ����� ���
 	� 
� ���� �# �	 �� ���
���� ��
 �� ����� ��	����
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�� ����� �� ���������

A���
 	� ��
 ������� �� 	�  ��
��� ���� �� ����� �� ���������# �� ����� ���
	� ���
�� ���� 	����		� �	 �� ���
���� ��
 �� ��	���# �
� ��(�	 �3�
�� �� ��
���	�
������ �� �����
 �(������ ��	 ��� 
�
 ������
 
��� ������
� �� �����+��� ���� �� ��
��������� �
� �(��
���� ��
 ������
 �� ����� �� ��	
�� P # ��� 	�  !��� W # ���
 	��
�:�� �� 
���� ���  �
 ������
 ����������
# ��(�� ����		� O1 = {(θ, p)|0 ≤ θ ≤ 2π}
�� O2 = {(θ, q)|0 ≤ θ ≤ 2π}# 
����� ������
�

��  !��� W �
� ������� ��3  D	�����
 {r = const.} �) �	 �� ��� 	�
 ������
 1

r ≈ 1, 2

r = 3
2

r ≈ 3
2

2�  ����� � 	�  ��
��� ���� �� �	������� P = A × [−1, 1] ���
 R3  ����
	� ������ 	� ������� ��

�� �� 	� +���� ���# �� ������� 	� ���� ���� ����� �	� �� "��
���
 �� ���� �� P � 2� �� ����$��
���� ���3 ������
 ���� ������� �� ����� K  ����
 � �� ��

�� ��# �� 	� ����� �� ����  �$��

��
�

���� ��� I �	�������� �� P

%��� L1 =��
�� �������� L2> �� ��
��� ����	������ ����� ���
 	(������ A �����
��� α1 ∪ α′

1 =��
�� α2 ∪ α′
2>� �(�� α

′
1 =��
�� α′

2> �
�  ������ ���
 	(��������� �� A#
�� α1 =��
�� α2> ���
 	�  �� 	� {r = 2}# ��� �
� ��� ������ �� ���� �� A� ��
 ������

�� P ��(�� �� ��
���� ���
 P 
��� 	�
 ������ L1 × [−1, 1] �� L2 × [−1, 1]� 2�

����
� ��� 	�
 ���3 	�����
 
��� ��
0�����
 �� ��(�		�
  ����������#  !� ��� ��

������ ��  �� 	� {r = 3

2}�
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���� �� I ����� �� ��������� K

α1

α2

α′
1

α′
2

2� ����� β1 �� �� ��  �� 	� {r = 1} ⊂ A� %��� σ1 : L1 × [−1, 1] → P ��
�	�������� C∞ ��� ��

��� 	�
 ���������
 
�������
 1

I σ1(α′
1 × [−1, 1]) = β1 × [−1, 1] @

I (L1 × [−1, 1]) ∩ σ1(L1 × [−1, 1]) = ∅ @

I ���� ���� a ∈ L1# σ1({a} × [−1, 1]) �
�  ������� ���
 ��� ������ �� "��
�������� ��� W � K���� W �
� ����� �	 ���
 �� ���� �� P # ��� ���
 ��
β1 × [−1, 1]# �� !���9����	 
�� 	�
 ������
 ����������
#  � � �3��� ��� 	(�����
�� L1 ×{·} 
��� ����
���
� ��  !��� W � K(�
�$/$����# �		� ���� ����� � ����
�� ��� @

I σ1(L1 × {·}) ��� ����� 	(������ O1 ���
 �� ������ ����� �� �		� �� ��� �����
��
 O2�

?� 	� �:�� �������# ��  ��
����� �� �	�������� σ2 �� L2 × [−1, 1] ���
 P #
��	 ��� 	(����� ��� ����� 	(������ O2 �� �� ��� ����� ��
 O1� 2� 	� ���� �� 
���� ���
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���� ��� I 2����� ������

σ1(L1 × [−1, 1]) 
��� ��
0����� �� σ2(L2 × [−1, 1])� 2� ������+� 	�
 �����
 ��

P ′ = P \ (σ1(L1 × [−1, 1]) ∪ σ2(L2 × [−1, 1]))

��� 	���
 �����
 ��
�� ����
 
��
 σ1 �� σ2# ���� ������� 	� ����� �� ��������� K�
K���� ���
 	(��
������ �� ����� �� ��	
��# �� ���� ����� ��
��� �� ��	���	��� 	�
 !��� W / 	(��������� ��
 	�����
 ��� ��� ��� ���� C∞ 
��� ������ ��
�����# ����
��� 	�  !��� �� �� ����
 K  ��
����� ���
 K 
��� ��L��������	�� K����  ���� ����
��  !���� ��
 	�
 ���0� �����
�

���� ��� K 
��� �� ����� ����������� �� ���� 
(�

���� ��� O1 �� O2 
�����
������
 ��� 	(��
������ ��
 	�����
� K� � �3��� ��� Li# ���� i = 1, 2#  ������� ��
����� �� 	� ����� (ρi,

3
2 ) ��	 ��� 	(����� �� 
������ {(ρi,

3
2 )×[−1, 1]} ⊂ Li×[−1, 1]


��� �� �� �� 	(������ Oi� %� �� �	�
 σi(θ̃, r̃, z̃) = (θ, r, z) ���	���� ��� r̃ > r ����
���� (θ̃, r̃, z̃)# 
��� 
� (θ̃, r̃, z̃) = (ρi,

3
2 , z̃) ��� �� 
�� 	(������ Oi# �� ���� ��� σi � 	�

����	�	�� � ������
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�

r = 1 r = 3
2 r = 2

r̃ = 2
r̃ = 3

2

r̃ = 1

A���
 ������+ �����# �� ������� ��  ���� � K� %��� τ 	� ���0� ���� ������		� ��
P ′ 
�� K� �� ���� �� K �
�  ����
� ��� ��� 
���� � 	�����	�

τ [(∂A \ (α1 ∪ α2 ∪ β1 ∪ β2)) × [−1, 1]],

�������� ��  !��� K# �� ���3 
���� �
 ����
���
�
 / K# τ [(A \ (L1 ∪L2))×{±1}]
��� 
��� 	(������ �� 	� 
����� �� K# ��
�� ��������� K	�������� K ���� :��� �	����
���
 R3 �� ��B�� C∞ �� �� 
���� ��� 	�
 ����� �	�
 
��� ���
�����
� ��  !��� K
���	���� / 	(�3������� ��K ��� 	�  !��� ����� �	  ��
���� �
� ��  	�

� C∞� A��
�#K
������ :��� ��
��� ���
 D2× [−1, 1]# �) D2 �
� �� ��
��� �����# �� ���	�
�  ���� 	�
����� �� ��	
�� ���� ����� ����� 	�
 ������
 �(��  !��� �� �� ����
 ����� ���
 ���
������� �� �����
��� ����
#  ���� ���
  � 
��
  ���� ��
 �����		�
 ������
 ����������
�
2� �� ������� �� 
������ 	�
 ����
 �� Q� G!D
 -G!D&�. ���  ����  ��
��� ���� ���

����� 	� �����  !�� !� 1 K �(� ��
 �(������
 ����������
 ���
 K�


���������� 	���	 )� ������� K ��	 � ����� �� ������� K� ��� � �	
��
����	��	���

A���� 	� ������# �� �� ���������� �� ��� �� �������	����� ?��
 P ′ �� ����� ��

A× {−1} ∪ σ1(L1 × {−1}) ∪ σ2(L2 × {−1})
�
� �� ����� �(������� 2� 	(����		� �� ����� �(������ �������� 
(�	 �
� ���
 (A\(L1∪
L2))×{−1} ��� �
� 	� 
���� � �(������ �� K# �� 
� ������� 
����� 4�
�� ��������#
�� � 	�
 �����
 �� 
����� ��������
 �� 
� �������
� 2� ���	�
� 	� �:�� �������	����
���� 	�
 �����
 �� K# ��  ��
������� 	���
 �����
 �����
�
 ��� τ � 2� ��� ��(�� �����
�(������ �� �� ����� �� 
����� ���
 P ′ 
��� �� �� � 
(�	
 
��� �� 	� ����� (θ, r,−1)
�� (θ, r, 1)� ���� ������	�
��# �� ���� ��� 	���
 �����
 ��� τ 
��� �� �� ��

<�� ������ �� W ��� ����� ��  ������ ������ �� �����
 �(������ �� 
�����#
�	��
 �� ���� 	� �� ����
�� �� �������		�
� ��
 ��!���� �
 ��  �
 �������		�
# ���

��� ���
 P ′# 
��� ��
 ���� �� '	����� K!� ��� ��
 ������
 ����������
 �� W
�����
� �� P ′ ���
 �� 
��	 �� �� ��	
��# ��(�� ������ ��� O′

1 �� O′
2# ��
�� ���������

G�����	����� 	�
 �� 
 �� ��	
�� 
��� ��
  ����
����
  ����3�
 ��
 ������
 �� W #
	(�3 ������ 
��� 	�
 ������
 ��� ��� ������� 	�
 
���� �
 σi(αi×[−1, 1])# ���� i = 1, 2�

������
 ���3 �����
 p = (θ, r, z) �� p̃ = (θ̃, r̃, z̃) ���
 P ′# �� ��� ��� p �
�
W*����� p̃ 
� ��� ��
  ��������
 
�������
 �
� 
���
����� 1
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I �	
 
��� 
�� 	� �:�� ������ ��� ���������� �� W �� p ��� ��� / p̃ ���
 	�
���� ���� ������		� �� 	(������ @

I �	
 
��� ���
 	� �:�� ������ �����������
?��
 	�
 ���3  �
 r = r̃� ���� ���3 �� 
 �� ��	
��# w �� w̃# �� ��� ��� w �
�
W$����� w̃ 
� 	(������� �� w �
� W$����� ��  �		� �� w̃� 2� ���� ���
� ���� ��(��
�� �� ��	
�� �
� W$����� ���3 �����
 �� ���3 �� 
�

��
 �� 
 �� ��	
�� w1 �� w2 
��� K*�������	�� 
� 	(�3������� +��	 =����> ��
w1 �� 	(������� �� w2 ��� 	� �:�� ����� ��� τ � 2� ��+��� �� �� �� ���������
 ���� �� ��  ���� � �(��� ������ �� K ���
 K# ��	 ��� 	(������� �� 	� ���� 
���
��
 �����
 �(������ �� �� 
������

���� %��� γ �� �� �� ���������# �	 ��� ����� 
�  �

������� ��
 �����

�(������ �� 
����� p0, p1, . . . , pk� H����
 ��� 
��	� 	(������� p0 ���� :��� �� �����
�(������ �������� �� 
��	 	� ���� pk ���� :��� �� ����� �� 
����� ��������� 2� ������
��� 
���� �(�� 
 �� ��	
�� w1, w2, . . . , wk K$ ��
� ����
# ���� 	�
 �����
 ��� τ 
���
��
 ������
 �� γ# τ(wi) ����� pi−1 �� pi�

2� ��������� 	� 
���� �� �	����# n(i) ���� i = 1, 2, . . . , k# �

� ��� / 	(�� ��
��������� γ ��+�� ��� n(1) = 0 ��

n(i+ 1) =

{
n(i) + 1 
� pi �
� �� ����� �(������,

n(i) − 1 
� pi �
� �� ����� �� 
�����,

���� i = 1, 2, . . . , k − 1� %� �� �

���� �� ������ nγ(i) / 	� �	� � �� n(i)# ����

�� �+�� 	(�� �� ��������� ��(�� 
���� �� �����
����� ��
�	�� �� 	���� 
�������

��� 	���� +� ������ �� k > 1� �� n(i) ≥ 0 ��� ��� i �� �� n(k) ���
��� ,���� ����� �� '	���� w1 ��� W*����� wk�

H����
 ��� 
� 	(�� �� ��	
�� w �
� W$����� w̃# �� 	(������� �� w �
� �� �����
�(������ �� 	� ���� �� w̃ �
� �� ����� �� 
�����# �	��
  �
 ���3 �����
 
��� 	(�� ��
�� � / 	(������

���� 2� ��� ��� ��� �� ����� � 
�� 	� ������ k� N	 �
� ����

��	� �(�����
k = 2  �� n(2) = 1# �	��
 	� �������  �
 /  ��
������ �
� k = 3� ?��
  �  �
 	�

���� �
� �� �

�������� 0, 1, 0� 2�  �� 	� ��� p1 �
� ��� ������ 
� ������� �� p2

�
� ��� 
����� 
� �������� A	��
 �	 �3�
�� �� �� w2  ������ ���
 	(����� ��
 	�����

(L1 ∪ L2) × [−1, 1]# ��	 ��� 
�� ����� ��� τ  ���� �� 	�
 �����
 p1 �� p2� �(�����
�� w2 ��� 	(��
������ ��
 	�����
 ���
 P ′ �
� �� �� w̃2  ������ ���
 ��� ������ ��
W # ��  ���� �� 	� ���� �� w1 ��� 	(������� �� w3� A	��
  �
 ���3 �������
 �����


��� �� � / �� � ���
 	� ���� �(��� 	�����#  (�
�$/$���� w1 �� w3 
��� ���
 	� �:��
������ �� W �� w1 �
� W$����� w3�

%����
��
 ��� 	� 	���� �
� ����	� 0�
��(/ k − 1� 2� � 	�
 ���3  �
 
������
�
=�> -� ��	��� 1 < i < k ��� �� n(i) = 0�

?�� �� ���� �� ����
�� γ �� ���3 �� 
 �� ��������� ��� ����+���  !� ��
	�
 !D���!�
�
 �� 	���� ���� ��
 ��	���
 
��� ������ ����������
 / k� 2�
������� 	� 	���� ��� �� ����� ��

=> �	��� n(i) ≥ 1 ��� i = 2, 3, . . . , k − 1�
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2� ����� 	(�� γ′ = γ \ (w1 ∪ wk)# ��� ����+� 	�
 !D���!�
�
 �� 	���� ����
k − 2  �� nγ′(i) = nγ(i) − 1� A	��
 ��� �� ����� � �� � ��� w2 �
� W$
����� wk−1� 5�  ��
������� 	(�� l = w2 ∪ w3 ∪ . . . ∪ wk−1# �� ������� ���
�� ����
����� �� γ �� ����
 �� 
 w1# l# wk� 5� 
������ 	(�������� ��  �

k = 3 �� ����	�� 	� 	�����

�

H��
 ������
 ���������� ������� ��� K# ��� 	�  !��� �� �� ����
 K# �
�
�� ����� ������������ ?(����� �� �� ������� ��(�	 
���
���� 	�
  ��� ����
�����
 �(��
����� �� ����
 ���
 	(������� �����

=�> &�� ��������	��� �� ����� �� ������� K ��� ����	��� ��
� � �����
=��> ��	� γ � ��� �� ��������� ��������� ��� ��� ���� �� '	���� w1, w2, . . . , wk�
�. wi �� �� pi−1 / pi� +� ����� p0 � ��	�� �������� ��	��	�� �� pk � ��	��
�� ����	� ��	��	��� ,���� p0 �� pk ���� ���� / �����
���� �������  ���� �*������� �� �� ���� ��� γ ����+� 	�
 !D���!�
�
 ��
	���� ���� ?(����� �� �*��� ��� n(i) ≥ 0� %����
��
 ��(�	 �3�
�� 1 <
i ≤ k ��	 ��� n(i) < 0� K���� n(2) = 1# �� ����  ��
������ j 	� �������
������ 
��� ������ 
�������� / 1 ��	 ��� n(j) = 0� �� 	���� ������ ��� p0

�� pj 
��� 	(�� �� �� � / 	(����� �� ��� ��� pj �
� �� ����� �� 
����� ��������#
 � ��� �(������ ��� ���� j = k�
%����
��
# ���������� ��� n(k) > 0� %� �� ��� ���� γ ���
 	� 
��
 �����
�
�� � ��� n−γ(k) = 0 ��� ��+������� ?�� n−γ(1) < 0# ��� �(�
� ��
 ��

��	�
 �� n−γ(i) ≥ 0 ���� i = 1, 2, ..., k� ?�� n(k) = 0 �� 	� 	���� ���	���� =��>�

=���> 0�� ���	�� �	 ���
��� ����K ��� � ��	�� � ���� τ(θ, 3
2 ,−1) ���� �������

����
%����
��
 ��(�	 �3�
�� �� ����� �� �D�� τ(θ, 3

2 ,−1) ��	 ��� 
�� ������ ��

���
�� K� 5� ���	�
��� =��> ��  �� 	� ��� 	� ����� �� 
����� 
����� τ(θ, 3

2 , 1)# ��� 
	�
 �����
 (θ, 3

2 ,−1) �� (θ, 3
2 , 1) 
������� ���
 	� �:�� ������ �� W #  � ���

�
� ���  ������� �����
=��> +� � ��1/ �	� �� K ��� ������ ���� R3 �� ��2�� / ��������� �� �	����	��
����	�����

=�> K ��� ����	��	���
%����
��
 	�  ��������#  (�
�$/$���� ��(�	 �3�
�� ��� ������ ����������� K��
������  ������� �� ����
 �� ����� �(������ �� �� 
����� 
� ������� p0� 2�
������� �� �� �� ��������� γ# ��� 	(������� �� 	� ���� �� p0# ��(�� ��$
 ����
� �� ��� 
���� �(�� 
 �� ��	
�� K$ ��
� ����
 w1, w2, . . . , wk+1# ��� 
w1 = wk+1 ���  ����� � �� p0� ��  !��3 �� p0 �
� ���������� ����� 	�

�����
 p0, p1, . . . , pk = p0 ��� �����
 ��� γ� 2�  !��
�� k ������	# ��� 	�

�� 
 w1, . . . , wk 
��� ��
��� �
 ���3 / ���3�
%� n(k+1) = 0# γ ��� ����� 	� �:�� ������ �� �����
 �(������ ��� �� 
������
2� ����� p0 �� 
���� ��� n(i) ≥ 0# ���� i = 1, 2, . . . , k+1#  � ��� ��  !����
��
 n(k + 1)  �� �� �
� ���
 ��� ������ ����������� ��� 	� 	���� ���# w1

�
� W$����� wk+1� K���� w1 = wk+1# �	  �E� ��� ��� O′
1 �� O′

2� �(�������
�� w2 �
� �� ��
 �����
 (ρi,

3
2 , 0)# i = 1, 2# �� 
�� ���� �
� �� ����� �(�������

?�� n(2) = 1 �� n(3) = 2� %��� i > 1 	� �	�
 ����� ������ ��	 ��� n(i) = 0�
A	��
 n(i − 1) = 1 �� pi−1 �
� �� ����� �� 
������ ��� 	� 	���� p1 �� pi−1



�' $���	��� %� &	
��� �� '	���� �� ��������


��� �� �� �� K� � �
� ��
����  �� 	�
 ������
 �� W ���
 	�  D	����� {r = 3
2}

�� 	� ������
��� ��
�
%� 	� ������� ������# n(k + 1) �
� ���	 / m# �� ���� 
����
�� m > 0#  �� 	�
 �
 ������� �
� ���	���� 
� �� ��� ���� γ ���
 	� 
��
  ��������� ?� �������
��  !��
� p0 ���� ��� n(i) ≥ 0# ���� i = 1, . . . , k+1� %� n(i+1) = n(i)+1#
pi �
� �� ����� �(������ �� ��� 	�  �������� �� ��D�� r(i+ 1) ≥ r(i)# �) r(i)
�
� 	� ��D�� ��  D	����� ���  ������� / wi� �(���	��� r(i + 1) = r(i) ���	����
��� wi �
� O′

1 �� O′
2�

%����
��
 �(����� ��� 	� 
���� �� ������3 �
� 
��� ������  ���

����#  (�
�$
/$���� n(i) = i− 1 = n(i+ 1) − 1� ?�� 

r(1) ≥ r(2) ≥ · · · ≥ r(k + 1),

���
  ���� w1 = wk+1# r(1) = r(k+ 1)� A	��
 ���
 	�
 �� 
 wi 
��� ���
 	�
 D	����� {r = 3

2} ��  �E� ����� ��� O′
1 �� O′

2� K� � �
� ��
����  ��  �
 �� 

�� ��	
�� �� 
��� ��
 K$ ��
� ����
�
%�  � �(�
� ��
 	�  �
#  (�
�$/$���� 	� 
���� n(i) �(�
� ��
 
��� ������  ���

����#
�� ���� ������� ��� 
���� �(���� �
 1 = i(1) < i(2) < · · · < i(n+ 1) ≤ k+ 1
��	 ��� ���� a = 1, 2, . . . , n+ 1 �� �

n(i(a)) = a− 1 �� n(j) ≥ a− 1 ���� j ≥ i(a).

� � �

i(1)

n(i)

i(2)i(3) i(4) i(5)

%� i(a + 1) > i(a) + 1 ��  ��
����� 	� 
���� �(�� 
 �� ��	
�� K$ ��
� ����

wi(a), wi(a)+1, . . . , wi(a+1)−1� K���� n(i(a)) = n(i(a + 1) − 1)# �� ����
���	�
�� 	� 	���� ��� ���� ������� ��� wi(a) �
� W$����� wi(a+1)−1 �� ��� 
r(i(a)) = r(i(a+ 1) − 1)� ?� �:��# �� ������� ��� r(i(n+ 1)) = r(k + 1)�
��  �������� �� ��D�� ���	���� ��� r(i(a + 1)) ≥ r(i(a + 1) − 1) ����
a = 1, 2, . . . , n# ���
 r(1) = r(k + 1)# ��� ���
 	�
 r(i(a)) 
��� ����3
��  !���� wi(a+1)−1  �E� ��� ��� O′

1 �� O′
2� K���� wi(a) �
� W$�����

wi(a+1)−1 =
� i(a + 1) > i(a) + 1> �� � ��� wi(a)  �E� ��� ��

� ��� O′
1

�� O′
2#  � ��� �
� ���  ������� ���� ���
 	�  �
 �) 	� 
���� ��
 ������3 �(�
�

��
 
��� ������  ���

����  �� 	�
 w1, w2, . . . , wk 
��� ��
��� �
� ?�� K �
�
������������

�

O��� �� ����� �� ��������� �� ���� ������� 	� �!������ '�'��� R�������
 	�

� ���� �� �������� ��� K �� ���� ��
 ���
����� �� ��	����



%�(� &	
�� �� �������� ��


���������� 	���� -� ��	��� ε > 0 ��� �� �����	�� ��� ������� / K ��� ��	�� �
���� τ(θ, r,−1) ���� 3

2 − ε < r < 3
2 � �� ����� ��� ��� �� ��	�� �� ���� τ(θ, r, 1)�

3� ����	��	��� �	 τ(θ, r,−1) ��� � ��	�� �������� ��	��	�� ��� ���	�� �� ������� ���
�� K�

K� � ���	���� ��(�	 �3�
�� �� ������ ��� ���� Ω ���
 (A \ (L1 ∪ L2)) × {−1}#
���� 	�
 ������
 
��� ������
 ��� K� 2� ������� 	�  ���		���� 
�������

������ �� 	���! )� �	
�� K ��	 � ����� �� ������� K �� �������� ���
������


��� � 	����� ���� 
���	�+�� �� � ���� σi(Li) / 	� �	� � �� σi(Li × {−1})�
%��� p = (θ, r, z) �� ����� �� σ1(L1) ��� !� �� ���� �� 	(�� O′

1� %� �� 
���
	(������ ��� ��

� ��� p# �		� ������� / σ1(L1) 
�� �� ����� p̃ = (θ̃, r, z̃)� ?�� 	�
��
��� � |z − z̃| �
� ��0���� ��� �� ��	���	�  ��
���� �� 	� ��
��� � �� p �� ����
�� O′

1�
H����
# ��� ��		���
# ��� 	� ������ σ1(L1 ∩ {r < 3

2}) ⊂ σ1(L1) �
� ������ ���
���  ����� 	�

�  ������� ���
 σ1(L1 ∩ {r ≤ 3

2})� 5� ����  ����  ����� ��

� ��� 	�
���� �� O′

1#  ��  � ����� �
� ���
 σ1(L1 ∩ {r = 3
2})� ?�� 	�  ����� �
� ��������

/ σ1(L1 ∩ {r = 3
2}) �� ���� �� O′

1�
2�  �� 	� ��(�	 �3�
�� ε > 0 �

�9 ����� ��	 ��� 	(������ �(�� ����� �� �D��

(θ, r,−1)# ��� 3
2 − ε < r < 3

2 # ��� ����� 	� 
���� � σ1(L1 ∩ {r < 3
2})� H��


�*����
 ���  �  !��3 �� ε 
�*� ���� ����	�� 	� �����
������
2� 
����
� 	�  ��������#  (�
�$/$���� ��� 	(������ �(�� ����� �� �D�� τ(θ, r,−1)

��� K# ��� 3
2 − ε < r < 3

2 # ��

� ��� 	� ����� �� �� � τ(θ, r, 1)� %��� γ 	(�� ��
��������� �����  �
 ���3 �����
� 2�  ��
�����# ����� 	�
 �� 
 �� ��	
�� ��� �������
γ#  ��3 ���� 	�  ��������� r �
� 
��� ������ ���������� / 3

2 � %��� w 	(�� ��  ��3
���� 	����	 	�  ��������� r �
� ��3���	��

K��
������
 	(������ ��  !��� W ���  ������� w# �� 
��� ω1, ω2, . . . , ωl 	� 
����
��
 �� 
 �� ��	
�� ���
  ���� ������� ?�� w  �E� ��� ��� 	(�� ��
 ωi# ����
1 ≤ i ≤ l� 2� 
��� ���  ���� ������ ��� ����� �� �

�������� ��� ��
 
���� �

σ1(L1 ∩ {r < 3

2})# σ2(L2 ∩ {r < 3
2})� %��� ωj 	� ������� ��
 �� 
 �� ��	
�� ��� �


�� ���� ���
 ��� ��  �
 
���� �
# �� ���� 
����
�� ��� j ≥ i# 	(�����  �
 �����
���	����� ?�� 	�
 �� 
 ωi, ωi+1, . . . , ωj−1 ���  ���� ����
 ��
 �����
 �(������

� ������� ���
 σ1(L1 ∩ {r > 3

2}) �� σ2(L2 ∩ {r > 3
2})# ��� 	� ��+������ �� j� 2�

� ��
��� �� ��
�	��� 
�������

��� 	���" )����	�� ��� K ��� ��	�� � ���� τ(θ, r,−1)� ���� r > 3
2 � ����� ���

τ(θ, r, 1)� 4� ���� ���� ����	��� ��� ��� ���� �� '	���� �	 ���� W*����� (θ, r,−1)
�� (θ, r, 1)�

%� �� 
����
� 	� 	���� ���� �� ������� ��� 	�
 τ(ωi), τ(ωi+1), . . . , τ(ωj) 
���

�� γ# 	(�� �� ���������� �(����� �� ���� �� ωj ��� σ−1

1 �� σ−1
2 �
� �� ����� ��

	� ����� (θ̄, r̄,−1) ��� r < r̄ < 2� ?�� 	(�� �� ��	
�� K$ ��
� ���� / ωj � 
�
 ��������� r  �����
� �����  �		� �� w �� 3

2 � O��
 �� �����  !��
� w 	(�� ��� 	�
 ��������� r ��3���	�# �	��
 �� � ������ ���  ������� �����

�



� $���	��� %� &	
��� �� '	���� �� ��������

N	 ������ 
��	����� �� ������� 	� 	���� ���� ��(�� � ���	�
��

��� � 	���"� ��  �������� �� ��D�� ���	���� ��(�	 �3�
�� ��� ��� ����
λ : [1, 2] → [1, 2]  ���

���� ��		� ��� λ(r) > r 
� r �= 3

2 # �� λ(3
2 ) = 3

2 # �� ��		� ��� 
�
σ1 �� σ2 �������� 	� ����� (θ̃, r̃, z̃) 
�� (θ, r, z) �� � ��� r̃ ≥ λ(r)� �� 
���� λ−n(2)
�
� �� ���

���� �� ���� ���
 3

2 �

�

�

�

� �

r

λ(r)

1 3
2 2

1

3
2

2

A	��
 
� r > 3
2 # �	 �3�
�� n ∈ N ��	 ��� λ−(n+1)(2) < r ≤ λ−n(2)# �� ��

������� 	� 	���� ��� �� ����� � 
�� n� %� n = 0# 	(�� �� ��	
�� ���  ����� �
���
 (θ, r,−1) �(����� ���� ��
 	�
 �����
 ��
 	�����
 Li × [−1, 1] ��� σ1 �� σ2#
��� �	 ������ �� ����� (θ, r, 1)�

%��� n > 0 ��	 ��� λ−(n+1)(2) < r < λ−n(2) �� w1, w2, . . . , wk 	�
 �� 
 ��
��	
�� ��� 
��� W$����� (θ, r,−1) �� (θ, r, 1)� 2� ���� ������� ��� τ(wi)# ����
i = 1, 2, . . . , k# �
� ���
 	(������ �� τ(θ, r,−1) ��� ������� / K� 2� ����� j 	�
������� ���� � ��	 ��� τ(wj) ���������� / 	(������# �� ���� ������� ��� j = k� %�
 � �(�
� ��
 	�  �
# 	� ���� �� wj �
� ��� ������ 
� �������# �� 	(�� K$ ��
� ����
�  ���� ������� �� ����� (θ̃, r̃,−1) ��� λ−n(2) < r̃� ?�� �	 �3�
�� m ≤ n
��	 ��� λ−m(2) < r̃ < λ−m+1(2)# �� ��� !D���!�
� �� �� ����� � 	(������ �� �����
τ(θ̃, r̃,−1) ��

� ��� τ(θ̃, r̃, 1)� �(����� �� (θ̃, r̃, 1) ��� σ1 �� σ2 �
� 	� ����� �(�������
�� 	(�� wj+1# ��� τ(wj+1) �
� ���
 	(������ ��  !��� K ��� ��

� ��� τ(θ, r,−1)#
 � ��(�
� ���  ������� ���� / 	� ��+������ �� j�

�

2�  �� 	�� ��(�� �� ����� �� ���������  ��
����� ��� �� ����� �� ��	
�� �) 	�
 !��� �
� ������� ��3  D	�����
 {r = const.} �� ��� 
���
���� 	�  �������� �� ��D��
�� ���� ��
 ���
����� �� ��	���� ?(��		���
  ����  �������� �
� �� �

���� ���� 	�
������ �� 	(�������� ��� �� ������



�������� 	

�	
��� ��	 ��������� �

������

�� �	��
 ��� ���
������ ��� ����� ��	���

2� �� ������� 	�
  !���
 ��� ���
������ �� ��	��� �� 	�
 ����		�����
 ��(�	

����������� ���� ��  !��� �� �� ����
 ��L��������	� V 
�� Rn# ��� 	� 
D
���� ��
 ���������
  ��������# �� �  ����  ��
����� � �� �!������ �� ������		� ��� 
�
	� �������� � div(V ) �
� ��		� 	� "�� �������� ���
���� 	� ��	��� dx1 ∧dx2 ∧ . . .∧
dxn� ��� ��+������# ��� 
��� ���� �� ��	��� ��L��������	� ���
 ��� ������� 	�

� ��
�����
��� n �
� ����� ��� ��� n$����� ��� ��		� ��  	�

� C∞# ��(�� ����		� ���
����� ������ ���� ��� ����� ��	��� α ���
 ��� ������� M # 	� �������� � �(��
 !��� �� �� ����
 V ���
 	(�
�� � ������� ������� 	� ������ �� ���

LV (α) = d(ιV (α)),

�) d �
� 	� ��L�������		� �3�������� �� ιV �
� 	�  ����� ���� ��� V � ?� �������
������	����# 
� M �
� ��� ������� ������ �� ���� ��+��� �� "��  ���� ��� � ����
��L��������	� �� ������ R# φ : R ×M → M � 2� ��� ��� 	�  !��� V �������� 	�
"�� φ 
�

V (x) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

φ(t, x),

���� ���� x ∈ M � ?�� 
� 	� �������� � �� V �
� ��		�# 	� "�� φ ���
���� 	� �����
��	��� α� A	��
 α �
�  ��
����� 	� 	��� ��
 ������
 �� φ#  (�
�$/$���� α(x) =
(φt)∗α(x) �) (φt)∗ �
� 	� ���� �� ������� ��� 	� ��L������!�
�� φt#  ����
�������
�� "�� / �� ����
 +3� t�

��
 ���0� �����
 �� V 
��� ����������
 ��� 	� (n− 1)$����� ������ β = ιV (α)
�� 	� ��B�� 
������� 1 β � �� ��D�� �� �����
��� 1 ��  !���� ����� �� M �) �		�

��



�� $���	��� (� &	
��� �	 ���������� � �����

�
� ��L������ �� 0� ��  !��� �� �� ����
 V �
�  ������ ���
 	� ��D�� �� β# 	�

�����
 �) β �
� ��		� 
��� 	�
 
����	�����
 �� V �

��� ��		���
#  ���� 	�  ����� ���� ��� V �
� ��� ����
��������� �����
��	� ��
	�������# 
� �� 
� ����� ��� (n − 1)$����� ������ β �� ��� ����� ��	��� α# ��
������ ��  !��� �� �� ����
 V ��	 ��� β = ιV (α)� A	��
 	� "�� �������� ��� V
���
���� α�

%� V �(� ��
 �� 
����	�����
# 	�
 ������
 �� "�� �

� �� ������� �� ����		����� ���

����	��� H �� �����
��� 1 
�� M � �� �3$ ��0� ���� �� %������ ���� :��� �����	� ��
�����
 �� ����		�����
 1 ��� ��	������� ��� �	���	�� �� �	����	�� 1 �� S3 5� �	��
�� �� ���	��� ������ �� �	����	�� ���	�6 � �� ��	��� �������

5� ������	# ��� ��
��� 
�� �� ����		����� �� �����
��� 1 �(��� ������� �� �����$

��� n# �
� ��+���  ���� ��� ��
��� ���� ���� (n− 1)$��
��� ����
���
� ���������
��� �
������ ����		�	� �� ����		������ ?��
 	�  �
 ��
  !���
 ��� ���
������ ��� �����
��	��� 
�� ��� ������� M �� �����
��� 3# 	� ����		����� H �
� ��+�� ��� 	� 2$�����
������ β  ���� 	(������ ����		����� ����		�	� �� ��D�� �� β� A	��
# 
� �� ����� ��
��
��� D2 �	���� ����
���
�	����� / H ��� i : D2 → M # 	� ��
��� 
�� 	� ��
���
�
� ��+�� ��� 	� ���� �� ������� i∗(β)# ��� �
� ��� ����� ��	��� ��L��������	�� ?�� 
β ��������� ��� ��
��� 
�� 	� ����		����� H�

?��
 	�  �
 �) n = 2# 	� 1$����� β �
� 	� ��L�������		� �(��� ��� ���� F #
������	����� ��	����	��� 2� ������� ��  !��� �� �� ����
 V �� 	� "�� ��������
φ� ��
 ������
 �� φ 
��� 	�
  �����
 �� ������ �� F � %� �� �	�
 M �
� ��� �������
�������� ����� �(��� �������� ������������ �� 
� 	� ����� α �
� 	� ����� ��	���
�

� ���  ���� ��������# �� � ��� 	�  !��� V �
� ��������� ��� 	(��������

V = e
πi
2 ∇F,

 �� div(V ) = 0� 2� ��� ��� V �
� 	�  !��� !���	������ �

� �� / F �
���� ���
# �� "�� ��  	�

� Cr ��� ���
���� �� ��	��� �
� �������� ��� ��

 !��� �� �� ����
 ��  	�

� Cr# ���� 	� �������� � �
� ��		� ��� ������� / ���
����� ��	��� ��  	�

� C∞ ���
 ��� ������� 	�

� �� �����
��� ����
�

%����	��
 �� ��

��� ���3 ��
�	���
  �� ������ 	(������	�� � �� ��
���
 ���

��� �������� �� �������# �(23���D �� <	�� ���	�� �� �&�� ���
 	(���� 	� -2<��.#
����	� ��� ���3 ��
���
 �� �������	��� µ1 �� µ2 ���
 ��� �������  ���� �� ��
 ����3� M ��� ��� 	�
 ���������
 1

I µi �(� ��
 �(�����
#  (�
�$/$���� µi({·}) = 0 @
I ���� ���� ������ Ω ⊂M ��� ���� µi(Ω) > 0 @
I µi(∂M) = 0 @


��� !��������!�
� K(�
�$/$���� ��(�	 �3�
�� �� !��������!�
�� h : M → M ��	
��� µ1(Ω) = µ2(h(Ω)) ���� ���� Ω ⊂M � 5� �	�
 
� �� ����� �� !��������!�
��
g : M → M # �� ����  !��
�� h / ������� ��� h|∂M = g|∂M � 5� ����� �	��� h
���� :��� 	(�������� 
�� ∂M � K� � �
� ������	��� / ���� ��(�	 �(D � ��(��� ��
��� ��
�������	��� 
�� M # / !��������!�
�� ���
�

���� ���3 �����
 ��	��� α1 �� α2 ���
 ��� ������� M ��  	�

� C∞#  ���� ��
��  ����3�# �� ���� ��(�		�
 
��� ��L������!�
 
(�	 �3�
�� �� ��L������!�
�� f ��
M ��	 ��� α1 = α2 · f � �� ���3���� ��
�	��� �S / ;� O�
�� -O�
6�.# ����	�� ��� α1



(�(� &	
�� �� '	���� �	 �������� �� ����� ��

�
� ��L������!� / a · α2 �)

a =

∫
M α1∫
M
α2

∈ R.

?��
 	�
 
� ����
 
�������
 �� ��  ��
������ �� ����� �� ��	
�� ��� ���
���� ��
��	���# �� �� �������� ��(�� �� ���� ��
 ����� ���  ��
��� ���� / 	� ��������� ����
������� �� ����� ��� ���
���� �� ��	��� 
��
 ������
 ����������
� <��  ��� ����
�����
���������� ��
 "��
 ��� ���
������ ��� ����� ��	��� α �� �����
��� ����
 �� ���
	��� ����		����� H �
� ����
���
�	����� 
D��	� �����#  (�
�$/$���� ��(�	 �3�
�� ���
����� 
D��	� ����� ιV (α)# �) V �
� 	�  !��� �� �� ����
 �

� ��# ��+��� 
�� �����

���� � ����
���
�	� / H# ��� �
� ���������� ��� 	� �
���������� �(!�	�������

K���� �� 	(� ��0/ ��������� G� ��������� � ������ ��(�	 �3�
�� ��
 "��
 ��
 	�

� C∞ ��� ���
������ �� ��	��� ��� �� ������ +�� �(������
 ����������
#
��� 	�  ��
��� ���� �(�� ����� 
��
 ������
 ����������
 ��� ���
���� �� ��	���
����������� �� ������� ��
  �����$�3���	�
 / 	�  ��0� ���� �� %������ ��  	�

� C∞

���
  �  �
� ?� �:�� ���� 	�
 "��
 ���	D�����
 ���	
 �� �� =�	���7	�� �	����>#  ��
	� �!������ �� G� ��������� �
� ��

� ��	��� ����  �
  	�

�
� N	 � ��

�  ��
�����
��
  �����$�3���	�
 ��  	�

� C1�

5�  �����
��# �(����
 	� �!������ �(,���� -,��&�.# �� "�� �� 4��� �(��� �����
��  ���� � 
�� S3 ��

��� ��� ������ ����������� <�� 
��� ���� ��  ���� � �� ��$
���
��� ����
# �
� ��  !��� C∞ �� �	��
 ��� ��������	�� ?�� �		� �
� ��+�� ��� 	�
��D�� �(��� 1$����� λ ��		� ��� λ ∧ dλ �
� �� ��	���� K���� ����� �
� ��� �����
��  ���� �� ��  !��� �� �� ����
 �� 4��� =��  ���� �> V �

� �� / λ �
� ��+��
��� ιV (dλ) = 0 �� λ(V ) = 1� �� ��
�	��� �� ,���� ����	�� ��� 	�  !��� �� 4���
�(��� 1$����� ��  ���� � λ 
�� S3 � ��� ������ ����������� K�  !��� ���
���� 	�

��� ���� ��  ���� �� ����� 	�
  !���
 ��� ���
������  ���� 
��� ����#  ��3 �� 4���

���  ��3 ��� 
��� �������
�
 ��3 �	��
�

�� �!������ �(,���� �
� ��  �
 ����� �	��� �� 	�  ��0� ���� �� ����
���� 1 ��	�
M �� ���	��� ��	� ���� ����� �� ������� λ� ����� �� ��	������� �	�	�� ��� ��
���� �� dλ � �� ��	��� �������� -���&�.� A	��
 
� ��  !�� !� ��
  !���
 
��

������
 ����������
 
�� S3# �	
 �� ������� ��
 :��� ��
  !���
 �� 4��� �

� ��
 /
��� ����� ��  ���� � �� 	�
 �3���	�
 �� G� ��������� �� ���
������ ��
 �� �����
��  ���� ��

� ����� �� ��	
�� ��� ���
���� 	� ��	���

2�  ����� � ��� ������� ��� 	� ����� P  ��
����� ���
 ��� �� ���
���� ��
 ��
��	����


���������� ����	 )� �	
�� P ��	 � ����� �� �������W � �� ��� ��� ���������
�� ������


���� �	�
 ��� �
����� �� ���� ������� ��� 	�  !��� �� �� ����
 W ��
���
���� ��
 ��� ����� ��	��� α� 2�  ����� � ���  ��
������ �� ����� p �(���
��
 ������
 ����������
 �� Σ 	� �	�� �������� �	���� / 	(������� ���� �� ���
�����
U0 �� p#  ������ ���
 Σ# �� ����� Φ : U0 → U1 	(���	� ����� �� ������� ������#



�6 $���	��� (� &	
��� �	 ���������� � �����

�) U1 = Φ(U0) ⊂ Σ� �� ��L������!�
�� Φ � �� ������ ����� +3� p �� 	�
 �����

�����
 
� ���	� ��� ����� �	�����#  ���� �� ������ ���
 	� ��

���

�p

%� Φ �� ���
���� ��
 	� 2$����� ιW (α)# 	�  !��� �� �� ����
 W �� ���� ��

���
����� 	� 3$����� α� �� ����� ιW (α) �
� ��� ��		� 
�� Σ#  (�
� ��� ��� �����
��	���� 2� �� ������� ��(�	 �(�3�
�� ��
 �� ����
���������
 ��� 	�  �����������
�� Φ# �:�� 
��	�����  �������
# ��� ���
������ ��� 2$����� ��	����

��� ����� ��	� U0� U1 ������ ���� R2� �� h : U0 → U1 � ����������	���
�	 �������� ���	�� �� �	 �������� ����� ��	��� � ��	������� ��� ���	��� ����	������
,���� h(x, y) = (x, y + ψ(x))�


���� K���� h ���
����  !���� ������ {x = const.}# h(x, y) = (x, g(x, y))�
%� h �
� ��L��������	� �� �

det

(
1 ∂g

∂x

0 ∂g
∂y

)
= 1,

�(�) h(x, y) = (x, y + ψ(x))# ��� ψ ��L��������	��

%� h �(�
� ��
 ��L��������	�# �� ����� ��� ������ !���9����	� {y = a} ��� a ���
 ��
�����# ��	 ��� {y = a} ∩ U0 �= ∅� %�� ����� ��� h �
� ���  ����� ��(�� ����
ψ(x) = h(x, a)� A	��
# h(x, y) − ψ(x) �
� 	(�������� 
�� {y = a}� %���

h̃(x, y) = h(x, y) − (0, ψ(x)) = (x, g(x, y) − ψ(x)).

K(�
� �� !��������!�
�� �� U0 ���
 h̃(U0) ��� ���
���� 	(����# �� h̃(x, a) = (x, a)
���� ���� x ��	 ��� (x, a) ∈ U0�

K	�������� U0 ∩ h̃(U0) �= ∅� %� h̃ �
� 	(�������� �� � +��� 2� 
����
� ��� h̃ �(�
�
��
 	(�������� 
�� U0# �	��
 �	 �3�
�� �� ����� (x0, y0) ��	 ��� h̃(x0, y0) = (x0, y1)#
��� y0 �= y1� N	 D � ���3 ��

���	���
 1 y0 < y1 �� y0 > y1� ?��
 	�  �
 �) y0 > y1
�� ����� �� �� ����	� �� ��
� ε 
�� 	� ������ {y = a} �� �	������ y0� 2� ����
������� ε �

�9 ����� �� 
���� ��� 	(����� �� 
������ [x0 − ε

2 , x0 + ε
2 ] × {y0} 
���

��
0����� �(�		� �:���



(�(� &	
�� �� '	���� �	 �������� �� ����� �7

�

�

(x0, y0)

(x0, y1)

ε
{y = a}

K���� {y = a} �
� ���������� �� h̃ ���
���� 	(����# �� ������ ���  ������� ����
 �� 	(����� �� �� ����	� [x0 − ε

2 , x0 + ε
2 ] × [a, y0] �
�  ������� ���������� ���


	��$�:��# �� 	� ��	��� �(�� ������ �
� ��
����� 2� ���� �����		� ���� 	�  �
 y0 < y1�
A	��
 h̃ �
� 	(�������� �� h(x, y) = (x, y + ψ(x))�

�

K� � ���	���� ��� Φ �� ���� ��
 ���
����� ��� ����� �(���� =2$����� ��	���>
 �� 
� �� !��������!�
�� �� U0 ���
 U1# ��� ���
���� 	�
 ������
 ����� �	�
 �� 	(����#
+3� �� �����# �	 ���� +3�� ����� 	� ������ ���  �������  � ������ A	��
 W �� ���� ��

���
����� �� ��	����

�

H��
 ����
 �� ��� ���� ����� �� ����� ��� ���
���� 	� ��	��� �� � ��
��� ���
	(��
���	� ��
 ������
 ������
 
��� �(��������� ����# ���
 	� �����
����� ��� ������
������ ���  � � �� 
�*� ��
� ����  ��
������ �� ����� ��� ���
���� 	� ��	��� ��
�� ����+�� �� ��� 	� ���3����  ��
��� ���� �� ���� ���
 ����

2�  ��
����� 	� ������� P = S1 × R ��� 	�
  ���������
 (θ, r, z)# �� �� �� 	�
����� �(��  !��� �� �� ����
 ��� ���
���� �� ��	��� ���� ��(�		� 
��� �� ������
2�  ����� � ���  ��
������ ��  !��� �� �� ����
 !���	������ ��� �� ����� +3�
���
 	� �� ����	� R = [1, 2] × [−1, 1]# ��� 	�
  ���������
 (r, z)� ��� �3���	� ��
����� 	� ��	D�T��

f(r, z) = −
(
r − 3

2

)3

− z2,

��� �������� 	�  !��� �� �� ����
 H1

ṙ = ∂f
∂z = −2z

ż = −∂f
∂r = 3(r − 3

2 )2.

��  !��� ��(��  !�� !� ���� :��� ����� �	 ���
 �� ���
����� �� ���� �� R �� ���	
/ H1 ���
 �� ���
����� �� 	� 
����	����� �� H1� 2� ���� ����+�� 	� ��	D�T�� f ��
������� ��� ��� ���� F # ��	 ��� 	�
 ������
 �� 
��  !��� �

� �� H2 
�����  ����
 �		�
 �� ����
 ���
 	� +���� ��� ?��
 �� ���
����� �� (3

2 , 0) 	�
  !���
 �� �� ����

H1 �� H2  �E� ������

5� 
������ 	�  ��
��� ���� �� ��	
��# ��  ��
����� ���
 P = S1×R 	�  !��� ��
�� ����
 H3 ������� / {·}×R ��� 
� ���0���� 
�� H2� K�  !��� �� �� ����
 ���
����



�� $���	��� (� &	
��� �	 ���������� � �����

-1

r

21.81.6

z

1.4

1

1.2

0.5

0

1

-0.5

•

���� �� I R��0� �����
 �� H2�

��� ����� ��	��� �� � ��  �� 	� �� 
����	�����
� ���� ��(�	 
��� ��� 
����	���# ��
����� ��� ��� ���� f : R→ R ��  	�

� C∞ ��		� ���
 �� ���
����� �� ���� �� R
�� ��
����� ���
 	� 
����	����� �� H2# ��� 
� ������ �� ����� (3

2 , 0)� ?�� 	�  !���
�� �� ����
 ��+�� ��� 	� 
���� H = H3 + f · ∂

∂θ �
� ��� 
����	��� ��� ��� ������
����������� ?� �	�
#  ���� f �� ������ ��� �� r �� z# 	�
 ���3 �����
 ��� ���
�������� � ��		��

��  !��� �� �� ����
 H �
� ����� �	 ���
 �� ���
����� �� ���� �� P # �� 	(��$

���	� ��
 ������
 ������
 �
� ��  �� 	� ���
 S1 × [1, 2]× {−1}� ���� 
(�

���� ��
��� 	�  �������� �(������$
����� =����� ���0� ����� �� H ��� ����� ���
 P �� 
���#

��� �� �� � �� 
�� ������> 
��� 
���
����� ��  �		� ���3  ����
 �� P � K(�
�$/$����

�� P ��  �		���� ���  ���� P ′ �� P ��� 	� ���� ���� ��
 ������
 �����
��# �� 
����
��� 	(������ �� P ′ �
� 	� 
����� �� P �

2� ������� ���
� �� ����� �� ��	
�� P # ���� ��  !��� �� �� ����
 H ��� ���$

���� �� ��	��� �� ���  ������� ���3 ������
 ����������
� 2� �� ���� ��
 ���	�
��  �
����� ���� ������� 	(���	���� �� �!������ �� ��	
�� ����� ���
 	�  �
 �� ���
��$
������ �� ��	��� 1 	(��
���	� �(������
 ������
 �
� ��  �� 	�#  � � ���
 ���: !� ��
������� ���
 �� "�� ����� V ���  �		� ���� +���� �� ��C��
 / "��# ��		� ��� �����
�� �	���� P �����
 	�
 �����
 ��  �� 	� ��� ������� �����
 	�
 ������
 �� "�� V �
K���� �� � ��� �����  � �!������ � ��� ������ ��� G� ���������# 
� �����
�������
���	�
� ��
  !�������
 �� ?�!��

�� ����		�����
 
����	���


?(����� �� �� ������� 	� �	����� 	�
 ����		�����
 �� �	�� ��(�� � ���	�
� �� �
����  ��
������ 	� ����� �� ��	
�� ��� ���
���� �� ��	���� %��� F (x, y) �� ��	D�T��



(�8� 9�	�������� �	���	��� �&

���
 R2� 2� ����� F ��	 ��� 	�  !��� �� �� ����
 !���	������ �

� ��

ẋ =
∂F

∂y =��>

ẏ = −∂F
∂x

,

� ��� 
����	����� �
�	�� / 	(������� �� 	�
  �����
 �� ������ {F = const.} 
���
!��������!�
 / �� �������		� ���
 �� ���
����� �� (0, 0)� ��
  �����
 {F = const.}

��� ��

� 	�
 ������
 �� "�� �������� ��� 	�  !��� ��� K� "�� ���
���� 	� �����
�(���� dx ∧ dy �� �	��� 2� � ��  ���		���� �� 	���� ���

������ �� ����	 ��	� V �� ��	������� ��� ���	��� ����	����� {x = const.} �� ��	� F
�� ��	������� ����� ��� ��� ������ �� �	��� �� F � ,���� 	� ����	��� ��� �������*
�����	��� h ��#�	 ���� � ��	�	���� �� ����	�	��� �	 �������� ���	�� �� �	 ����	�
�� ��	������� F �� V �

���� 2� ��  ��
������ 	�
 ����		�
 �� F  ���� 	�
  �����
 
�	�����
 ��  !���
�� �� ����
 ��# �� 
��� φt

F 	� "�� ��������� 2� ����� φ1
F 	� ��L������!�
�� ��+��

��� 	� "�� �� ����
 ���	 / 1� �� ����
��������� φ1
F ���
���� 	(����#  !���� ����		�

�� F �� +3� 	(��������
2� 
����
�# ��� 	(��
����# ��(�	 �3�
�� h �� !��������!�
�� ��+�� 
�� ��

���
����� �� (0, 0) ��� ���
���� 	(���� �� ��� ������ 	� ����		����� F 
�� V � �(!�$
�������!�
�� ξ = h · φ1

F · h−1 ���
���� 	(���� ��  !���� ����		� �� V # �	��
 ��� 	�
	���� �� ξ(x, y) = (x, y+ψ(x))� O��
 ξ +3� 	� ����� h(0, 0)# �� 	�
 �����
 
�� 	�
����� �	� x = h(0, 0) �� 
��� ��
 +3�
#  �� 	(������ ����� +3� ��� φ1

F �
� 	(��������
A	��
 ξ �� ���� ��
 :��� �� 	� ����� ξ(x, y) = (x, y+ψ(x))# �(�) 	�  ������� �����

�

��� ��		���
#  ����  ��
����� � �� �!������ �� 	� ��C�� / "��# �� � ��� ���

�� ���
����� �(�� ����� ���$
����	��� p ��  !��� �� �� ����
 �� �	 �3�
�� �� ���$
�������!�
�� αF ��� ���
���� 	(���� �� ��� ������ 	� ����		����� F 
�� V #  �� αF

�
�  ��
����� / ������ �� "�� �������� ��� �� ��� ���
���� 	(����� %��� G �� �����
��	D�T�� ��� 	�
 �:��
  ��� ����
�����
 ��� F # �� G 	� ����		����� ��+�� ��� 
�

 �����
 �� ������� 5� ���	�
��� 	�
 ��L������!�
��
 �� �!������ �� 	� ��C�� / "��#
�� ������� ��(�	 �3�
�� �� ��L������!�
�� ��+�� ���
 �� ���
����� �� p# ��� ���
����
	(���� �� ����D� 	�
 ����		�
 �� F 
��  �		�
 �� G�

?��������� �� �� ���� ��� ���3 ����		�����
 F �� G 
��� ������	���
 ���
 ��
���
����� U �(�� ����� p# 
(�	 �3�
�� �� !��������!�
�� h ��� ���
���� 	(���� ��+��
���
 U �� ��� ������ 	�
 ����		�
 �� F 
��  �		�
 �� G� �� ��
 �

��� ��� ������
���	���� ��� 
� p �
� �� ����� 
����	��� =��
�� �������� ����	���> �� ����		����� F #
h(p) �
� �� ����� 
����	��� =��
�� ����	���> �� G�

���������� ����� +� ����	�
�� ��� �����:���

F (x, y) = xp − y2

G(x, y) = xq − y2.

)�� ��	�������� �����	��� F �� G ���� ��	������� �	 �� �������� �	 p = q�



' $���	��� (� &	
��� �	 ���������� � �����


���� ���� +3�� 	�
 ����
 ��  ��
����� 	�  �
 ��
 ��	D�T��


F (x, y) = −x3 − y2

G(x, y) = −x5 − y2.

���� ����	�� 	� �����
����� �	 ���� ������� ��� 	���
 ����		�����
 �� 
��� ��
 ������$
	���
� ?��
 	� +���� � 
��� �����
����
 	�
 ����		�����
 F �� G�

y

x

1

1

0.5

0
0.5

-0.5

-1

0-0.5-1

y

x

1

1

0.5

0
0.5

-0.5

-1

0-0.5-1

���� � I ����		�����
 F �� G

P ������ �(� � �� �� ����� 	� ����		� −x3 − y2 = c ��� Fc� 2� 
����
� ��
������� ��� 	(!��������!�
�� ��� ���	�
� 	(������	�� � �3�
��� ��  ���		���� ����
�� 	� �!������ �� 	� ��C�� / "�� ���	������ ��� 
� 	(!��������!�
�� h ��� �����
	��� / 	(������	�� � �3�
����# h(F0) = G0�

%��� R �� ����� ��	����� ��� Fc# Fd �� 	�
 ������
 {y = a}# {y = a+ ε} ����
ε �����# ��	 ��(�	 ��  ������� ��
 	(�������#  ���� ���
 	� +���� ��� 2� ����		� 	�

�:��� �� R 	�
 ���3 ������
 ��
 ����		�
 �� 	�
 ���3 
������
 !���9�����3  ������

���
 
�� ����� 2�  !��
� d# c �� a �� ������� ��� 1

I R ��  ������� ��
 	(������� @
I 	�
  T��
 �� R 
��� ��
  �����
 	�

�
 �� 	������� ≈ ε� A	��
 �	 �3�
�� ��

��L������!�
�� ��� ���
���� 	(���� ��+�� ���
 �� ���
����� �� R# ��	 ��� 	�

�����
 ��
 ����		�
 
��� ��
 ������
 ����� �	�
# �� 	(���� �� R �
� �� 	(����� ��
ε2�

%� �� 
����
� ��� 	�
 ����		�����
 
��� ������	���
#  (�
�$/$���� ��(�	 �3�
�� h
!��������!�
�� ��� ���
���� 	(���� �� ��� ������ 	� ����		����� F 
�� G# h(R) �
�
��	����� ��� ���3 ����		�
 Gc̄# Gd̄ �� 	�
 �����
 �� {y = a}# {y = a+ ε}� K	��������
h(R) ��  ������� ��
 	(������� �� 
�� ���� �
� �� 	(����� �� ε2�

���� ε ����� 	�
  T��
 �� h(R) 
�� Gc̄# Gd̄ 
��� �� 	������� ≈ b · ε �� 	� ��
��� �
����� Gc̄ �� Gd̄ �� 	(����� �� ε

b � ���� +��� 	� ������ �� ����� �� ����� S ��	�����
��� F0# Fc �� 	�
 ������
 {y = ± ε

2}# ���� ε �����#  ���� ���
 	� +���� ��� 2�



(�8� 9�	�������� �	���	��� �

R

S

���� �� I 4�����
 R �� S

 !��
�� c �� 
���� ��� 	�
  T��
 !���9�����3 
��� �� 	������� ε� 2� � ���

c =
((

ε

2

)2/3

+ ε

)3

−
(
ε

2

)2

.

2� ���� �������� S ��� ���  �		� ���� �� ������
 �� �:�� �D�� ��� R#  ����
���
 	� +���� ��� ?�� 	�
 	�������
 ��
  T��
 �� h(S) ������� 	����������� ��
��� ���� �� ε� �(���� �� h(S) ���� :��� �� �:�� ����� ��� 	(���� �� S#  �� �		�
 
���
���	�
� 2� ������ ���  ������� ���� / 	(�3�
��� � �� h �� �������� ��� 	(���� �� S
�
� �� 	(����� �� ε

5
3 ��  �		� �� h(S) �� 	(����� �� ε

7
5 �

S

���� �� I S �������

�(���� �� S �
� 	(�������	� �� 	� ��
��� � ����� �� ����� (x, y) ∈ F0 �� 	� �����
(x′, y) ∈ Fc# �) y ∈ [− ε

2 ,
ε
2 ]� K���� ��
��� � �
� (c + y2)1/3 − y2/3# ��� 	(���� ��



 $���	��� (� &	
��� �	 ���������� � �����

S �
� ������ ���

∫ ε
2

− ε
2

(c+ y2)1/3 − y2/3dy =
∫ ε

2

− ε
2

[((
ε

2

)2/3

+ ε

)3

−
(
ε

2

)2

+ y2

]1/3

− y2/3dy.

?(�) 	(����� �� 	(���� �
� ε
5
3 � �(���� �� h(S)# ���� ε 
�*
������ �����# ���� :���

����� !�� �� 
����
��� ��� 	�
  T��
 !���9�����3 
��� ��
 ������
� 2� ������� ���

c̄ =
((

ε

2

)2/5

+
ε

b

)5

−
(
ε

2

)2

.

2� ������ ��� 	(���� �� h(S) �
� �� 	(����� �� ε
7
5 #  � ��(�
� ���  ������� �����

��  �
 ������	 �
� ���	����# ���� 	�
 ��	D�T��


F (x, y) = xp − y2

G(x, y) = xq − y2,

�� � ��(�� �����  ���� S ���
 	� ����		����� F � 
�� ���� �(����� ε
p+2
2 � %� ��


����
� ��(�	
 
��� ������	���
 
��
 	(!��������!�
�� h# �	��
 	(���� �� h(S) �
�
�� 	(����� �� ε

q+2
2 � ?�� 	�
 ����		�����
 F �� G 
��� ������	���
 
� �� 
��	����� 
�

p = q�
�

����	����� �� �� ���� 	� ���
�� ��� ���
 ���: !�  ��
������ �� ����� �� ��$
������� / ������ �� ����� P ���� ��  !��� �� �� ����
 H# �� ���� / 	� +� �� 	�

� ���� �� 2� ��
���� ��� 	�
 ������
 ����������
 O1 �� O2 �� H 
���  �������

���
 �� ;���	����< ��� 
� ���0���� ���

(θ, r, z) → (r, z)


�� ���3  ����
 �� 	� ����		� 
����	��� �� ����		����� �

� �� ��  !��� �� �� ����

H2# �� �� 	�� ����		� 	� ���	���� �	���	��� K!� ��� ��
 ����		�
 ��  � ����		�����
 ����
����� / �� ���	�����



(�8� 9�	�������� �	���	��� �

���� �

�D�� ��  ��
������ �� ����� / 	� ��������� �	 �������� ��
���� ��
 ������

�� P ���
 	�� �:�� �� ������ 	�
 ������
 ����������
� %��� L1 �� ��
��� ����� ���

	(������ �� P #  ���� ���
 	�  ��
��� ���� �� ����� �� ���������� �	�
 ��� �
�����#
	(������ �� P �
� 	(������ S1 × [1, 2] × {−1} �� L1 �
� ��	����� ��� ���3 �� 
# ��
 ������ ���
 	(��������� �� 	(������ �� 	(����� ���
 	� ���� �3�������� S1 × {2} ×
{−1}�

2� ���	�
� 	� �:�� �������� ��� ���
 	� 
� ���� ��� 2� ����  ��
������ �� �	��$
������ σ1 : L1 → P ��� 	�
 ���������
 ��� ���
 	�  ��
��� ���� �� �� ���������
�� �� �	�
 σ1 ���� ���
����� �� ��	���� ����� �	�������� �� � ��
��� �� 	(�3�
��� �
�(�� ����� �(������ p ∈ L1#  ������ ��

� ���
 	�  D	����� 
����	���# ��	 ��� σ1(p) �
�

�� O1� K� � �
� �� �

���� ���� ������� 	(������ ���������� O1� 2� ���� �����		� ����
������� 	(������ O2 ��� �� �	�������� σ2 : L2 → P �� L2 ⊂ S1 × [1, 2] × {−1}�

2� ���	�
� 	�
  ��������
 (θ, F )# �) F �
� 	� ��	��� �� ��	D�T�� F 
�� 	� ����		�
��� ����� 	��� ��  D	������ ��  �������� �� ��D�� 
� ������� �� 	� ����	�	�� �
���	���� 1 
��� (θ, F ) �� ����� �� L1 �� (θ̄, F̄ ) 
�� ����� 
��
 σ1 �� σ2# �	��

F > F̄ �

�(�����
� ���� �� L1 �� 	�  D	����� 
����	��� �
� �� �� ��  �� 	� ��(�� ����		��� C�
�(����� �� C 
��
 σ1 �
� ���  ����� ��� ��� ����� 	(������O1� K����  ��
����� �
�� 	�  �������� ��  D	����� 	(������ ����� �(�����
� ���� ����� 	�  D	����� 
����	��� ��
σ1(C) �
� 	� ����� σ1(p)� A	��
 	�  ����� σ1(C) �(�
� ��
 ��L��������	� �� 	(�����
�� ����		����� ����� ��� 	(�����
� ���� ��
  D	�����
 �� L1# �
� �� ����		����� ��� 
��� 
����	����� �� �D��  �
�� ��� 	�  ���		���� ����# σ1 �� ���� ��
 ���
����� ��
��	����

σ1(p)σ1(C)

2� �������� ���
��  !����� 	�  ��
��� ���� ��  !���H ���� ������  � ����	��� 1
��  ����� � ��� ������� ���
 R 	�  !��� H ′

2 ��� �
� 	� 
D�������� ��  !��� H2

��� ������� / 	� ������ {r = 3
2 # �� � 	�
 ������
 �� ����
 ���
 	� +���� ���

2� 
��� 	�  ��
��� ���� ��  !��� �� �� ����
 H �� �� ������� ��������� 	� "��
H′ / 	(��������� �� P �



� $���	��� (� &	
��� �	 ���������� � �����

-1

r

21.81.6

z

1.4

1

1.2

0.5

0

1

-0.5

•

���� �� I R��0� �����
 �� H ′
2�

2� ���� ������� ��������  (�
� ����

��	� �� ����� 	�
 ��
������
 ���
  �  �
#
�� �� � ���	�
�� 	� �:�� �������� ��(������ �� �	����� ���
 �� �	�� ����
���
� /
	(������ ���������� ��(�� ���� ������ �� ���� 	� ����		�����  ����
������� / H ′

2 ��
	�
 �����
 ��
 �� 
 ��  �� 	� ������
 ��� 	(�����
� ���� ��
  D	�����
 ��� L1� 2� ��
����� 	�  ��������� �����	 
�� 	�
 ����		�
 �� H ′

2 ��� r ��  �		� ��
 �����
 
��
 σ1

��
 �� 
 ��  �� 	� ��� r̃�



(�8� 9�	�������� �	���	��� �

σ1(p)

l

%� �� 
� ���	� � 
�� 	� ������ !���9����	 l ��� ��

� ��� 	� 
����	�����# �� ����
 ��
������ 	�
 ��� ����
 ��+���
 ��� 	�  !�������� �� r �� r̃� ������� σ1 
���
��L��������	� �� ����� σ1(p) 	�
 ���3 ��� ����
 ������� ����� 	� �:�� ������� ���

 � �����# ���
 	� ������� �� 	� ��� ���� r �
� 1 ��  �		� �� r̃ �
� 0� ?�� �� �� ����
��
 ����� 	�
 ��
������
  	�

� C∞�
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-G!D&�. Q� G!D
� K��
��� ���� ��  !���
 �� �� ����
 
��
 ������ ����������
=�(����
 ��D
�D�� ���������>� ,����	���# =7> 153�� H�� 7��# �# ��I
�'7# �&&�� %�������� U�����V�# W�	� �&&�X&��

-,����. ;� ,����
��� C2  �������3���	�
 �� �!� %������  ��0� ����� ��������#
7=�> 1�&I7�# �&���

-,��&�. ,� ,����� �
����!�	�����!�  ����
 �� 
D��	� ��9�����
 8��! ���	� �$
����
 �� �!� ����
����  ��0� ���� �� �����
��� �!���� -������ =����#
���=�> 1���I�6�# �&&��

-���&�. �� ���������� A 
����!  �������3���	� �� �!� %������  ��0� ����� ,���
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