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Recordatorio

PSL(2,C) — Transf. de Mdbius

a b . ax+b
c d cz+d’

es un isomorfismo.
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Recordatorio

PSL(2,C) — Transf. de Mdbius
a b . ax+b
c d cz+d’
es un isomorfismo.

Teorema

PSL(2, C) actua de forma libre y transitiva en las tripletas ordenadas
de puntos distintos de C.
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Recordatorio

PSL(2,C) — Transf. de Mdbius

a b . ax+b
c d cz+d’

es un isomorfismo.
Teorema

PSL(2, C) actua de forma libre y transitiva en las tripletas ordenadas
de puntos distintos de C.

Eso implica que podemos identificar cada tripleta de puntos con un
Unico elemento de PSL(2,C).

Ana Rechtman Geometria hiperbdlica (en dimension 2) 2/14



Razon cruzada

Definicion (Razén cruzada)
Dados cuatro puntos distintos zy, zo, 23, 24 de @,

21 — 2o 24 — 23

(21,20, 23,24] =

Z1 — 23 Z4—22'

@ [z1,20,23,24] € C;

Ana Rechtman Geometria hiperbdlica (en dimension 2)

3/14



Razon cruzada

Definicion (Razén cruzada)
Dados cuatro puntos distintos zy, zo, 23, 24 de @,

21 — 2o 24 — 23
Z1 — 23 Z4—22'

(21,20, 23,24] =

@ [z1,20,23,24] € C;

@ fi2,,25,2,)(2) = [2, 22, Z3, Z4];
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Razon cruzada

Definicion (Razén cruzada)
Dados cuatro puntos distintos zy, zo, 23, 24 de C,

21 — 2o 24 — 23

21,25, 23,24) = :
(21,22, 23, 24] % e

@ [z1,20,23,24] € C;

O fi2,,2,20)(2) = 2, 22, 23, Z4];
@ La razén cruzada es invariante bajo transformaciones de Mdbius
(hacer el célculo).
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Razon cruzada

Lema
Z21,20,23,24 € C son cociclicos si y S0lo si [z, 25, 23, 24] € R. J
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Razon cruzada

Lema
Z21,20,23,24 € C son cociclicos si y S0lo si [z, 25, 23, 24] € R. J

Rectas
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Razon cruzada

Lema

zy, 20, 23,24 € C son cociclicos si y s6lo si[z1, 2o, Z3, 24| € R. J

Rectas
Demostracion.

[z1, 22, Z3, 24] € C es real siy s0lo si el argumento de este nimero es 0
o .
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Razon cruzada

Lema J

zy, 20, 23,24 € C son cociclicos si y s6lo si[z1, 2o, Z3, 24| € R.

Rectas

Demostracion.

[z1, 22, Z3, 24] € C es real siy s0lo si el argumento de este nimero es 0
o .

Supongamos que son cociclicos estan ordendados de alguna de las
siguientes formas

Z21,22,23,24 21,22,24,23 21,23,24,22
21,23,22,24 Z21,24,22,22 Z1,24,22,23.
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Razon cruzada

Proposicion
Una transformacion de Mdbius manda circulos en circulos.
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Recordatorio

Definicion
Una transformacion es conforme si preserva angulos. J
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Recordatorio

Definicion
Una transformacion es conforme si preserva angulos. J

Ejercicio
Las transformaciones de Mdbius son conformes. J
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Recordatorio

Definicion
Una transformacion es conforme si preserva angulos.

Ejercicio
Las transformaciones de Mébius son conformes.

Teorema

Las transformaciones conformes de C son las transformaciones de
Mobius.
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El disco de Poincaré

Ana Rechtman Geometria hiperbdlica (en dimensién 2)



El disco de Poincaré

Automorfismos conformes de D:

Aut(D) = {T trans. de Mébius | T(D) = D}.
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El disco de Poincaré

Automorfismos conformes de D:

Aut(D) = {T trans. de Mébius | T(D) = D}.

Teorema
Aut(D) es el subgrupo de las transformaciones de Mdbius de la forma

con e’ € S' y ae mD, o equivalentemente

_az+b
bz+3a

f(2)

con|al® — |b]? = 1.
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El disco de Poincaré

Teorema
Aut(D) es el subgrupo de las transformaciones de Mdbius de la forma

con e’ € S' y ae mD, o equivalentemente

. az+b
bz+a

f(2)

con|al® — |b]? = 1.

Observacion

{(Z ;’) € 5L(2,C),|af” - b = ‘}
es el grupo SU(1,1), asi que Aut(D) es PSU(1,1).
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Transformacion de Cayley

C:H — D
zZ—
z +— —
Z+1
Lema
C es una transformacion conforme de H en D. J
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Transformacion de Cayley

C:H — D
Z— 1
zZ +— @ —
Z+1

Lema
C es una transformacion conforme de H en D.

Demostracion.
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Transformacion de Cayley

C:H — D
Z— 1
zZ +— @ —
Z+1

Lema
C es una transformacion conforme de H en D.

Demostracion.

C(o0) =
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Transformacion de Cayley

C:H — D
z—i
z —
zZ+i

Lema
C es una transformacion conforme de H en D.

Demostracion.

C(o0) = 1
c(1) =
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Transformacion de Cayley

C:H — D
z—i
z —
zZ+i

Lema

C es una transformacion conforme de H en D.

Demostracion.
C(o0) = 1
c(1) = i
Cc(0) =
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Transformacion de Cayley

C:H — D
z—i
z —
zZ+i

Lema

C es una transformacion conforme de H en D.

Demostracion.
C(o0) = 1
c(1) = i
c(0) = -1
Cla) =
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Transformacion de Cayley

C:H — D
z—i
z —
zZ+i

Lema
C es una transformacion conforme de H en D.

Demostracion.
C(o0) = 1
c(1) = i
c(0) = -1
B 2(1 — ai)
Cla) = 1- a2 +1
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Transformacion de Cayley

C:H — D
Z— 1
zZ +— @ —
Z+1

Lema
C es una transformacion conforme de H en D.

Demostracion.
C(o0) = 1
c(1) = i
c(0) = -1
o@ = 1"y
c(i) =
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Transformacion de Cayley

C:H — D
Z— 1
zZ +— @ —
Z+1

Lema
C es una transformacion conforme de H en D.

Demostracion.
C(o0) = 1
c(1) = i
c(0) = -1
B 2(1 — ai)
Cla) = 1- a2 +1
C(i) = 0.
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El plano hiperbélico
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El plano hiperbélico

Automorfismos conformes de H:

Aut(H) = {T trans. de Mdébius | T(H) = H}.
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El plano hiperbélico

Automorfismos conformes de H:

Aut(H) = { T trans. de Mébius | T(H) = H}.

Teorema
Aut(H) es el subgrupo de las transformaciones de Mébius de la forma

_az+b
Ccz+d’

f(2)

a,b,c,deR conab-—cd>0.
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El plano hiperbdlico

Automorfismos conformes de H:

Aut(H) = { T trans. de Mébius | T(H) = H}.

Teorema
Aut(H) es el subgrupo de las transformaciones de Mébius de la forma

_az+b
Ccz+d’

f(2)
a,b,c,d € R con ab — cd > 0.Entonces,

Aut(H) ~ SL(2,R)/+Id = PSL(2,R).
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Geodésicas e isometrias

san 2 2
En H con la métrica ds® = dx—;;dL.
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Geodésicas e isometrias
P 2 2
En H con la métrica ds® = dx—;;dL.

v:lto,ts] — H
t = x(t)+iy(t)
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Geodésicas e isometrias

san 2 2
En H con la métrica ds® = ‘”‘%’L.

v:[o,i] — H
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Geodésicas e isometrias

En H con la métrica ds® = %.
v:ilto,ts] — H
t = x(t)+iy(t)

) /tjw(gmg)zt.

Definicion (Geodésica)
Una curva v de zy a z; es una geodésica si localmente minimiza
distancias.
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Geodésicas e isometrias

Definicion (Geodésica)

Una curva v de zy a z; es una geodésica si localmente minimiza
distancias.

Proposicion
@ Las lineas rectas verticales en H son geodésicas. Si b > a,
d(ai, bi) = log .
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Geodésicas e isometrias

Definicion (Geodésica)

Una curva v de zy a z; es una geodésica si localmente minimiza
distancias.

Proposicion
@ Las lineas rectas verticales en H son geodésicas. Si b > a,
d(ai, bi) = log 3.
@ Los radios son geodésicas en D.
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Geodésicas e isometrias

Definicion
f . H — H es una isometria que preserva la orientacion si:
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Geodésicas e isometrias

Definicion
f . H — H es una isometria que preserva la orientacion si:
@ es diferenciable como transformacién de R?;
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Geodésicas e isometrias

Definicion

f . H — H es una isometria que preserva la orientacion si:
@ es diferenciable como transformacién de R?;
@ det(Df(z)) > 0 para toda z € mH;
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Geodésicas e isometrias

Definicion

f . H — H es una isometria que preserva la orientacion si:
@ es diferenciable como transformacién de R?;
@ det(Df(z)) > 0 para toda z € mH;
@ d(f(z1),f(z2)) = d(z1, z2) para todos z;, z, € H.
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Geodésicas e isometrias

Definicion

f . H — H es una isometria que preserva la orientacion si:
@ es diferenciable como transformacién de R?;
@ det(Df(z)) > 0 para toda z € mH;
@ d(f(z1),f(z2)) = d(z1, z2) para todos z;, z, € H.

Proposicion
PSL(2,R) actua por isometrias en H.

Ana Rechtman Geometria hiperbdlica (en dimension 2) 13/14



Geodésicas e isometrias

Definicion

f . H — H es una isometria que preserva la orientacion si:
@ es diferenciable como transformacién de R?;
@ det(Df(z)) > 0 para toda z € mH;
@ d(f(z1),f(z2)) = d(z1, z2) para todos z;, z, € H.

Proposicion
PSL(2,R) actua por isometrias en H.

Proposicion
C : H — D es una isometria.
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Geodésicas e isometrias

Proposicion
Sean zy, zy € H.

@ SiReal(zy) =Real(z) la geodésica que pasa por zy y z1 €s la
linea recta vertical.
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Geodésicas e isometrias

Proposicion
Sean zy, zy € H.
@ SiReal(zy) =Real(z) la geodésica que pasa por zy y z1 €s la
linea recta vertical.
@ Sino, es el arco de circulo con centro en R U {co} que pasa por
20 Y Z1.
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