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Ces notes sont essentiellement issues de la lecture de [1, 2, 17, 19]. J’ai choisi de
détailler certains points au détriment d’autres qui auratent certainement mérité la méme
attention. Toute erreur éventuelle est de uniquement de mon fait. Les commentaires sont
les bienvenus.

1. QUELQUES PROPRIETES DES SURFACES K3

1.1. Structure de Hodge.

Une surface K3 est une surface analytique complexe compacte et connexe S dont
lirrégularité g := h'(S,Og) = 0 est nulle! et dont le faisceau canonique wg := A2Qg est
trivial. Cette définition appelle quelques commentaires :

— on ne se contentera pas des surfaces algébriques, les surfaces K3 non algébriques

seront importantes dans la suite.

1. Ce qui implique, par la suite exacte exponentielle, ques les fibrés inversibles sur S sont caractérisés
par leur premiere classe de Chern
1
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— on ne suppose pas que S est kdhlerienne pour le moment. Cette hypothese sera
cruciale plus tard et nous I'ajouterons au moment venu. A posteriori, nous verrons
que les surfaces K3 sont toutes kdhleriennes, ce qui levera finalement I’hypothese
superflue.

— on ne suppose pas que S est simplement connexe. Nous verrons que ce résultat
n’est pas immédiat et résulte joliment de la théorie des périodes que nous allons
étudier.

Résumons quelques-uns des résultats apportés par la théorie des surfaces com-

plexes?, dont nous allons avoir besoin :

(1) Nombres de Hodge.? Notons hJ := hi(S, Q%). Les surfaces K3 ont toutes les mémes
nombres de Hodge, leur diamant de Hodge est :

1
0 0
1 20 1
0 0
1

(2) Polarisation. La forme d’intersection H?(S,Z)x H*(S,Z) — Z s’étend sur H?*(S,R)
en une forme bilinéaire non dégénérée (c’est la dualité de Poincaré), sa signature
est (3,19). L’extension de cette forme bilinéaire a la cohomologie & coefficients
complexes a comme propriété que dans la décomposition de Hodge H?(S,C) =
H?°(S)® HY(S) @ H%%(S), Pespace H'(S) est orthogonal & H*%(S) @& H*?(S)

puisque S est une surface complexe.

(3) Réseau. L'espace de cohomologie & coefficients entiers H?(S,Z) est sans torsion.
La forme d’intersection y définit donc une structure de réseau unimodulaire (c’est
encore la dualité de Poincaré). Puisque S est une surface K3, ce réseau est pair,
c’est-a-dire que pour tout x € H*(S,Z), x? := (x, ) est un entier pair*. Le réseau
H?(S,Z) est donc unimodulaire, pair, de rang 22 et de signature (3,19). D’apres
le théoreme de Milnor, il existe a isométrie pres un unique tel réseau. On trouve
facilement un modele pour cette classe d’isométrie :

A = []EBB () Eg(—l)@Q
ou U est le réseau hyperbolique de rang 2, dont la forme quadratique a pour

10
la forme quadratique opposée (les auto-intersections valent —2).

matrice <0 1 et Fg(—1) est le réseau associé au graphe de Dynkin Fg mais avec

Soient S et S’ deux surfaces K3. Si u: S — S’ est un isomorphisme (biholomorphe),
son action sur la cohomologie est entierement déterminée par u*: H?*(S',Z) — H?*(S,Z).
Ce morphisme a de plus la propriété d’étre une isométrie pour la forme d’intersection et
d’étre compatible a la décomposition de Hodge. Nous dirons brievement que u* est une
1sométrie de Hodge. Le probleme de Torelli pour les surfaces K3 consiste a comprendre
en quelle mesure le morphisme u* détermine le biholomorphisme u. On peut formuler la
question de différentes manieres, plus ou moins précises :

(1) Si S et S sont des surfaces K3 telles qu'il existe une isométrie de Hodge
b H(S,Z) = HY(S,2),

2. Je renvoie & [12, 22] ou [3] pour les démonstrations.

3. Les surfaces algébriques admettent une structure de Hodge sans hypothese kéhlerienne, voir
2, 13].

4. C’est facile & vérifier lorsque z est la classe d’'une courbe lisse C : la formule du genre Kg-C+C? =
2gc — 2 se réduit ici & C? = 2gc — 2 pair. Le cas général résulte de la formule de Wu, pour laquelle je
renvoie & [2, VIII.3.2] et aux références indiquées.
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les surfaces S et S’ sont-elles isomorphes (comme variétés complexes®) ?

(2) Dans la situation précédente, toute isométrie de Hodge v provient-elle d'un iso-
morphisme u tel que u* =1 ?

(3) Dans ce cas, I'isomorphisme u est-il unique ?

Nous verrons que la réponse aux questions 1 et 3 est affirmative, mais que la réponse a la
question 2 est plus subtile.

1.2. Périodes.
Pour étudier les isométries de Hodge, remarquons que dans la décomposition

H?*(S,C) = H*°(S) @ H"'(S) ® H™(S)

on a H?%(S) = Cws et H*?(S) = Cwg, donc la structure de Hodge est entierement
déterminée par la droite Cwg C H?(S, C), et donc une isométrie de Hodge est déterminée
par sa valeur sur cette droite. Notre premier objectif va donc étre de donner un sens a
I"“application” S ~» Cwg. Nous allons considérer ces droites dans H?(S,C) = A ®z C.
Cependant, vu que I'isométrie entre H*(S,Z) et A n’est pas unique, et étant donné que
nous voulons faire varier .S, il est nécessaire de fixer, pour chaque surface S, une isométrie
¢: H*(S,Z) — A que nous appelerons un marquage. Nous introduisons donc ’ensemble
des classes d’isomorphisme de paires de surfaces K3 marquées :

M= {(S,9)}/ ~
ou deux paires (S, ¢) et (S, ¢') sont identifiées s'il existe un biholomorphisme u: S — S’
tel que ¢ = ¢’ ou* :

H*(S',7) v H*(S,7)

SN

Observons que, dans cet ensemble, la méme surface S pourra apparaitre plusieurs fois,
avec des marquages inéquivalents que nous préciserons plus tard (voir Remarque 15).

Pour étudier ’association S ~» Cwg nous considérons ’application suivante, appelée
application des périodes (pour une raison que j’expliquerai un peu apres)

P: M= P(Ac),  (5,9) = [6(Cuws)].

Faisons quelques remarques basiques sur I’ensemble d’arrivée de cette application. Puisque
le fibré Q% est trivial, sa section holomorphe globale wg, bien définie & multiplication
scalaire pres, s’écrit dans chaque carte locale (21, z2) sous la forme wg = f(21, 22)dz1 Adzs,
avec f(z1,22) holomorphe ne s’annulant pas®. Il en résulte immédiatement la premiere
relation fondamentale " :

wz = (ws, ws) :/ws/\wS:O.
S

De plus, Wg = f(z1, 22)dz1 A dz3 donc, toujours dans une carte locale :
ws ANwWs = | f(z1, 22)|Pdz1 Adzy A dZ A dZs.

En notant z; = (z;, y;) les coordonnées réelles sous-jacentes, I'orientation canonique de C”
est donnée par la forme volume réelle dzy A dy; A -+ A dx, A dy, (voir [15, p.18]) et on
calcule facilement que

le VAN dZQ A dZ_1 A dZ_2 = Qdﬂfl A\ dyl A d.CL’Q A dy2

5. Nous verrons que toutes les surfaces K3 sont difféomorphes (au sens réel).

6. Voir [27, II1.6.4] pour les rappels utiles sur les formes canoniques.

7. Pour le calcul de f ¢ sur S entier, on utilisera une partition de I'unité relative a des cartes locales
de S pour ramener le calcul aux cartes locales.
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On en déduit la seconde relation fondamentale :
ws - Ws = (wWs,Ws) = /ws/\w_s> 0.
s

L’application P est donc a valeurs dans le sous-ensemble appelé domaine des périodes
= {[w] € P(A¢) |w’ =0,w-w > 0}.

Puisque la forme bilinéaire sur Ag a pour signature (3,19), si I'on fixe une base
orthonormée (rélle) ey, ..., exn de Ag et que l'on note par (z1,...,xs) les coordonnées
induites dans A¢ dans cette base, le domaine D est défini par les conditions :

v+ astas—ai— - — a5 =0
|21+ |22 ]? + 23] — 24> — -+ — 222> > 0

Le domaine D est donc un ouvert pour la topologie usuelle dans une quadrique de P(Ac).
Nous verrons d’autres descriptions intéressantes de cet ensemble plus loin. Nous allons
d’abord construire ’application P localement afin d’étudier ses propriétés et de donner
une structure analytique a 9.

2. CONSTRUCTION DE L’APPLICATION DES PERIODES

2.1. Déformations.

Si S est une surface K3, puisque la 2-forme holomorphe wg ne s’annule pas, elle
induit un couplage non-dégénéré sur le fibré tangent : Ts x Ty — Og, qui induit un
isomorphisme de faisceaux T = QL. 1l résulte alors de la connaissance des nombres de
Hodge de S que :

RO(S,Ts) =0, h*(S,Ts) =0, h'(S,Ts) =20 (indépendant de S)

Résumons les résultats apportés alors par la théorie des déformations (voir par exemple
[2] ou le cours donné par Christian Lehn dans cette école) concernant les déformations de
surfaces K3 :
— La surface S admet une déformation universelle lisse f: & — Def(S) o1 X est un
espace analytique lisse, f est un morphisme propre et lisse®
— (Def(5),0) est un germe d’espace analytique lisse dont I'espace tangent a l'origine
est H'(S,Ts), de dimension 20, que I’on peut supposer étre une boule aussi petite
que nécessaire, et que nous choisirons simplement connexe;
— On a Xy = S (I'isomorphisme fait partie de la donnée) et pour tout ¢ € Def(5), &;
est une surface K3 (voir la démonstration de [17, Proposition 5.2.1] ou apres [17,
Remark 6.2.6]) dont I'espace Def(S) est encore 'espace de déformation universelle.

2.2. Construction locale de ’application des périodes.

Partons maintenant d’une surface K3 marquée (.S, ¢) et de son espace de déformation
f: X — Def(S). Notons Z le faisceau constant sur X. Le faisceau R?f,Z, dont la fibre
en t € Def(S) est H*(X;,Z), est un faisceau localement constant. En effet, d’apres le
théoréeme des voisinages tubulaires (f est une submersion propre, voir la démonstration
de [31, Proposition 9.3]), en tout point ¢ € Def(S) on peut trouver un voisinage U, que
nous prendrons simplement connexe, tel que f~1(U) = X, x U. Alors :

L(U,R*f,Z) = H*(f*(U),Z) = H*(X, x U,Z) = H*(X,,Z) (par rétraction)
donc R*f.Z|, = H*(X,, Z)) . Mais puisque Def(.S) est choisi contractile? ce faisceau est
—y

en fait constant. Les morphismes naturels d’évaluation aux germes en 0 et ¢ sont donc
8. Il nous sera surtout utile de noter que f est une submersion. La propreté sert a bien définir les

images directes supérieures, et la platitude sert a controler les fibres voisines.
9. Voir Appendice A.
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des isomorphismes, ce qui donne des isomorphismes naturels ' ¢,: H*(X;, Z) = H*(S,7Z).
Autrement dit, le marquage isométrique ¢: H?(S,Z) = A s’étend canoniquement en un
marquage isométrique ¢: R%*f.Z = A de systemes locaux sur Def(.S).

Remarque 1. On pourrait aussi supposer simplement que 'ouvert Def(S) a été pris
suffisamment petit pour que le faisceau soit constant, mais cela manquerait de classe. Une
autre variante ' serait d’invoquer le théoreme d’Ehresmann [31, Proposition 9.3] : puisque
que Def(S) est simplement connexe, il existe un difféomorphisme 7': X — S x Def(5)
au-dessus de Def(S). Tl en résulte immédiatement que le faisceau R?f,Z est constant.

Pour tout ¢ € Def(S) on a donc une identification naturelle H?(X;, Z) > H?*(S,7Z).
L’application des périodes est alors définie par :

P: Def(S) = P(Ac), t+ [o,(H**(X,))]

Remarque 2. Nous pouvons maintenant expliquer le terme de périodes. Fixons une
base I'y,...,Tay de Hy(S,Z) et notons 7, ..., Y la base duale de H?(S,Z) pour la dua-

lité de Poincaré : on a [, 7; = 0;;. Dans la base (¢(7;)); de A induite par le mar-

quage ¢, considérée aussi comme base de Ac, les coordonnées de ¢(wg) sont bien siir 2

( fp ws) donc I'application P s’écrit en coordonnées, en utilisant 'identification cano-
i i

nique H2(X,,Z) = H*(S,Z) :

P(t):(ﬁlth;...:ﬁQQWXt).

Ces intégrales sont classiquement appelées les périodes de wy,. Cette écriture a bien un
sens car wy, est uniquement déterminée a multiplication scalaire pres. Nous utiliserons a
nouveau cette écriture en coordonnées dans la démonstration de la Proposition 3 relative
a la densité des périodes de surfaces K3 algébriques.

Proposition 1. L’application P est holomorphe.

Démonstration. 11 y a essentiellement deux manieres de démontrer cette propriété. La
premiere consiste a faire un calcul local en montrant que 'image de toute courbe holo-
morphe est encore holomorphe : ¢’est joli mais tout de méme assez long, je renvoie a [14,
§5]. Je vais préférer la seconde, plus conceptuelle, qui est plus dans U'esprit de la géométrie
algébrique : il s’agit de se souvenir quel foncteur 1'espace projectif représente. Considérons
la suite exacte tautologique sur P" :

0— Opn(—1) — O — Q —0

ot Opn(—1) est le fibré en droites sur P" dont la fibre en un point x € P est la droite
vectorielle £, engendrée par x dans C**!. Si X est un schéma, la donnée d’un morphisme
f: X — P fournit un sous-fibré en droites E := f*Opn(—1) du fibré trivial OY"*" dont
la fibre E, en x € X est la droite £4(,). Inversement, la donnée d'un sous-fibré de rang 1

00— E— 0% —Q—0

10. Ils sont donnés par des pullbacks vu que ce sont des restrictions aux fibres, donc ce sont des
isomorphismes d’anneaux compatibles a I'intégration de cycles. Ce sont donc bien finalement des isomor-
phismes isométriques. Par contre ils ne sont pas compatibles aux structures de Hodges : d’une part ils
n’auraient aucune raison de 1’étre, mais nous verrons avec les surfaces de Kummer (voir la démonstration
de la Proposition 6) que si S est une surface de Kummer et ¢;: H?(X;,Z) — H?(S,Z) est une isométrie
de Hodge, alors X; est aussi une surface de Kummer.

11. mais qui rendrait la construction un peu opaque.

12. Dans H%(S,C) on écrit wg = >, z;; avec x; = fFi Yi.
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produit un morphisme ™ X — P" défini par = — [E,] vu que E, est une droite de C"*1.
On sait que 'espace P" représente les classes d’isomorphismes de telles suites exactes de
sous-fibrés de rang 1 (voir [16, §I1.7] pour le point de vue dual de fibrés engendrés par leurs
sections globales, ou de systemes linéaires). Dans le cas qui nous intéresse, pour montrer
que P est holomorphe, nous devons construire un sous-fibré de rang 1 du fibré trivial de
rang dim A¢ = 22 sur Def(S) dont les fibres sont les droites H*°(X;). Puisque le faisceau
R? f,C est constant, le fibré trivial en question est simplement R?f,C ® Ope(s), et le fibré
en droites cherché est juste'® f,0% /Def ()" Il reste donc a construire un plongement

F% pet(sy = B2 [.C ® Obexs).

Pour expliquer cette construction, je commencer par la faire sur une fibre avant de la faire
en famille. On part du complexe de De Rham holomorphe

0% = ((’)X - Q% — Q?X)
qui est quasi-isomorphe au faisceau constant Cy d’apres le théoreme de De Rham formel
(noter qu’il s’agit d’'un complexe C-linéaire vu que la différentielle n’est pas Ox-linéaire).
En considérant le faisceau Q3 comme complexe en degré deux Q% [—2] on a un morphisme
de complexes naturel
O3 [—2] — Q%
que l'on visualise ainsi :

0% [-2]: (j 0[ 0%
QB(Z OX—>QX—>-Q§(

en prenant la cohomologie en degré deux de ces complexes on obtient '
Il reste a faire cette construction en famille, je le laisse en exercice.
Exercice 1. Généraliser la construction précédente en famille.

Solution 1. Partons du complexe de De Rham relatif'®

X/Def(8) 1= (OX - Q}Y/Def(S) - Q?Y/Def(S))
qui est un compleze f~'Opeg(s)-linéaire (et non f*Opes)-linéaire) quasi-isomorphe au
faisceau f~'Opet(s). On obtient similairement Uinclusion de complexes
Q%(/Def(S) (2] = Q% pet(9)
a laquelle on applique le foncteur'™ R%f,, ce qui donne le plongement attendu'® :
Jo% peicsy = R2F(Q% ipetisy[—2]) = R L% per(sy = B2 fo(f 7 Obet(s)) = R? fLCOO0pets).-
(Voir Huybrechts [17] et les références indiquées pour plus de détails).
O

La proposition suivante est le résultat le plus profond et difficile :

13. On vérifie sur les cartes locales que c¢’est bien un morphisme.

14. par pullback sur un point ¢ < Def(.9), la fibre de f*Q%(/Def(S) est 'ensemble des sections globales
H°(Q%,) car on fait I'image directe sur un point

15. 11 faudrait s’assurer qu’il s’agit bien de 'inclusion donnée par la décomposition de Hodge.

16. notre famille est propre et lisse par hypotheése

17. se souvenir que R%2f,Z® = H?(f.Z®) o H? signifie ici simplement le deuxieme espace de coho-
mologie du complexe (noyau sur image).

18. L’isomorphisme de droite est la formule de projection, mais ce n’est peut-étre pas limpide.
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Proposition 2. La différentielle de P a l'origine est un isomorphisme.

Démonstration. On peut ici faire un calcul local, que je vais expliquer brievement *. Par-
tons de I'application des périodes

P: Def(S) — D C P(A¢)
dont la différentielle a I'origine est
dQPI TODef(S) — Tp(o)D

Commencons par décrire utilement TpyD. Notons = P(0) € P(A¢) et ¢, la droite de
Ac qui lui correspond. On sait que

TxP(A(c) = HOIH(EJ;, Ac/&ﬁ)

Cet isomorphisme se voit concrétement comme suit. Un vecteur tangent en x a P(Ac)

s’obtient comme la dérivée a l'origine d’'un petit chemin 7: | — €, ¢[— P(A¢) tel que
n(0) = x, c'est-a-dire 2(0) € T,P(Ac). Nous lui associons un morphisme £, — Ac/l,
ainsi. Prenons un point v € ¢, et choisissons un relevement 7: | — €, e[— Ac de 7 tel que
7(0) = v. On lui fait correspondre le morphisme
g
le— Ac/te, v 2(0)

Il faut vérifier scolairement plusieurs points, je les laisse en exercice.
Exercice 2. Vérifier que cela ne dépend pas du relévement choisi.

Solution 2. Un petit exemple pour comprendre. Prenons ]P’1 x =1[1,0] et n(t) = [1:t].
Au point v = (1,0) prenons les relévements 7(t) = (1,t) et 7/(t) = (1 +t,t +t*). On a
%(t) = (0,1) et dd—fi(t) = (1,14 2t), la différence ent =0 est (—1,0) qui est bien sur la
droite £,,.

Traitons Uexercice. Si ) est un autre relevement, les points 17(t) et 77'(t) sont tous
deuz sur la droite Uy puisque ces chemins relevent 1. Il existe donc a(t) € R tel que
7' (t) = a(t)n(t) pour tout t. Alors

St — 0 = o) + (o) - 15

On a a(0) = 1 puisque 7(0) = v =7'(0), donc
di . di

" a

Exercice 3. Vérifier que cela ne dépend que de la classe d’équivalence du chemin n.

(0) € £,.

Solution 3. Pour rappel, l’espace tangent en un point x d’une variété est ici défini comme
lensemble des classes d’équivalences de courbes différentiables n: | — €, e[— M telles que
n(0) =z, ou deux courbes my et ny sont considérées comme équivalentes s’il existe une
carte locale (U, $) au voisinage de x telle que® (ém1)'(0) = (¢n2)'(0). Dans le cas de
l’espace projectif cette vérification est donc triviale vu que le relevement fait en gros office
de carte (en fizant une coordonnée pour déshomogénéiser).

Exercice 4. Montrer que le morphisme ainsi construit est linéaire.

Solution 4. Si w est un autre point sur la droite {,, on a w = av et af(t) est un
relevement de n passant par w, donc l'application est bien linéaire.

Exercice 5. Montrer que le morphisme ainsi construit est un isomorphisme.

19. les détails des calculs prennent trop de temps
20. c’est alors vrai pour toute carte.
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Solution 5. Partant d’un morphisme €, — Ac/ly, une fois fizé un vecteur non nulv € £,
il lui correspond un vecteur & € A¢ bien défini modulo €. Alors la courbe n(t) = v + &t
descend en une courbe n de P(Ac) telle que n(0) = x qui donne la construction inverse. On
peut aussi noter par ailleurs que les deux espaces en cause sont bien de méme dimension.

Rappelons que Ac est muni d’une forme quadratique non dégénérée. En notant
I'orthogonal de ¢, pour cette forme, on voit facilement que

T,D = Hom({,, (+/L,).

En effet, D est un ouvert dans la quadrique w? = 0 donc une petite courbe locale 7(t)
sera tangente au point v (avec les mémes notations qu’au-dessus) si et seulement si
dn dn
7(0) - —(0) =v-—(0) =0
i) S10) = - S0y =0,

ce qui signifie que 22(0) € (L. Puisque ¢, = H*°(S), on a un isomorphisme naturel
Hom(l,, (+/0,) = Hom(H>°(S), H**(S)*/H*°(S)) = Hom(H>°(S), H“(S)).

Si l'on fixe un générateur H*°(S) = Cwg, la donnée d’un tel morphisme revient donc &
la donnée d’un élément de H''(S). Ainsi, nous avons une identification (qui dépend du
choix de wg) :

T,D = H'(S,Qy).

Par ailleurs, I'application de Kodaira-Spencer p: TyDef(S) — H'(S,Ts) est un isomor-
phisme puisque Def(S) est I'espace de déformation universelle. Nous avons donc un tri-
angle :

TyDef(S) P HY(S, L)

7
~ ~
~
P e
-

H'(S,Ts)

Un calcul local en coordonnées (je renvoie a [14, §5] pour ce calcul pas difficile mais un peu
long) montre que le morphisme en pointillé est induit par la contraction par wg. puisque
wg est non-dégénérée, cette contraction est un isomorphisme. Par conséquent, dyP est un
isomorphisme. 0

2.3. Application globale des périodes.
I1 résulte de ce théoreme que, quitte a prendre Def(S) encore plus petit, 'application
des périodes (locale) est un plongement

P: Def(S) — D.

La famille de déformations X — Def(.S) produit une famille {(X}, ¢;)} de surfaces K3
marquées (les marquages ¢, sont canoniquement déduits du marquage ¢ de S, ainsi qu’on
I'a expliqué plus haut). Observons que deux surfaces marquées dans cette famille ne
sont jamais isomorphes®'. En effet, si {(X, ¢s)} et {(X;, ¢;)} sont deux telles surfaces
marquées, un isomorphisme entre elles serait un isomorphisme f: X, — A} tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

H*(X,,7) H2(X,,7)
NA prd

21. comme surfaces marquées
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Mais alors :

P(t) = (o H*(X)))]
s (f*(H**(X))]

= [ (H*(X,))] puisque f est une isométrie de Hodge

= P(s)
ce qui contredirait I'injectivité de P. Par conséquent, avec un choix convenable de 'ouvert
Def(.S) on obtient pour chaque surface K3 marquée (5, ¢) un plongement de Def(.S) dans
I’ensemble 91 des classes d’isomorphismes de surfaces K3 marquées :

Def(S) — M, t+— (X, ¢r).

-
o

Considérons alors la somme disjointe de tous ces ouverts Def(.S), la somme étant indexée
par ?? les classes d’isomorphismes de surfaces K3 marquées (S, ¢) :

[T Det(s)

On introduit une relation d’équivalence sur cet ensemble. Pour deux paires différentes??
(S, 0) et (S, ¢) je note X — Def(S) et X’ — Def(S’) les familles de déformations. Alors
un point s € Def(S) est identifié avec un point ¢ € Def(S’) si les surfaces marquées
(X, ¢s) et (X, @;) sont isomorphes. Le quotient de la somme disjointe par cette relation
d’équivalence se plonge donc dans 91, et 'application est clairement surjective. On obtient

donc une bijection
me J] Def(s) / ~

{(5,9)}
qui donne a 91 une structure d’espace analytique.

Remarque 3. Cet espace n’est pas séparé. En effet, on peut construire des familles
f: X = A f: X — A, ou A est le disque unité, ces familles étant non isomorphes bien
qu’isomorphes sur A\ {0}. En choisissant un marquage de X, ainsi qu'un marquage de X’
isomorphe a celui de X sur A\ {0} on construit des applications p: A — Met p': A — M
qui sont égales sur A\ {0}. Si 91 était séparé, ces applications seraient égales sur A par
continuité, donc les familles f et f’ seraient isomorphes sur A, ce n’est pas le cas. Donc
9 n’est pas séparé en ces points. Citons en particulier le contre-exemple d’Atiyah |2,
Remark VIII.12.2]. Voir Section 6 pour plus de détails sur les points non séparés dans une
fibre de I’application des périodes.

Nous pouvons alors définir I'application des périodes P: 91 — D globalement en
recollant les applications des périodes locales, ’application P est ainsi holomorphe. En
corollaire de tout le travail ci-dessus nous obtenons le théoreme suivant qui constitue le
Théoréeme de Torelli local, attribué souvent a Andreotti et Weil.

Théoréme 1. L’application (globale) des périodes P: 9 — D est un isomorphisme local.

Remarque 4. On peut aussi voir ce théoréme (en particulier en ce qui concerne la
démonstration du fait que P est un isomorphisme local) comme un cas tres particulier du
théoreme de transversalité de Griffiths relatif aux variations de structure de Hodge (voir
[31, Chapitre 10]).

22. C’est certainement un peu trop gros pour étre honnéte! On obtient des espaces de modules plus
raisonnables en fixant par exemple une polarisation, voir [17, Chapitre 5].

23. ce qui signifie que les paires ne sont pas isomorphes; le cas S = S’ avec deux marquages non
équivalents est possible.
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Démonstration. Puisque Def(S) est aussi I'espace de déformation des fibres voisines de
lorigine, il suffisait bien de calculer la différentielle a 1’origine. U

Remarque 5. Le théoreme de Torelli global répondra a la question du défaut d’injectivité
de P, voir Remarque 15.

Remarque 6. Maintenant que nous sommes en possession d’un espace de modules 9 de
surfaces K3 marquées, nous voudrions avoir une famille universelle au-dessus. Pour ceci,
si nous notons Xg — Def(5) la famille de déformation pour chaque surface K3 marquée,
nous voudrions recoller les espaces Xg. Avec les notations précédentes, partant de deux
familles X — Def(S) et X’ — Def(5’) et deux points s € Def(5), t € Def(S’) tels
que (X, ¢s) et (X/, ;) sont des surfaces K3 marquées isomorphes, dans 'espace 9t on a
s = t. Nous devons donc donner un isomorphisme entre X; et X/ de maniere a recoller les
familles X' et X7, et bien sur cet isomorphisme doit étre canonique (uniquement déterminé)
pour que le recollement soit bien défini partout. Nous avons la situation suivante : nous
cherchons un isomorphisme f: X; — X} tel que le diagramme suivant commute

f*

H(X],7) H2(X,,7)
A

donc f est telle que f* = ¢! o ¢;. Le théoreme de Torelli global, dans sa version forte,
montrera?* qu’alors f est uniquement déterminée (nous savons déja qu’un tel isomor-
phisme doit exister ici), donc le recollement est possible. La propriété en jeu ici est la
suivante : supposons que par exemple X admette un automorphisme ¢ agissant trivia-
lement sur la cohomologie : g* = id. Alors f o g serait un autre choix d’isomorphisme
entre X et A induisant la méme application en cohomologie, donc le recollement des
familles de déformation ne serait pas canonique. Réciproquement, si f” est un autre choix
d’isomorphisme, alors f'~! o f est un automorphisme de X, dont 'action en cohomologie
est I'identité. Ainsi, la question de l'existence d’une famille universelle est équivalente a
la question suivante :
L application naturelle Aut(S) — O(H*(S,Z)), f+ (f71)*
est-elle injective pour toute surface K3 ¢

Nous verrons que la réponse est affirmative, et donc nous aurons bien une famille univer-
selle O — I au-dessus de 'espace de modules de surfaces K3 marquées. Les marquages
isométriques locaux R fg.Z = Apes) des familles universelles fg: Xs — Def(S) se re-
collent alors en un marquage isométrique R%f,Z = Ay, de la famille universelle f: 91 — 9.
Je précise que cette famille universelle ne représente pas un foncteur : la présence d’auto-
morphismes non triviaux sur les surfaces K3 a pour conséquence que 'espace de module
n’est pas fin.

3. QUELQUES PROPRIETES DE L’ESPACE DE MODULES 901 ET DU DOMAINE DES
PERIODES D

D’abord une remarque générale : puisque dim Def(S) = 20 pour toute surface K3,
I’espace M est lisse de dimension 20. Cependant, chaque surface K3 y apparait possible-
ment plusieurs fois avec des marquages différents. Cette deuxieme donnée est discrete,
elle a donc pour conséquence que 9 pourrait éventuellement avoir plusieurs composantes
connexes :

L’espace M est-il conneze ?

24. En fait ici nous avons uniquement besoin de I'unicité, dont la démonstration est completement
indépendante du reste de la démonstration du théoreme de Torelli ainsi on le verra.
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Nous verrons, avec le théoreme de Torelli global, qu’il a deux composantes connexes (voir
Remarque 15).

Notons I'" := Aut(A) le groupe des isométries du réseau A. Il agit sur 9 ainsi :
pour v € T" et (S,¢) € M, v (S,¢) = (5,70 ¢). Le quotient M/T" est donc un espace
de modules pour les classes d’isomorphismes de surfaces K3 (non marquées), et puisque
I'application de périodes P est équivariante, on obtient une application au quotient

P:M/T — DT

dont on montrera, avec le théoreme de Torelli global, qu’elle est injective (voir Re-
marque 15).

Proposition 3. Les surfaces K3 algébriques sont denses dans [’espace IN.

Démonstration. 11 suffit bien str de travailler localement sur une famille de déformations
X — Def(S) ou (S, ¢) est une surface K3 marquée. Nous allons montrer que la surface S
peut étre approchée par des surfaces K3 algébriques en donnant une suite (¢;) de points
de Def(S) tendant vers 0 et telle que les surfaces &}, sont algébriques (on a Xy = 5).
D’apres la Remarque 2, I'application locale des périodes s’écrit, dans une base I'1, ..., 'y
de la cohomologie entiere H?(S,Z) :

P(t):(/rlth:...:/meXt).

Il s’agit d’un point a coordonnées (homogenes) complexes, donc on peut 'approcher aussi
pres qu’on veut par des points de D a coordonnées rationnelles (rappelons que P est ou-
verte). Puisque P est un isomorphisme (par les hypotheses faites sur Def(S)), cela signifie
qu’il existe une suite (t;) dans Def(S), tendant vers 0, telle que P(t;) € D. Il reste a
démontrer que les surfaces K3 correspondantes A}, sont algébriques (si les périodes sont
rationnelles, la surface K3 est algébrique). Pour cet argument on peut supposer que ¢; = 0
et que c’est S dont les périodes sont rationnelles. Vu que wg n’est définie qu’a multiplica-
tion pres par un nombre complexe, et vu que les coordonnées sont homogenes, la question
est plus précisément la suivante : supposons qu'il existe un élément non nul w € H>%(S)

tel que < Jrwsoos o, w) € (Q+1iQ)*, cela entraine-t-il que S est algébrique ? Ecrivons

w = a+iB avec a, 3 € H*(S,R). Les relations w? = 0, w - @ > 0 fournissent o? = 32,
aB = 0et a® + 4% > 0, dont il résulte immédiatement ?® que a et 3 sont linéairement
indépendantes dans H?(S,R). Notons P le plan qu'elles engendrent dans H?(S,R). En
fait ce plan est déja défini sur H?(S,Z). En effet, le couplage de Poincaré

Hy(S,7Z) x H*(S,Q) — Q

est parfait donc les conditions fria € Q pour tout i impliquent que o € H*(S,Q),
et de méme [ € Q. Quitte a multiplier w par un entier, on peut donc supposer que
a,B € H*(S,Z). Les relations donnent o > 0 et 32 > 0 donc P est un 2-plan positif :
la forme quadratique, de signature (3,19) sur H*(S,Z), a signature (2,0) sur P. Alors
l'orthogonal @ := P+ N H?(S,Z) a signature (1,19) et Q¢ est contenu dans HY(S) car
les éléments de () sont orthogonaux a « et 3, donc a w et w. Ainsi, il existe un élément
r € Q tel que 22 > 0, v € H*(S,Z) est une classe enticre, et x € H"!(S) donc par le
théoreme de Lefschetz x est une classe algébrique. Pour résumer, nous avons trouvé dans
la cohomologie de S une classe entiere de type (1,1) et de carré strictement positif ", ce

25. voir [17, Theorem 6.1.13] pour une étude du quotient D/T.

26. Si 8 = ka avec k € R, on a facilement une contradiction.

27. Autrement dit, d’apres le théoreme de Lefschetz sur les classes hyperplanes (voir [22,
Théoreme 2.3]), nous avons trouvé un fibré en droites L sur S tel que ¢1 (L)% > 0.
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qui montre que S est algébrique (c’est le théoreme de Kodaira, voir [12, Théoreme 2| ou
[2, Theorem 1V.5.2] %). O

Remarque 7. Méme si les périodes de surfaces K3 algébriques sont denses, il est aussi
vrai qu’une surface K3 générique est non algébrique. Une surface K3 algébrique est munie
d’une polarisation donnée par une classe ample, ce qui permet de voir que sa période vit
dans une réunion dénombrables d’hypersurfaces de D (voir [4, §3] ou Section 6), qui est
bien dense, mais son complémentaire aussi (bien que non ouvert) d’apres le lemme de
Baire (voir Section 6 pour plus de détails).

3.1. Une autre description du domaine des périodes D.

Nous pouvons reformuler la Proposition 3 en termes du domaine des périodes D :
ce que nous venons de montrer, c’est que les périodes des surfaces K3 algébriques forment
un sous-ensemble dense dans D. Nous allons plus généralement tacher de caractériser
certaines familles de surfaces K3 par leurs périodes. Pour ceci, nous allons utiliser une
description assez particuliere du domaine D.

Soit & € D. Notons ses parties réelles et imaginaires © = u +iv. Les relations 2% = 0
et - & > 0 fournissent :

w?—12=0, u-v=0, u*+v>>0.

Il en résulte facilement que w et v sont non nuls, non colinéaires, et que u? > 0 et v? > 0
(et d’ailleurs u? = v?, donc quitte & remplacer z par un multiple, vu qu’on travaille dans
I'espace projectif : on peut supposer que u? = v? = 1, c’est utile a noter pour la suite). Ils
engendrent donc un 2-plan P = (u,v) de Ag sur lequel la forme quadratique est définie
positive?. Ce plan est d’ailleurs muni d’une orientation naturelle par le choix de Iordre
(u,v) de la base. Réciproquement, a tout 2-plan orienté P de Agr sur lequel la forme
quadratique est définie positive on peut associer un point de D de la maniére suivante :
prenons une base orientée (u,v) de P, orthonormée pour la forme quadratique : on a donc
u?=1,v2=1et u-v=0.Le point z := u + iv vit alors dans D. Il faut vérifier que ceci
ne dépend pas du choix, je le laisse en exercice.

Exercice 6. Montrer que le point x := u +1iv € D ne dépend pas du choix d’une base
orthonormée orientée de P.

Solution 6. Si (u',v") est un autre choiz, il existe des réels a, 3,7, 0 tels que v’ = au+ v
et v = yu + dv et la matrice (?; ?) est dans SO(2,R). On a donc o = 6 = cos(0) et

v = —p =sin(0) pour un certain 0 € R. Alors
' i=u 4+ = (au+ pv)+i(—Pu+ av) = (a—if)(u+iv) = (« —i8)x
donc x et x' définissent le méme point de D C P(Ac¢).

En conclusion, en notant G = Grass(2, Ar) la grassmanienne des 2-plans dans A et
GP° C G le sous-espace des 2-plans positifs orientés on a une bijection :

D =GP

et il est facile de se convaincre que cette bijection est un difféomorphisme°. Puisque Ag
est de signature (3,19), GP° est connexe (on voit avec les mains comment faire un chemin

28. On notera qu’il n’y a pas besoin d’hypothese kihlerienne dans cet argument.

29. On voit ici 'importance du fait que la signature est (3,19), plus généralement il faut que le
nombre de signes positifs soit au moins 2, sinon ceci ne fonctionnerait pas tout simplement car D serait
vide, voir Appendice B.

30. L’application D — GP°, x — (R(z),(x)) est clairement de classe C° et bijective. Pour
voir que la réciproque est aussi différentiable, partons d’un 2-plan (positif orienté) P et choisissons un
complémentaire Ag = P®Q. Si ’on bouge un peu P cela reste en somme directe, autrement dit la carte lo-
cale de G au voisinage de P est Homg (P, Q), a f: P — Q on associe P’ = Graph(f) = {(z, f(z)) € P®Q}.
Une fois choisie une base u, v de P, 'application GP® — D s’écrit dans la carte locale f — f(u)+if(v) vu



LE THEOREME DE TORELLI POUR LES SURFACES K3 13

continu entre deux 2-plans positifs orientés si on est en dimension trois (voir [7, Lemme 2]
pour un argument plus précis) . Je résume pour un usage ultérieur ce que nous avons
démontré :

Proposition 4. Le domaine des périodes D est connexe, diffécomorphe a la grassmanienne
GP° des 2-plans positifs orientés de Ag.

Géométriquement, si 'on part d’une surface K3 marquée (.5, ¢) dont la période est
[6(H*°(9))] = [¢(Cws)] € D, le 2-plan réel positif orienté qui lui correspond dans GP°
est * ¢(Pg) avec

Ps = H*(S,R) N (H*°(S) ® H**(9))

et en notant Hy'(S) := H?(S,R) N H“'(S) on a une décomposition en somme directe
orthogonale

H?*(S,R) = Ps @ Hy"'(S).
Rappelons que la suite exacte exponentielle fournit pour les surfaces K3 une injection
HY(X,0%) — H*(S,Z)

dont l'image est appelée le groupe de Néron-Severi NS(S) de la surface S. D’apres le
théoreme de Lefschetz sur les classes hyperplanes, on a NS(S)c € H"!(S). Le rang p(S)
du groupe NS(S) est appelé le nombre de Picard de S, et on a donc p(S) < ht1(S) = 20.
Si p(S) = 20, la surface S est dite exceptionnelle (certains auteurs disent singuliére).
Notons que NS(S) = HYY(S) N H?(S,7Z). La décomposition H*(S,R) = Ps @ Hy'(S),
restreinte aux classes entieres, fournit un sous-réseau

(Ps N H?*(S,7)) & NS(S) C H*(S,Z)

qui n’est en général pas de rang maximal. Notons Psz := Ps N H?(S,Z) : la trace entiere
du 2-plan Ps n’est de rang deux que si Py est défini sur Q (ce qui signifie que 'on peut en
trouver une base rationnelle). On peut donc caractériser les surfaces K3 exceptionnelles
ainsi :

Lemme 1. Soit S une surface K3. La surface S est exceptionnelle si et seulement si Pgz,
est de rang 2.

Démonstration. Notons Tg := NS(S)NH?(S,Z) le réseau transcendant de S. L’inclusion
Ts @ NS(S) C H?*(S,Z) est un sous-réseau de rang maximal. Rappelons que la forme
d’intersection sur H?(S,Z) a pour signature (3,19). Si S est exceptionnelle alors NS(S) est
de rang 20. Alors S est nécessairement algébrique et la signature de la forme quadratique
restreinte a NS(.S) a pour signature (1, 19) (si S n’était pas algébrique, la signature serait
(0, p(S)) = (0,20), impossible dans ce cas) donc sur Tg la signature est (2,0). Ainsi Tg
est un 2-plan défini positif. Puisque Tgg @ NS(S)g = H?(S,R) = Ps & NS(S)g, il en
résulte que Ps = Tgpr est défini sur Q, autrement dit Pgyz est de rang deux. Remarquons
que Psz = Tg, vu que ces deux réseaux sont primitifs dans H?(S,Z). Réciproquement,
supposons que Pg est défini sur Q. Remarquons que

NS(S) = {x € H*(S,Z) |z - ws = 0}

que (f(u), f(v)) est une base de P’. Pour obtenir la carte locale de GP° il faut bien slir ne pas considérer
tous Hom(P, @) mais seulement les f tels que f(u), f(v) est un 2-plan positif). Bref, on voit que dans la
carte, 'application f +— (f(u), f(v)) est C> en f.

31. On peut donner une belle expression en terme d’espace homogene, comme D =2 %,

mais je n’en ai pas besoin dans la suite.
32. cela se voit en utilisant wg
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donc™ si Ps est défini sur Q (on note Psg ce 2-plan rationnel, engendré par les parties
réelles et imaginaires de wg qui sont rationnelles) :

NS(S)g = {x € H*(S,Q) |z - wg = 0}
= Pgo N H*(S,Q).
Il en résulte que p(S) = 20 donc S est exceptionnelle. O

Remarque 8. Un résultat de Shioda—Inose (voir [26] et les références indiquées) montre
que tout 2-plan positif pair (autrement dit, toute forme quadratique entiere définie positive
de rang 2) est le réseau transcendant d’une surface K3 exceptionnelle.

3.2. Quartiques dans P3.

Toute surface lisse de degré 4 plongée dans P? est une surface K3 (voir [22] ou le
cours donné par Gianluca Pacienza dans cette école). D’apres le théoreme de Lefschetz
en homotopie, ces surfaces sont de plus simplement connexes (voir [20, §2]). L’équation
d’une telle surface dépend de (3) = 35 parametres, donc ces surfaces dépendent de 34
parametres projectifs. Modulo I'action du groupe PGL3(C) des projectivité de P3, qui est
de dimension 15, il reste 34 — 15 = 19 parametres>*.

3.3. Surfaces de Kummer.

Soit A = C*/T un tore complexe de dimension 2. L'involution o: A — A,z — —=x
fixe 16 points. Soit e: A — A Déclatement de ces 16 points. Un calcul local montre
que linvolution ¢ remonte en une involution & sur A qui fixe les droites exceptionnelles
de I’éclatement. L’involution & est donc une quasi-réflexion, donc d’apres de théoreme de
Chevalley le quotient Km(A) := A/é est lisse. On montre assez facilement que Km(A)
est une surface K3 (voir [22, §5.3] ou le cours donné par Gianluca Pacienza dans cette
école). On notera que l'on a un diagramme commutatif

A A

] I

Km(A) = A/5 —= Afo

€

ou 7 et p sont les applications quotients et p I’éclatement des 16 points doubles ordinaires
de A/o.

Si Km(A) est exceptionnelle, alors Pkm(a)z = Tkm(a) €t on peut montrer que le
réseau transcendant T4y est isométrique au réseau T4(2) (le réseau transcendant du
tore A, avec forme quadratique multipliée par deux). Cela vient de la structure de Shioda—
Inose existant sur les surfaces K3 exceptionnelles (voir [23, Proposition 4.3]), mais on peut
aussi le déduire facilement des exercices 7,8,9. Puisque H?(A, Z) = U%3 est un réseau pair,
il en résulte que pour tout z € Pkuy(a),z On a 22 =0 mod (4). En fait la réciproque est
vraie :

Proposition 5. Soit P € G* tel que Py := PN A est de rang deux et 2> =0 mod (4)
pour tout x € Py. Alors il existe une surface de Kummer exceptionnelle marquée (S, ¢)
telle que ¢(Ps) = P (en particulier P est la période d’une surface de Kummer marquée).

33. Il n’y a pas de différence de dimension entre le réseau et son extension rationnelle, ou dans 'autre
sens entre un Q-espace vectoriel et le sous-réseau entier qu’il contient.

34. Mais il serait faux de dire que l'espace des quartiques de P3 est de dimension 19 dans 9 : on
peut montrer (voir [20]) que leurs périodes sont denses dans le domaine des périodes, et que toute surface
K3 marquée ayant la période d’une quartique de P3 en est une. Donc leur lieu est un ensemble dense, pas
une variété. Pour récupérer une notion de dimension, autrement dit des sous-variétés analytiques de 91,
il faut fixer un peu plus que le marquage, & savoir une polarisation (voir [4]).

35. Prenons des coordonnées locales x,y centrées en un point fixe. Alors o(z) = —x et o(y) = —y.
L’éclatement a pour coordonnées u,v avec u = z et v = y/x, donc l'action remonte en une action
o(u) = —u, 6(v) = v. La fibre exceptionnelle a pour équation u = 0, donc & y agit trivialement.
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Démonstration. On construit explicitement une surface de Kummer exceptionnelle ayant
P comme période, voir [6, Proposition 2]. O

Les deux propositions suivantes seront essentielles dans la démonstration de la ver-
sion forte du théoreme de Torelli.

Proposition 6. Toute surface K3 marquée ayant la méme période d’une surface de Kum-
mer est elle-méme une surface de Kummer.

Démonstration. Soit (S, ¢) une surface K3 marquée et (Km(A), ¢’) une surface de Kum-
mer marquée telles que ¢p(H??(S)) = P((S,¢)) = P((Km(A),¢')) = ¢'(H*°(Km(A))).
Alors la composée 1): ¢~ Log/': H*(Km(A),Z) — H?(S,Z) est une isométrie de Hodge. Les
classes [C;] des 16 courbes rationnelles exceptionnelles C; de Km(A) fournissent, puisque
Y est une isométrie de Hodge, 16 classes d; = 1([C;]) de diviseurs sur S de carré —2.
De plus, 3°.[Ci] est disivible par 2 dans Pic(Km(A)) car le quotient A — Km(A) est
ramifié sur Y. C;. D’aprés le théoréme de Riemann-Roch, d; ou —d; est effectif *°. Notons
C! les courbes associées, avec [C!] = €;d;, ¢, = +1. Les courbes C! sont nécessairement
irréductibles, sinon les courbes C; seraient elles aussi linéairement équivalentes a des divi-
seurs réductibles®”. D’apres la formule du genre sur les surfaces K3, on en déduit que les
courbes C! sont rationnelles et lisses. De plus, la somme ), d; € Pic(S) est divisible par 2
puisque Y, d; = 1 (3_,[Ci]) et que ¢ induit un isomorphisme ** Pic(Km(A)) = Pic(S). En
effet, puisque 7: A — Km(A) est un revétement double ramifié sur 'union des courbes
Ci, la somme ) _.[C}] est divisible par 2 dans Pic(Km(A)). Donc la somme ) J[C] = " €;d;
est aussi divisible par deux. Il est bien connu que ces deux propriétés caractérisent les
surfaces de Kummer (voir [5, Lemme 2]). O

Remarque 9. Il résulte de la Proposition 6 que la réciproque de la Proposition 5 est vraie :
une surface de Kummer S est exceptionnelle si et seulement si le réseau Py := Ps N A est
de rang 2 et si pour tout z € Pz on a 2> =0 mod (4).

Proposition 7. Les périodes des surfaces de Kummer marquées sont denses dans D.

Démonstration. 11 suffit de montrer que les périodes des surfaces de Kummer marquées
exceptionnelles sont denses dans D. D’apres la proposition précédente, il suffit pour cela
de montrer que les 2-plans positifs orientés P de Ag tels que P, = PN A est de rang 2 et
vérifiant que pour tout # € Pz on a 2> = 0 mod (4) sont denses dans GP°. Je renvoie a
[6, Proposition 3] pour cet argument. O

Ces propriétés des surfaces de Kummer ont une conséquence importante pour toutes
les surfaces K3 :

Corollaire 1. Toutes les surfaces K3 sont difféomorphes, en particulier les surfaces K3
sont simplement connexes.

Démonstration. Soit (S, ¢) une surface K3 marquée et X — Def(.S) sa famille universelle
de déformation. Puisque I'application locale des périodes Def(S) — D est un isomor-
phisme local, d’apres la Proposition 7 il existe t € Def(S) tel que la période de &X; (via
le marquage) est celle d'une surface de Kummer exceptionnelle. D’apres la Proposition 6,
X, est une surface de Kummer. Ainsi S est difféomorphe a une surface de Kummer®°. Or,
toutes les surfaces de Kummer sont difféomorphes entre elles (car les tores complexes le
sont), donc toutes les surfaces K3 sont difféomorphes. En particulier, S est difféomorphe

36. J’ai détaillé argument un peu plus loin

37. impossible puisque les courbes C; sont les diviseurs exceptionnels d'un éclatement.

38. car v est une isométrie de Hodge : Pic(S) = NS(S) = H?(S,Z) N H(S) lorsque S est une
surface K3.

39. Dans une méme famille de déformation sur une base simplement connexe, toutes les fibres sont
difféomorphes, par exemple d’apres le théoreme d’Ehresmann.



16 SAMUEL BOISSIERE

a une quartique de P? et nous savons que les quartiques de P? sont simplement connexes
(d’apres le théoreme de Lefschetz en homotopie, ou le cours donné par Gianluca Pazienza
dans cette école, voir sinon [20, §2] 1°). O

Considérons a nouveau le diagramme

A
|
Km(A) = A/&
On en déduit une application
i: H*(A,Z) — H*(Km(A),Z)
définie par i(x) = m.e*(x). Je laisse les vérifications suivantes en exercice :
Exercice 7. Montrer que i(z) -i(y) = 2x -y pour tous x,y € H*(A,Z).
Solution 7. En utilisant la formule de projection on calcule :
i(2) - i(y) = m(€2) - m(e'y)
=7, (m'm ez €y).

Puisque 7 est un morphisme fini de degré deur on a m*m, = 2id donc (vu que nous
calculons en fait des nombres) :

i(@) - i(y) = 7, (26 (¢ - y)) = 22 - y.
Exercice 8. Le morphisme i est injectif.

Solution 8. Si i(x) = 0, alors ¢ -y = 0 pour tout y € H*(A,Z) d’aprés exercice
précédent, donc x = 0.

Exercice 9. Notons L(A) le sous-groupe de H*(Km(A),Z) engendré par les classes des
courbes exceptionnelles (on n’ajoute pas la classe divisible). Montrer que i(H*(A,Q)) est

l’orthogonal de L(A) dans H*(Km(A),Q), de sorte que :

H(Km(A), Q) = L(A) & i(H*(A,Q)).

Solution 9. Notons E; les diviseurs exceptionnels de ’éclatement € et [C;] = m.[E;] les
classes des —2-courbes de Km(A). Pour tout x € H*(A,Q) on a avec la formule de
projection :
[Cy] - i(x) = mu(€'x - T, [Ey)) = 2mu(e'z - [E;]) = 0
)

donc i(H?*(A,Z)) C L(A)*. Inversement, si x € L(A)Y, alors m*(z) est orthogonal auzx
classes [E;]. Etant donné que

H2(A,Z) = & (H%(A,2)) & |

il existe a € H*(A,Z) tel que m*x = ¢*a, donc x = %71'*71'*1’ = %i(a), ce qui montre que

L(AYt C i(H*(A,Q)). On a di diviser par deux donc l'argument ne fonctionne qu’avec
la cohomologie rationnelle. En fait on peut montrer que la classe a obtenue est disivible

par deuz dans H?(A,Z), voir la remarque ci-dessous.

40. Dans cet exposé, Le Potier obtient la difféomorphie et la simple connexité des surfaces K3 en utili-
sant plutot la densité des périodes des quartiques. Vu que ce résultat n’est pas utile dans la démonstration
que je donne du théoreme de Torelli, j’ai préféré 'argument par les surfaces de Kummer.
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Remarque 10. Les propriétés énoncées dans exercice précédent restent vraies dans la
cohomologie entiere mais leur démonstration est plus délicate (voir [5, §2, Lemme 3]). On
montre que i(H?(A,Z)) est Porthogonal de L(A) dans H*(Km(A),Z), cependant :

H*(Km(A),Z) # L(A) @ i(H*(A, 7))

car le réseau de gauche est unimodulaire, tandis que celui de droite est isométrique au
réseau (—2)®16 @ U®2,

Remarque 11. Une fois fixée une polarisation par le sous-réseau L(A) on obtiendra une
sous-variété de dimension 4 (ou 3 dans le cas algébrique).

4. ENONCE DU THEOREME DE TORELLI GLOBAL, VERSIONS FORTE ET FAIBLE

Théoréme 2 (Théoreme de Torelli global, version faible). Deux surfaces K3 kihleriennes
S et S', sont isomorphes si et seulement s’il existe un isomorphisme de structure de Hodge
H?*(S",Z) = H*(S,Z) respectant la forme d’intersection (autrement dit une isométrie de

Hodge).

Bien que I’énoncé ne fasse pas usage explicite de I’hypothese kidhlerienne, nous de-
vons l'ajouter puisque nous la démonstration que nous allons en donner repose sur la
version forte dont 1’énoncé fera, elle, référence explicite a 'hypothese kiahlerienne.

La version forte est un peu plus précise, pour I’énoncer je vais introduire une notion
supplémentaire. Si S est une surface K3, la forme d’intersection restreinte a 1’espace
vectoriel réel ™ HLL(S) N H?(S,R) a signature (1,19). Considérons I'ensemble :

Sg = {r € H"*(S)N H*(S,R) | 2* > 0}.

C’est un cone qui a deux composantes connexes ‘2. Chacune de ces composantes connexes
est un ensemble convexe. Si nous supposons que S est kahlerienne, cela nous donne un
choix naturel de I'une de ces deux composantes. Notons :

Ks = {0 € H*(X,R) |0 est une classe de Kéhler}.

Remarque 12. C’est le moment de faire quelques rappels tres basiques de géométrie
kéhlerienne (issus de [30]). S est une surface complexe, notons J l'opérateur de structure
pseudo-complexe sur I'espace tangent réel T, tel que J? = —1. On se donne une métrique
hermitienne (sesquilinéaire) h sur T&, ol la propriété hermitienne considérée sur I'espace
complexe Th ® C = T& correspond a la structure complexe donnée par J. La forme h
vérifie donc les relations :

h(Ju,v) =ih(u,v), h(u,Jv) = —ih(u,v), h(v,u) = h(u,v).

En particulier, h est invariante sous J : h(Ju, Jv) = h(u,v) pour u,v € T&. Décomposons
la forme h en partie réelle et imaginaire sous la forme :

h =g —io.
Les relations précédentes induisent pour g et o les relations suivantes :
g9(v,u) = g(u, v), o(v,u) = —o(u,v),
g(u,v) = o(u, Jv), o(u,v) = g(u, Jv),
g(Ju, Jv) = g(u,v), o(Ju, Jv) = o(u,v).

41. Dans la décomposition de Hodge de H?(S,C), on sait que H11(S) = H*1(S) donc cet espace a
une structure réelle.

42. dans une base adaptée, I'équation est 23 — 23 — -+ — 23, > 0, donc 23 + - - + 23, < 2%, on voit
les ellipsoides le long de I'axe z;.
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Il en résulte que g est une métrique riemannienne sur S et que o est une 2-forme alternée
J-invariante. Rappelons que l'espace Q10 C QS est I'espace propre associé i la valeur
propre i pour J, et Q%! est celui de la valeur propre —i. Sur la décomposition

/\QQ(C — QZ,O D Ql,l D QO,Z

avec Q20 = AZQL0 et Q%2 = AZQ%L Topérateur J agit donc par multiplication par —1
sur 220 et Q%2 et est I'identité sur Q1. On en déduit que o est une classe de type (1,1).
Cette forme est appelée forme de Kdhler si elle est fermée, auquel cas, puisqu’elle est
réelle, sa classe de cohomologie vit dans H™'(S) N H?(S,R). Par extension, une classe de
Kdhler est par définition une classe de H%(S,R) qui contient une forme de Kihler.

Il est facile de voir que Kg est un cone convexe : si 0, o1 sont deux formes de Kéhler,
alors toute forme o, = tog+ (1—t)oy, t € [0, 1], est clairement encore une forme de Kéhler.
De plus Kg C Sg car si o est une forme de Kéhler, sa puissance maximale est une forme

volume *3 sur S :
02:/0/\0>O.
S

Donc Kg est inclus dans I'une des deux composantes connexes de Sg, que nous notons Cg
et appelons le cone positif. Notons aussi Eff(S) C NS(S) = H?(S,Z)N H"(S) 'ensemble
des classes de diviseurs effectifs : ¢’est bien stir un cone, que nous appelons le cone effectif.

Définition 1. Soient S, 5" deux surfaces K3 kahleriennes. Nous dirons qu’une isométrie
de Hodge v: H*(S',Z) — H?*(S,Z) est effective si Y(Eff(S")) = Eff(S) et si ¢(Cs) = Cs.

Nous noterons plus loin qu’il serait suffisant de demander des inclusions, lorsque
nous verrons d’autres caractérisations importantes de cette condition d’effectivité (voir
Proposition 8).

Théoréme 3 (Théoreme de Torelli global, version forte). Soient S, S’ deux surfaces K3
kihleriennes et : H*(S',Z) — H?(S,Z) une isométrie de Hodge effective. Il existe un
unique isomorphisme u: S — S’ tel que u* = .

Enoncé sous cette forme, ce théoreme de Torelli (sous ses deux formes forte et faible)
est en fait la réunion de deux théoremes :

(1) Théoreme de Pjateckii-Sapiro et Safarevi¢ [24] lorsque les surfaces K3 sont algébri-
ques (leur démonstration contenait quelques erreurs corrigées ensuite par Looijenga—
Peters [21]) ;

(2) Théoreme de Burns—Rapoport [11], qui généralise (1) au cas ou les surfaces K3
sont kéahleriennes.

5. ESQUISSE DE LA DEMONSTRATION CLASSIQUE DU THEOREME DE TORELLI GLOBAL

La démonstration du théoreme de Torelli est longue et certaines parties techniques
sont délicates, mais sa structure est assez simple.

5.1. Version forte.

Premaere étape. 11 s’agit d'une réduction du probleme, c’est une étape technique
facile. Notons f: X — Def(S) et f': X — Def(S’) les familles universelles de ces deux
surfaces et choisissons un marquage (S, ¢). Notons v¢: H*(S',Z) = H?*(S,Z) l'isométrie
de Hodge effective. Nous I'utilisons pour marquer la surface S’ comme suit :

¢ = po: HXSZ) % H(S,Z) S A.

43. Vu que o est obtenue a partir de métriques, elle est définie positive. Voir [10, p.20-21] pour
I’écriture en coordonnées.
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Les marquages (5, ¢) et (57, ¢') s’étendent en des isomorphismes
9: R*f.Z — Apet(s)
¢ R*flZ — Apesy)
qui correspondent & deux applications des périodes (locales)
Def(.S)
K
A
Def(S")

telles que P'(0) = [¢/(H*°(S"))] = [po(H*(S"))] = [¢(H>°(S))] = P(0). Par des choix
assez petits de Def(S) et Def(S’), ces applications des périodes sont des plongements,
donc la composée ¢: Def(S) — Def(S’) est un isomorphisme tel que ¢(0) =0 :

Def (9)
X
|
~1q
[
| /
\V !
Def(S")

Utilisons cet isomorphisme pour voir la famille X’ sur Def(.5) :

X/l Xl

/| I

Def(S) —— Def(S")

Notons A := Def(S). Nous nous sommes ramenés a voir les surfaces S et S” dans deux
familles de déformations paramétrées par la méme base :

frX=A XA o) =S, N 0) =S

Par composition, I'isomorphisme v s’étend sur toute la famille :

@
R2f. 7 — Ax

NTQ ~
¢
R2 f//Z
et induit en chaque point un isomorphisme ;: H*(X/,Z) = H*(X,,Z) compatible avec
les produits d’intersection. Il reste a voir que c’est aussi une isométrie de Hodge. Par
construction de la famille X”, obtenue depuis X’ par pullback avec ¢, et d’apres le dia-

gramme commutatif définissant ¢, les deux applications des périodes A — D associées a
ces familles sont égales. Cela signifie que pour tout t € A,

o(H* (X)) = ¢,(H*(X))) (= ¢;(t)(H2’O(Xq’(t))) mais ce n'est pas utile)
= o (H* (X))
donc ¥y (H*°(X/)) = H*°(X;). Cela signifie que 1); est bien une isométrie de Hodge.
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Deuzxieme étape. Nos deux surfaces K3, S et S’, sont donc maintenant les fibres a
lorigine deux familles f: X — A et f': &’ — A sur une méme base et 'isométrie de
Hodge ¢ a été étendue sur les familles en des isométries de Hodge

U HA(X],Z) = H*(X,,7)

pour tout ¢, provenant d’un isomorphisme 1 : R2f'7Z = R?f.7 (les marquages ne sont
maintenant plus utiles; ni les applications des périodes). Nous savons de plus que )
est une isométrie de Hodge effective. On montre alors que I’ensemble des points ¢t € A
tels que v est effective® est un ouvert dans A. Je renvoie & [6, Proposition 5] pour la
démonstration. Quitte a restreindre 'ouvert A, on peut donc supposer que ¢, est effective
pour tout ¢ € A.

Troisieme étape. D’apres les Propositions 6 et 7, il existe une partie dense €2 de A
telle que pour tout t € Q, X/ = Km(A’) est une surface de Kummer, que 1'on peut méme
supposer exceptionnelle. On a donc pour tout ¢ € 2 une isométrie de Hodge effective

bt HA(Km(A'), Z) — H*(X,, 7).

On arrive a la partie la plus longue de la démonstration, j'en esquisse seulement les
arguments. Il s’agit de montrer qu’il existe un isomorphisme u;: X; — X/ tel que u; = 1.

(1) On montre que X; est aussi une surface de Kummer. L’argument a déja été utilisé
dans la démonstration de la Proposition 6, je le reproduis par commodité*°. Les
classes [C]] des 16 courbes rationnelles exceptionnelles C! de Km(A’) sont telles
que la classe de leur somme est divisible par deux dans le groupe de Picard et
fournissent, puisque 1 est effective, 16 classes [C;] = ¥4 ([C]]) de diviseurs effectifs
sur X, de carré —2. Ils sont nécessairement irréductibles, sinon les courbes C!
seraient elles aussi linéairement équivalentes & des diviseurs réductibles 6. D’apres
la formule du genre sur les surfaces K3, on en déduit que les courbes C; sont
rationnelles et lisses. De plus, leur somme ) .[C;] € Pic(X,) est divisible par 2
puisque >_,[Ci] = ¥, (3,[C1]) et que ¢ induit un isomorphisme *” de Pic(Km(4'))
sur Pic(AX;). Il est bien connu que ces deux propriétés caractérisent les surfaces de
Kummer (voir [5, Lemme 2]).

(2) Notons &; = Km(A). Je reprends les notations de la section 3.3. On a noté
L(A) c H*(Km(A), Z) le sous-groupe engendré par les 16 courbes exceptionnelles.
On sait (voir Exercice 9 et Remarque 10) que i(H?*(A,Z)) est U'orthogonal de L(A)
dans H?(Km(A),Z). Vu que ; envoie L(A’) sur L(A), elle induit une isométrie*®
de Hodge ¢ faisant commuter le diagramme :

H2(A',7) ———~ H*(A,Z)

|

H2(Km(A'),Z) -2

P (Km(4),2)

(3) Rappelons que H%*(A,Z) = N'H'(A,Z), isomorphisme étant donné par le cup-
produit. L’isométrie de Hodge ¢ : A'H(A’,Z) — A'H'(A,Z) n’est pas nécessaire-
ment induite par une isométrie de Hodge H'(A',Z) — H'(A,Z). Notons ces
groupes H = H'(A,Z) et H = H'(A’;Z). On montre ([5, §3, Lemme 4]) qu’il
existe un isomorphisme A\: H' — H tel que @ = =X A X si et seulement si ¢ est

44. les surfaces K3 dans ces familles sont encore kéhleriennes, car cette propriété est stable par
déformation suffisamment petite.

45. Cette fois, nous avons ’hypothese supplémentaire que 'isométrie est effective.

46. impossible puisque les courbes C; sont les diviseurs exceptionnels d’un éclatement.

47. car 1), est une isométrie de Hodge, utiliser les identifications Pic(S) = NS(S) = H?(S,Z)NH*(S)
lorsque S est une surface K3.

48. C’est une isométrie a cause des propriétés de i faites en exercice.
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compatible avec une certaine orientation canonique® de H*(A',7Z) et H*(A,7Z),
pour laquelle je renvoie a la méme référence.

On montre que l'isométrie ¢ provenant de 1), vérifie bien cette compatibilité avec
'orientation : ¢’est un point délicat (voir [5, §4]), qui manquait d’ailleurs dans la
premiere démonstration du théoreme de Torelli par Pjateckii-Sapiro et Safarevic.

On sait (par exemple apres le cours donné par Pierre Py dans cette école) que le
foncteur A — H'(A,Z) est une équivalence de la catégorie des tores complexes vers
celle des structure de Hodge de poids 1. On vérifie que l'isomorphisme A tel que
© = £A A X est une isométrie de Hodge (voir [5, §3, Proposition 2]), elle provient
donc d’un isomorphisme v: A — A’. On a donc p = +v*: H*(A',Z) — H*(A,Z).

On montre qu’en fait on a ¢ = v*, ¢’est un autre point technique (voir [5, §5]).

Par construction, l'isomorphisme v: A — A’ est un morphisme de groupes®

donc commute avec les involutions x + —z. Il remonte donc en un isomor-
phisme 0: A — A’ respectant les courbes exceptionnelles (si * € A est fixe
par o, et C, est la courbe exceptionnelle correspondante, alors v: C, — C;(m))
et commutant avec les involutions & et &', donc descend en un isomorphisme
Km(v): Km(A) — Km(A’). Notons L(A) € H*(Km(A),Z) le sous-groupe en-
gendré par les 16 courbes exceptionnelles. On sait (voir Exercice 9 et Remarque 10)
que i(H*(A,Z)) est I'orthogonal de L(A) dans H*(Km(A),Z) et de méme pour
A’. La restriction de Km(v)* & i(H*(A’,Z)) est donc entierement déterminée par
v* = ¢, donc par ¥y (¢ a justement été défini de cette maniere), tandis que sa
restriction a L(A") ne dépend a priori que de la construction de v, toutefois méme
si géométriquement 'action dépend effectivement de v, ’action induite au niveau
des groupes L(A’) et L(A) n’en dépend plus, et coincide donc avec celle de®! 1),.

Quatrieme étape. Résumons ce que nous avons obtenu pour le moment. Les deux

surfaces S et S’ vivent dans des familles lisses au-dessus d’'un méme espace :

[: X = A X = Aavec Xy = Set A =S

Nous avons un isomorphisme ¢ : R?f'Z — R?f,7 et nous avons trouvé une partie dense
de A telle que pour tout t € €2, il existe un isomorphisme wu;: X; — A&} tel que uf = 4. De
plus, nous savons que v est effective. Le Lemme principal de Burns-Rapoport permet de
faire converger ces isomorphismes a 'origine de A : il existe un isomorphisme ug: Xy — X}
tel que uf = 1. Voir [6, §2, Proposition 4] pour la démonstration de ce lemme.

Cinguiéme étape. On montre 'unicité de I'isomorphisme trouvé. Cele revient a mon-

(1)

(2)

trer que si un automorphisme u: S — S a une action triviale u* = id sur la cohomologie,
alors u est I'identité. On procede comme suit.

On montre que u est d’ordre fini dans Aut(S). Une fois choisie une forme de
Kahler, u* fixe la classe de Kahler associée. D’apres le théoreme de Yau, cette
classe contient une unique métrique de Kahler-Einstein a courbure de Ricci nulle.
Donc u laisse cette métrique invariante. Ainsi, u est une isométrie. Le groupe de
Lie Aut(S) étant discret (sa dimension est h°(S, Ts) = 0), son groupe d’isométries
pour cette métrique, qui est compact, est donc fini. Donc u est d’ordre fini.

Supposons que u # id. Si x € S est un point fixe de u, I'action locale de la
différentielle d,u de u sur I'espace tangent T,S est diagonalisable puisque u est

49. relative & un choix de la maniere d’ordonner la base de A?H'(A,Z) en fonction de celle de

HY(A,7Z).

50. on peut de toute facon s’y ramener vu que les translations agissent trivialement sur la

cohomologie.

51. C’est une permutation des courbes, quitte a renuméroter les courbes exceptionnelles I'action est

la méme (I'identité).
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d’ordre fini. Puisque u agit trivialement sur la cohomologie, en particulier la forme
symplectique est invariante, donc I'action de u sur 7,.S a déterminant 1. Dans une

())\ )\91 avec |\| = 1, on note \ = e%.
Par ailleurs, puisque u # id, le lieu fixe est de codimension au moins 1, donc A # 1
et 0, Z 0 mod (2m). Il en résulte que les points fixes de u sont isolés. Notons

F C S l'ensemble de ces points fixes.

base adaptée, ’action est donc de la forme

(3) Appliquons la formule de Lefschetz topologique a u :

Fl =Y (- )tr gy = D (~1)hi(S.2) = 24.

7 7

Appliquons la formule de Lefschetz holomorphe a u pour le faisceau Oy :

E (_1) tr u |Hz'(s,(95) = Z m
TEF

i

ce qui donne

1
2= —_—.
Z 2 —2cos(6,)

zeF

Puisque 2 — 2 cos(f,) < 4, on obtient une contradiction :

222226

zel

donc v = id.

Remarque 13. Voici un argument alternatif proposé dans [6, §4, Proposition 6] pour
éviter le recours au théoreme de Yau dans 'argument (1) de la quatriéme étape. Puisque
u agit trivialement sur la cohomologie, d’aprés le théoreme d’Horikawa u s’étend (de
manieére unique, on en a besoin) sur toute la déformation universelle (quitte a restreindre
Def(S)) en un isomorphisme U: Xs — Xg au-dessus de Def(.S). On peut donc supposer
que S est projective. Il reste a voir que les automorphismes d'une surface K3 projective
qui agissent trivialement sur la cohomologie forment un groupe algébrique. On sait déja
que puisque S est projective, le groupe Aut(S) est un schéma en groupes localement de
type fini (le foncteur que I'on pense est représentable sous 'hypothese projective). Fixons
un plongement projectif S < P™ et notons Og(1) la classe hyperplane. Si u: S — S agit
trivialement sur la cohomologie, en particulier la classe hyperplane Og(1) est invariante
(dans le groupe de Picard, qui est plongé dans la cohomologie puisque S est une surface
K3). Le plongement S < P" s’écrit x — (so(x) : ... : s,(x)) ol les s; sont des sections
globales de Og(1). Puisque u*Og(S) = Og(1), l'action de u* sur 'ensemble des sections
globales I'(S, Og(1)) est donné par une matrice inversible A dans la base des sections s;.
Cette matrice induit un isomorphisme de P™ qui prolonge u par construction :

S(_> P
|
S(_> P

Ainsi, le groupe G des automorphismes de S agissant trivialement sur la cohomologie se
plonge dans le groupe PGL(n). Mais PGL(n) est un groupe algébrique et G est discret,
donc Gy est fini.
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5.2. Version faible.

C’est une conséquence de la version forte, pour laquelle nous avons seulement besoin
de quelques informations importantes sur le cone positif des surfaces K3. Partons d’une
classe § € HYY(S) N H?(S,Z) = NS(S). Elle s’écrit aussi § = ¢;(L) pour un certain fibré
inversible L € Pic(S) (uniquement déterminé). La formule de Riemann-Roch dit ici (voir
3) : ) '

x(L) = h°(L) — h'(L) + h*(L) = 552 + x(0s) = 552 +2

donc en particulier (en utilisant la dualité de Serre au passage) :
1
RO(L) 4+ hO(L7Y) > 552 + 2.

Si 62 = —2, on en déduit que L ou L~! a des sections globales non nulles, donc que soit
0 soit —d est effectif. Notons alors :

A = {6 € NS(S)|6% = =2 et § effectif}.

Exercice 10. Montrer que®?

(—2)-courbe), alors :

si 6 € A est la classe d’une courbe irréductible C' (appelée

(1) C est une courbe rationnelle lisse.

(2) K1(0s(C)) =0

(3) Le systéme linéaire |C| est de dimension nulle (il n’existe pas d’autre diviseur
effectif linéairement équivalent a C, C est rigide ®).

Solution 10. Voir Saint-Donat [25] pour d’autres résultats de ce type.

(1) Le genre arithmétique p,(C) de C vérifie C* = 2p,(C) — 2 donc p,(C) = 0, donc
C' est une courbe rationnelle lisse (voir [22, §3] pour plus de détails).

(2) La suite exacte
0— Og(—C) — O — Oc — 0
donne en cohomologie une suite exacte courte
H°(S,05(-C)) — H°(S,05) — H(C,O¢) — H'(S,05(—C)) =2 H'(S,05(C)) — 0
On a H°(Os(—C)) = 0 puisque C est effective et H°(C,O¢) = 1, il en résulte que
h'(0s(C)) = 0.

(3) De la formule de Riemann-Roch utilisée ci-dessus on déduit que h®(Os(C)) = 1
donc dim |C| = 0.

Pour tout 0 € A, notons ss:  — x + (- 0) § la symétrie par rapport a ’hyperplan
Hjs := 6+ dans H?(S,R) et considérons le groupe de Weyl

Wg = (85‘5€A>.

Notons que les symétries ss sont des isométries de Hodge. Le groupe d’isométries Wy laisse
Ss globalement invariant et on voit facilement que cela induit une action sur chacune des
composantes connexes de ce cone, en particulier Wy opere sur le cone positif Cg. En effet,
deux points x,y € Sg vivent dans la méme composante connexe de Sg si et seulement si
x -y > 0, et on calcule pour x € Sg :

v-ss(x)=a- (v +(x-8)8) =2+ (z-6)>>0

52. Les (—2)—courbes rationnelles lisses sont des éléments de A, mais ce ne sont pas les seuls. Par
exemple une chaine Ay de deux telles courbes D = C 4+ C" avec C? = C"? = —2 et C'- C' =1 est encore
une classe de A.

53. sa contraction donne une singularité nodale Ay, on appelle parfois ces (—2)-courbes des classes
nodales.
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Exercice 11. Vérifier cette assertion : deux points x,y € Ss vivent dans la méme com-
posante conneze de Sg si et seulement si x -y > 0.

Solution 11. Si x € Sg, son orthogonal H, découpe l’espace en deux demi-espaces, ['un
correspondant auz y tels que y-x > 0, U'autre sur lequel y-x < 0. Puisque 2 > 0, x appar-
tient au demi-espace positif. 1l reste a voir que H, ne coupe pas Ss (sauf au sommet du
cone fermé) pour conclure que siy € Sg est dans la méme composante connexe de Ss que
x, alorsy-x > 0 : Uhyperplan H, coupe le cone Sg seulement en son origine donc l'une des
composantes connezes est dans le demi-espace positif, l'autre dans le demi-espace négatif.
Puisque x> > 0, la restriction de la forme quadratique a H, a pour signature (0,19), donc
H, est défini négatif et ne coupe pas Ss. On peut aussi le voir géométriquement par une
belle interprétation. Dire que H, ne coupe Sg qu’en son sommet se traduit simplement en
géométrie projective. Regardons donc l’espace projectif P(H'(S)N H?(S,R)), dans lequel
le bord du cone Sg définit la quadrique Q: x*> = 0. La transformation x — H, n’est autre
que la polarité par rapport a la quadrique Q, voir Figure (1). On voit ainsi que si x est
dans Uintérieur de @ (donc dans le cone positif ), Uhyperplan H, est a l'extérieur et ne
rencontre pas Q).

FiGure 1. Polarité par rapport au cone positif

Puisque la forme quadratique sur HY(S)NH?(S,R) a pour signature (1, 19), sa res-
triction & Hs a pour signature (1, 18) lorsque §* = —2, donc les hyperplans Hs découpent
des chambres (convexes, donc connexes) sur le cone positif Cg (si 'on préfere un argument
géométrique, on dira que la polaire par rapport a un point § extérieur a la quadrique @)
coupe cette quadrique en deux : on construit cette polaire en prenant les tangentes a la
quadrique passant par 0) :

Cs\ | J Hs.
dEA

L’une de ces chambres est d'un intérét particulier, nous 'appellerons la chambre de
Kahler :

Ks:={xe€Cslz-6>0 VoeA}
Si w € Kg est une classe de Kihler, alors pour tout diviseur effectif D on a la formule **
w-[D] = [,w > 0.1l en résulte que :

Ks C I?S.

54. car la restriction est une forme de Kéhler sur D, donc une forme volume ici, voir [2, §1.13].
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Remarque 14. Dans [2], le cone de Kéhler Kg est défini (!) comme I'ensemble des classes
w € H*(S,Z) telles que w-d > 0 pour tout diviseur effectif d. Il en résulte assez facilement
(voir [2, Proposition VIIIL.3.7, Corollary VIII.3.8]), du fait des propriétés du cone Eff(S)
lorsque S est une surface K3, I'égalité K¢ = K 5. Mais rien ne dit alors que Kg ne soit bien
constitué que de classes de Kéhler. J’ai choisi ici de définir K'g comme le cone engendré par
les classes de Kéahler. On montre a posteriori 1'égalité K¢ = Kg comme une conséquence
du théoreme de Torelli global et de la surjectivité de I'application des périodes (voir |8,
Théoreme 2|, ce n’est pas 1'objet de ce cours).

Observons que toute isométrie : H*(S',Z) — H*(S,Z), telle que ¥(Cs/) = ¥(Cs)
stabilise ’ensemble des chambres (et évite les murs). En effet, toute chambre C' est convexe
et connexe, donc son image 1(C') est aussi convexe et connexe : il existe donc une chambre
C" telle que ¥ (C) C C'. Si 'égalité n’a pas lieu, on trouve un élément x € C’ tel que

“Hz) ¢ C, donc ¥ 1(C") ne serait pas connexe, contradiction. Ainsi, les conditions
W(C) C C' p(C) =(C) et H(C)NC" # O sont équivalentes, et puisque ¢ est inversible,
dire que ¥(Cs) C Cg est aussi équivalent a dire que ¥(Cs) = Cs (il y a autant de
composantes connexes des deux cotés).

Proposition 8. Une isométrie de Hodge 1): HQ(S’ Z) — H?*(S,7Z) est effective si et
seulement si w(KS/) N Kg # 0, auquel cas on a w(KS/) K.

Démonstration. Si ¢ est effective, on a (Eff(S")) = Eff(S) et ¢(Cs/) = Cs. Alors si
w € Kg, pour tout d € A, d' =¢~1(d) € Eff(S') et d? = —2 donc® d' € A’ et
Y(w)-d=w-d >0

donc @Z)(I?Sr) C KS, l’egahte en découle par connexité comme noté plus haut. Inverse-
ment, la condition @Z)(Ksr) N w(K s) # () suffit, & nouveau par connexité, & assurer que
w(KS/) C KS puis que w(KS/) KS, et par conséquent que 1(Cs/) C Cg par définition,
puis 1 (Cs') = Cs. On a aussi ¥ "'Cs C Cg en utilisant que w_l(f?s) = [?S/.

Si ¢ € Eff(S”), montrons que d = ¢(c) € Eff(S). Il suffit bien stur de traiter le cas ou
¢ est un diviseur irréductible, auquel cas on a par la formule du genre

d> =) =c* > -2,
donc d’apres le théoréme de Riemann-Roch d ou —d est effectif. Si d*> = ¢ = —2, on a
donc ¢ € A’. Alors pour tout w € Kg on a puisque ¢(Kg ) = Kg :

d-w=d- ¢y (w)=c-w >0 (avecw = ¢ (w) e Kg)

donc par définition méme de la chambre I?S, —d ne peut pas étre effectif, donc d est
effectif. Le cas restant est d*> = ¢ > 0. Dans ce cas, ¢ est dans I'adhérence du cone Ss.
Puisque ¢ est effectif, pour toute classe de Kahler w’ € K¢ on a ¢-w' > 0, donc on a
aussi :
d-pW)=c-w >0

ce qui indique que d et ¥ (w’) sont dans la méme composante connexe du cone Sg (voir
Exercice 11), soit ici d est dans I'adhérence du cone positif Cgs (on pourrait aussi conclure
tout de suite que ¢ € Cg par le méme argument et utiliser le fait déja démontré que
¥(Cs') = Cg). Prenons maintenant une classe de Kihler w € Kg. Alors 9 (w) € Kg
donc ¢ - ¢~ Hw) > 0 puisque les deux éléments sont dans le cone positif. Ainsi

d'W:C'Q/Fl(W)ZOa

ce qui est impossible si —d est effectif (on aurait (—d) - w > 0 vu que w est une classe de
Kaéhler), donc d est effectif. Ainsi ¢(Eff(S") C Eff(S). En refaisant le raisonnement avec
1»~! on obtient I'inclusion inverse. 0

55. avec des notations évidentes, A’ correspond & 5.
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Nous avons besoin de plusieurs propriétés concernant ces chambres et ’action de W :

Proposition 9.
(1) la réunion des murs |Jsep Hs est fermée dans Cs, les chambres sont ouvertes.

(2) Le groupe Wy opere simplement transitivement sur les chambres de Cg.
Démonstration. Voir [7, §2]. O

Nous pouvons maintenant aborder la démonstration proprement dite de la ver-
sion faible du théoreme de Torelli : soit donc S,S" deux surfaces K3 kéhleriennes et
Vi H*(S',Z) — H?*(S,Z) une isométrie de Hodge.

Démonstration de la version faible du théoreme de Torelli. L'image ¢(Kg /) est contenue
dans une chambre®® de Sg, et quitte & considérer —, on peut supposer que 1(Kg) est
contenu dans une chambre du cone positif Cg. Puisque 'action de Wy est transitive sur
les chambres de Cg, il existe une isométrie o € Wy telle que o1)(K /) rencontre Kg, donc
o) est effective d’apres la Proposition 8. D’apres la version forte du théoreme de Torelli,
on conclut que o provient d’un isomorphisme u: S — S’ O

Remarque 15. Revenons aux questions posées plus haut concernant 1’espace de modules
M et Iapplication globale des périodes P: 9t — D.

(1) Si (S,9),(5",¢) € M sont deux surfaces K3 marquées ayant la méme période,
alors I'isométrie ¢ := ¢~L o ¢’ H*(S',Z) — H?(S,Z) est une isométrie de Hodge,
puisque

S(H*(8)) = P((S,9)) = P((S'.¢)) = ¢'(H*"(5")
entraine que (H*Y(S")) = H?*(S), ce qui caractérise les isométries de Hodge
ici®?. D’apres la version faible du théoreme de Torelli, les surfaces S et S’ sont
donc isomorphes. Ainsi, ’application des périodes induite au quotient par le groupe
' = Aut(A)
P:M/T — D/T
est injective.

(2) Le méme argument (en utilisant la démonstration de la version faible du théoreme
de Torelli) nous dit un peu plus : si (5, ¢) et (S, ¢') ont la méme période, alors il
existe un unique® o € Wy tel que £0¢~'¢/ = u* pour un certain isomorphisme
u: S — S’. Ainsi, la fibre de P au-dessus de la période de (S, ¢) est I'ensemble des
surfaces marquées (S, £o¢) pour o € Ws.

(3) La variété 9t a deux composantes connexes qui sont échangées par 'involution
(S,6) — (S,—¢) (voir [8, §1]). L’idée est que ces deux surfaces marquées ne
peuvent jamais étre identifiées, puisque —id: H?(S,Z) — H?(S,Z) n’est pas effec-
tive.

(4) L’application des périodes P: 9t — D est surjective pour les surfaces K3 kéhle-
riennes (je veux dire ici que I'on considere le sous-espace de 9 paramétrant les sur-
faces K3 kahleriennes, voir [8, Théoreme 1] : la démonstration utilise le théoréme

de Torelli global).

(5) Le théoreme de Siu-Todorov®® [28, 29] montre que toute surface K3 est en fait
automatiquement kahlerienne. La démonstration utilise essentiellement les mémes
ingrédients que ceux déja utilisés ou évoqués, mais il aurait été illogique d’énoncer

56. Siz € Cg,on ax-0 # 0 pour tout 6 € A. Alors puisque 1) est une isométrie, on a ¥ (z) -1 (d) # 0,
mais aussi ¢(4)? = —2. On en déduit que +1(J) est effective, donc 1) (z) évite bien tous les murs de Cs.

57. on sait déja que 1) est une isométrie.

58. car l'action du groupe de Weyl est simplement transitive

59. premiere démonstration par Todorov, incompléte, autre démonstration ensuite par Siu.
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ce résultat plus tot en raison de la stratégie de sa démonstration, dont voici I'idée
tres générale (voir [9]). Si (X, o) est une surface K3 marquée, d’apres la surjectivité
de I'application des périodes pour les surfaces K3 kahleriennes rappelées ci-dessus,
il existe une surface K3 kéhlerienne marquée (S, 0’) qui a la méme période. Pour
montrer que X est isomorphe a S, on < généralise et adapte > les arguments
utilisés, en particulier le Main Lemma de convergence Burns-Rapoport : il s’agit
de déformer (S, 0") sur (X, o) de sorte a obtenir que X soit kéhlerienne.

6. ESQUISSE DE L’APPROCHE DE VERBITSKY

Tout part de la reformulation suivante des résulats obtenus jusqu’a maintenant, en
incluant la Remarque 15 :

Proposition 10. L’espace de modules 9 a deur composantes connexes échangées par
(S, 9) — (S, —@) et l'application des périodes P: I — D est génériquement injective sur
chacune de ces deux composantes.

Démonstration. 1l reste seulement a expliquer le terme générigue. On a vu que la fibre de
P au-dessus de la période de (S, ¢) est 'ensemble des surfaces marquées (S, +o¢) avec
o € Ws. En particulier, si le groupe de Weyl est trivial, la fibre consiste exactement en
les deux surfaces marquées (S, ¢) et (S, —¢), et le groupe de Weyl est trivial des que
I’ensemble A des classes effectives de carré —2 est vide, ce qui est bien le cas lorsque
NS(S) = 0. Cette situation est générique au sens suivant. Considérons ’ensemble

H = U atnD.
aeA\{0}
C’est une réunion dénombrable d’hyperplans de D. Si P((S,¢)) € H, il existe o € A\ {0}
tel que ¢(wg)-a = 0, donc le point z := ¢~ () € H?(S,Z) est non nul et tel que wg-z = 0.
Ainsi on a trouvé un élément non nul z € H“(S) N H?(S,Z) = NS(S). Réciproquement,
si NS(S) # 0, un tel élément x fournit a = ¢(z) € A\ {0} tel que ¢p(ws) € at. 1l reste
a voir que D \ H est dense dans D. Un argument rapide consiste a invoquer le lemme de
Baire : espace D est localement compact et chacun des ouverts D\ (o N D) est dense,
donc leur union dénombrable D \ H est un sous-ensemble dense de D. On peut aussi
donner un argument a la main comme suit. Si 'on prend un point z € D \ ‘H, regardons
un germe de courbe 1 passant par z, suffisamment générique. Alors n coupe at en un
nombre fini de points, et puisque A est dénombrable, H N 7 est dénombrable, donc le
complémentaire de H dans 7 est dense dans 7. Ainsi, x peut étre approché aussi pres que
I'on veut par des éléments de D\ H, qui est donc dense. Nous en concluons que les périodes
des surfaces K3 ayant NS(S) = 0 sont denses dans D. En particulier, une surfaces K3
générale est non-algébrique. Ici, le terme général signifie précisément < en-dehors d’une
réunion dénombrable d’hyperplans >, a ne pas confondre avec générique, méme si nous
faisons en fait cet abus ici. O

L’idée de la formulation de Verbitsky est de considérer cet énoncé comme équivalent
au théoreme de Torelli global, puisqu’il en implique la version suivante (que ’on appelera
la version forte générique) :

Proposition 11. Soient S, S’ deur surfaces K3 génériques ®. Sivp: H?(S',Z) — H?*(S,7Z)
est une isométrie de Hodge, alors il existe un biholomorphismew: S — S’ tel que u* = ).
Démonstration. Montrons pourquoi c’est un corollaire de la Proposition 10. Choisissons
un marquage (S, ¢) et marquons S’ par ¢’ = ¢ o: H*(S',7Z) 2, H?*(S,7Z) 2 A. On a
donc par construction P((S, ¢)) = P((S’, ¢')). D’apres la condition de généricité, d’apres
la Proposition 10 les paires (S, ¢) et (S’,+¢') sont isomorphes (le choix du signe vient

60. je devrais dire générales
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du choix de la composante connexe : nous ne savons pas si (5, ¢) et (5, ¢’) sont dans la
méme composante connexe de ). Il existe donc u: S — S’ tel que le diagramme suivant
commute :

H*(S',Z) “* H?(S,Z)
¢
+¢’ /
A

soit £¢' = pou* = ¢ o), donc u* = £. O

La condition de généricité est facile a éviter en travaillant un peu plus, et on va donc
préférer s’intéresser a la version faible du théoreme de Torelli :

Proposition 12. Deuz surfaces K3, S et S’, sont isomorphes si et seulement s’il existe
une isométrie de Hodge v: : H*(S',Z) = H*(S,Z).

Démonstration. Montrons pourquoi c¢’est un corollaire de la Proposition 10. Choisissons
un marquage (S, ¢) et marquons S’ par ¢ = ¢ o¢p: H*(S',7Z) KN H?(S,Z) 2 A On a
donc par construction P((S, ¢)) = P((S5', ¢')). Quitte a prendre —), et donc —¢’, on peut
supposer d’apres la proposition 10 que (S, ¢) et (5’,¢') sont dans la méme composante
connexe MY de M. Si (S, ¢) = (5, ¢'), alors S et S’ sont bien isomorphes. Le point subtile
est de voir que sinon (S, ¢) et (S, ¢') sont deux points inséparables de 9°. Pour ceci,
il faut savoir que l'injectivité générique de P est en fait une injectivité en-dehors d'une
réunion dénombrable d’hyperplans, ce que nous avons vu dans la démonstration de la
Proposition 10. L’énoncé d’injectivité générique doit étre compris en ce sens. On obtient
alors facilement la non séparabilité des points de non injectivité, voir 'exercice 12. D’apres
Huybrechts [18, Theorem 4.3], cela implique que S et S’ sont birationnelles (I’argument
n’est pas élémentaire), donc S et S” sont deux surfaces K3 isomorphes. O

Exercice 12.

(1) Soit f: R — R wune fonction continue injective sur R \ Q. Montrer que f est
injective sur R.

(2) Sil'on remplace R\Q par Q, montrer par un contre-exemple que l’assertion devient
fausse.

(3) Soit f: X — Y wne application continue entre variétés topologiques connezes.
On ne suppose pas que X est séparé. On suppose qu’il existe un sous-ensemble
QO C X, dont le complémentaire est une réunion dénombrable d’hypersurfaces, tel
que [ est injective sur 2. On suppose aussi que [ est un isomorphisme local, et
en conséquence Y n’est pas réunion dénombrable d’hypersurfaces. Montrer que si
x,y € X sont tels que f(x) = f(y), alors x et y sont des points non séparés de X .

Solution 12.

(1) Supposons qu’il existe deux réels a < b tels que f(a) = f(b). Par linjectivité
générique, f est non constante sur l'intervalle [a,b], donc il existe ¢ €]a,b[ tel
que f(c) # f(a) = f(b). Par continuité (théoréme des valeurs intermédiaires),
tout y compris entre f(a) = f(b) et f(c) a un antécédent x €la,c| et un autre
x' €]e,b[. Puisque f est injective sur R\ Q, l'un des deuz est rationnel, notons-
le q,. Cela produit une application (ensembliste) g: la,c[— Q, y — ¢, On a
fg(y) =y donc g est injective. C’est cependant impossible puisque |a, c|[ n’est pas
dénombrable tandis que Q [’est.

(2) La fonction f(x) = sin(z) convient : sisin(x) = sin(y), alors xt —y =0 mod (7),
donc puisque w est irrationnel, x ou y est irrationnel. Ainsi, f est injective sur Q,
mais pas sur R.
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(3) Si x ety sont séparés, il existe un voisinage U de x, un voisinage V de y et un
voisinage W de f(x) = f(y) tels que UNV =0 et f induit un isomorphisme de U
sur Wet de V- sur W. Tout point z € W a un antécédent a € U et un antécédent
b € V. Puisque f est injective sur €, l'un des points a ou b n’est pas dans 2. On
en déduit une application ensembliste g: W — X \ Q telle que f(g(z)) = z, donc
g est injective. Mieux, puisque f est un isomorphisme local, g est continue. Mais
c’est impossible car X \ Q est réunion dénombrable d’hypersurfaces tandis que W
ne l’est pas.

Pour finir notre ré-interprétation du théoreme de Torelli, il reste a exprimer au-
trement le fait que 'espace de modules 91 a deux composantes connexes. Nous le fai-
sons en termes de groupes de monodromie, comme suit. Soit f: X — A une famille
de déformations d’une surface K3, avec O € A et un isomorphisme donné Xy = S. Le
faisceau F := R?f,Z étant localement constant, il lui correspond une représentation de
monodromie

71(A,0) — O(H?*(S,7Z))

construite ainsi (voir Appendice A). Prenons un lacet v: [0, 1] — A tel que v(0) = v(1) = 0.
On peut subdiviser ce lacet en chemins 7([z;, z;11]) tels que les segments [z;, z;41] sont
contenus dans des ouverts contractiles U; de A sur lesquels le faisceau F est constant. Les
identifications canoniques d’évaluation induisent des isomorphismes

Fo2F, &2 2F, ~2...2F

qui ne dépendent que de la classe d’homotopie du lacet. En utilisant 1'isomorphisme
X, = S (qui fait partie de la donnée de la déformation) on en déduit une isométrie %!

Yot H*(S,Z) = H* (X, Z) = H*(X,,,Z) = --- = H*(X,,,7) = --- = H*(X,,Z) = H*(S,7Z)

Nous appelerons monodromie (certains auteurs disent transport paralléle) tout élément
de O(H?(S,7Z)) de la forme ~,. Il ne suffit bien stir pas ici de considérer 1'espace universel
de déformation de S, vu qu’il est simplement connexe. On note Mon(S) le sous-groupe
de O(H?(S,Z)) engendré par les monodromies, pour toutes les familles de déformations
possibles. La structure de ce groupe engendré mérite qu’on s’y attarde.

Tout d’abord, dans la construction d’'une monodromie, d’apres le théoreme d’Eh-
resmann il existe un difféomorphisme 77: X}y, — S x U; au-dessus de chaque ouvert
contractile U;, de sorte que I'on a un diagramme commutatif

HQ(X:BN Z) % H2(Xxi+1 ’ Z)

T(T;;)* T@im)*
H*(S,7) —<—~ H2(S,7)

(le morphisme id sur la ligne du bas vient du fait que pour la famille triviale S x U; — Uj,
l'action de la restriction ; de v a Uintervalle [z;, x;11] est canonique, donc c’est juste
'identité puisque le faisceau est constant). Il en résulte que tous les isomorphismes cano-
niques en jeu dans la construction de v, s’identifient ’action en cohomologie de composées
de difféomorphismes de S. Donc Mon(S) est contenu dans I'image du morphisme naturel
Diff(S) — O(H?*(S,7Z)).

Ensuite, il faut observer que la composée de monodromies n’est en général pas une
monodromie. En effet, partons de deux familles de déformations X — (B,b) avec un
isomorphisme ¢: X, — S et X' — (B',b') avec un isomorphisme ¢': X, — S. Il leur

61. pour la forme d’intersection, pas une isométrie de Hodge
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correspond deux représentations de monodromie
7T1(Ba b) — O(HQ(Sa Z))
7T1(B,7 b,) — O(HQ(Sa Z))

Prenons deux monodromies 7, et . respectivement dans chaque représentation, corres-
pondant a un lacet v en b tracé sur B et un lacet 7' en V' tracé sur B’. Le fait est que
la composée 7, 07, € O(H?*(S,Z)) n’est pas directement une monodromie, mais s’obtient
par la construction suivante. Considérons ’espace (non réduit) B” obtenu en recollant B
et B’ par 'identification de b et b’ et recollons au-dessus les familles X et X’ par I'isomor-
phisme (¢')' o p: X, =2 S = X/, Notons X — (B”,b") la famille ainsi obtenue. Dans
B”, vu que 0" = b =1 on peut composer les deux lacets en v o+/. L’action induite sur la
cohomologie entiere se lit sur le diagramme suivant :

’Y:; Y

/l\,l/_\
—_—

H2(S) —2 H2(x)) - H2(X)) e 52(8) — L 12 () — - H2 (X,

~,

H2(X0)

(v0y" )«

Donc (y07). = 7.(¢*) " (¢')*7s ce qui signifie
(1) (o) ()T = ()@ = (W)

oll ¢'¢~! est un automorphisme de S. Quitte & composer ¢ par un automorphisme de S, on
voit que tout automorphisme de S peut s’obtenir ainsi, donc Mon(S) contient I'image du
morphisme canonique Aut(S) — O(H?(S,Z)) : le groupe engendré par les monodromies
contient les actions en cohomologie des automorphismes de S. Cependant, étant donné
un automorphisme u: S — S, on chercherait vainement la déformation et le lacet v tel
que v, = u*! Il faut comprendre que u* est dans le groupe engendré par les monodromies,
mais n’en est pas une.

Revenons a une déformation X — A telle que Ay = S. Si 'on prend un autre point
t € A, les représentations

71(A,0) — O(H?*(S,7Z))
(A1) — O(H*(X,,Z))
sont conjuguées par ’action induite par un chemin de 0 a ¢, donc le quotient
O(H?*(S,Z))/Mon(S)

est invariant par déformation de S. On peut montrer que toutes les surfaces K3 sont
équivalentes par déformation, c’est-a-dire qu’étant donné deux surfaces K3, S et ', il
existe une déformation X — A de base A connexe et deux points ¢, ¢’ € A tels que X; =2 S
et Xy = S’ (voir [17, Theorem 10.1.2]). Par conséquent, le quotient O(H?(.S,Z))/Mon(S)
est indépendant de la surface S.

Partant d'une surface K3 marquée (S, ¢), vivant dans une composante connexe 9i°
de 91 on constate que I'action de Mon(S) ne change pas de composante connexe. Pour le
voir, il suffit de considérer une déformation X — A de S et un lacet v a I'origine. L’action
de 7y, € Mon(S) sur (S, ¢) est (S, o, ). En notant v: [0,1] — A, considérons pour tout
t € [0,1] le chemin ~y; := [ I induit un isomorphisme

(v)s: H*(S,Z) — H*(X,,7Z)
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qui envoie (S, @) sur (X, ¢(v);1). Lorsque ¢ varie de 0 & 1, cela fournit un chemin continu
dans MY qui relie (S, ¢) & (S, ¢ oy, !), ces points sont donc dans la méme composante
connexe. Par contre, —id envoie (S, ¢) sur (S, —¢) qui vit dans 'autre composante connexe,
donc —id est un élément non nul du quotient O(H?(S,Z))/Mon(S). Puisque I'on sait
que 9 n’a que deux composantes connexes, on n’attend pas d’autre élément dans ce
quotient (mais ce n’est pas une preuve). En fait, on peut montrer par des arguments de
théorie des réseaux, qui fournissent une description explicite du groupe de monodromies,
que l'on a bien O(H?*(S,Z))/Mon(S) = {£id} (voir [17, Proposition 10.5.5], on montre
que les réflexions par les classes (—2) sont des monodromies, ce qui est cohérent avec la
description des fibres de I’application des périodes discutée dans la Remarque 15).
Réciproquement, en partant du fait que O(H?(S,Z))/Mon(S) = {+id} (qui est
une information indépendante du théoreme de Torelli), le méme raisonnement permet
de conclure que 9 a au plus deux composantes connexes. Nous arrivons au bout de
la reformulation modulaire du théoreme de Torelli global, avec I’énoncé suivant qui est
équivalent au théoreme de Torelli global classique tel qu’énoncé dans la Proposition 12 :

Théoreme 4.
(1) L’application des périodes P: M — D est un isomorphisme local ;
(2) P est génériquement injectif sur chaque composante conneze de M ;

(3) si S est une surface K3, on a O(H?(S,Z))/Mon(S) = {+id}.

La généricité est toujours ici a prendre au sens du complémentaire d’une réunion
dénombrable d’hypersurfaces. On peut démontrer le théoreme 4 par une méthode complete-
ment différente due a Verbitsky, mais c’est ici que ce cours s’acheve, je renvoie donc a
(19, 17].

ANNEXE A. SYSTEMES LOCAUX

Soit X un espace topologique aux propriétés suffisamment raisonnable (une variété
topologique devrait faire I'affaire). Soit A un groupe abélien (par exemple), muni de la
topologie discrete (c’est le point essentiel). Le faisceau constant de fibre A est le faisceau
A sur X défini ainsi : pour tout ouvert U de X, 'ensemble des sections A(U) est 'en-
semble des fonctions continues de U dans A. Lorsque U est connexe, ces fonctions sont
nécessairement constantes. Un faisceau F sur X est dit localement constant (appelé aussi
systeme local) si en tout point x € X il existe un voisinage ouvert U, tel que F|; est un
faisceau constant : il existe donc un groupe abélien A, (il dépend en général de z) tel que
Fly, = Ap sur U,

Proposition 13. Si X est simplement connexe, tout faisceau localement constant est
constant.

Démonstration. Soit F ce faisceau, disons de groupes abéliens. Fixons un point de référence
xo € X et notons A := F,, le germe en xy. Nous allons construire un isomorphisme de
faisceaux F — A. Sixz € X est un point quelconque, choisisons un chemin v := [0,1] — X
tel que v(0) = x¢ et y(1) = x. On peut subdiviser ce chemin en un nombre fini **chemins
v([ts, tiv1]) tels que les segments [z, ;1] = [v(t:), ¥(tis1)] sont contenus dans des ouverts
U; de X sur lesquels le faisceau F est constant. Les isomorphismes naturels d’évaluation
induisent alors des isomorphismes F,,, = F(U;) = F,, ., qui, composés, donnent un isomor-
phisme p, . : A = F,, = F,. Montrons que cet isomorphisme ne dépend que de la classe
d’homotopie du chemin ~. Si 4" est un chemin homotope a -, soit H: [0,1] x [0,1] — X
une homotopie entre eux, avec H(0,t) = v(t) et H(1,t) = +/(t) pour tout ¢ € [0, 1]. Quitte
a la décomposer en un nombre fini d’homotopies, on peut supposer qu’il existe un nombre

62. on aura supposé X localement compact
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fini d’ouvert U; sur lesquels F est constant et une subdivision [t;, ¢;11] de l'intervalle [0, 1]
telle que H (u,t) € U; pour tout u € [0, 1] et tout ¢ € [t;,t;41]. En suivant les deux chemins
~ et 7' on obtient des séries d’isomorphismes naturels et de diagrammes commutatifs par
la constance locale du faisceau, que 1'on peut visualiser ainsi :

o) == Fre) = = = Foea)
Fxo ~ ~ ~ -Fx
Fortn) == Frtea) = = = Fy(en)
La commutativité de ce diagramme montre que l'isomorphisme p,,: A = F,, = F,en
dépend que de la classe d’homotopie de . Mais nous avons supposé que X est simplement
connexe, donc en fait cet isomorphisme ne dépend pas de 7 : en effet, si 7/ est un autre
chemin de zy & 2, non homotope a 7, la composée v'~! o~ est un lacet en xy, qui fournit
une suite d’isomorphismes :
-1
P,y Pay!
Proy'~Loy: ‘Fmo — Fr —— ‘Fmo
Mais le lacet '~L o~ est homotope au lacet constant, donc cette composée d’isomorphismes
est l'identité d’apres la discussion précédente. Donc p,, = pg . Nous avons donc pour
tout x € X un isomorphisme naturel p,: A = F,, = F, indépendant du chemin. Nous
construisons alors un isomophisme de faisceaux entre F et le faisceau constant A. Sur un
ouvert U, on définit
F(U) = AU) = {U — A continue}, s (x> p,'s(z))
oll la section s est vue comme une application s: U — ], .., Fa- O
Lorsque X n’est plus simplement connexe, les mémes constructions permettent d’as-
socier a tout faisceau localement constant F sur X sa représentation de monodromie
m(X,0) — Aut(Fo)

Rappelons brievement cette construction. Si 'on prend un lacet «: [0,1] — X tel
que ¥(0) = (1) = 0, on peut subdiviser ce lacet en chemins ~y([z;, x;11]) tels que les
segments [x;, x;11] sont contenus dans des ouverts contractiles U; de X sur lesquels le
faisceau F est constant, d’apres la proposition précédente. Les identifications canoniques
d’évaluation induisent des isomorphismes

FoRF, & 2F, 2. 2F

qui ne dépendent que de la classe d’homotopie du lacet.

ANNEXE B. DOMAINE DES PERIODES D’UN RESEAU NON DEGENERE

Soit A un réseau, de forme bilinéaire noée (—, —). Sur 'espace vectoriel Ag, la forme
(—, —)r a pour signature (n,,n_) et dim Ag = n, + n_. Dans une base {¢;}; de Ag bien
choisie, si x = Y x;¢;, on a
ng dim A
(r,2) =) af— ) af
i=1 i=ni+1
- flizr
—1 sinon

(eiaej)ZOSii#j
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Dans Ac, I'équation (x,z) = 0 définit une quadrique non-singuliére que I'on regarde dans
P(Ac). L'inéquation (z,z) > 0, x € Ac, est bien définie dans P(A¢) car si y = Az, A € C*,
alors (y,y) = |A?*(z,Z) > 0. En coordonnées,

ny dim A
(z,7) :Z|$z‘|2— Z |z ?
i=1 i=n4+1

Cela coupe un ouvert (pour la topologie usuelle, pas la topologie de Zariski) dans la
quadrique, que 'on note :

Dy :={x € P(A¢) | (z,2) =0 et (x,7) > 0}.

Faisons quelques exemples et remarques triviales :

— Le domaine Dy n’a jamais de points réels. En effet, si x € Ag, alors (z,z) = (z, %)
ne peut étre simultanément nul et strictement positif.

— Si A est défini positif, alors (x,7) = > ;> > 0 est toujours vrai si # # 0 donc
D, est la quadrique projective complete (z,z) = >z = 0.

~ Si A est défini négatif, (z,z) = — > |z;|* > 0 est impossible donc Dy = ).

— Si A a pour signature (1,n_) (donc n, = 1, le réseau est hyperbolique), alors
Dx = (0 en raison de I'inégalité triangulaire. En effet, si z € Dy on a

dim A

2 2
Ty = E Z;
i=2

donc
dim A
|z* < Z ]
i=2
autrement dit
dim A

(2,7) = |1 ]* — Z ;> <0
=2

— Si A a pour signature (n,, 1) avec ny > 2, faisons un exemple avec n, = 2. Les
relations sont :

i+ — 25 =0
1] + [22]* — [23]* > 0

De 22 = z} + 23 on déduit |z3]* < |z1]? + |22]* avec égalité si et seulement

si 3 = Az? pour un réel A > 0, donc D, est la quadrique privée des points

(71, 29, x3) tels que 3 = Az? avec A > 0.
Ce que signifient ces exemples, c’est que c’est intéressant (c’est-a-dire non trivial) seule-
ment si n, > 2. On voit dans le texte principal une description en termes de 2-plans
positifs orientés, qui justement n’a de sens que si n, > 2 :si x € D, on écrit x = u + iv
ses parties réelles et imaginaires, et (u, v) forme un 2-plan sur lequel la forme quadratique
est définie positive. On vérifie de plus que u et v ne peuvent pas étre colinéaires, sinon ils
sont tous deux nuls (impossible vu que z est un point de 'espace projectif). On retrouve
bien le fait que si ny > 1, alors D est vide, car un tel 2-plan défini positif ne saurait alors
exister.
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