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électronique. Cela fait maintenant environ deux ans et demi que nous nous écrivons plusieurs e-mails
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réciproquement galvanisés et motivés dans l’étude des mathématiques. Je garde un mémorable
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1.4 Théorie d’Artin-Schreier-Witt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3



Andrea Pulita
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6.3 Conducteur de Swan différentiel d’un ∇-module. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

6.4 Foncteur de Fontaine-Tsuzuki-Kedlaya. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

6.5 Calcul du foncteur en rang un. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

6.5.1 Calcul de la partie modérée. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6.5.2 Calcul de la partie sauvage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

6.6 Preuve, en rang un, de la conjecture de Kedlaya “Swan différentiel = Swan arithmetique”. . . 23
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14 Théorèmes d’indices locaux 53

14.1 Descente des constantes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

14.2 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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20.1 Certains valeurs spéciaux des fonctions L de Kubota-Leopoldt . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

20.2 Les sommes S`(k) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Annexe A. Lettre du 28 Février 2011 à Gilles Christol 81
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Équations différentielles p-adiques

Introduction

La théorie des équations différentielles p-adiques est née en 1960 avec Bernard Dwork et sa
preuve de la rationalité de la fonction Zêta d’une variété de caractéristique p, [Dwo60]. Les idées
fondamentales et les calculs pionniers de B. Dwork et P. Robba ont été les moteurs de l’évolution de
cette théorie pendant les 50 dernières années. Une évolution qui a gagné en ampleur aussi grâce aux
liens qui ont été établis avec d’autres univers tels que la théorie de Hodge p-adique, les cohomologies
p-adiques, les équations aux q-différences p-adiques, les calculs numériques de fonctions zêtas, les
systèmes dynamiques p-adiques, géométrie d’Arakelov, . . .

Cette longue démarche est passée à travers plusieurs langages, et en a inspiré parfois les fonde-
ments. Nous pensons à la cohomologie cristalline [Ber74], la théorie de Monsky-Washnitzer [MW68],
le langage de D.Meredith [Mer72], la cohomologie rigide [Ber83], [Ber86], [Ber97], les D-modules
arithmétiques [Ber96b], sans oublier les travaux fondateurs de John Tate [Tat71] et Michel Raynaud
[Ray74].

Ce n’est que relativement récemment que le langage de Berkovich [Ber90] est apparu comme
le plus approprié pour décrire, dans le cas des courbes, certains phénomènes de continuité et fi-
nitude topologique concernant la variation du défaut de convergence des solutions des équations
différentielles p-adiques. Ce langage a permis de mettre en évidence certains objets géométriques
attachés à l’équation : des sous-graphes de la courbe qui contrôlent la variation des rayons de conver-
gence des solutions de Taylor. Ces graphes s’appellent graphes contrôlants, et ils sont liés à la mesure
de l’irrégularité de l’équation, ainsi qu’à son indice, au sens global sur la courbe.

L’introduction et l’étude des graphes contrôlants ont conduit de manière naturelle à l’étude
systématique des équations différentielles au sens inconditionnel du terme. C’est à dire sans devoir
ajouter des structures ultérieures (telles que le Frobenius), ou d’hypothèses (telles que la solubilité,
ou la surconvergence), qu’on introduit notamment dans la plupart des théories mentionnées. La
cohomologie de ces équations n’a pas été étudiée systématiquement ni sur un domaine aussi simple
qu’un disque ou une couronne, ni pour des équations de rang un.

Pourtant ces équations sont très naturelles. Par exemple, si l’on ne s’intéresse qu’à la géométrie
des courbes de Berkovich, on peut remarquer que si f : X → Y est un morphisme fini étale entre
courbes quasi-lisses, 1 l’image par push-forward de l’équation triviale sur X (c’est à dire du com-
plexe de de Rham de la courbe) est une équation différentielle sur Y qui est non triviale. Cette
équation, et ses invariants, contiennent beaucoup d’informations sur le morphisme, notamment
la ramification résiduelle sauvage sur les lignées de [Mat95], [Tsu98b], [Cre00], [And02], [Mar04],
[Ked07], [CP09],[Xia10] (. . . ). Dans ce cadre les graphes contrôlants du push-forward sont un in-
variant géométrique naturellement associé au morphisme f . Remarquons que le push-forward n’a
pas forcement de propriétés de solubilité (et donc pas non plus de Frobenius). Une étude de ces
morphismes doit donc passer à travers l’étude inconditionnelle des équations différentielles.

Ce mémoire est composé essentiellement de trois parties, dans lesquelles nous présentons nos
contributions dans le domaine des équations différentielles p-adiques :

– Classification complète des équations différentielles solubles d’ordre un sur l’anneau de Robba,
et relations avec les représentations Galoisiennes abéliennes correspondantes [Pul05a], [Pul07],
[CP09] ;

– Étude inconditionnel des équations différentielles p-adiques sur les courbes quasi-lisses de
Berkovich [Chr11], [Pul12], [PP12b], [PP12a], [PP13a], [PP13b], [Pul13], [Pul14b] ;

– Déformation infinitésimale des équations différentielles p-adiques sur les courbes de Berkovich
[Pul08], [Pul11], [Pul14a].

1. La terminologie quasi-lisse vient de [Duc], ces courbes sont dites “rig-smooth” dans le langage analytique rigide.
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Les papiers [Pul05a], [Pul07], [Pul08], ont été obtenus entre 2001 et 2006 et constituent essen-
tiellement notre thèse de doctorat à Paris sous la direction de Gilles Christol, et co-dirigé par Bruno
Chiarellotto.

Ce mémoire s’adresse à un large publique, il est donc très informel et il a caractère de vulgari-
sation. Dans cet esprit nous n’avons inclus dans le texte aucune preuve, mais seulement des idées.
Nous avons par contre donné plus de détails dans l’introduction.

Chapitre I : Théorie abélienne des équations différentielles
solubles sur un germe de couronne

Dans la première partie de notre thèse de doctorat, nous nous sommes intéressé à la classification
des équations de rang un sur l’anneau de Robba, et aux représentations Galoisiennes abéliennes
correspondantes [Pul05a], [Pul07]. En collaboration avec B.Chiarellotto, nous avons ensuite poursuit
l’étude dans [CP09], où nous avons démontré, en rang un, une conjecture de K.S.Kedlaya [Ked07],
qui a été ensuite démontrée en général par L.Xiao [Xia10]. Les résultats qu’on a obtenu dans [Pul07]
ont mené successivement à une formule pour le calcul explicite de la fonction Rayon de convergence
d’une équation de rang un à coefficients polynomiaux [Chr11], formule dont nous avons contribué
à l’obtention (cf. introduction de [Chr11] et la lettre en appendice A).

Nous allons maintenant rappeler le contexte et les résultats principaux que nous avons obtenu.
Nous commençons par résumer les résultats classiques, nécessaires pour mieux encadrer la suite.

Soit K un corps de caractéristique 0, valué et complet par rapport à une valeur absolue ultra-
metrique |.|, soit K◦ son anneau des entiers, et soit K̃ son corps résiduel.

L’anneau de Robba R est l’anneau des fonctions analytiques à coefficients dans K sur un germe
de couronne ouverte de la forme Cε := {1 − ε < |T | < 1}, pour 0 < ε < 1 non spécifié. En
cohomologie rigide R est l’analogue d’un corps de séries formelles d’une variable K̃((T )), sur lequel
la théorie des équations différentielles marche mal quand la caractéristique de K̃ est positive.

Le contexte dans le cas de valuation triviale.

Si K est trivialement valué, alors K = K̃ et R = K((T )) est effectivement un corps de séries
formelles. Dans ce cas on a de bons théorèmes de classification des équations différentielles sur R.
Notamment on peut associer un polygone de Newton, dit formel, à tout module différentiel M en
regardant la valuation T -adique des coefficients de l’opérateur dans une base cyclique. On dispose
alors de deux résultats fondamentaux :

(1) Le théorème de décomposition par les pentes du polygone de Newton formel [DMR07, p. 97-
107]. Il s’agit d’un théorème de classification qui affirme que si les pentes formelles de M sont
µ1 < . . . < µr avec multiplicités n1, . . . , nr respectivement, alors M est somme directe de
modules M(µi) de dimension ni, ayant chacun une unique pente µi avec multiplicité ni ;

(2) Le théorème de Turritin-Levelt-Hukuhara [Kat70], [Rob80], [Kat87a], [Ked10]. Il s’agit d’un
théorème de classification qui affirme que tout module différentiel M sur K((T )) devient ex-
tension de modules de rang un après pull-back à une extension algébrique K ′((T 1/n))/K((T ))
convenable. Les modules de rang un ainsi obtenus sont des invariants de M car leurs classes
d’isomorphismes ne se fusionnent (essentiellement) pas par passage à ∪nKalg((T 1/n)).

Grâce à ces résultats on sait que tout module différentiel sur K((T )) a une base de solutions de
la forme

y = f(Z) · Za · exp(Q(Z−1)) · ln(T )k , (0.1)
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où k, n ∈ N, Z = T 1/n, et f(Z) ∈ K((Z)), a ∈ K, Q(Z−1) ∈ Z−1K[Z−1].

Ces deux résultats permettent le calcul du groupe de Galois Tannakien G de la catégorie des
modules différentiels sur K((T )) (cf. par exemple [Kat87a], [vdPS03, 10.3], [Ber04]). Si K est
algébriquement clos, G se présente comme extension successive de ses sous-quotients suivants :

• Ẑ = Gal
(
∪nKalg((T 1/n))/Kalg((T ))

)
;

• un radical unipotent isomorphe à Ga qui est lié à l’existence de logarithmes dans (0.1) ;

• un pro-tore qui se compose de deux sous-pro-tores :

− un pro-tore exponentiel Texp contrôlé par les termes du type exp(Q(Z−1)) dans (0.1) ;

− un pro-tore modéré Tmod contrôlé par les termes du type Za, avec a ∈ K −Q, dans (0.1).

Quitte à ramifier la variable, la partie intéressante de ce groupe est le pro-tore exponentiel qui est
contrôlé par les équations de rang un dans le sens suivant.

Les classes d’isomorphisme d’équations de rang un, forment un groupe par produit tensoriel :
le groupe de Picard de la catégorie que nous notons Pic(K((T ))). Ce groupe s’identifie au groupe
des caractères abéliens X(G) de G (au sens des groupes linéaires). Il permet donc de reconstruire
le pro-tore.

Notamment on montre sans peine que toute équation de rang un ∂(y) = g(T )y, avec ∂ := T d
dT ,

et g(T ) =
∑

i>n0
aiT

i ∈ K((T )), est isomorphe à l’équation ∂(y) = (g−(T ) + a0)y, où g−(T ) :=∑
n06i6−1 aiT

i ∈ K[T−1] est la queue négative de g(T ). Sa classe d’isomorphisme est complètement
déterminée par l’image de g−(T ) + a0 dans le groupe additif

Pic(K((T ))) = T−1K[T−1]⊕ (K/Z) . (0.2)

Dans cette identification la partie T−1K[T−1] correspond au (dual du) pro-tore exponentiel, et
(K/Z) au pro-tore modéré.

Si la valuation de K n’est pas triviale, et si K̃ est un corps de caractéristique 0, des résultats
analogues sont valables [Ked13] (voir aussi [PP13a] pour le théorème de décomposition).

Le contexte dans le cas p-adique.

Supposons maintenant que la valuation de K ne soit pas triviale, et que le corps résiduel soit de
caractéristique p > 0. Dans ce cas R n’est plus un corps. En tant qu’espace vectoriel topologique
sur K, R est un espace de type LF : limite des O(Cε).

L’anneau R a été introduit dans [Rob85], un papier extrêmement riche d’idées. Robba ne tra-
vaillait qu’avec des équations à coefficients méromorphes, tout en se permettant des changements
de base à coefficients dans R, car il avait compris que cela entrainait des résultats de classification
analogues à ceux qu’on avait sur un corps de séries formelles.

Plus tard G.Christol et Z.Mebkhout, ont perfectionné, généralisé, et exploité profondément
les idées de Robba. Et ils ont complété le travail initié par Robba en obtenant les analogues
des théorèmes de classification valables sur un corps de séries formelles : exposants p-adiques,
décomposition par les pentes p-adiques, et finitude dimensionnelle de la cohomologie [CM93], [CM97],
[CM00], [CM01].

Ces théorèmes ont abouti finalement à ce qu’on appelle le théorème de la monodromie locale
p-adique, qui est l’analogue p-adique du théorème de Turritin, démontré par Y.André [And02],
K.S.Kedlaya [Ked04], et Z.Mebkhout [Meb02] (et conjecturé par R.Crew [Cre98]).

En particulier dans [And02] on obtient une description du groupe de Galois Tannakien de la
catégorie des équations différentielles sur R avec structure de Frobenius (non spécifiée), pour les
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quelles on s’autorise à faire une extension finie non précisée du corps K (supposé de valuation
discrète). André montre notamment que ce groupe cöıncide avec

IG
K̃((T ))

×Ga , (0.3)

où IG
K̃((T ))

est le sous-groupe d’inertie du groupe de Galois absolu G
K̃((T ))

du corps de séries

formelles K̃((T )). C’est un groupe pro-fini.

Par rapport à la situation oùK a valuation triviale on remarque l’absence du pro-tore. Pourtant il
reste vrai que les solutions contiennent des exponentielles du type exp(Q(T−1)), ou des fonctions du
type T a, a ∈ K. L’absence du pro-tore se doit au fait remarquable que les solutions des équations
différentielles p-adiques de ce type sont algébriques sur l’anneau de Robba. 2 Quitte à faire une
extension finie non spécifiée de K, les solutions engendrent des extensions étales de R qui sont en
bijection avec les extensions finies séparables de K̃alg((T )).

L’inertie se décompose en sa partie sauvage PG
K̃((T ))

et sa partie modérée Imod
G
K̃((T ))

1 → PG
K̃((T ))

→ IG
K̃((T ))

→ Imod
G
K̃((T ))

→ 1 . (0.4)

L’inertie modérée correspond au pro-tore modéré du cas classique, et l’inertie sauvage au pro-tore
exponentiel. Cette dernière est contrôlée par la théorie d’Artin-Schreier-Witt de K̃((T )). Notamment

X(PG
K̃((T ))

) = Hom(PG
K̃((T ))

,Q/Z) =
CW(T−1K̃[T−1])

(F− 1)CW(T−1K̃[T−1])
, (0.5)

où CW dénote le groupe des covecteurs de Witt (unipotents), et F est le Frobenius.

Nous résumons l’analogie dans le tableau suivant

Valuation non triviale, p > 0 Valuation triviale, p = 0

R K((T ))

Imod
G
K̃((T ))

Tmod

PG
K̃((T ))

Texp

X(Imod
G
K̃((T ))

) = Z(p)/Z X(Tmod) = K/Z

X(PG
K̃((T ))

) = CW(T−1K̃[T−1])

(F−1)CW(T−1K̃[T−1])
X(Texp) = T−1K[T−1]

⋃
(n,p)=1 K̃((T 1/n))

⋃
nK((T 1/n))

Extension d’Artin-Schreier-Witt K ′((Z))/K((T )) K ′((T ))[exp(Q(T−1))] /K((T ))

L’exemple de Dwork. Nous souhaitons maintenant illustrer le problème de la convergence
des solutions avec un exemple historiquement du à B.Dwork [Dwo60]. Dans sa preuve de la ratio-
nalité de la fonction Zeta, Dwork avait montré que si π0 est une solution non triviale de l’équation
px+ xp = 0, alors la fonction

θ(T ) := exp(π0(T p − T )) (0.6)

2. Par exemple si y = exp(Q(T−1)), on a yp
n

= exp(pnQ(T−1)) et pour n assez grand cette série converge sur un

domaine de la forme |T | > r, avec r < 1, donc yp
n

∈ R.
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a un rayon de convergence strictement supérieur à 1. Pourtant si |T | > 1 on a |T p − T | > 1, alors
que la fonction exp(π0Y ) converge pour |Y | < 1. On appelle ça un phénomène de surconvergence.
Plus précisément :

• si l’on considère exp(π0Y ) et T p − T comme des fonctions, leur composée est une fonction
convergente dans le disque unité ouvert |T | < 1 ;

• si exp(π0Y ) et T p − T sont considérées comme des séries formelles, et si on calcule le rayon
de convergence de la composée formelle, on trouve un rayon > 1.

Mais pour |T | > 1, θ(T ) n’est pas la composée des deux fonctions. Par exemple Dwork a montré
que θ(1), n’est pas 1, mais une racine p-ème non triviale de l’unité.

La fonction θ(T−1) appartient donc à R. On peut l’interpréter comme la matrice (de taille
1 × 1) d’un isomorphisme entre les équations différentielles ∂(y) = −π0T

−1y, dont la solution est
exp(π0T

−1), et son pull-back par Frobenius ∂(y) = −pπ0T
−py, dont la solution est exp(π0T

−p). C’est
cet exemple qui a donné naissance à l’idée de la structure de Frobenius des équations différentielles.

Cet exemple montre que, contrairement au cas de valuation triviale, la fonction g−(T ), qui
apparâıt dans ∂(y) = g−(T )y, n’est pas invariante par isomorphismes. En particulier sa valuation
T -adique (i.e. son irrégularité formelle) n’est pas invariante par changements de base dans R. Le
problème de l’irrégularité a été résolu par Robba [Rob85], qui a été capable, grâce à ses calculs
avec les exponentielles, de reconnâıtre que la bonne notion d’irrégularité p-adique est la pente du
rayon de convergence (dont nous parlerons largement dans quelques pages), et non pas la valuation
T -adique du polynôme g−(T ) apparaissant dans ∂(y) = g−(T )y.

Notre contribution.

Nous avons exploité les principales propriétés des théories suivantes

• Groupes de Lubin-Tate,
• Vecteurs de Witt et de l’exponentielle d’Artin-Hasse,
• Exponentielles de Robba,

pour construire des exponentielles de type Artin-Hasse qui interviennent comme solutions des
équations différentielles solubles. C’est à l’aide du grand nombre de congruences vérifiées par les
coefficients des séries formelles définissantes les objets de ces trois théories qu’on a pu contrôler le
rayon de convergence et la surconvergence de ces exponentielles.

L’aboutissement de ces calculs donne pour tout anneau A contenant Z(p)[∪nµpn ] un morphisme
de Groupes

ep∞(−, 1) : CW(T−1A[T−1]) −→ 1 + T−1A[[T−1]] (0.7)

qui associe à tout covecteur (unipotent) de Witt f−(T ) := (. . . , 0, 0, 0, f−0 (T ), . . . , f−m(T )) la série

ep∞(f−(T ), 1) := exp
(
πmφ

−
0 (T ) + πm−1

φ−1 (T )

p
+ · · ·+ π0

φ−m(T )

pm

)
(0.8)

où φ−i := (f−0 )p
i
+ p(f−1 )p

i−1
+ · · ·+ pif−i est la i-ème composante fantôme de (f−0 (T ), . . . , f−m(T )),

et (πm)m>0 est un générateur topologique du module de Tate d’un groupe de Lubin-Tate isomorphe
à Gm.

Th�eor�eme 1 ([Pul07]). Soit ∂ := T d
dT . Toute équation différentielle soluble ∂(y) = g(T )y, avec

g(T ) =
∑

n∈Z anT
n ∈ R, est isomorphe à l’équation

∂(y) = (a0 + g−(T )) · y , (0.9)

V



Andrea Pulita

où a0 ∈ Zp et g−(T ) =
∑m

i=1 a−iT
−i, et m est un entier positif convenable. Si maintenant µpm ⊂ K,

alors la solution de cette équation est du type

y = T a0 · ep∞(f−(T ), 1) (0.10)

pour un f−(T ) ∈ CW(T−1K◦[T−1]) convenable.

Deux équations sont isomorphes si, et seulement si, les exposants a0 correspondants différent
par un entier, et si les covecteurs f−(T ) correspondants ont même image dans le quotient

CW(T−1K◦[T−1]) −−→ CW(T−1K̃[T−1]) −−→ CW(T−1K̃[T−1])

(F− 1)CW(T−1K̃[T−1])
, (0.11)

où F est le Frobenius. Si µp∞ ⊂ K, on a donc

Picsol(R) = (Zp/Z)⊕ CW(T−1K̃[T−1])

(F− 1)CW(T−1K̃[T−1])
. (0.12)

Nous avons démontré ces résultats sans nous servir du théorème de Y.André (0.3), on redémontre
en effet une version abélienne de (0.3). La preuve se réduit au résultat préalable suivant :

Th�eor�eme 2 ([Pul07], [Mat95]). Soit G un groupe de Lubin-Tate sur Zp, et soit (πm)m un générateur
de son module de Tate T (G). Alors pour tout m > 0 la série formelle (dite exponentielle de Robba)

exp
(
πmT + πm−1

T p

p
+ · · ·+ π0

T p
m

pm

)
(0.13)

converge avec rayon exact 1. Si λ = (λ0, . . . , λm) ∈W(K) est un vecteur de Witt, de composantes

fantômes φi := λp
i

0 + pλp
i−1

1 + · · ·+ piλi, et si d = npm, avec n > 1 premier à p, alors la série

ed(λ, T ) := exp
(
πmφ0T

n + πm−1φ1
Tnp

p
+ · · ·+ π0φm

Tnp
m

pm

)
(0.14)

converge exactement dans le disque D−(0, R) de rayon R = mini=0,...,m |λi|−1/npi.

Si de plus G est isomorphe à Ĝm, si λ ∈W(K◦), et si ϕ : K◦ → K◦ est un Frobenius, alors
pour tout m > 0 la série

θpm(λ, T ) := epm(ϕ(λ), T p)/epm(λ, T ) (0.15)

est surconvergente (i.e. convergence pour |T | < 1 + ε, avec ε > 0).

Ce théorème est l’aboutissement des résultats préexistants suivants :

– Dwork [Dwo60] l’a démontré pour m = 0, en prenant le groupe de Lubin-Tate sur Zp le plus
simple possible, dont la multiplication par p était px+ xp.

– Robba [Rob85] a démontré que (0.13) converge avec rayon 1, et a utilisé ces séries, conve-
nablement combinées, pour produire une vaste classe d’exemples. Ses calculs s’encadrent na-
turellement dans le langage des Vecteurs de Witt dont il avait deviné le lien [Rob85, 10.12]
(probablement inspiré par Dwork [Dwo82a, 13.21.1], qui a aussi proposé plus tard ce sujet à
D.Chinellato [Chi02]).
Robba avait construit la suite de nombres πi comme des points d’intersection d’une certaine
famille de disques. Pour cela il avait besoin d’un corps sphériquement complet. En particulier
il n’avait aucun contrôle sur l’algébricité de ces nombres, ni sur la surconvergence de (0.15).

– C’est Shigeki Matsuda [Mat95] qui a finalement utilisé les vecteurs de Witt, et a démontré le
Théorème 2, sous une forme plus faible (sans précision sur les rayons de convergence), pour
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p 6= 2, et le groupe de Lubin-Tate Gm. La preuve de Matsuda est une estimation directe de
la valeur absolue des coefficients.

Nos méthodes sont finalement assimilables à ceux de Matsuda, dont nous avons tiré largement inspi-
ration, mais nos techniques sont différentes car nous utilisons de manière essentielle les congruences
provenant des théories de Lubin-Tate, Witt, et Artin-Hasse. À aucun moment nous n’évaluons les
coefficients des séries qu’on manipule. En particulier nos techniques sont valables aussi pour p = 2.
L’idée nouvelle par rapport à Matsuda consiste à avoir introduit la série (0.8).

Le Théorème 1 permet de construire des exemples/contre-exemples explicites, car on donne la
liste exacte des classes d’isomorphisme. Depuis Robba, ces exponentielles on fait leur apparition
régulièrement dans le domaine des équations différentielles p-adiques, car ils constituent une classe
d’exemples sur lesquels une bonne partie des phénomènes importants se lisent explicitement. Nous
signalons notamment les papiers suivants dont nous reparlerons par la suite [Cre87, Prop. 4.11],
[CR94], [Mat95], [CC96], [Gar97], [Chi02] (et [Chi07]).

Le calcul explicite de H1
cont(GK̃((T )),Q/Z)

Du côté complètement algébrique ces méthodes nous ont permis, dans [CP09], de décrire le
groupe H1

cont(GK̃((T ))
,Qp/Zp) et sa filtration de ramification. Sans aucune hypothèse sur le corps

K̃ de caractéristique p > 0, la filtration de ramification a été définie par Kato [Kat89] sur le
H1

cont(GK̃((T ))
,Qp/Zp), et elle correspond, par dualité de Pontriagyn, à la filtration de ramification

de l’abélianisé du groupe de Galois Gab
K̃((T ))

(filtration qui a été étudiée en toute généralité par

A.Abbes et T.Saito, [AS02], [AS03], [AS09]). Signalons qu’une description explicite de G
K̃((T ))

existe, en termes de générateurs et relations [MS89], mais elle ne décrit pas vraiment la filtration
de ramification.

Nous obtenons dans [CP09] une description complète du groupe H1
cont(GK̃((T ))

,Qp/Zp) et de sa

filtration de Kato. En particulier nous avons l’expression explicite suivante du gradué, qui montre
la complexité de la ramification lorsque K̃ n’est pas parfait :

Th�eor�eme 3 ([CP09]). Si d > 0, le gradué de H1
cont(GK̃((T ))

,Qp/Zp) par la filtration de Kato est

donné par

Grd(H
1
cont(GK̃((T ))

,Qp/Zp)) = Wvp(d)(K̃)/pWvp(d)(K̃) , (0.16)

où vp(d) est la valuation p-adique de l’entier naturel d. En particulier, si K̃ est parfait, alors

Grd(H
1
cont(GK̃((T ))

,Qp/Zp)) ∼= K̃.

Le terme Wvp(d)(K̃)/pWvp(d)(K̃) correspond notamment à des exponentielles de type Robba (cf.
(0.14)). La correspondance avec les équations différentielles nous a aidé dans la compréhension de la
filtration, même si cette dernière n’a finalement qu’un caractère purement algébrique. Notamment
on peut décomposer toute exponentielle de type ep∞(f−(T ), 1) en un produit d’exponentielles de
type Robba (0.14), cela correspond à décomposer le vecteur de Witt f−(T ) en des “comonomes”
qui correspondent à la filtration de Kato.

Résultats et applications ultérieurs. Signalons maintenant des résultats ultérieurs qu’on
a obtenus en rang un, et que nous ne détaillerons pas dans l’introduction.

– Conjecture de Dwork en rang un. La conjecture a été formulée dans [CM01, 7], et
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antérieurement par Dwork sous une forme moins précise. Elle dit que toute équation différentielle
soluble, dont les exposants sont rationnels, a une structure de Frobenius. En rang un cela re-
vient à montrer que l’analogue de la série (0.6) est surconvergente. La conjecture en rang un
est donc une conséquence directe de nos calculs.
Cela améliore légèrement le résultat de l’article [CC96] où la conjecture était démontrée
pour les équations à coefficients polynomiaux. Les méthodes sont indirectes, et complètement
différentes des nôtres. Notamment dans [CC96] les auteurs montrent que quitte à faire un
nombre non précisé de fois le pull-back par Frobenius, on retombe sur la classe d’isomor-
phisme de départ (et on a donc une structure de Frobenius). La classification des classes
d’isomorphisme que nous avons donné au Théorème 1 montre en effet que le pull-back par
Frobenius stabilise toutes les classes d’isomorphisme. Autrement dit, il suffit de faire un seul
pull-back.

– Critère de solubilité. Avec des méthodes différentes, faisant intervenir cette fois les vec-
teurs de Witt de longueur infinie, nous avons obtenu un critère de solubilité explicite sur les
coefficients de la série g(T ) ∈ R de l’équation ∂(y) = g(T )y ;

– Comme conséquence nous montrons que si µp∞ ∩K = {1}, et si p 6= 2, 3 alors

Picsol(R) = Zp/Z . (0.17)

Il n’y a pas d’exponentielles. Cela montre la nécessité d’inclure les racines de l’unité dans K.

– Calcul du foncteur de Fontaine. Le calcul explicite en rang un du foncteur de Fontaine
(resp. Kedlaya [Ked07] si le corps résiduel est imparfait) associant à toute représentation
ρV : G

K̃((T ))
→ (K◦)× à image finie, un (ϕ,∇)-module étale sur l’anneau de Robba borné

E† ⊂ R.
Pour calculer explicitement le foncteur il faut connaitre un générateur de l’extension dont
le groupe de Galois est le noyau de la flèche ρV . De manière informelle ce générateur est la
solution ep∞(f−(T ), 1) attaché au vecteur de Witt f−(T ) définissant la (p-partie du) caractère
ρV . Les coefficients de cette série sont complètement explicites.

– Conjecture de Kedlaya. Nous avons donné dans [CP09] une preuve en rang un de la conjec-
ture “Swan différentiel = Swan arithmétique” dans le cadre de corps résiduel K̃ imparfait,
conjecture qui a été posée dans [Ked07] et démontrée dans le cas général dans [Xia10] avec
des méthodes complètement différentes des nôtres. Le cadre ici est similaire à la situation
préexistante de Fontaine, mais la différence est que maintenant on a une famille finie de
connexions provenant des dérivations sur K̃. Il s’agit en effet d’une équation différentielle à
plusieurs variables.

– Déformation du complexe d’Artin-Schreier-Witt vers celui de Kummer. Nous
avons construit pour tout m > 0 une série θpm((X0, . . . , Xm), T ) (0.15), à coefficients dans
Zp[µpm+1 ], qui pour tout corps valué complet L/Qp contenant µpm+1 , et tout choix d’entiers
(x0, . . . , xm) ∈ Wm(L◦), est surconvergente en la variable T . De plus, sa valeur en T = 1
donne une déformation du complexe de Artin-Schreier-Witt du corps résiduel L̃ vers celui de
Kummer de L :

3. Pour p = 2, nous avons montré un résultat analogue.
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Équations différentielles p-adiques

Th�eor�eme 4. Le diagramme suivant est commutatif et fonctoriel en L :

1 // µpm+1
// (L)×

f 7→fp
m+1

// (L)×
δKum // H1(GL,µpm+1 ) // 1

Wm((L◦)ϕ=1)
� � //

����

OO

Wm(L◦)
ϕ−1
//

����

θpm (−,1)

OO

Wm(L◦)

����

epm (−,1)p
m+1

OO

0 // Z/pm+1Z //

o

::

Wm(L̃)
F−1

//Wm(L̃)
δ // H1(G

L̃
,Z/pm+1Z)

o e:=epm (−,1)p
m+1

OO

// 0

(0.18)

où GL := Gal(Lalg/L) et G
L̃

:= Gal(L̃alg/L̃). De plus le caractère d’Artin-Schreier-Witt
γ 7→ α(γ) : G

L̃
→ Z/pm+1Z est envoyé par e dans le caractère de Kummer γ 7→ e(α)(γ) =

ξ
−α(γ)
m : G

L̃
→ µpm+1, où ξm est la racine de l’unité déterminée par le choix du générateur

(πm)m du module de Tate T (G).

C’est S.Matsuda qui a découvert, dans [Mat95], pour p 6= 2, et pour L égal à l’anneau de
Robba borné E† ⊆ R, qu’on avait l’isomorphisme e entre les H1 de Artin-Schreier-Witt et
Kummer. Notamment la flèche θpm(−, 1) (appliquée à des Teichmuller) parâıt déjà dans sa
preuve pour montrer la bonne définition de e.
Notre contribution a été de formuler la déformation de manière générale pour tout corps L,
pour p = 2, et expliciter la flèche θpm(−, 1) en montrant pour L = E† qu’elle cöıncide avec
la fonction ep∞(f−(T ), 1) qui est complètement explicite. Notamment le générateur θpm(ν, 1)
de l’extension de Kummer de E† attaché à un caractère sauvage défini par une équation
d’Artin-Schreier-Witt ϕ(ν)− ν = f−(T ) est donné par

θpm(ν, 1) = ep∞(f−(T ), 1) , (0.19)

ce qui rend complètement explicite le générateur. La connaissance de ce générateur est le point
essentiel pour le calcul du foncteur de Fontaine.

Mentionnons pour conclure que les valeurs sur les entiers de ces fonctions surconvergentes sont
des générateurs d’extensions de Kummer. Ces résultats ont conduit Lara Thomas, Eric Pickett, et
Stéphane Vinatier à les généraliser, et à les utiliser pour décrire et classifier certains types d’exten-
sions de corps [TP12], [PV11]. Signalons également un papier récent de Rodolphe Richard [Ric14]
sur le sujet des exponentielles de Robba et la formule du rayon de convergence.

Chapitre II : Équations différentielles sur les courbes de Berkovich

En 2011, Gilles Christol a obtenu un algorithme itératif fini qui calcule le rayon de convergence
des équations de rang un de la forme y′ = g(T )y, avec g(T ) ∈ K[T ]. L’algorithme est basé sur les
méthodes que nous avons développées dans la thèse, et que nous venons d’exposer.

Il s’agit là d’une équation d’ordre un définie sur la droite de Berkovich. Un des souhaits de Chris-
tol était celui de démontrer pour ces équations la conjecture de finitude du rayon que F.Baldassarri
avait récemment posée [Bal10], à savoir qu’il existe un graphe fini Γ ⊆ A1,an

K dans la droite affine

tel que la fonction rayon de convergence se factorise à travers une rétraction A1,an
K → Γ. Nous re-

parlerons plus précisément dans quelque paragraphe de cette conjecture que nous avons démontré
en général dans [Pul12], [PP12b], [PP12a].

L’algorithme de Christol, dans sa forme originale, exprime le rayon à l’aide des normes de
certaines fonctions analytiques définies chacune sur un certain revêtement de la droite, et cela se
prête mal pour décrire le graphe Γ sur la droite.
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Nous avons signalé à Christol ce problème et proposé en même temps une formule plus directe,
qui exprime le rayon comme l’inverse de la norme des composantes des vecteurs de Witt attachées
aux solutions. Cette formule fait maintenant partie de l’article [Chr11].

Th�eor�eme 5 ([Chr11]). Soit (πm)m un générateur du module de Tate d’un groupe de Lubin-Tate
isomorphe à Ĝm.

Soit y′ = g(T )y, une équation différentielle avec g(T ) ∈ K[T ]. Soit d le degré de g(T ). Pour
tout entier n > 1 premier à p, soit mn > 0 le plus grand nombre entier tel que npmn 6 d+ 1.

Pour tout 1 6 n 6 d + 1 premier à p, il existe une unique uple (λn,0(T ), . . . , λn,mn(T )) de
polynômes dans K[T ] déterminée par le système de relations

λp
j

n,0 + pλp
j−1

n,1 + p2λp
j−2

n,2 + · · ·+ pjλn,j =
1

n · πmn−j
· g

(npj−1)(T )

(npj − 1)!
, ∀j = 0, . . . ,mn , (0.20)

où g(i) dénote la dérivée i-ème (d/dT )i(g) de g. 4 Pour toute extension valuée Ω/K, et toute point

rationnel t ∈ A1,an
K (Ω), soit yt = exp(

∑d+1
i=1 g

(i−1)(t) (T−t)i
i! ) la solution de Taylor autour de t de

l’équation y′ = g(T )y.

Si yt =
∑

n>0 an(T − t)n, notons par R(t) := lim infi
1

i
√
|an(t)|

son rayon de convergence. Alors

R(t) = min
16n6d+1, (n,p)=1

06j6mn

|λn,j(t)|
− 1

npj . (0.21)

Avec la permission de Christol, nous joignons en appendice A la lettre que nous lui avons envoyé
avec la formule, et la preuve de la conjecture de finitude de Baldassarri dans ce contexte.

Toutefois, si l’équation est définie sur un domaine affinoide de la droite, ou sur un disque, la
formule se généralise en une formule infinie, car le nombre de dérivée dans (0.20) devient infini. Elle
ne démontre donc pas la conjecture de finitude de Baldassarri. C’est en essayant de faire marcher
la formule que nous avons commencé à travailler sur le problème de Baldassarri.

Images de courbes quasi-lisses de Berkovich.

Nous allons parler maintenant d’équations différentielles sur les courbes quasi-lisses de Berkovich.
Nous souhaitons d’abord raconter de manière informelle la structure de ces courbes, en donnant
quelques images, pour mieux encadrer les phénomènes dont on parlera plus tard.

Un disque ouvert de Berkovich est assimilable topologiquement à un arbre, qui a une structure
de fractale (pour tout sous-disque ouvert nous avons un sous-arbre) :

Disque ouvert :

(0.22)

Une couronne ouverte de Berkovich C = {|T | ∈]r1, r2[} se compose topologiquement d’un segment
ΓC tel que C − ΓC est réunion disjointe de disques ouverts de la forme {|T − c| < |c|}. Le lieu ΓC
s’appelle squelette analytique, et il est caractérisé par le fait d’être le lieu des points qui n’ont pas

4. Les solutions (λn,0(T ), . . . , λn,mn(T )) du système (0.20) se calculent facilement par récurrence.
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de voisinages isomorphes à un disque virtuel ouvert :

Couronne :

(0.23)

Nous rappelons que les points de Berkovich sont classifiés en 4 typologies, sans rentrer dans les
détails nous en montrons ici l’aspect topologique :

Type 1 Type 2 Type 3 Type 4

Points :

(0.24)

Celle ci est une classification qui s’étend à toute courbe X. Les points de type 1 et 4 sont les points
finaux du graphe X. Ils ont toujours un voisinage ouvert dans X isomorphe à un disque virtuel. La
différence entre les deux est qu’une suite de disques dont l’intersection est un point x de type 1 a
des rayons qui tendent vers r(x) = 0, alors que pour les points de type 4 ces rayons tendent vers
une valeur r(x) > 0. La structure de la courbe en un point de type 2 est celle d’un étoile, et en
un point de type 3 il n’y a qu’au plus deux directions sortantes (un point de type 3 a toujours un
voisinage isomorphe à une couronne virtuelle qui le contient dans son squelette analytique).

D’après A.Ducros [Duc], toute courbe K-analytique quasi lisse X sur K admet une triangula-
tion. 5 Autrement dit, il existe un sous-ensemble localement fini S de X formé par des points de type
2 ou 3, tel que X−S est une réunion disjointe de disques virtuels ouverts et de couronnes virtuelles
ouvertes. De plus ces disques et couronnes sont tous relativement compacts dans X. Le squelette
analytique des couronnes de X−S est homéomorphe à un intervalle ouvert et relativement compact
dans X, dont les extrémités sont des points de S. En joignant ces intervalles avec les points de S
on obtient un graphe réel localement fini ΓS sur lequel la courbe X se rétracte. En effet X −ΓS est
une réunion disjointe de disques virtuels ouverts, et la rétraction envoie tous ces disques sur leur
frontière relative dans X, qui est un point de ΓS .

S

Courbe X :

(0.25)

Si K est algébriquement clos, tout point x ∈ X de type 2, est canoniquement associé à une
courbe Cx projective et lisse sur le corps résiduel K̃. La courbe Cx est l’unique courbe dont le corps
des fractions est le corps résiduel du corps du point H (x) (cf. [Duc]), elle ne dépend donc que de x,
et pas du plongement de x dans la courbe X. Nous dirons que son genre est le genre g(x) du point
x.

On a la propriété remarquable suivante : les germes de segments sortants de x sont canonique-

5. Ce résultat est essentiellement le théorème de réduction semi-stable.
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ment en bijection avec les points K-rationnels d’un ouvert de Zariski Ṽx de la courbe Cx

{germes de segments sortantes de x ∈ X} ←→ {points K̃-rationnels de Ṽx} . (0.26)

De plus Ṽx = Cx si et seulement si x n’est pas un point du bord de X.

Sans vouloir rentrer dans les détails, si la triangulation a des bonnes propriétés, par exemple tout
les points de S sont de type 2, alors elle correspond à un modèle formel de X dont la fibre spéciale
sur K̃ a pour composantes irréductibles les courbes Ṽx, x ∈ S. Tout arêtes de ΓS d’extrémités
x, y ∈ S correspond à un point d’intersection des courbes Ṽx et Ṽy. Autrement dit ΓS est le graphe
dual du graphe d’intersection des composantes irréductibles de la fibre spéciale.

De manière informelle, appelons X̃ le fibre spéciale. Ses composantes irréductiobles sont les
courbes Ṽx, x ∈ S. La correspondance (0.26) donne alors les bijections suivantes

{Points non singuliers de X̃} ←→ {Disques dans X − ΓS branchés sur S} , (0.27)

{Points singuliers de X̃} ←→ {Arêtes de ΓS − S} , (0.28)

{Points génériques des Ṽx} ←→ {Points de S} . (0.29)

Triangulations faibles et pseudo-triangulations. Sur un corps algébriquement clos une
pseudo-couronne ouverte est une courbe connexe quasi-lisse sans bord et sans point de genre positif,
telle que son squelette analytique est un segment. Sur un corps quelconque c’est une courbe connexe
quasi-lisse qui dévient une réunion disjointe de pseudo-couronnes après changement de base à la
clôture algébrique.

Par la suite nous dirons qu’un sous-ensemble S ⊂ X est une pseudo-triangulation (resp. triangu-
lation faible), si X −S est une réunion disjointe de disques virtuels ouverts et de pseudo-couronnes
(resp. couronnes virtuelles) ouvertes. Nous ne demandons pas aux composantes connexes de X − S
d’être relativement compactes, en particulier l’ensemble vide peut être la triangulation faible d’un
disque ouvert, ou d’une couronne ouverte. Nous notons encore par ΓS la réunion des squelettes
analytiques des pseudo-couronnes (resp. couronnes virtuelles) de X − S.

Nous avons introduit dans [PP12b] et [PP13a] la notion de triangulation faible essentiellement
pour pouvoir travailler avec un disque ouvert avec triangulation vide, ce qui nous permet de ne pas
tronquer les rayons de convergence des solutions comme nous le verrons dans un instant.

Ensuite dans [PP13b], nous avons introduit la notion de pseudo-triangulation car elle nous
permet d’avoir le plus petit nombre de points de S pour découper X. Cela est important pour des
questions liées à la cohomologie.

Dans ce contexte nous avons obtenu dans [PP12b] le théorème de structure suivant :

Th�eor�eme 6. Supposons que K soit algébriquement clos. Soit Ω/K une extension valué complète
arbitraire, et soit π : XΩ → X la projection canonique. Soit x ∈ X, alors π−1(x) est connexe et
il existe un point xΩ ∈ π−1(x) tel que π−1(x) − {xΩ} est une réunion disjointe de disques ouverts
dans XΩ dont la frontière est xΩ.

Si Ω/K est sphériquement complet et algébriquement clos, alors ces disques sont tous isomorphes,
et forment une unique orbite par l’action de Galois. Nous en notons un par D(x) et un centre de
D(x) par tx. Nous dirons que D(x) est le disque générique de x.

Le même résultat a été obtenu indépendamment par Ducros avec des méthodes différentes [Duc].

Ce résultat entrâıne que toute triangulation (resp. faible ou pseudo) S se relève canoniquement
en une triangulation SΩ de XΩ, et que si K est algébriquement clos, alors la projection canonique
ΓSΩ
→ ΓS est un homéomorphisme.
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Rayon de convergence des solutions.

Une équation différentielle sur une courbe X quasi-lisse de Berkovich est un OX -module cohérent,
muni d’une connexion ∇ : F → F ⊗ Ω1

X/K .

Dans le cadre complexe les singularités d’une équation différentielle sont liées au rayon de conver-
gence des solutions de Taylor. Nous allons illustrer cela avec un exemple. Soit U = C−{x1, . . . , xn}
un ouvert du corps des nombres complexes C. Soit L(y) : y(d) + fd−1(T )y(d−1) + · · · + f1y

′ + f0y
une équation différentielle linéaire homogène à coefficients holomorphes sur U , ayant des pôles en
x1, . . . , xn. Il est bien connu que si t ∈ U est un point non singulier, alors le développement de
Taylor de toute solution de L en t converge sur le plus grande disque contré en t qui est contenu
dans U . Autrement dit : les singularités constituent l’entité géométrique qui empêche et contrôle la
convergence des solutions.

Dans le monde p-adique, au contraire, on peut avoir des solutions de Taylor en un point rationnel
non singulier t ayant des rayons de convergence différents, et essentiellement indépendants de la
géométrie de la courbe. Par exemple, l’équation y(T )′ = y(T ) a pour solution exp(T−t) au voisinage
de tout point rationnel t, et il est bien connu (d’après Dwork) que son rayon n’est pas infini. Les
coefficients de l’équation y′ = y n’ont pourtant aucun zéro ou pôle.

D’autre part nous savons également qu’on peut avoir des phénomènes subtiles de surconvergence,
comme pour la série de Dwork (0.6).

Un problème dans le contexte p-adique a été celui de faire ressortir l’entité géométrique qui
contrôle la convergence des solutions de Taylor. L’exemple de l’équation y′ = y montre que cette
obstruction géométrique n’est pas forcement lisible directement sur les coefficients de l’équation.

L’étude du rayon de convergence des solutions a été initiée par B.Dwork [Dwo74], [Dwo73] ;
ensuite largement exploitée aussi par P.Robba [Rob75a], [Rob85] ; puis par Christol-Dwork [CD94]
(modules différentielles sur les couronnes). Il est depuis utilisé uniformément dans la théorie des
équations différentielles p-adiques, notamment par Christol-Mebkhout [CM93], [CM97], [CM00],
[CM01]. Signalons que le lien entre la mésure de l’irregularité et les rayons de convergence des
solutions a été découvert par Robba [Rob85].

La bonne notion de rayon de convergence sur les courbes de Berkovich est la suivante :

D�efinition 1. Soit S une triangulation faible, ou une pseudo-triangulation, de la courbe quasi-lisse
X. Soit x ∈ X et soit tx un point rationnel de XH (x) qui relève x. Notons par D(x, S) le plus grand
disque ouvert centré en tx qui est une composante connexe de XH (x) − ΓSH (x)

.

Soit F une équation différentielle sur X, i.e. un OX-module cohérent muni d’une connexion
F → F ⊗ Ω1

X .

Soit r := rankx(F ). Pour tout i = 1, . . . , r notons par DS,i(x,F ) le plus grand sous-disque
ouvert de D(x, S) sur lequel F a au moins r− i+ 1 solutions linéairement indépendantes (sur Ω).

Si R et Ri sont les rayons de D(x, S) et DS,i(x,F ) dans une coordonnée, on pose

RS,i(x,F ) := Ri/R . (0.30)

On montre que la définition ne dépend pas du choix de tx, et que RS,i(x,F ) est invariant par
automorphismes de X.

Pour fixer les idées dans l’introduction, nous précisons que pour une équation différentielle F
de rang r sur la courbe (connexe) quasi-lisse X, on a r fonctions rayons RS,i(−,F ) : X → R>0.
Pour tout x ∈ X elles satisfont l’encadrement

DS,1(x,F ) ⊆ DS,2(x,F ) ⊆ · · · ⊆ DS,r(x,F ) ⊆ D(x, S) ,
0 < RS,1(x,F ) 6 RS,2(x,F ) 6 · · · 6 RS,r(x,F ) 6 1 .

(0.31)
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Avec ces rayons on construit un polygone dont les pentes sont si := ln(RS,i(x,F )) :

• • • • • • • • • • • •

•

•

•

•
•

•
• • • • •

1 2 3 · · · r

s1

s2
s3

· · ·

 = ln(HS,2)

 = ln(HS,r)

(0.32)

Ce polygone s’appelle le polygone de Newton des convergences de F en x ∈ X. Ses hauteurs
partielles sont les logarithmes des fonctions HS,i(x,F ) :=

∏i
j=1RS,i(x,F ).

Nous dirons aussi que l’indice i ou le rayon RS,i est :

• spectral si DS,i(x,F ) ⊆ D(x) ;
• soluble si DS,i(x,F ) = D(x) ;
• sur-soluble si DS,i(x,F ) ⊃ D(x) .

(0.33)

Histoire du rayon de convergence. La Définition 1 est l’aboutissement d’une suite de
définitions intermédiaires, et nous souhaitons signaler maintenant les différents acteurs qui ont
contribué à l’étude du rayon de convergence.

Nous avons déjà cité [Dwo74], [Dwo73], [Rob75a], [Rob85]. Ajoutons à cette liste le papier
[CD94] de Christol et Dwork, où la variation du rayon de convergence des solutions apparâıt pour
la première fois. Le rayon de convergence est considéré comme fonction sur le squelette analytique 6

d’une couronne, qui est topologiquement un intervalle réel. Et on montre la continuité sur cet
intervalle.

Toutes ces définitions ne parlent que du plus petit rayon de convergence RS,1(−,F ) parmi les
rayons de toutes les solutions de Taylor. 7 Ce n’est que relativement récemment qu’on peut trouver
dans [Ked10] une définition (provenant à l’origine d’un papier de P.Young [You92]) qui permet de
contrôler la variation de tous les rayons des solutions, et pas seulement du plus petit rayon.

Les définition précédentes sont liées à la norme spectrale de la connexion. Travailler avec la norme
spectrale revient topologiquement à tronquer les rayons RS,i par celui du disque D(x). Autrement
dit la correspondance entre les rayons RS,i et les rayons spectraux n’est valable qu’à l’intérieur du
disque générique D(x). Or, la définition spectrale des rayons n’est la “bonne définition” que le long
du squelette ΓS , car par exemple elle vaut 0 sur chaque point rationnel (où la dérivation n’est pas
continue).

La bonne définition (non normalisée) a été donnée par F.Baldassarri et L.Di Vizio dans [BV07]
qui ont introduit les rayons sur-solubles, et qui ont montré la continuité du premier rayon RS,1.
Cette définition a été ensuite reprise par F.Baldassarri dans [Bal10] avec la normalisation (0.30) qui
permet de la recoller sur une courbe de Berkovich quasi-lisse X, et d’avoir la continuité.

La définition de [Bal10] fait intervenir des modèles formels de la courbe X, qui n’existent que sous
des conditions appropriés. Nous avons obtenu dans [PP12b] la Définition 1, qui est essentiellement
équivalente à celle de Baldassarri, mais qui remplace le choix du modèle par celui d’une pseudo-
triangulation, qui est une notion complètement topologique. Cette définition a l’avantage pour nous

6. Le squelette analytique d’une courbe quasi-lisse X est l’ensemble des points n’ayant pas de voisinages isomorphes
à un disque ouvert virtuel.

7. Pour travailler avec les rayons non minimaux des solutions il fallait des théorèmes de décomposition pour les
exprimer comme “plus petits rayons” d’une sous-équation.
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d’être valable pour toute courbe quasi-lisse X, et de ne pas nous faire sortir de la catégorie des
courbes de Berkovich.

Graphes contrôlants.

Nous avons vu que le point de vue de Baldassarri [Bal10], combiné avec la bonne définition
de Kedlaya-Young pour le contrôle des rayons supérieurs, est le plus approprié dans le cas des
courbes. Après avoir montré la continuité du plus petit rayon RS,1(−,F ), Baldassarri conjecture
une propriété de continuité plus forte : ce rayon se factorise par un graphe localement fini sur lequel
la courbe X se rétracte. Cela signifie “grosso modo” qu’il se comporte comme (l’inverse de) la norme
d’une fonction analytique sur la courbe. Dans [Bal10], Baldassarri justifie sa conjecture à travers
un exemple fourni par G.Christol en utilisant la formule (0.21). 8

Dans [Pul12] et [PP12b] nous avons démontré que chaque rayon RS,i(−,F ) a cette propriété
de finitude. Au lieu de montrer l’existence d’un graphe non spécifié, nous avons préféré donner la
définition suivante qui nous a guidé :

D�efinition 2 ([Pul12],[PP13a]). Soit T un ensemble, et soit f : X → T une fonction quelconque.
Nous notons par ΓS(f) le complémentaire de la réunion des disques D ⊆ X − ΓS sur lesquels f est
constante. Le lieu ΓS(f) s’appelle le graphe contrôlant de f .

Le lieu ΓS(f) est toujours un graphe dans X, contenant ΓS , dont l’intersection avec toutes les
composantes connexes de X est connexe, et tel que X −ΓS(f) est une réunion disjointe de disques.

On peut voir que les rayons définis à l’aide de la norme spectrale comme dans [CD94] et [Ked10]
ont un graphe contrôlant égal à X tout entier. En effet ils sont nuls sur tout point rationnel, et non
constant sur un disque contenant le point. Donc ils ne sont constants sur aucun disque.

Notons par ΓS,i(F ) le graphe contrôlant de la fonction RS,i(−,F ).

Th�eor�eme 7 ([Chr11],[Pul12],[PP12a],[PP12b]). Soit K un corps complet par rapport à une valeur
absolue ultramétrique |.|. Soit X une courbe K-analytique de Berkovich qui est quasi-lisse, munie
d’une pseudo-triangulation S, et soit F une équation différentielle sur X.

Alors les fonctions RS,i(−,F ) sont continues sur X, et le graphe ΓS,i(F ) est localement fini.

La continuité des rayons est une conséquence de la finitude locale des graphes ΓS,i(F ). La
continuité est un ingrédient clé dans la preuve du théorème de décomposition global [PP13a]. D’autre
part la finitude locale du graphe contrôlant représente un des points fondamentaux pour la finitude
dimensionnelle de la cohomologie de de Rham [PP13b].

Des ingrédients essentiels pour le Théorème 7 sont le travail de Kedlaya [Ked10], et le travaux
de Baldassarri-Di Vizio [BV07] et Baldassarri [Bal10]. Le travail de Kedlaya constitue un raffine-
ment déterminant des idées classiques (ensemble à l’introduction de la notion cruciale de super-
harmonicité), alors que le travail de Baldassarri est un changement de perspective qui a ouvert une
nouvelle ligne d’investigation.

En plus de ce résultat de finitude nous obtenons également les propriétés suivantes, modelées sur
l’exemple de [Ked10, Thm. 11.3.2], que nous ne détaillerons pas dans l’introduction (voir Théorème
10.2.6) :

• Propriété de log-affinité par morceaux des rayons ;
• Propriétés d’intégralité des pentes ;

8. Sous une forme plus implicite car la formule est arrivée plus tard le 28/02/2011 (voir Appendice A).
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• Propriétés de super-harmonicité des hauteurs partielles du polygone.

Avec ces propriétés le Théorème 7 entrâıne que le polygone de Newton des convergences est
déterminé, en tant que fonction sur X, par une famille localement finie de nombres.

Nous signalons que les propriétés de super-harmonicité, qui jouent un rôle fondamental dans la
preuve, ne sont (potentiellement) pas vérifiés en toute généralité, notamment en présence de rayons
solubles, même pour des équations sans singularités sur un domaine aussi simples qu’un disque.

Cela représente probablement la difficulté majeure de [Pul12], où on démontre le théorème sur un
domaine affinoide de la droite avec des méthodes spécifiques aux équations différentielles p-adiques.

Dans [PP12b] on généralise le résultat au cas des courbes quasi-lisses, en utilisant des techniques
provenant de la géométrie de Berkovich. Notamment on montre comment se réduire au cas de la
droite avec des techniques de push-forward par un morphisme bien modéré. Une partie fondamentale
de [PP12b] consiste à récréer avec le Théorème 6, dans le contexte des courbes de Berkovich quasi-
lisses, la notion de disque générique, dans le sens original de Dwork et Robba.

La preuve de continuité du premier rayon RS,1(−,F ) de [BV07] et [Bal10] utilise une technique,
déjà utilisée par Christol-Dwork dans [CD94], qui est basée sur un résultat de Dwork-Robba [DR80]
qui donne une borne à la croissance logarithmique au bord du disque de convergence de la résolvante :

Y (T, t) =
∑
n>0

Gn(t)
(T − t)n

n!
, (0.34)

où Gn est la matrice de ∇n qui est donnée récursivement par G0 = Id, Gn+1 = G′n + GnG, où G
est la matrice de la connexion ∇. Malheureusement cette borne ne se généralise pas aux solutions
individuelles de l’équation : elle ne tient compte que de l’ensemble de toutes les solutions. Pour
cette raison la preuve de [CD94], [BV07] et [Bal10] ne se généralise pas (en l’état actuel) aux rayons
supérieurs.

Dans [PP12a] nous avons donné une autre preuve basée sur la théorie du potentiel de [Thu05],
qui montre la finitude seulement du premier rayon RS,1(−,F ), et pour les courbes sans bord. En
effet les points au bord se comportent comme s’il leur manquait des directions sortantes, et la
théorie du potentiel ne donne rien en ces points. Dans la preuve de [PP12a] nous avons utilisé,
comme [BV07] et [Bal10] l’expression explicite (locale) d’Hadamard provenant de (0.34)

RS,1(x,F ) = lim inf
n

(|Gn|(x)/|n!|)−1/n . (0.35)

Signalons que peu de temps après, Kedlaya [Ked13] a obtenu une autre preuve de la finitude
des graphes contrôlants plus courte, avec les mêmes méthodes. Son papier contient également le fait
remarquable que les graphes ΓS,i(F ) n’ont pas de point de type 4, et cela demande une classification
fine des équations solubles sur l’anneau de Robba à la quelle la première partie de son papier est
vouée.

Pour terminer cette section nous souhaitons revenir à la discussion heuristique sur la convergence
des solutions des équations sur les nombres complexes. Nous souhaitons préciser que les graphes
ΓS,i(F ) ne représentent pas l’obstruction à la convergence des solutions, mais c’est plutôt l’objet
géométrique qui en contrôle la variation. Par exemple l’équation y′ = y, définie sur un disque D,
donne un rayon constant, pour lequel le graphe contrôlant est vide (si S = ∅).

Décomposition globale.

D’après une idée originairement due à Dwork, si une équation différentielle a deux solutions avec
des rayons de convergence différents, cela doit correspondre à une factorisation de l’équation en des
sous-équations qui contrôlent chacune une des solutions. Les théorèmes de décompositions sont un
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outil central dans la classification des équations différentielles. Par exemple ce sont le premier point
pour le théorème de monodromie locale p-adique, dont nous avons parlé en (0.3).

Les contributions aux théorèmes de décomposition sont dues à Robba [Rob75a], [Rob75b],
[Rob80], Dwork-Robba [DR77], Christol-Mebkhout [CM00], Kedlaya [Ked10], [Ked13]. Signalons
aussi la décomposition [DMR07, p. 97-107], [Lev75], et [Ram78], par les pentes formelles d’une
équation sur un corps de séries formelles K((T )), dont nous avons parlé en (0.1). Et nous conseillons
la lecture du papier [And09] pour avoir une approche générale plus Tannakienne.

Il y a très peu d’exemples de théorèmes de décomposition par les rayons de convergence qui
soient de nature globale. Principalement on a des résultats sur des disques ou couronnes, et avec
des conditions restrictives (par exemple nous signalons [Ked10, Chapitre 12]). Une bonne partie de
la littérature est concentrée sur deux situations : les équations différentielles sur un germe de disque
épointé, ou sur l’anneau de Robba. Du point de vue de Berkovich cela correspond à un germe de
segment sortant d’un point rationnel, ou d’un point de type 2 ou 3.

Dans [PP13a] nous avons obtenu un théorème de décomposition général de nature globale pour
les courbes de Berkovich qui marche sans hypothèse particulière (solubilité, Frobenius, exposants,
harmonicité ...). Il s’agit d’un résultat de nature pré-cohomologique.

Th�eor�eme 8. Soit F une équation différentielle de rang r sur une courbe connexe quasi-lisse de
Berkovich X. Soit i ∈ {2, . . . , r}. Supposons que pour tout x ∈ X on ait

RS,i−1(x,F ) < RS,i(x,F ) . (0.36)

Alors il existe une unique sous-équation F>i ⊆ F de rang r − i+ 1, et une suite exacte

0→ F>i → F → F<i → 0 (0.37)

telle que pour tout x ∈ X on a

RS,j(x,F ) =

{
RS,j(x,F<i) if j = 1, . . . , i− 1
RS,j−i+1(x,F>i) if j = i, . . . , r .

(0.38)

De plus F>i est indépendante de S dans le sens suivant si l’hypothèse (0.36) est vraie aussi pour
une autre pseudo-triangulation S′, alors le sous-objet F>i est le même pour les deux pseudo-
triangulations.

Les théorèmes de décomposition préexistants de nature locale que nous avons évoqué, donnent
tous une décomposition en somme directe. Dans le cas global, la suite (0.37) n’est pas scindée en
général, on a des contre-exemples explicites (sur un disque). La raison est liée au fait que les rayons
RS,i(−,F ) ne sont pas compatibles à la dualité en dehors de ΓS .

Le théorème suivant donne deux critères pour garantir une décomposition en somme directe,
dont le point ii) est complètement topologique.

Th�eor�eme 9. Le terme F>i est un facteur direct dans les situations suivantes :

i) La propriété (0.36) est valable pour l’indice i de F et de son dual F ∗, et la courbe X n’est
pas un disque avec triangulation vide. Soit X est un disque avec triangulation vide mais alors
il existe un point x tel que RS,i−1(x,F ) est spectral non soluble en x ;

ii) On a (
ΓS,1(F ) ∪ · · · ∪ ΓS,i−1(F )

)
⊆ ΓS,i(F ) . (0.39)

Dans les deux cas (F>i)∗ est isomorphe à (F ∗)>i et c’est un facteur direct de F ∗.

Un corollaire aux théorèmes précédents est le suivant :
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Th�eor�eme 10. Supposons que X soit la courbe de Tate, ou que p 6= 2 et que X soit une courbe
elliptique avec bonne réduction. Soit S est une triangulation de X formée par un unique point. Alors
toute équation différentielle F sur X vérifie :

i) Pour tout i le rayon RS,i(−,F ) est constant sur X. En particulier ΓS,i(F ) = ΓS ;

ii) Nous avons une décomposition en somme directe

F =
⊕

0<ρ61

F ρ (0.40)

où RS,j(−,F ρ) = ρ pour tout j = 1, . . . , rank(F ρ).

La preuve du Théorème 8 consiste à recoller des décompositions locales. Notamment Dwork-
Robba ont obtenu un théorème de factorisation par les rayons spectraux pour les modules différentiels
sur l’anneau local OA1,an

K ,x
d’un point x ∈ A1,an

K de type 2. La preuve originaire de Dwork-Robba

utilise une technique remarquablement sophistiquée de factorisation d’opérateurs différentiels qui
permet d’exprimer le facteur relatif à F>i comme un point fixe par rapport à une certaine contrac-
tion.

Nous avons repris et généralisé la preuve de Dwork-Robba à tout point 2, 3, ou 4 de la courbe X.
Notamment aux points pour lesquels la courbe Cx a genre positif. Ensuite nous avons augmenté cette
décomposition, en additionnant les sous-modules triviaux engendrés par les solutions sursolubles
qu’on ne voit pas avec la décomposition spectrale.

Cette décomposition augmentée se recolle sans obstruction sur X tout entier par continuité. On
utilise notamment la continuité de chaque RS,i(−,F ) qui est conséquence de la finitude locale de
ΓS,i(F ).

Super-harmonicité et nombre d’arêtes des graphes contrôlants.

Dans quelques paragraphes on va parler de cohomologie. On verra que :

i) les graphes ΓS,i(F ) sont assimilables à un lieu singulier pour F ;

ii) la super-hamonicité des hauteurs partielles intervient de manière cruciale pour le calcul de la
cohomologie.

Dans cet esprit dans la deuxième partie de [PP13a] nous avons cherché à donner des condi-
tions opérationnelles pour décrire les graphes ΓS,i(F ), de manière aussi à tester les conditions des
théorèmes précédents.

Avec des méthodes pre-cohomologiques, nous avons localisé le lieu de non super-harmonicité, et
ensuite nous sommes parvenus à donner une borne BS,i(F ) du nombre global d’arêtes de chaque
graphe ΓS,i(F ). Si ΓS,i(F ) est assimilable à un lieu singulier pour F , cette borne est assimilable à
une mesure de la complexité de ce lieu singulier.

La borne est un nombre trop compliqué pour être raconté dans l’introduction, nous signalons
seulement qu’elle dépend du nombre de points où la super-harmonicité n’est pas vérifiée. Nous
décrivons cela avec l’énoncé simplifié suivant :

Th�eor�eme 11. Le nombre d’arêtes de ΓS,i(F ) est borné par un nombre BS,i(F ) qui dépend des
quantités suivantes :

i) du nombre d’arêtes de ΓS,

ii) du nombre d’arêtes des ΓS,j(F ) pour j 6 i− 1 (si i = 1 alors ΓS,0 := ΓS),

iii) du nombre de points n’appartenant pas à l’ensemble des sommets Vj d’un des graphes ΓS,j(F ),
j 6 i− 1, où la super-harmonicité de HS,i(−,F ) n’est pas vérifiée,
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iv) du Laplacien de HS,i(x,F ) en les sommets Vj, pour tout j 6 i− 1, et en les points décrits au
iii).

Le contrôle du lieu de non super-harmonicité est un ingrédient important de la preuve. Pour
cela nous avons démontré le résultat suivant comme conséquence des théorèmes de décomposition
locale de Dwork-Robba, et du théorème de Riemann-Hurwitz pour les courbes résiduelles Cx.

Nous allons utiliser une condition technique (TR) que nous ne détaillerons pas dans l’intro-
duction. Mentionnons seulement qu’elle est automatiquement vérifiée si p 6= 2 ou si g(x) = 0, en
particulier les points de type 1, 3, 4 satisfont toujours l’hypothèse (TR).

Rappelons également que pour tout x ∈ X le Laplacien ddcF (x) d’une fonction positive F :
X → R>0 est pour nous la somme des pentes ∂bF (x) de la fonction composée log ◦F le long de
toutes les directions b sortantes de x, orientées vers l’extérieur de x. Si F est continue et si elle se
factorise par la rétraction de X sur un sous graphe localement fini, alors ces pentes sont presque
toutes nulles et le Laplacien est bien défini. La fonction est super-harmonique en x si ddcF (x) 6 0.

Finalement, si x ∈ S et si K est algébriquement clos, nous posons

χ(x, S) := (2− 2g(x)−NS(x)) , (0.41)

où NS(x) est le nombre d’arêtes du squelette ΓS sortants de x. C’est la caractéristique d’Euler
à support compact (au sens de la cohomologie étale) d’un certain ouvert de Ṽx (cf. (0.26)). De
manière informelle, on peut l’imaginer comme le plus grand ouvert de Ṽx qui ne rencontre pas
d’autres composantes irréductibles de la réduction X̃ du modèle formel de X associé à S, quand
celui ci existe. Cette définition peut se descendre à tout corps.

Th�eor�eme 12 (Super-harmonicité). Pour tout i = 1, . . . , r la hauteur partielle HS,i est super-
harmonique en dehors d’un ensemble localement fini de points S ∪ CS,i(F ), où CS,i(F ) ⊂ X − ΓS.

De plus, si x ∈ S vérifie la condition (TR), alors on a

ddcHS,i(x,F ) 6 −χ(x, S) ·max(i, ispx ) . (0.42)

où 0 6 ispx 6 rankx(F ) est le plus grand indice spectral non soluble en x.

Finalement si RS,i(x,F ) < RS,i+1(x,F ), et si aucun indice j 6 i n’est soluble en x, alors
ddcHS,i(x,F ) = 0 si x /∈ S, et on a égalité dans (0.42) si x ∈ S.

Les énoncés de super-harmonicité précédents sont dans [Ked10, Thm. 11.3.2] pour les couronnes
et pour des rayons spectraux non solubles, dans [Pul12, Thm. 3.3.4] pour des domaines affinöıdes
de la droite affine, et dans [Ked13, Thm. 5.3.6] pour les courbes et pour les rayons spectraux non
solubles, avec une preuve différente (notre preuve utilise de manière essentielle la décomposition).

Nous arrivons aussi à donner des propriétés restrictives du lieu CS,i(F ) ⊂ X − ΓS . Une de ces
propriétés est qu’au moins un rayon doit être soluble en les points de CS,i(F ). En particulier nous
montrons que le premier rayon est super-harmonique en dehors de S, et pour ce rayon nous avons
dégagé un fait remarquable : pour les courbes projectives, lisses, et géométriquement connexes, de
genre g > 1, nous avons une borne inconditionnelle du nombre d’arêtes de ΓS,1(F ) qui ne dépend
que de X et du rang de F .

Th�eor�eme 13. Soit X une courbe projective, lisse, et géométriquement connexe, de genre g > 1.
Soit F une courbe de rang r sur X. Soit ES le nombre d’arêtes de ΓS. Alors le nombre d’arêtes de
ΓS,1(F ) est au plus

ES + 4r(g − 1) . (0.43)
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Théorèmes d’indice locaux et globaux.

Sous une condition d’exposants non Liouville, nous avons obtenu dans [PP13b] des critères
nécessaires et suffisants pour qu’une équation différentielle F sur une courbe quasi lisse de genre
fini X ait une cohomologie de de Rham de dimension finie. Et nous avons donné des techniques
utiles pour traiter le cas de genre infini.

Du point de vue de Berkovich, les résultats de finitude dimensionnelle de l’indice de [CM00] et
[CM01] sont de nature locale, et sont soumis à une condition de solubilité.

Nous généralisons ces résultats locaux au cas non soluble, grâce au théorèmes de finitude locale
7, et de décomposition locale 8 et 9. Ensuite nous les globalisons à l’aide de la suite de Mayer-
Vietoris, et à l’aide d’un théorème (basé sur un principe déjà utilisé par Christol et Mebkhout sur
les couronnes) qui permet d’exprimer la cohomologie d’une équation comme limite de ses restrictions
à une suite de domaines convenables.

Finalement, pour les courbes de genre fini, on donne un critère nécessaire et suffisant pour pour
que la cohomologie de de Rham soit de dimension finie.

Si de plus le squelette de X est fini (i.e. homéomorphe à une réunion finie de segments), on
définit la classe des équations finiment contrôlées pour lesquelles on arrive à obtenir une formule de
Grothendieck-Ogg-Shafarevich pour l’indice globale.

Comme corollaire nous appliquons la formule d’indice, dans sa forme locale, à l’harmonicité
et, sous certaines conditions techniques, nous montrons que les hauteurs partielles du polygone de
Newton sont super-harmoniques en dehors de S.

Signalons que des résultats semblables ont été annoncés récemment aussi par F.Baldassarri et
K.S.Kedlaya. Notamment ce programme a été initié par F.Baldassarri qui en a tracé les contours,
et qui a indiqué les directions générales d’une stratégie pour obtenir une preuve, dans des exposés
entre 2011 et 2013.

Remarques 1. À l’heure actuelle nous avons encore à l’étude les résultats de cette section, car nous
cherchons à les généraliser. Il est clair en effet que le cadré présenté dans ce mémoire ne couvre
pas complètement le spectre des applications possibles des méthodes que nous avons développées.

La descente des constantes. Nous souhaitons commencer par un résultat de descente des
constantes :

Th�eor�eme 14. Soit L/K est une extension où les deux corps sont complets non trivialement valués.
Soit X une courbe quasi-Stein ou compacte, et F une équation différentielle sur X. Alors on a

H0
dR(X,F )⊗̂KL = H0

dR(XL,FL) . (0.44)

De plus H1
dR(X,F ) est fini dimensionnel si et seulement si H1

dR(XL,FL) l’est, et dans ce cas on a
aussi

H1
dR(X,F )⊗̂KL = H1

dR(XL,FL) . (0.45)

De plus, si K est trivialement valué, mais pas L, alors, sous l’hypothèse que Hi
dR(XL,FL) est de

dimension finie, on a (0.44) et (0.45).

Ce résultat n’est pas immédiat comme en géométrie algébrique, car le produit tensoriel est
complété, et l’extension des scalaires −⊗̂K n’est pas “plate”. Il faut notamment des résultats fins
d’analyse sur les espaces de Fréchet ultramétriques [Sch02] qui nous ont conduit à introduire la
catégorie des espaces Banachöıdes, et à généraliser les résultats de Gruson [Gru66] sur les espaces
de Banach dont nous avons tiré largement profit.
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Nous n’avons pas d’exemples de courbes de genre fini qui ne sont ni quasi-Stein, ni compactes.
Par ailleurs par un résultat de [Liu87], si K est algébriquement clos, des telles courbes n’existent
pas.

Nous supposons donc à partir de maintenant que le corpsK est algébriquement clos, sphériquement
complet, et de groupe des valeurs égal à R>0.

Cette hypothèse sur K nous permet, entre autre, d’éviter l’étude de la cohomologie locale autour
des points de type 4, car ces points disparaissent par extension de scalaires. Notamment une des
avancées de [Ked13] a été de démontrer que les points de type 4 n’appartiennent pas aux graphes
contrôlants, et F.Baldassarri nous a expliqué que cela était initialement supposé être utile (entre
autres) pour éviter de donner des théorèmes d’indice locale autour de ces points.

Le théorème d’indice local de Christol-Mebkhout. Le but de la cohomologie rigide est
d’associer une catégorie de coefficients à toute variété de caractéristique positive, de sorte à ce que
la théorie cohomologique sur ces coefficients soit une cohomologie de Weil.

Les acteurs qui ont contribué à l’évolution de cette théorie sont nombreux, nous en citons
seulement une petite partie : [MW68], [Ado76], [Dwo82a], [Bal87], [CM93], [CM97], [CM00], [CM01],
[Rob75a], [Rob76], [Rob84], [Rob85]. Pour les références à la cohomologie rigide (en relation à ce
papier) nous mentionnons juste [Cre98] et [Ked06], et nous renvoyons le lecteur à leur bibliographie
pour avoir un cadre plus complet.

Dans notre contexte la cohomologie rigide intervient localement sur la courbe de Berkovich
X. Notamment le théorème d’indice de Christol-Mebkhout [CM01] est un théorème d’indice local
autour d’un point de type 2 de la courbe X. Nous l’avons généralisé dans la forme suivante

Th�eor�eme 15 ([CM01], [PP13b]). Soit x un point de S qui a la propriété (TR). On note Sing(x,F )
l’ensemble des directions sortantes de x appartenant à ΓS(F ) = ∪iΓS,i(F ). Soit V un domaine
affinöıde connexe de X tel que V − {x} est une réunion disjointe de disques qui n’intersectent pas
ΓS(F ). Supposons que F soit libre de nombres de Liouville le long des germes de segments sortants
de x appartenant à ΓS(F ). Alors la cohomologie de de Rham surconvergente Hi

dR(V †,F ) est de
dimension finie et on a la formule d’indice suivante

χdR(V †,F ) = χc(V
†) · rangx(F )−

∑
b∈Sing(x,V )

Irrb(F ) , (0.46)

où χc(V
†) cöıncide avec la caractéristique d’Euler à support compact de la réduction Ṽ ⊂ Cx, et

Irrb(F ) est la pente logarithmique −∂bH∅,r(x,F|Cb) de la hauteur totale le long de la direction b
(orientée vers l’extérieur de x), après localisation à un germe de couronne Cb de squelette b.

Ce théorème est du à Robba [Rob85] pour des équations de rang un à coefficients rationnels sur
la droite affine X = A1,an

K . C’est notamment Robba qui a découvert que l’irrégularité p-adique se
mesure avec les pentes des rayons de convergence dans les directions sortantes de x.

Le résultat de Robba a été précisé et complété par G.Christol et Z.Mebkhout dans le contexte
de la cohomologie rigide [CM00], [CM01], sous la condition que tous les rayons sont solubles en x.

C’est finalement F.Baldassarri qui a deviné que l’énoncé de Christol et Mebkhot pouvait s’in-
terpréter dans le contexte de Berkovich.

Notre contribution dans ce cadre a été celle d’enlever l’hypothèse de solubilité.

Nous souhaitons maintenant mettre en évidence certains points. Les isocristaux surconvergents
sur Ṽ de la cohomologie rigide sont des équations différentielles sur V satisfaisants 2 conditions :
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i) elles ont des coefficients surconvergents,

ii) les rayons de ces équations en x sont tous solubles.

Parfois ces conditions sont accompagnés d’un Frobenius, qui entrâıne la solubilité et qui ne joue
aucun rôle dans notre contexte.

L’idée de la surconvergence vient de Dwork, et elle est nécessaire pour la finitude dimensionnelle
de la cohomologie. Par exemple l’équation triviale sur un disque fermé a une cohomologie de dimen-
sion infinie. Dwork alors propose de remplacer le disque fermé par un disque ouvert non précisé qui
le contient.

La notion de solubilité est naturellement satisfaite en présence d’un Frobenius, cette hypothèse
est donc utilisé assez uniformément dans la littérature depuis la naissance de cette théorie. Toutefois
le concept de solubilité a été isolé, avec toute probabilité, par P.Robba dans [Rob85] où Robba
montre qu’une équation de rang un dont le rayon est spectral non soluble a une cohomologie de de
Rham locale nulle en tout degré.

La condition i) signifie précisément que les équations de la cohomologie rigide sont définies sur
un voisinage ouvert U non spécifié de V dans X. On montre que les groupes de cohomologie de de
Rham Hi

dR(U,F ) sont indépendants de U , lorsque celui ci est suffisamment proche de V . On note
alors Hi

dR(V †,F ) := Hi
dR(U,F ).

La condition ii) entrâıne alors, par les propriétés d’harmonicité du premier rayon (cf. Théorème
12), que tous les rayons sont constants sur V de valeur maximale 1. Quitte à rétrécir U , l’ouvert
complémentaire U − V est une réunion finie disjointe de couronnes ouvertes, dont les squelettes
forment une étoile Γ centrée en x. Les rayons peuvent varier seulement sur ces germes de couronnes.
Et donc, par le Théorème de finitude 7, pour tout i on a ΓS,i(F ) = Γ autour de x.

Le Théorème 15 généralise l’énoncé de Christol et Mebkhout par le fait qu’on considère des
équations différentielles arbitraires, en supprimant l’hypothèse de solubilité en x. La preuve utilise
la finitude locale de ΓS(F ) (cf. Théorème 7) de manière essentielle. Par la décomposition locale
(cf. Théorèmes 8 et 9) on sépare la partie soluble de celle spectrale non soluble, et on utilise le
Théorème 12 d’harmonicité pour calculer les contributions des irrégularités de la partie non soluble.
Finalement on montre que la partie non soluble n’a pas de cohomologie et on utilise le résultat
d’indice de [CM01] pour la partie soluble.

Graphes contrôlants et lieu singulier. La nouveauté du Théorème 15 par rapport à
l’énoncé de Christol-Mebkhout est l’apparition de nouvelles directions singulières. Plus précisément
dans le contexte de la cohomologie rigide on part de l’ouvert Ṽ ⊂ Cx et les équations qu’on regarde
(les isocristaux surconvergents) sont automatiquement définies sur V ⊆ X, et leur directions sin-
gulières sont les directions sortantes de x qui n’appartiennent pas à V . Par la bijection (0.26) on
peut les voir comme les points de Cx − Ṽ : ce sont les singularités de l’isocristal en cohomologie
rigide.

Dans le contexte plus général du Théorème 15 les directions singulières sont les directions sor-
tantes de x appartenant à ΓS(F ). Selon ce point de vue la famille des arêtes de ΓS(F ) est assimi-
lable à un lieu singulier pour l’équation. Et alors le Théorème 11 donne en quelque sorte une borne
supérieure à la taille de ce lieu singulier. Nous avons vu que cette taille est liée à la super-harmonicité.

Motivés par ces considérations nous avons donné dans [PP13b] plusieurs énoncés/critères de
super-harmonicité qui utilisent la dualité de Dwork et l’indice généralisé de Robba-Christol-Mebkhout,
combinés au Théorème 15. Nous signalons seulement l’énoncé suivant
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Th�eor�eme 16. Soit x ∈ X−ΓS (notamment x ∈ CS,r(F )). Supposons que F soit libre de nombres
de Liouville le long des germes de segments sortants de x appartenant à ΓS(F ).

Soit Dx le disque fermé de bord x tel que Dx∩ΓS = ∅. Si x est un point de type 2 ou 3 supposons
de plus qu’il existe un domaine affinöıde connexe V ⊆ Dx tel que

i) V − {x} est une réunion disjointe de disques ouverts qui n’intersectent pas ΓS(F ) ;

ii) L’inclusion canonique H0
dR(D†x,F ) ⊆ H0

dR(V,F ) est une égalité ;

iii) Pour tout i = 1, . . . , rank(F ), on a RS,i(−,F ) = RS,i(−,F ∗) sur Dx.

Alors pour tout i la hauteur partielle HS,i(x,F ) est super-harmonique en x.

Le théorème d’indice global. Le résultat principale de [PP13b] est un critère nécessaire et
suffisant pour la finitude dimensionnelle de la cohomologie de de Rham globale de F , et une formule
d’indice de nature globale, sans hypothèse de surconvergence ou solubilité.

C’est un résultat qui ne se simplifie pas même pour des équations sur un domaine aussi simple
qu’un disque ouvert, et même pour des équations de rang un, dont on connait totalement les rayons
par le Théorème 5.

Le Théorème 15 d’indice locale de Christol-Mebkhout, a conduit F.Baldassarri à conjecturer
dans des exposées récents un lien entre la finitude globale des graphes contrôlants et la finitude
dimensionnelle de la cohomologie de de Rham.

Cette conjecture a été pour nous un puissant moteur, mais on a montré finalement que ce lien
n’est vrai qu’en partie. En effet le critère de finitude dimensionnelle qu’on trouve nous montre qu’il
existe des exemples d’équations différentielles sur un disque ouvert, dont la cohomologie de de Rham
est de dimension finie, et qui ont des graphes contrôlants ΓS,i(F ) avec une infinité de points de
bifurcation, et ce pour tout i (cf. Section 15.4). Le fait que les graphes contrôlants soient globalement
finis (dans un sens que nous allons préciser ci plus bas), n’est qu’une condition suffisante, qui nous
semble également moins facile à tester que l’énoncé que nous avons obtenu, lequel ne fait intervenir
que des points du squelette ΓS et uniquement les pentes de la hauteur totale HS,r(−,F ) le long de
ΓS (cf. Théorème 19 ci plus bas).

Avant d’en donner l’énoncé, nous avons besoin de préciser certains points.

Un résultat de Q.Liu [Liu87] affirme que si le corps K est algébriquement clos, toute courbe
de genre fini est soit projective soit quasi-Stein. Nous nous concentrons sur le cas quasi-Stein car
le cas projectif est “classique” et peut même se déduire du cas quasi-Stein en utilisant la suite de
Mayer-Vietoris.

Par ailleurs, si la courbe est quasi-Stein de genre arbitraire, le théorème suivant nous permet
dans des certains contextes de nous réduire au cas quasi-Stein de genre fini.

Th�eor�eme 17. Soit X une courbe connexe quasi-lisse et quasi-Stein. Soit (Xn)n∈N une suite crois-
sante admissible de domaines analytiques connexes quasi-Stein qui sont relativement compacts dans
X tels que X = ∪n>0Xn, la restriction O(Xn+1) → O(Xn) a une image dense, et la cohomologie
de de Rham Hi

dR(Xn,F|Xn) est de dimension finie. Alors

i) il existe m tel que H0
dR(X,F ) = H0

dR(Xn,F|Xn) pour tout n > m ;

ii) on a

H1
dR(X,F ) = lim←−

n

H1
dR(Xn,F|Xn) (0.47)

et pour tout n la flèche H1
dR(X,F )→ H1

dR(Xn,F|Xn) est surjective.
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En particulier H1
dR(X,F ) est de dimension finie si et seulement si la suite des dimensions (h1

dR(Xn,F|Xn))n>0

(ou de manière équivalente la suite d’indices (χdR(Xn,Fn))n>0) est constante pour tout n assez
grand.

Le théorème est essentiellement du à Christol et Mebkhout qui l’ont utilisé dans le cas des
couronnes [CM00]. Les techniques sont basées sur deux principes : un passage à la limite qui se
trouve dans [Gro61] et qui est du à Grothendieck [Gro54], et le fait que les espaces de Fréchet
jouissent de la propriété de Banach [CM95], à savoir que toute application linéaire continue dont le
conoyau est de dimension finie est stricte.

Équations finiment contrôlées. Nous dirons que la pseudo-triangulation S est adaptée à
F si ΓS rencontre toutes les composantes connexes de X, et si les rayons de F sont log-affines
sur tout arête de ΓS − S. Cette condition ne regarde que les arêtes de ΓS , et il est clair que toute
pseudo-triangulation S se prolonge en une pseudo-triangulation S′ adaptée à F .

D�efinition 3 (Condition non Liouville). Soit S une triangulation de X adaptée à F . Nous di-
rons que F est libre de nombres de Liouville le long de ΓS si toutes les arêtes de ΓS et aussi de
ΓS(F ) sortant d’un point de S contiennent un germe de segments qui est le squelette d’un germe de
couronne ouverte (i.e. un anneau de Robba) sur laquelle F satisfait la condition (NL) de [CM01].

D�efinition 4. Nous dirons que l’équation F est finiment contrôlée s’il existe une pseudo-triangulation
adaptée à F qui est finie.

La condition entrâıne en particulier que X n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

Notons par g(X) le genre de Liu de X, et notons par ∂oX la famille des germes de segments
non relativement compacts dans X. Par exemple si X est un disque ouvert (resp. une couronne
ouverte), alors ∂oX a un élément (resp. deux éléments). Si (après extension à la clôture algébrique)
le cardinal de ∂oX est fini, nous le notons par N(X). Dans ce cas nous posons

χc(X) := 2− 2g(X)−N(X) . (0.48)

Si b ∈ ∂oX est un germe de segment à l’infini correspondant à un germe de pseudo-couronne Cb,
alors on pose

Irrb(F ) = −∂bH∅,r(−,F|Cb) (0.49)

où r est le rang de F , ∂bH∅,r(−,F|Cb) est la pente sur b de la hauteur totale après localisation à
Cb, et b est orienté vers l’intérieur de X.

Un premier théorème globale est le suivant, qui constitue l’analogue de la formule d’indice de
P.Deligne pour les équations différentielles à coefficients méromorphes sur les courbes [Del70, 6.21]
(voir également [Kat90, (2.9.8.2)] et [Mal74]) :

Th�eor�eme 18. Supposons X connexe et soit r le rang de F . Supposons de plus que

i) tout point de S − ∂X de type 2 satisfait la condition (TR) ;

ii) F est finiment contrôlée sur X ;

iii) F est libre de nombres de Liouville le long de ΓS ;

iv) les rayons RS,i(x,F ) de F sont tous spectraux non solubles en chaque point de ∂X.

Alors la cohomologie de de Rham de F est de dimension finie et nous avons la formule d’indice
suivante

χdR(X,F ) = χc(X) · rank(F )− IrrX(F ) , (0.50)
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où

IrrX(F ) =
∑
x∈∂X

[ddcHS,r(x,F ) + r · χ(x, S)]−
∑
b∈∂oX

Irrb(F ) . (0.51)

La preuve de ce théorème se réduit par une suite de Mayer-Vietoris aux théorèmes d’indice
suivants, qui ont un caractère plus locale :

i) le Théorème 16 d’indice local de Christol-Mebkhout sur les points de S − ∂X ;

ii) le Théorème d’indice sur un disque ouvert, et rayons log-affines au bord ;

iii) le Théorème d’indice sur une couronne ouverte, et rayons log-affines ;

iv) Le Théorème d’indice sur un point à la frontière ∂X de X, et tous les rayons spectraux non
solubles en x.

Nous ne détaillerons pas ces théorèmes dans l’introduction. Le trois premiers sont dus à Christol
et Mebkhout sous une condition de solubilité pour des équations sur l’anneau de Robba. Nous les
généralisons grâce au Théorème de finitude locale 7, et au Théorème de décomposition locale 8.
Nous mentionnons juste le fait que le Théorème d’indice sur un disque du point ii) se démontre
avec des techniques d’indice généralisé comme dans [CM00], et il est basé sur des méthodes de
perturbations compactes en analyse p-adique.

Équations non finiment contrôlées. Si la courbe X est de genre fini, ΓS n’est pas forcement
topologiquement fini (i.e. une réunion finie d’intervalles). Par exemple on peut avoir un disque ouvert
privé des zéros d’une fonction analytique non bornée.

L’hypothèse principale du Théorème 18 consiste à demander que F soit finiment contrôlée.
Cela entraine que X est de genre fini, et aussi que les graphes ΓS et ΓS(F ) = ∪iΓS,i(F ) sont
topologiquement finis. C’est donc une condition assez restrictive, que nous ne faisons que de manière
auxiliaire dans [PP13b]. Notamment cette hypothèse est automatiquement vérifiée sur des ouverts
relativement compacts de X obtenus en sectionnant la courbe de manière appropriée le long de ΓS
(i.e. en prenant l’image inverse par la rétraction de certaines partitions de ΓS). C’est en exprimant X
comme réunion croissante de ces ouverts, et en utilisant le Théorème 17, qu’on obtient le théorème
plus fin suivant qui donne une condition nécessaire et suffisante pour la finitude dimensionnelle de
la cohomologie.

Pour x ∈ S − ∂X nous posons

χ(x, S,F ) := χ(x, S)−
∑
b

Irrb(F ) ∈ Z , (0.52)

où b parcourt les directions sortantes de x appartenant à ΓS .

Nous notons par D∂X la famille des disques ouverts dans X dont la frontière est un point de
∂X. Nous notons par bD le germe de segment sortant de ∂X contenu dans D.

Th�eor�eme 19. Soit X une courbe de genre fini n’ayant qu’un nombre fini de composantes connexes,
et telle que ces dernières soient toutes non propres. Supposons que les rayons de F soient tous
spectraux non solubles en les points de la frontière ∂X. Soit S une pseudo-triangulation non vide
adaptée à F telle que F est libre de nombres de Liouville le long de ΓS, et telle que tout point de
S − ∂X vérifie l’hypothèse (TR). Supposons de plus que χ(x, S) 6 0 pour tout point de S − ∂X.
Alors F a une cohomologie de de Rham de dimension finie si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

i) χ(x, S,F ) 6= 0 au plus pour un nombre fini de points de S ;

ii) ∂bH∅,bD(−,F|D) 6= 0 au plus pour un nombre fini de disques ouverts D dans D∂X .
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Dans ce cas on a

χdR(X,F ) =
∑

x∈S−∂X
χ(x, S,F ) +

∑
D∈D∂X

χdR(D,F ) . (0.53)

L’hypothèse χ(x, S) 6 0 n’est pas restrictive. Elle signifie que (après changement de base à
un corps algébriquement clos) les points finaux de ΓS ne sont pas de genre 0. Notamment on peut
montrer que si X n’est pas un disque on peut toujours simplifier la triangulation de sorte à satisfaire
cette hypothèse.

Remarquons par ailleurs le caractère opérationnel de l’énoncé. Notamment, si une équation F
est donnée, ses rayons sont difficiles à calculer et encore plus le graphe ΓS(F ). On peut en mesurer
la complexité en regardant les calculs que nous avons développé pour les équations de rang un sur
la droite affine qui nécessite toute la machinerie des vecteurs de Witt.

Il semble raisonnable de supposer de connâıtre au moins la valeur des rayons de F sur le squelette
ΓS de la courbe. Nous remarquons alors que :

i) si une triangulation S qui rencontre toutes les composantes connexes de X est donnée, on peut
facilement l’augmenter en une triangulation S′ adaptée à F en rajoutant les points de ΓS où
les rayons de F ont un changement de pente, de sorte que ΓS = ΓS′ ;

ii) ensuite le calcul de χ(x, S,F ), x ∈ S, se fait sans connâıtre les rayons en dehors de ΓS ;

iii) le théorème d’indice sur un disque ouvert (que nous n’avons pas détaillé dans l’introduction)
permet de connâıtre χdR(D,F ) en regardant uniquement la pente des rayons à la frontière
ouverte de D. Signalons également qu’on peut voir que pour tout i nous avons Hi

dR(X,F ) =
Hi

dR(Int(X),F|Int(X)), ce qui permet d’éliminer les points à la frontière.

Pour terminer, nous signalons que les conditions du Théorème 19 n’entrainent pas la finitude
des graphes contrôlants de F . En effet les conditions du théorème ne concernent que la hauteur
HS,r(−,F ) du polygone de Newton des convergences, et non pas les rayons individuellement. Il est
facile de se faire un exemple explicite (à l’aide du théorème de Young [You92]) d’une équation sur
un disque ouvert qui a une cohomologie de dimension finie, dont tous les graphes sont infinis. Nous
donnons un tel exemple dans la section 15.4.

Relative compacité VS surconvergence. Nous avons spécialisé les résultats de finitude
cohomologique au cadre d’une courbe qui est surconvergente dans une autre, ayant également des
singularités méromorphes. Nous ne détaillerons pas ces notions dans l’introduction. Nous souhaitons
seulement signaler que la notion de surconvergence inventée par Dwork, et adoptée en cohomologie
rigide, donne une cohomologie de dimension finie grâce au fait qu’on est dans un cadre de compacité
relative (un voisinage dans l’autre). La raison est que lorsque on est dans un cadre de compacité
relative, les équations différentielles sont automatiquement finiment contrôlées, et les hypothèses
du Théorème 18 sont vérifiées. Plus précisément nous avons l’énoncé suivant que nous souhaitons
mettre en évidence

Th�eor�eme 20. Soit U ⊂ X un domaine analytique relativement compact dans X, dont la frontière
est finie, et tel que les points de U − ∂U satisfont la propriété (TR).

Supposons que les rayons de F sont tous spectrales non solubles en les points de ∂U .

Supposons de plus que U ait une pseudo-triangulation SU telle que ΓSU est topologiquement fini
et que F est libre de nombres de Liouville le long de ΓSU .

Alors les groupes de cohomologie de de Rham de F|U sont de dimension finie, et la formule
(0.50) vaut pour F|U .

XXVI
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Chapitre III : Déformation infinitésimale des équations
différentielles p-adiques sur les courbes de Berkovich

Dans [ADV04] Yves André et Lucia Di Vizio ont découvert une équivalence, appelée déformation,
entre la catégorie des équations différentielles p-adiques, avec structure de Frobenius non spécifiée,
sur l’anneau de Robba et la catégorie des équations aux q-différences, avec les mêmes propriétés, sur
le même anneau. Cette équivalence est le résultat d’une classification fine des deux catégories : d’une
part Y.André avait calculé dans [And02] le groupe Tannakien (0.3) de la catégorie des équations
différentielles p-adiques, d’autre part dans [ADV04] on montre que le groupe Tannakien de la
catégorie des équations aux q-différences est le même. Par conséquence les deux catégories sont
isomorphes à la catégorie des représentations linéaires de ce groupe.

Le foncteur qu’il en résulte préserve par construction les solutions étales, c’est à dire les solutions
dans une extension étale de l’anneau de Robba provenant de la caractéristique p. Par exemple, on
peut voir utilisant (0.19) que la solution étale de l’équation différentielle de Dwork y′ = −π0T

−2y,
peut s’identifier à la série de Taylor à l’infini y := exp(π0T

−1), qui est algébrique sur l’anneau de
Robba car yp = exp(pπ0T

−1) converge sur une couronne s < |T | < 1. Cette équation est déformée
en l’équation aux q-différences

y(qT ) = A(q, T ) · y(T ) , A(q, T ) := exp(π0(q−1 − 1)T−1) , (0.54)

qui a la même solution étale.

Pendant la thèse de doctorat nous avons approché ces phénomènes à travers les équations de
rang un. Ce que nous avons compris est le principe général que les solutions de Taylor sont aussi
préservées par cette équivalence, et que ce fait permet de définir la déformation et avoir l’équivalence
sans besoin de classifier les objets de la catégorie. Par exemple la solution de Taylor de l’équation
de Dwork ci dessus autour d’un point t 6= 0 est y(T, t) = exp(π0(T−1 − t−1)) et on voit qu’elle
est solution aussi de l’équation (0.54) obtenue par déformation. On peut alors retrouver l’équation
déformée (0.54) à partir de la solution de Taylor y(T, t) en posant

A(q, T ) := y(qT, t) · y(T, t)−1 = y(qT, t) · y(t, T ) = y(qT, T ) . (0.55)

La dernière égalité vient d’une propriété de cocycle de la série y(T, t) car elle représente la stratifi-
cation χ attachée à l’équation différentielle, dont nous parlerons dans un instant. La solution y(T, t)
converge sur un voisinage de la diagonale de C × C où C est la couronne sur laquelle est définie
l’équation différentielle. Donc, si q est suffisamment proche de 1, y(qT, T ) converge et appartient à
l’anneau de Robba. Cet exemple se généralise à tout rang et toute équation.

Sur cette base, nous avons donc donné dans [Pul08] une autre définition du foncteur de déformation,
ne faisant intervenir que les solutions de Taylor et rien d’autre. Notamment cette construction ne
demande aucune hypothèse particulière (solubilité, Frobenius, exposants, ...), mais seulement une
certaine compatibilité entre les rayons de l’équation et la taille de |q − 1|. Cela nous a permis
dans [Pul08] de globaliser l’équivalence de [ADV04] à des domaines affinöıdes de la droite affine et
de déduire, par déformation à partir des équations différentielles, les résultats de classification de
[ADV04] et [DV04] de la catégorie des q-différences, en particulier l’égalité des groupes Tannakiens
et la quasi-unipotence des équations aux q-différences avec structure de Frobenius sur l’anneau de
Robba.

Dans un travail ultérieur [Pul14a] nous avons raffiné ces méthodes pour les appliquer à toute
courbe quasi-lisse de Berkovich, et à une classe d’automorphismes que nous appelons infinitésimaux
et qui sont proches de l’identité.
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Déformation.

Nous souhaitons maintenant expliquer de manière plus spécifique, mais informelle, la définition
du foncteur de déformation dans le cadre des automorphismes infinitésimaux.

Soit X une courbe quasi-lisse de Berkovich, munie d’une pseudo-triangulation S, et soit σ : X →
X un automorphisme de courbes K-analytiques. Nous dirons que σ est S-infinitésimal si pour tout
x ∈ X, σH (x) stabilise globalement le disque maximal D(x, S). Cela entrâıne en particulier que σ
est l’identité sur ΓS et qu’il stabilise globalement toutes les composantes connexes de X − ΓS (qui
sont nécessairement des disques ouverts).

Maintenant, on peut montrer que, pour tout x, dans le disque ouvert D(x, S) il existe un plus
petit disque fermé D+

S (x, σ) (éventuellement réduit à un point) contenant tx qui est globalement
stabilisé par σH (x). Tout disque intermédiaire est aussi globalement stabilisé. Si Rσ et R sont les

rayons de D+
S (x, σ) et D(x, S) respectivement on pose

RS(x, σ) := Rσ/R . (0.56)

Notons par ΓS(σ) graphe contrôlant de la fonction RS(−, σ) : X → R>0. Un premier résultat est le
résultat de finitude suivant :

Th�eor�eme 21. La fonction RS(−, σ) est continue, log-affine par morceaux sur les segments de X,
et son graphe contrôlant ΓS(σ) est localement fini. De plus si C est une composante connexe de
X − S, il existe une fonction f ∈ O(C), et un α ∈ R, tels que RS(x, σ) = α|f(x)| pour tout x ∈ C.
En particulier RS(−, σ) est harmonique en dehors de S, et si σ 6= IdX , alors les points finaux de
ΓS(σ) qui n’appartiennent pas à ΓS sont les points rigides de X qui sont fixés par σ.

La preuve de ce théorème est facile sur un domaine analytique de la droite affine, mais sa
globalisation à la courbe X n’est pas évidente, et nécessite la machinerie de [PP12b].

Considérons maintenant une équation différentielle F sur X. Nous dirons que F est σ-compatible
si ses solutions convergent sur D+

S (x, σ). Cela signifie que pour tout x ∈ X nous avons

RS,1(x,F ) > RS(x, σ) . (0.57)

On montre que demander cette condition pour tout point de X équivaut à la demander pour les
points de S et les germes de segments à l’infini ∂oX.

Si Σ est une famille d’automorphismes S-infinitésimaux, un Σ-module sur X est un OX -module
localement libre de rang fini F avec un isomorphisme OX -linéaire σ : F

∼−−→ σ∗F , pour tout σ ∈ Σ.

Nous dirons qu’une équation différentielle (F ,∇) est Σ-compatible si elle est σ-compatible pour
tout σ ∈ Σ.

Th�eor�eme 22. Si F est Σ-compatible, alors il existe une structure canonique de Σ-module sur F ,
qu’on appelle déformation de (F ,∇). Cette structure est caractérisée par le fait que les solutions
de Taylor de l’équation différentielle sont aussi solutions du Σ-module obtenu par déformation.

Tout morphisme entre deux équations différentielles Σ-compatibles commute aussi aux structures
de Σ-modules obtenus par déformation.

Le théorème donne un foncteur fidèle

DefS,Σ : {Équations différentielles Σ− compatibles}/X −−→ {Σ−modules}/X (0.58)

La preuve est basée sur la notion de stratification. Notamment si p1, p2 : X ×X → X sont les
projections. La donnée de l’équation différentielle ∇ : F → F ⊗ Ω1

X équivaut à la donnée d’une
stratification sur X, qui est un isomorphisme χ : (p∗2F )|T

∼−−→ (p∗1F )|T , au dessus d’un voisinage
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ouvert T admissible non spécifié de la diagonale de X ×X. Localement sur X, la matrice de χ est
une solution de l’équation différentielle F (comme y(T, t) ci plus haut).

Pour démontrer le Théorème 22 on montre que la condition (0.57) entrâıne qu’il existe un
voisinage admissible de la diagonale T sur lequel la stratification converge et tel que l’image du
morphisme

∆σ : X −−→ X ×X , ∆σ(x) := (σ(x), x) , (0.59)

est contenue dans T . La structure de Σ-module s’obtient alors par pull-back de χ par ∆σ :

F = ∆∗σp
∗
2F

∆∗σ(χ)−−−−−→ ∆∗σp
∗
1F = σ∗F . (0.60)

L’existence de T est le point clé, et il repose sur les Théorèmes 7 et 21, et le comportement des
fonctions RS,1(−,F ) et RS(−, σ).

Pleine fidélité.

Nous avons montré la pleine fidélité du foncteur de déformation pour certains types de familles
d’automorphismes Σ qu’on appelle non dégénérées. Si X est connexe, ce sont des familles pour les
quelles il existe un point x ∈ X tel que pour tout disque ouvert D tel que

⋃
σ∈ΣD

+
S (x, σ) ⊂ D ⊂

D(x, S) on a

O(D)ΣΩ = Ω . (0.61)

Cette condition est facile à tester dans la pratique car si Tx est une coordonnée sur D(x, S), alors
il suffit d’avoir une suite {σn}n dans le groupe 〈Σ〉 engendré par Σ telle que la famille des normes
{|Tx ◦ σn − Tx|(x)}n − {0} admet 0 comme point d’accumulation. Par exemple si Σ = {σq} est la
multiplication par q d’un affinöıde de la droite affine, alors σq est non dégénérée si et seulement si
q n’est pas une racine de l’unité.

Th�eor�eme 23. Si l’action de la famille Σ est non dégénérée, alors le foncteur DefS,Σ est pleinement
fidèle.

Par ailleurs on sait que sans la condition de non dégénérescence la catégorie d’arrivée peut-être
R-linéaire par rapport à un anneau strictement plus grande que K, et donc les deux catégories ne
peuvent pas être isomorphes. Un exemple est donné par les équations aux q-différences quand q est
une racine de l’unité.

La preuve du Théorème 23 est basée sur le fait que les morphismes de l’équation différentielle,
et aussi de sa déformation, se plongent dans les morphismes de la restriction F|D. De plus par
hypothèse F est triviale sur D si D est assez petit. La condition (0.61) revient à demander alors
que l’espace des morphismes entre Σ-modules triviaux sur D ait la même dimension sur Ω que
l’espace des morphismes entre équations différentielles triviales.

Nous décrivons l’image essentielle du foncteur DefS,Σ dans le cas des équations aux différences
sur la droite, c’est à dire σ(T ) = qT + h. Nous en reparlerons plus en détail dans un instant.

Analyticité de l’action de Σ.

Nous avons également obtenu une version analytique des résultats précédents. Supposons avoir
un groupe K-analytique G agissant sur X par automorphismes infinitésimaux (le formalisme ici est
celui de [Mum08, Section 12]), alors le foncteur de déformation fournit une structure de G-module
analytique sur F qui est compatible à l’équation différentielle. Cette structure est connue aussi
sous le nom de D-module G-équivariant sur X (cf. [MFK94], [Kas89]). De manière informelle nous
obtenons l’énoncé suivant
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Th�eor�eme 24. Soit G un groupe K-analytique agissant sur X de manière infinitésimale. Alors il
existe un foncteur fidèle qui est l’identité sur les morphismes

{Équations différentielles G-compatibles}/X −−→ {G-modules analytiques}/X . (0.62)

Si de plus l’action de G est non dégénérée, alors le foncteur est aussi pleinement fidèle.

De manière informelle cela revient à demander que G agisse semi-linéairement sur F (i.e. de
manière à relever l’action de G sur OX) par matrices dont la dépendance en les éléments de G est
analytique.

Si le quotient [X/G] de X par l’action de G existe, le Théorème 22 signifie qu’une équation
différentielle G-compatible sur X, donne un fibré sur [X/G]. Dans notre contexte le quotient n’existe
pas forcement dans la catégorie des espaces K-analytiques, et donc il faut le remplacer par l’objet
simplicial attaché à l’action de G sur X (nous renvoyons au texte pour la définition) :

G×G×X
d0

−→d1
−→
d2−→

G×X
pX−→−→µ X . (0.63)

c’est-à-dire un Champ comme dans [Tho87].

De ce point de vue, le résultat est similaire au résultat de J.Sauloy [Sau09] où dans la théorie
des équations aux q-différences sur les nombres complexes l’auteur montre qu’une certaine classe
d’équations aux q-différences est équivalente à une catégorie de fibrés sur la courbe elliptique
C∗/qZ = [X/G].

Quasi-unipotence sur l’anneau de Robba.

Dans la situation plus locale des équations différentielles sur l’anneau de Robba nous déduisons
du Théorème 22 l’analogue suivant du théorème de monodromie locale p-adique que nous écrivons
sous une forme informelle :

Th�eor�eme 25. Tout Σ-module sur l’anneau de Robba obtenu par déformation d’une équation
différentielle avec structure de Frobenius (non spécifiée) est quasi-unipotent.

Ce résultat permet d’obtenir une caractérisation de l’image essentielle du foncteur de déformation
pour les équations différentielles avec structure de Frobenius sur l’anneau de Robba.

La preuve nécessite le Σ-analogue du théorème d’existence de Katz du foncteur d’extension
canonique [Kat87b], [Mat02].

Dans le cas des q-différences, le Théorème 25 est le résultat central de [ADV04]. Comme men-
tionné nous le déduisons de la déformation, alors que André-Di Vizio le déduisent d’une classification
des équations aux q-différences sur l’anneau de Robba avec structure de Frobenius.

En particulier, nous souhaitons signaler que le Frobenius ne joue aucun rôle dans notre contexte,
ni la solubilité. La déformation est définie sous l’hypothèse de compatibilité (0.57), et ensuite nous
restreignons le contexte aux équations différentielles avec structure de Frobenius pour déformer le
résultat de classification de [And02].

Équations aux différences.

Le contexte maintenant est celui de la droite affine A1,an
K . Nous spécialisons les résultats de

déformation d’avant au cas d’un automorphisme σ d’un domaine analytique de A1,an
K de la forme

σq,h(T ) = qT + h , q ∈ K× , h ∈ K . (0.64)

Si h = 0, nous avons les équations aux q-différences, si q = 1 nous parlerons d’équations aux
différences finies, et dans le cas général nous parlerons simplement équations aux différences.
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Nous commençons par caractériser les domaines analytiques de P1,an
K qui sont stables par σq,h.

Et nous précisons que si q = 1 et h 6= 0, ou si q n’est pas une racine de l’unité, alors l’action de σq,h
est non dégénérée. Ensuite, sous les mêmes hypothèses sur q et h, nous montrons comment obtenir
le (q, h)-développement classique de Taylor d’une fonction sur un disque. C’est une écriture du type

f(T ) =
∑
n>0

dnq,h(f)(c) ·
(T − c)[n]

q,h

[n]!q
(0.65)

où c est le centre du disque, dq,h(f) :=
σq,h(f)−f
σq,h(T )−T , et (T − c)[n]

q,h/[n]!q sont les symboles usuels dans

ce contexte. À l’aide de cette formule, on peut définir une solution de Taylor formelle qui est un
symbole qui devient la matrice d’une stratification dès qu’une condition de compatibilité analogue
à (0.57) est satisfaite. Cette condition cöıncide avec (0.57) a fortiori (après avoir montré qu’on a
une vraie stratification).

On obtient ainsi une caractérisation de l’image essentielle de la déformation, et au même temps
un foncteur inverse nommé confluence.

Finalement nous spécialisons le Théorème 24 à ce contexte. Nous définissons sur G := Gan
m ×A

1,an
K

une loi de groupe K-analytique et nous montrons que, si X est un domaine affinöıde de A1,an
K , alors la

donnée d’une équation différentielle correspond à celle d’une action infinitésimale d’un sous-groupe
ouvert de G non spécifié (un germe d’action analytique de G).

Racines de l’unité. Supposons que q soit une racine de l’unité. La déformation d’une
équation différentielle σq,h-compatible existe sans obstruction, mais nous ne pouvons pas espérer
d’avoir un foncteur pleinement fidèle car, si q est une racine de l’unité la catégorie d’arrivée est
R-linéaire par rapport à un anneau R qui contient strictement K.

Si par exemple (q, h) = (1, 0) la catégorie des équations aux (1, 0)-différences est juste la catégorie
des OX -modules munis d’un automorphisme. Dans ce cas pour retrouver l’information il faut rem-
placer la catégorie par celle des équations différentielles.

La raison est, comme nous venons de le voir, que si X est un domaine affinöıde de la droite,
dès qu’on a une équation différentielle on a automatiquement l’action analytique de tout un sous
groupe ouvert de G suffisamment petit. Et cette action est non dégénérée. Ce groupe est du type
Gτ,ν := D−(1, τ)×D−(0, ν), 0 < τ < 1, ν > 0, et en faisant tendre (q, h) vers (1, 0) selon la direction
tangente (a, b) on retrouve un opérateur qui correspond à l’action de (aT + b) d

dT sur F . Finalement
l’objet déformé se retrouve toujours avec cet opérateur tangent, même si on est sur une racine de
l’unité.

Guidés par ces considérations nous avons introduit, dans [Pul08], dans le cadre des équations aux
q-différences, la catégorie des (σq, δq)-modules, qui se déforme “sans pathologies” pour n’importe
quel q.

La fonction Γp p-adique de Morita et les fonctions L p-adiques de Kubota-Leopoldt.

Dans [Mor75] Y.Morita a défini la fonction Gamma p-adique Γp comme interpolation p-adique de
la fonction Gamma classique. Il a montré qu’elle est localement analytique sur Zp (cf. voir également
[Dia77] et [Rob00, p.376]). Ensuite il a montré que les coefficients de son développement de Taylor
à l’origine, sont des valeurs spéciales de certaines fonctions L p-adiques.

Plus tard Dwork [Dwo82b], en appliquant des méthodes non cohomologiques introduite par
D.Barsky [Bar80], a été capable de calculer l’exact rayon d’analyticité de la fonction Γp sur un
voisinage des points 0, . . . , p− 1 (centres des classes résiduelles de Zp).

Nous utilisons ces résultats, et nous montrons, comme conséquence de la déformation, que
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le développement analytique Γ0
p(T ) à l’origine de Γp est la solution de Taylor d’une équation

différentielle d’ordre un sur le disque unité ouvert.

Th�eor�eme 26. La fonction Γ0
p(T ) est solution d’une équation différentielle y′ = g0(T ) · y telle que

g0(T ) ∈ O(D−(0, 1)) ⊂ Qp[[T ]].

La preuve se fait en interprétant l’équation fonctionnelle

Γ0
p(T + pn) = A(1, pn;T )Γ0

p(T ) , A(1, pn;T ) = −
pn−1∏

i=1,(i,p)=1

(T + i) (0.66)

comme une équation aux différences finies, et en calculant de proche en proche l’équation différentielle
obtenue par confluence.

Le Théorème 26 est écrit sous une autre forme dans [Rob00, p.376], et il n’est donc pas vraiment
nouveau. L’aspect nouveau réside dans les méthodes utilisées, qui se réduisent dans notre contexte
à un calcul de rayon de convergence.

Plus précisément nous précisons le rayon de convergence de l’équation différentielle sur les points
du type x0,ρ, ρ > 0, ainsi que la norme de g0(T ) en ces points. Cette norme est strictement liée à la
valuation p-adique de certains valeurs de fonctions L.

Nous obtenons finalement le résultat suivant :

Th�eor�eme 27. Soit ωp le caractère de Teichmüller Dirichlet correspondant au nombre premier p, et
soit Lp(−, ωp) la fonction L p-adique de Kubota-Leopoldt correspondante au caractère de Teichmüller
Dirichler ωp correspondant au nombre premier p. Alors pour tout n > 1 on a

vp(Lp(1 + pn−1(p− 1), ωp
n−1(p−1)
p )) = vp(ζp(1 + pn−1(p− 1))) = −n , (0.67)

où vp est la valuation p-adique de Zp normalisée par vp(p) = 1. De plus pour tout m > 0 on a

vp(Lp(1 + 2m,ω2m
p )) >

{
0 if 0 6 2m 6 (p− 1)
−n if pn−1(p− 1) 6 2m < pn(p− 1) , n > 1 .

(0.68)

Le théorème donne en particulier une preuve du fait que la fonction Zeta p-adique ζp a un pôle
en T = 1. Comme déjà mentionné, l’aspect qui nous semble important est le fait que ces estimations
sont obtenues avec des méthodes d’équations différentielles et rayon de convergence.

Maintenant, pour `, k > 1, considérons la somme

S`(k) =
k−1∑

i=1,(i,p)=1

1

i`
. (0.69)

Cette somme, et bien d’autres, a été étudiée par divers auteurs modulo puissances de p [Dic52,
pp. 95-103]. Un résultat de L.Washington [Was98] permet de l’exprimer comme somme de valeurs
de certaines fonctions L p-adiques de Kubota-Leopoldt en certains entiers positifs. Des résultats
similaires ont été trouvés par D.Barsky [Bar83].

Nous donnons également une expression explicite de S`(p
n), basée sur l’équation fonctionnelle

et différentielle satisfaite par la fonction Γ0
p(T ).

Note. La déformation parâıt dans plusieurs processus. Nous en donnons quelques exemples :

– La déformation apparâıt in [CM02, 7.1] pour démontrer l’indépendance du choix du Frobenius.
– La σq,0-déformation, avec q ∈ µp une racine p-ème de l’unité, parâıt dans le livre de Kedlaya

[Ked10, 10.4.2] sous le nom de “Taylor series” pour démontrer l’existence de l’antécédent par
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Frobenius d’une équation différentielle (F ,∇). Notamment l’antécédent cöıncide naturelle-
ment avec le sous-espace de (F ,∇) des points fixes par l’action de µp sur (F ,∇) obtenue par
déformation de ∇.

– La déformation apparâıt aussi dans [Ked13, 3.2.2, 3.2.6] pour montrer l’existence de certains
sous-modules de rang un.
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Équations différentielles p-adiques

Chapitre I : Théorie abélienne des équations différentielles
solubles sur un germe de couronne

Ce chapitre concerne les articles [Pul05b], [Pul07], [CP09], [Chr11]. Un complément est donné
dans l’appendice A.

Nous signalons également les articles suivants qui sont en relation avec les arguments traités dans
ce chapitre (voir aussi l’introduction, pour les localiser dans un contexte plus générale) : [Rob85],
[CC96], [Mat95], [Ked07], [Xia10], [TP12], [PV11], [Ric14].

1. Vecteurs de Witt

Nous ferons référence à [Bou06, Chap. IX] pour les questions inhérentes aux vecteurs de Witt.

Soit p > 1 un nombre premier. Pour tout m > 0 posons

φm(X0, . . . , Xm) := Xpm

0 + pXpm−1

1 + p2Xpm−2

2 + · · ·+ pmXm . (1.1)

Soit A un anneau commutatif (pas nécessairement avec unité). Notons par AN l’anneau produit de
copies de A indexé sur N. Notons par W(A) l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans A.
En tant qu’ensemble W(A) cöıncide avec l’ensemble AN. La loi de groupe est définie implicitement,
nous allons la décrire en quelque ligne. Notons par

φ : W(A) −−→ AN , (1.2)

la fonction fantôme qui associe à tout (a0, a1, . . .) ∈W(A) la suite

φ(a0, a1, . . .) := (φ0(a0), φ1(a0, a1), φ2(a0, a1, a2), . . .) . (1.3)

On montre que les opérations de AN stabilisent l’image de φ de manière fonctorielle en A, et que cela
définit “par transport de structure” les opérations de W(A). Autrement dit il existent des opérations
uniques dans W(A) qui rendent φ : W(A)→ AN un morphisme de foncteurs en anneaux.

Cela ne signifie pas que φ soit injective. Notamment si la multiplication par p dans A est

l’application nulle, alors φ(a0, a1, . . .) = (a0, a
p
0, a

p2

0 , . . .), et l’image de φ ne donne aucune information
utile. L’existence des opérations se montre avec les lemmes ci plus bas.

On peut toujours augmenter un anneau sans unité A de manière à avoir un anneau avec unité.
À partir de maintenant nous ne travaillerons donc qu’avec des anneaux avec unité, sauf mention
explicite du contraire.

Lemme 1.0.1 ([Bou06, Chap. IX, §1, N.2, Prop. 2]). Soit A un anneau commutatif avec unité.
Alors

i) Si p est inversible dans A, φ est une bijection ;

ii) Si p n’est pas diviseur de 0 dans A, φ est injective. 2

Lemme 1.0.2. Si A est un anneau commutatif avec unité, il existe un morphisme surjectif d’an-
neaux A′ → A, où A′ est un anneau avec unité, tel que p ne divise pas 0 dans A′.

Démonstration. Si p n’est pas diviseur de 0, alors on peut prendre A′ = A. Si p divise 0, alors A
est un anneau sur Z/nZ pour un n > 1 convenable. Si Z/nZ[{Xa}a∈A] est l’anneau de polynômes
en une famille d’indéterminées {Xa}a∈A indexée sur A, il est clair qu’on a un morphisme surjectif
d’anneaux Z/nZ[{Xa}a∈A]→ A qui envoie Xa dans a. On peut alors prendre A′ := Z[{Xa}a∈A].

Ces lemmes donnent également une voie opérationnelle pour comprendre le résultat d’une
opération dans W(A). Notamment on relève les termes dans A′, et on regarde le résultat de
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l’opération sur les composantes fantôme, où les opérations se font facilement composante par com-
posante. Puis on transporte le résultat en arrière dans W(A).

1.1. Frobenius et Verschiebung.

Pour tout anneau A, notons par

v(φ0, φ1, . . .) := (0, pφ0, pφ1, . . .) (1.4)

f(φ0, φ1, . . .) := (φ1, φ2, . . .) (1.5)

On peut montrer que f est un endomorphisme de foncteurs en anneaux de AN qui stabilise l’image
de W(A) par φ. Il donne donc lieu à on endomorphisme fonctoriel d’anneaux de W(A) noté

F : W(A)→W(A) , (1.6)

dont la description explicite est compliquée. L’endomorphisme F s’appelle le Frobenius de W(A).

Si p = 0 dans A, et si F : A → A dénote l’endomorphisme F(a) = ap, alors F définit par
fonctorialité un endomorphisme d’anneaux encore noté par F

F : W(A)→W(A) , F(a0, a1, . . .) = (ap0, a
p
1, . . .) . (1.7)

On peut montrer que F cöıncide avec F sur W(A).

De l’autre coté, on voit facilement que v est un endomorphisme fonctoriel AN-linéaire de AN vers
AN qui stabilise l’image de φ et qui définit l’opération

V : W(A)→W(A) , V(a0, a1, . . .) := (0, a0, a1, . . .) (1.8)

dans W(A). Alors V est un endomorphisme fonctoriel W(A)-linéaire de W(A), qui s’appelle Ver-
schiebung, et l’image de V est un idéal de W(A).

Lemme 1.1.1. L’endomorphisme FV de W(A) est la multiplication par p.

Si de plus p = 0 dans A, alors on a VF = FV = p, et p(a0, a1, . . .) = (0, ap0, a
p
1, . . .).

1.2. Vecteurs de Witt de longueur finie.

On note par

Wm(A) := W(A)/Vm+1W(A) . (1.9)

On peut identifier les éléments de Wm(A) avec des suites (a0, . . . , am) d’éléments de A.

L’endomorphisme V : W(A)→W(A) induit, pour tout m > 0, une inclusion W(A)-linéaire

V : Wm(A)→Wm+1(A) , V(a0, . . . , am) := (0, a0, . . . , am) . (1.10)

D’autre part, comme FV = p, on a FVm+1W(A) ⊆ pVmW(A) ⊆ VmW(A). L’endomorphisme
F : W(A)→W(A) induit alors un morphisme d’anneaux

F : Wm(A)→Wm−1(A) . (1.11)

Nous avons encore FV = p : Wm(A)→Wm(A).

Si p = 0 dans A, nous noterons par

F : Wm(A)→Wm(A) , F(a0, . . . , am) := (ap0, . . . , a
p
m) , (1.12)

l’endomorphisme d’anneaux obtenu par fonctorialité du morphisme de Frobenius F : A → A,
F(a) = ap. Remarquons alors que F 6= F, et que F(a0, . . . , am) = (ap0, . . . , a

p
m−1).
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1.3. Covecteurs (unipotents).

On appelle covecteurs (unipotents) la limite inductive

CW(A) := lim−→
m

(Wm(A)
V→Wm+1(A) · · · ) (1.13)

C’est un W(A)-module, réunion des Wm(A) par les inclusions V : Wm(A)→Wm+1(A), dont les
éléments s’identifient à des suites (· · · , 0, 0, 0, a0, a1, . . . , am).

Si p = 0 dans A, comme FV = VF, le Frobenius F : Wm(A) → Wm(A) induit un endomor-
phisme de W(A)-modules de CW(A) :

F : CW(A)→ CW(A) , F(· · · , 0, 0, 0, a0, . . . , am) := (· · · , 0, 0, 0, ap0, . . . , a
p
m) . (1.14)

Notons par F − 1 l’endomorphisme différence de F et l’identité. Le noyau de F − 1 s’identifie à
CW(AF=1), où AF=1 est le sous-anneau de A formé par les éléments a tels que ap = a.

En particulier, notons Fp le corps à p éléments. Comme Wm(Fp) s’identifie canoniquement à
Z/pm+1Z, on peut voir que

CW(Fp) = Qp/Zp . (1.15)

1.4. Théorie d’Artin-Schreier-Witt

Soit k un corps de caractéristique p, et soit ksep sa clôture séparable. Si (· · · 0, 0, a0, . . . , am) ∈
CW(ksep), l’équation

(F− 1)(· · · , 0, 0, x0, . . . , xm) = (· · · , 0, 0, a0, . . . , am) (1.16)

est donné par des équations polynomiales en x0, . . . , xm. Elle trouve alors une solution x dans
CW(ksep). Nous avons donc une suite exacte

0→ CW(Fp)→ CW(ksep)
F−1−−−→ CW(ksep)→ 0 . (1.17)

Donc toute autre solution de (1.16) est donnée par x+ y où y ∈ CW(Fp).
Soit Gk := Gal(ksep/k). Puisque Gk agit par endomorphismes d’anneaux sur ksep, il agit aussi par

fonctorialité, composante par composante, sur CW(ksep), et ses points fixes s’identifient à CW(k).
Regardons les premiers groupes de cohomologie continue de Gk à valeurs dans les termes de la suite
(1.17). Rappelons que le mot continue signifie que

H1
cont(Gk,CW(ksep)) = lim−→

m

lim−→
L/k

H1(Gal(L/k),Wm(L)) , (1.18)

H1
cont(Gk,CW(Fp)) = lim−→

m

lim−→
L/k

H1(Gal(L/k),Wm(Fp)) . (1.19)

où L/k parcourt les extensions finies séparables de k. L’action de Gk sur CW(Fp) est triviale et la co-
homologie des groupes nous dit, que dans ce cas on a H1

cont(Gk,CW(Fp)) = Homcont(Gk,CW(Fp))
(ici le mot continu signifie que tout caractère α : Gk → CW(Fp) provient par composition d’un
morphisme Hom(Gal(L/k),Wm(Fp)), pour une extension finie séparable L/k convenable).

D’autre part on peut montrer qu’on a H1
cont(Gk,CW(ksep)) = 0 (cf. [Bou06, Ch.IX, §1, Ex.18,

p.45]) 9. Par conséquence nous avons une suite exacte

0→ Qp/Zp → CW(k)
F−1−−−→ CW(k)

δ−→ Homcont(Gk,Qp/Zp)→ 0 . (1.20)

Cette suite permet de décrire les caractères abéliens de pm-torsion de Gk, pour tout m > 1.

9. La preuve peut également se faire en montrant par récurrence sur m (à l’aide des cochaines de [Ser62, VII,§3])
que H1(Gal(L/k),Wm(L)) = 0 pour toute extension finie séparable L/k, et tout m > 0, le cas m = 0 étant
H1(Gal(L/k), L) = 0 (cf. [Ser62, X,§1,Prop.1]).
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Remarquons que si α : Gk → Qp/Zp est un tel caractère, son noyau est un sous-groupe H
de Gk d’indice fini. Si a ∈ CW(k) relève α ∈ Homcont(Gk,Qp/Zp) dans la suite (1.20), et si
x = (· · · , 0, 0, x0, . . . , xm) ∈ CW(ksep) est une solution de l’équation

F(x)− x = a , (1.21)

alors

k(x0, . . . , xm) = (ksep)H . (1.22)

C’est une extension Galoisienne finie de k, de groupe de Galois Gk/H ∼= α(Gk).

2. Théorie d’Artin-Schreier-Witt et filtration de ramification pour un corps local de
caractéristique positive.

Supposons maintenant que E soit un corps de valuation discrète complet tel que p = 0 dans E.
Si t est un uniformisant, on sait que

E ∼= k((t)) , (2.1)

où k est le corps résiduel de E (cf. [Bou06, Ch. IX, §3, no. 3, Th. 1]).

Soit T := R/Z. Tout sous-groupe fermé de T est fini (cf. [RZ00]), donc l’image d’un morphisme
continu α : GE → T est finie. Nous avons alors

Homcont(GE,T) = Homcont(GE,Q/Z) =
⋃
n>1

Hom(GE, (n
−1Z)/Z) . (2.2)

C’est un groupe abélien discret qui s’appelle le dual de Pontriagyn de GE. En décomposant chaque
n−1Z/Z ∼= Z/nZ en somme directe de groupes du type Z/`sZ, où ` est premier, on obtient un
isomorphisme canonique

Homcont(GE,Q/Z) =
⊕

`=premier

Homcont(GE,Q`/Z`) . (2.3)

2.1. La filtration de Kato.

K.Kato a défini une filtration sur CW(E) qui induit une filtration quotient sur Homcont(GE,Qp/Zp)
par la suite d’Artin-Schreier-Witt (1.20). À partir de cette filtration on obtient une filtration sur le
dual de Pontriagyn de GE. Cela permet d’associer un conducteur de Swan à tout caractère fini de
GE qui cöıncide avec celui de A.Abbes et T.Saito (cf. [AS02] and [AS09, 9.10]). Dans [CP09] nous
avons calculé explicitement cette filtration.

Soit vt : k((t))→ R∪{∞}, la valuation t-adique de E. Pour tout covecteur (· · · , 0, 0, λ0, . . . , λs) ∈
CW(E) posons

vt(· · · , 0, 0, λ0, . . . , λs) := min
(
ps · vt(λ0), ps−1 · vt(λ1), . . . , vt(λs)

)
. (2.4)

C’est une fonction sur CW(E) qui vérifie vt(0) = +∞, vt(λ1+λ2) > min(vt(λ1), vt(λ2)), vt(F(λ)) =
p · vt(λ). Elle définit donc une filtration sur CW(E) par la règle

Fild(CW(E)) := {λ ∈ CW(E) | vt(λ) > −d} . (2.5)

Soit δ : CW(E)→ Homcont(GE,Qp/Zp) = H1
cont(GE,Qp/Zp) la projection (1.20) de Artin-Schreier-

Witt. On pose

Fild(H
1
cont(GE,Qp/Zp)) := δ

(
Fild(CW(E))

)
. (2.6)

Et si τp dénote la projection sur le p-ème facteur de (2.3), alors

Fild(Homcont(GE,T)) := τ−1
p

(
Homcont(GE,Qp/Zp)

)
. (2.7)
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Si α : GE → T est un caractère continu de GE, nous définissons la conducteur de Swan de α par

sw(α) := min{d > 0 | α ∈ Fild(Homcont(GE,T))} . (2.8)

2.2. Le calcul explicite de la filtration.

Nous souhaitons maintenant calculer cette filtration explicitement. Nous nous bornons dans ce
mémoire à indiquer des ingrédients, et nous renvoyons à [CP09] pour une exposition plus exhaustive.

Lemme 2.2.1. La décomposition k((t)) = t−1k[t−1]⊕ k ⊕ tk[[t]] donne lieu à une décomposition

CW(E) = CW(t−1k[t−1])⊕CW(k)⊕CW(tk[[t]]) . 2 (2.9)

C’est en effet une décomposition en F-modules, i.e. chaque terme est stable par F. On peut
montrer que F est bijectif sur CW(tk[[t]]), et donc que l’image par δ de CW(tk[[t]]) est nulle dans
(1.20).

Lemme 2.2.2. Le terme CW(k)/(F− 1)CW(k) = H1
cont(Gk,Qp/Zp) cöıncide avec la filtration en

degré 0 de H1
cont(GE,Qp/Zp). 2

Nous nous concentrons donc sur le terme CW(t−1k[t−1]) qui contrôle l’inertie sauvage. Pour
cela nous avons généralisé aux covecteurs la décomposition t−1k[t−1] = ⊕d>0k · t−d en monômes, et
ensuite nous avons calculé comment l’endomorphisme F permute les facteurs.

Soit Jp := {n ∈ Z, n > 1, (n, p) = 1}. Soit d = npm > 0, m > 0, n ∈ Jp. Pour tout λ =
(λ0, . . . , λm) ∈Wm(k), nous posons

λt−d := (. . . , 0, 0, λ0t
−n, λ1t

−np, . . . , λmt
−npm) . (2.10)

Lemme 2.2.3. La flèche λ 7→ λt−d de Wm(k) → CW(E) est un morphisme injectif de groupes.
Si CW(−d)(k) ∼= Wm(k) est l’image de cette flèche, on a

CW(t−1k[t−1]) = ⊕d>0CW(−d)(k) . 2 (2.11)

Le Frobenius F agit sur ces monômes comme F(λt−d) = (pλ)t−pd où p = VF : Wm(k) →
Wm+1(k) est l’application (λ0, . . . , λm) 7→ (0, λp0, . . . , λ

p
m). Donc l’inclusion

F : CW(−d)(k) ⊂ CW(−pd)(k) (2.12)

correspond à la multiplication par p

p : Wm(k)→Wm+1(k) , p(λ0, . . . , λm) = (0, λp0, . . . , λ
p
m) . (2.13)

Définissons le groupe des covecteurs tordus par

C̃W(k) := lim−→
m

(
Wm(k)

p−→Wm+1(k)
p−→ · · ·

)
. (2.14)

Si k est parfait, alors CW(k) et C̃W(k) sont isomorphes. Tout comme CW(k), C̃W(k) a une
filtration naturelle :

Film(C̃W(k)) := Wm(k) , (2.15)

où nous avons identifié Wm(k) avec son image dans C̃W(k).

En explicitant le quotient par (F− 1) nous avons obtenu le résultat suivant :

Théorème 2.2.4 ([CP09]). Nous avons les descriptions suivantes :
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i) Nous avons

H1
cont(GE,Qp/Zp) =

CW(E)

(F− 1)CW(E)
∼= C̃W(k)(Jp) ⊕ CW(k)

(F− 1)CW(k)
, (2.16)

où C̃W(k)(Jp) est la somme directe de copies de C̃W(k) indexée sur Jp.
ii) Pour d = 0 on a

Fil0(H1
cont(GE,Qp/Zp)) =

CW(k)

(F− 1)CW(k)
. (2.17)

et pour d > 1 on a

Fild(H
1
cont(GE,Qp/Zp)) = ⊕n∈JpFilmn,d(C̃W(k))⊕ CW(k)

(F− 1)(CW(k))
, (2.18)

où mn,d := max{m > 0 | npm 6 d}. En particulier le d-gradué est donné par

Grd(H
1
cont(GE,Qp/Zp)) =


Wvp(d)(k)/pWvp(d)(k) si d > 0 ;

CW(k)

(F−1)CW(k)
si d = 0 ,

(2.19)

où vp(d) est la valuation p-adique de d.

3. Exponentiels

Soit Jp := {n ∈ Z, n > 1, (n, p) = 1}.

3.1. Exponentiel d’Artin-Hasse

Soit A 7→ 1 + TA[[T ]] le foncteur en groupes abéliens dont la loi de groupe est donnée par la
multiplication de séries. Nous avons un morphisme de foncteurs en groupes abéliens

E(−, T ) : W(A) → 1 + TA[[T ]] , E((a0, a1, . . .), T ) :=
∏
n∈Jp

∏
m>0

(1− anmTnp
m

)−
µ(n)
n (3.1)

où

µ(n) :=


1 si n = 1;
0 si n a un facteur carré (i.e. si k2|n avec k > 2);

(−1)r si la factorisation de n en nombres premiers est
n = p1 · p2 · · · pr, avec pi 6= pj pour i 6= j.

(3.2)

Supposons que A soit une Z[1/p]-anneau. Dans ce cas nous avons

E((a0, a1, . . .), T ) = exp
(
φ0T + φ1

T p

p
+ φ2

T p
2

p2
+ · · ·

)
(3.3)

où (φ0, φ1, . . .) est le vecteur fantôme associé à (a0, a1, . . .). Le fait que ce soit un morphisme de
groupes n’est rien d’autre que l’additivité de l’application φ (cf. (1.2)). En effet, pour tout a, b ∈
W(A) de composantes fantôme (φm(a))m>0 et (φm(b))m>0 nous avons

E(a+ b, T ) = E(a, T ) · E(b, T ) = exp
(∑
m>0

(φm(a) + φm(b))
T p

m

pm

)
. (3.4)

3.2. Groupes de Lubin-Tate sur Zp
Dans [LT65], J.Lubin et J.Tate ont montré que si P (X) ∈ Zp[[T ]] est une série vérifiant

P (0) = 0 , P (T ) = puT (mod T 2Zp[[T ]]) , P (T ) ≡ T p (mod pZp[[T ]]) (3.5)
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où u ∈ Z×p , alors il existe un unique loi de Groupe formel GP (X,Y ) ∈ Zp[[X,Y ]] telle que P (T )
soit la multiplication par pu dans GP . Supposons à partir de maintenant que u = 1. Cela revient à
supposer que GP

∼= Gm.

Soit Cp le complété d’une clôture algébrique de Qp. Notons par m := {x ∈ Cp , |x| < 1}. Alors
GP induit une loi de groupe sur l’ensemble m par x · y := GP (x, y). La multiplication par pm+1 est
donnée par

pm+1 · x = P [m+1](x) := P (P (· · · (P︸ ︷︷ ︸
(m+1)−fois

(x)) · · · )) . (3.6)

Son noyau ΛP,m := Ker(pm+1) est l’ensemble des πm ∈ m tels que P [m+1](πm) = 0. C’est un sous
groupe fini de m par la loi GP , qui est isomorphe à Z/pm+1Z.

Le module de Tate de GP est la limite projective

T(GP ) := lim←−
m

(· · · p−→ ΛP,m
p−→ ΛP,m−1) . (3.7)

C’est un groupe pro-cyclique dont un générateur topologique est donné par une suite de nombres
algébriques (πm)m>0 satisfaisants

i) |πm| < 1 pour tout m > 0 ;

ii) P (π0) = 0, et π0 6= 0 ;

iii) P (πm+1) = πm pour tout m > 0.

Nous ne dirons rien de plus sur les groupes de Lubin-Tate.

3.3. Noyau du Frobenius.

Soit A un anneau commutatif avec unité. Pour m > 1, nous nous intéressons maintenant à
décrire le noyau mW(A) := Ker(Fm+1) du Frobenius

0→ mW(A)→W(A)
Fm+1

−−−−→W(A) (3.8)

qui est un idéal de W(A). Si p ne divise pas zéro dans A, l’application fantôme (1.3) est injective
et les vecteurs λ dans le noyau de Fm+1 sont ceux dont le vecteur fantôme est de la forme

φ(λ) = (φ0, . . . , φm, 0, 0, . . .) . (3.9)

Lemme 3.3.1. Pour tout anneau A, la multiplication par un élément de Vm+1W(A) est nulle sur
l’idéal mW(A) ⊆W(A) qui est donc canoniquement un Wm(A)-module.

Démonstration. Le lemme se démontre facilement à l’aide des Lemmes 1.0.1 et 1.0.2 en regardant
l’image de l’application fantôme (1.3).

Soit GP un groupe de Lubin-Tate sur Zp. Soit K/Qp une extension de corps valués complets
contenant ΛP,m. Et soit K◦ l’anneau des entiers de K. Le but de ce paragraphe est de montrer que
si A = K◦ ou A = K, alors mW(A) est un Wm(A)-module libre de rang un. Pour ce faire nous
allons en exhiber un générateur à l’aide de la multiplication par p dans GP .

Grâce à (3.5), l’endomorphisme h(X) 7→ h(P (X)) de Zp[[X]] induit le Frobenius de Fp[[X]]. Par
[Bou06, Ch.IX, §1, Ex. 14], il existe donc une, et une seule, flèche

sP : Zp[[X]] → W(Zp[[X]]) (3.10)

dont la composition avec l’application fantôme donne

φ(sP (h(X))) = (h(X), h(P (X)), h(P (P (X))), h(P (P (P (X)))), . . .) . (3.11)
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Soit (πm)>0 un générateur topologique de T(GP ) (cf. (3.7)). Pour tout m > 0, nous avons un unique
morphisme continu Zp-linéaire d’anneaux Zp[[X]]→ K◦ qui envoie X 7→ πm. Par fonctorialité on a
une flèche

Zp[[X]]
sP−−→W(Zp[[X]])

X 7→πm−−−−−→W(K◦) . (3.12)

Il suit de (3.11) que l’image de X par cette flèche est un vecteur, noté [πm] ∈W(K◦), qui vérifie

φ([πm]) = (πm, πm−1, . . . , π0, 0, 0, . . .) . (3.13)

Donc [πm] ∈ mW(L◦).

La proposition suivante a été précisée par R.Richard :

Proposition 3.3.2 ([Pul07, Prop. 2.1], [Ric14, Thm. 1]). Si A = L◦ ou A = K, alors mW(A) est
un Wm(A)-module libre engendré par [πm]. 2

3.4. Exponentielles de Robba

Soit K un corps valué complet de caractéristique 0 de corps résiduel K̃ de caractéristique positive
p > 1. Notons K◦ son anneau des entiers, et supposons que πm ∈ K◦.

Pour A = K◦,K, on vient de voir que le vecteur [πm] ∈W(A) engendre le noyau du Frobenius

mW(A) qui est un Wm(A)-module libre de rang un. Tout vecteur dans mW(A) s’écrit alors de
manière unique comme λ[πm] ∈ mW(A) ⊂W(A), avec λ ∈Wm(A). L’exponentielle d’Artin-Hasse
d’un tel vecteur est

epm(λ, T ) := E(λ[πm], T ) = exp
(
πmφ0T + πm−1φ1

T p

p
+ · · ·+ π0φm

T p
m

pm

)
, (3.14)

où (φ0, . . . , φm) est le vecteur fantôme de λ. Cette exponentielle s’appelle une exponentielle de
Robba.

Nous remarquons la ressemblance de cette expression avec un monôme (2.10), dont nous par-
lerons plus précisément dans un instant. Nous généralisons alors cette construction à tout d > 0
comme de suite. Si d = npm > 0, avec n ∈ Jp et m > 0, et si λ ∈Wm(A) on pose

ed(λ, T ) := exp
(
πmφ0T

n + πm−1φ1
Tnp

p
+ · · ·+ π0φm

Tnp
m

pm

)
. (3.15)

Par construction ed(λ, T ) ∈ 1 + TA[[T ]], en particulier si λ ∈Wm(K◦), alors les coefficients de
la série sont donc bornés et cette série converge dans le disque unité ouvert D−(0, 1).

Proposition 3.4.1 ([Pul07, Lemma 1.3, Thm. 2.2]). Pour λ = (λ0, . . . , λm) ∈ Wm(K) le disque
exact de convergence de ed(λ, T ) est D−(0, R) où

R = min
i=0,...,m

|λi|−1/npi . (3.16)

Démonstration. La preuve commence par exprimer ed(λ, T ) comme

ed(λ, T ) =

m∏
i=0

epm−i((1, 0, . . . , 0), λiT
npi) . (3.17)

D’abord on montre que pour tout i = 0, . . . ,m la série epm−i(1, λiT
npi) converge exactement sur le

disque D−(0, |λi|−1/npi). Cela se réduit facilement au cas d’une exponentielle epm−i(1, T ) qui (par
construction) converge dans le disque D−(0, 1). Pour montrer que cette dernière ne converge pas plus
que ça, on regarde la fonction rayon de convergence ρ 7→ R∅,1(x0,ρ,F ) de l’équation différentielle
F dont elle est solution (nous reparlerons plus précisément plus loin de la fonction Rayon). On
sait calculer R∅,1(x0,ρ,F ) pour ρ >> 0 par le théorème de Young [You92] et on découvre qu’elle
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cöıncide à l’infini (en coordonnée logarithmiques) avec une droite qui passe par l’origine des axes. On
en déduit que la fonction R∅,1(x0,ρ,F ) ne peut pas être constante à l’origine car elle est continue,
concave, et constante en −∞. Donc la solution ne peut pas converger au delà de D−(0, 1).

Nous avons vu dans l’introduction qu’il peut y avoir des phénomènes de surconvergence. Donc
il faut faire attention avec le produit. On peut montrer que si deux exponentielles ont rayons de
convergence différents alors leur produit a pour rayon le plus petit rayon des deux. 10 Si les rayons
des deux exponentielles sont égaux on regarde alors la pente des fonctions rayons de convergence
des deux opérateurs correspondants sur un germe de segment sortant du disque de convergence. On
montre que les pentes sont toutes différentes, et on en déduit que la fonction rayon est le minimum
des deux.

Nous considérons maintenant deux vecteurs de Witt λ,λ(F) ∈Wm(K◦) tels que leurs images λ

et λ(F) dans Wm(K̃) vérifient

F(λ) = λ(F) . (3.18)

Proposition 3.4.2 ([Pul07, Thm. 2.5]). La fonction

ed(λ
(F), T p)

ed(λ, T )
(3.19)

est surconvergente (i.e. converge dans un disque D−(0, R), avec R > 1). 2

La preuve se fait en exprimant la série sous la forme epd(µ, T ), et en appliquant la Proposition
précédente (3.16). Pour ce faire on utilise la série P (X) définissant la multiplication par p dans le
groupe de Lubin-Tate GP .

3.5. L’exponentielle ep∞(f−(T ), 1).

Nous souhaitons passer à la limite inductive et définir une application de type exponentielle sur
CW(K◦) à l’aide des exponentielles de Robba. On rencontre le problème que les exponentielles de
Robba ne sont pas compatibles au Verschiebung :

epm+1(V(λ), T ) = epm(λ, T p) . (3.20)

L’obstruction à la compatibilité vient du fait que T dévient T p. On observe que pour avoir com-
patibilité on est naturellement conduits à spécialiser la variable et poser T = 1, mais cela n’a un
sens que si la série est surconvergente. L’idée est alors de donner un sens à cette spécialisation et
ajoutant une variable formelle.

Soit A un anneau commutatif avec unité. Soi d > 0, et soient n ∈ Jp, m > 0, l’unique couple
de nombres tels que d = npm. Soit λ ∈Wm(A). On appelle co-monôme de degré d associé à λ le
co-vecteur de Witt

λT d := (· · · , 0, 0, λ0T
n, λ1T

np, . . . , λmT
npm) ∈ CW(TA[T ]) . (3.21)

La flèche Wm(A)→ CW(TA[T ]) ainsi définie est un morphisme injectif de groupes additifs. Notons
son image par CW(d)(A). Si A = K◦, ou A = K, l’exponentielle d’Artin-Hasse d’un co-monôme est

epm(λT d, Y ) = E(λT d[πm], Y ) = exp
(
πmφ0T

nY +πm−1φ1T
npY

p

p
+· · ·+π0φmT

npm Y
pm

pm

)
(3.22)

10. Attention car ce n’est pas un fait général, par exemple (x + 1) 1
x+1

converge avec un rayon +∞. C’est une

propriété qui ne marche qu’avec les rayons spectrales non solubles des équations différentielles (voir section 10.2).
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où (φ0, . . . , φm) est le vecteur fantôme de λ, et Y est une autre variable. En spécialisant Y = 1 on
retrouve notre exponentielle de Robba :

epm(λT d, 1) = ed(λ, T ) . (3.23)

Les exponentielles de Robba sont alors des valeurs en Y = 1 d’exponentielles de vecteurs de Witt à
coefficients dans TA[T ].

Nous sommes finalement conduits à donner la définition suivante :

Définition 3.5.1. Soit A un anneau commutatif avec unité contenant ∪mZ[ΛP,m]. Soit f+(T ) :=
(· · · , f+

0 (T ), · · · , f+
m(T )) ∈ CW(TA◦[T ]). Nous posons

ep∞(f+(T ), 1) := exp
(
πmφ

+
0 (T ) + πm−1

φ+
1 (T )

p
+ · · ·+ π0

φ+
m(T )

pm

)
. (3.24)

Cela définit un morphisme de groupes

ep∞(−, 1) : CW(TA[T ]) −−→ 1 + TA[[T ]] . (3.25)

Le lien avec les exponentielles de Robba est donné par (3.23), et par la proposition suivante :

Proposition 3.5.2. On a une décomposition

CW(TA[T ]) ∼=
⊕
d>0

CW(d)(A) . (3.26)

Autrement dit tout covecteur f+(T ) ∈ CW(TA[T ]) s’écrit de manière unique comme une somme
finie

f+(T ) =
∑
d>0

λd · T d , (3.27)

où λd ∈ Wvp(d)(A). Par conséquence toute exponentielle ep∞(f+(T ), 1) se décompose de manière
unique en exponentielles de Robba :

ep∞(f+(T ), 1) = ep∞(
∑
d>0

λd · T d, 1) =
∏
d>0

ep∞(λd · T d, 1) =
∏
d>0

ed(λd, T ) . 2 (3.28)

Pour A = K◦, les propositions précédentes sur les exponentielles de Robba, donnent alors le
théorème suivant qui fait e pont entre surconvergence des exponentielles et caractères d’Artin-
Schreier-Witt (à l’infini) :

Théorème 3.5.3. Soit f+(T ) ∈ CW(TK◦[T ]). La série ep∞(f+(T ), 1) est surconvergence si et

seulement si la réduction de f+(T ) dans CW(TK̃[T ]) appartient à l’image de la flèche

F− 1 : CW(TK̃[T ]) → CW(TK̃[T ]) . 2 (3.29)

3.5.1. Formule du Rayon. Supposons que A = K. Si f :=
∑

k>0 bkT
k ∈ K[[T ]] est une série

formelle, posons

R(f) := lim inf
k
|bk|−1/k . (3.30)

C’est le rayon du plus grand disque ouvert sur lequel f converge. Nous nous proposons maintenant
de donner une formule pour le rayon d’une série de la forme particulière

f = exp
( s∑
d=0

adT
d
)
∈ 1 + TK[[T ]] . (3.31)

10
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Nous commençons par remarquer que toute exponentielle de ce type s’écrit naturellement comme un
produit d’exponentielles de Robba. Notamment pour tout n ∈ Jq, n 6 s, soit mn := max{m | npm 6
s}, et soit λn ∈ Wmn(K) le vecteur de Witt de composantes fantôme

φ(λn) =
( an
πmn

,
p · anp
πmn−1

,
p2 · anp2

πmn−2
, · · · p

mn · anpmn
π0

)
(3.32)

alors

exp
( s∑
d=0

adT
d
)

= exp
(∑
n∈Jp

∑
m

anpmT
npm
)

(3.33)

=
∏

n∈Jp,n6s
exp
( mn∑
m=0

anpmT
npm
)

(3.34)

=
∏

n∈Jp,n6s
epmn (λn, T ) (3.35)

=
∏

n∈Jp,n6s
ep∞(λn · T p

mn
, 1) (3.36)

= ep∞
( ∑
n∈Jp,n6s

λn · T p
mn
, 1
)
. (3.37)

Théorème 3.5.4 ([Chr11], Appendice A). La rayon de convergence de l’exponentielle (3.31) est

R(f) := min
n∈Jp

min
06m6mn

|λn,m|−
1

npm . (3.38)

En particulier une exponentielle de ce type n’a jamais rayon nul. 2

La preuve est analogue à celle de la Proposition 3.4.1, nous renvoyons à l’appendice A pour plus
d’explications.

3.5.2. Cas des équations différentielles. Soit g(T ) ∈ K[T ] un polynôme de degré s. On
considère l’équation différentielle

y′ = g(T )y . (3.39)

Soit G(T ) une primitive formelle de g(T ). Soit Ω/K un corps valué complet et soit t ∈ Ω. Alors la
solution formelle de l’équation (3.39) au voisinage du point t est donnée par

y(T, t) := exp(G(T )−G(t)) = exp
(s+1∑
d=1

g(d−1)(t)
(T − t)d

d!

)
. (3.40)

On peut décomposer cette exponentielle en exponentielles de Robba, et calculer son Rayon à l’aide
du Théorème 3.5.4 :

Corollaire 3.5.5 (Formule du Rayon). Pour tout n ∈ Jp, n 6 s + 1, soit mn := max(m | npm 6
s+ 1), et soit λn(t) = (λn,0(t), . . . , λn,mn(t)) ∈Wmn(Ω) le vecteur de Witt de composantes fantôme

φ(λn(t)) =
(g(n−1)(t)

πmnn!
,

g(np−1)(t)

n · πmn−1 · (np− 1)!
,

g(np2−1)(t)

n · πmn−2 · (np2 − 1)!
, . . . ,

g(npmn−1)(t)

n · π0 · (npmn − 1)!

)
.

(3.41)
Alors le rayon de convergence de la série y(T, t) est

R(y(T, t)) = min
n∈Jp,n6s+1

min
m=0,...,mn

|λn,m(t)|−
1

npm . 2 (3.42)
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Dans le langage de Berkovich on voit que le Rayon R(y(T, t)) ne dépends que de la semi-norme
sur K[T ] définie par le par l’évaluation au point t ∈ Ω. Cette semi-norme est un point de l’espace
de Berkovich A1,an

K . La formule 3.42 dit alors que la fonction rayon de convergence est continue sur
l’espace de Berkovich. Et puisque le nombre de polynômes λn,m(T ) ∈ K[T ] intervenant est fini, on

voit qu’elle se factorise par la rétraction par un sous-graphe fini Γ de A1,an
K . Nous verrons dans les

chapitre 2 plus en détail ce que cela signifie.

Signalons seulement ici que ce graphe Γ est visiblement contenu dans celui qui a pour sommets
la réunion des zéros de tous les polynômes λn,m (et l’infini).

4. Équations différentielles de rang un sur l’anneau de Robba.

Dans cette section nous décrivons les classes d’isomorphisme des équations différentielles de rang
un sur l’anneau de Robba. Nous commençons par donner quelque définition.

Soit K un corps valué complet par rapport à une valuation ultramétrique. L’anneau de Robba
est défini comme

R :=
⋃

0<s<1

O(C(0; s, 1)) (4.1)

où C(0; s, 1) := {s < |T | < 1} est la couronne ouverte de rayons s et 1, et

O(C(0; s, 1)) := {
∑
i∈Z

aiT
i | ai ∈ K lim

i→±∞
|ai|ρi = 0, pour tout ρ ∈]s, 1[} . (4.2)

Remarquons que si la valuation de K est triviale, alors R = K((T )).

Dans cette section nous supposons que le corps résiduel K̃ de K a caractéristique positive p > 0.

4.1. Groupe de Picard

Notons par ∂ := T d
dT . Deux équations différentielles ∂(y) = g1(T )y et ∂(y) = g2(T )y sont

isomorphes si et seulement si il existe une fonction inversible h ∈ R× telle que g1 = g2 + ∂(h)
h . Une

équation est triviale si et seulement si elle est isomorphe à l’équation ∂(y) = 0. Le produit tensoriel
de deux équations est l’équation ∂(y) = (g1 + g2)y. Le groupe, par produit tensoriel, des classes
d’isomorphisme des équations différentielles d’ordre un sera noté Pic(R).

4.2. Rayon de convergence, et pente.

Soit

L : ∂(y) = g(T )y , g(T ) ∈ R , (4.3)

une équation différentielle d’ordre un. Supposons que g(T ) converge pour s < |T | < 1. Soit Ω/K
une extension de corps valué, et soit t ∈ Ω un point tel que s < |t| < 1.

L’expression (3.40) a un sens

y(T, t) := exp(G(T )−G(t)) = exp
(∑
d>0

g(d−1)(t)
(T − t)d

d!

)
, (4.4)

mais son rayon de convergence n’est pas invariant par isomorphismes. Écrivons

y(T, t) :=
∑
n>0

bn(T − t)n , bi ∈ Ω . (4.5)

Alors pour rendre invariant par changements de base on doit poser

R(L, t) :=
1

|t|
min(lim inf

n
|bn|−1/n, |t|) . (4.6)
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Le terme 1/|t| est la juste pour une question de normalisation qui sera clarifié dans la prochaine
section. Maintenant pour tout ρ ∈]s, 1[, on peut montrer qu’il existe une extension Ω/K, telle que
pour tout extension ultérieure Ω′/Ω, on a mint∈Ω,|t|=ρR(L, t) = mint∈Ω′,|t|=ρR(L, t). La définition
suivante a alors un sens

R(L, ρ) := min
Ω/K

min
|t|=ρ,t∈Ω

R(L, t) . (4.7)

Dans le langage du chapitre II cela revient à poser R∅,1(L, x0,ρ), où x0,ρ est le point de Berkovich
au bord du disque D+(0, ρ).

On peut montrer que la fonction log(ρ) 7→ log(R(L, ρ)) est

i) continue,

ii) affine par morceaux,

iii) concave sur ] log(s), 0[,

iv) avec des pentes entières.

On peut voir que pour tout L1, L2 on a R(L1 ⊗ L2, ρ) > min(R(L1, ρ),R(L2, ρ)).

Définition 4.2.1 (Solubilité). Nous dirons que L est soluble, si

lim
ρ→1−

R(L, ρ) = 1 . (4.8)

Le produit tensoriel de deux équations solubles est une équation soluble. Le groupe, par produit
tensoriel, de classes d’isomorphisme d’équations solubles sera noté par

Picsol(R) . (4.9)

Comme les pentes sont entières, si L est soluble, que quitte à reprocher s à 1 elle a un nombre fini
de changement de pente sur ]s, 1[. La dernière pente en 1− s’appelle l’irrégularité de l’équation, et
on la note Irr(L). Si L1 et L2 sont solubles on a Irr(L1 ⊗ L2) 6 max(Irr(L1), Irr(L2)).

4.3. Classification, cas du corps contenant les racines de l’unité.

Proposition 4.3.1 (Algebricité). Soit L : ∂(y) = g(T ) · y, g(T ) =
∑

i∈Z aiT
i ∈ R, une équation

soluble. Alors a0 ∈ Zp, et il existe n > 0 tel que L est isomorphe à l’équation

L− : ∂(y) = (g−(T ) + a0)y , (4.10)

où g−(T ) =
∑−

i=−n 1aiT
i. 2

La proposition entraine que toute équation soluble est produit tensoriel d’une équation soluble,
dite modérée, du type ∂(y) = a0 · y, avec a0 ∈ Zp, et d’une équation soluble, dite sauvage, du type

∂(y) = g−(T )y , g−(T ) ∈ T−1K[T−1] . (4.11)

La solution d’une équation modérée est T a0 . Elle est triviale si et seulement si a0 ∈ Z. Nous nous
concentrons maintenant sur les équations sauvages. Soit −d la valuation T -adique de g−(T ). Soit
m(d) > 0 le plus grand entier tel qu’il existe n ∈ Jp avec n 6 d tel que npm 6 d.

Théorème 4.3.2. Si µpm(d) ⊂ K, alors l’équation sauvage (4.11) a une solution à l’infini de la
forme

y = ep∞(f−(T ), 1) . (4.12)

pour un f−(T ) ∈ CW(T−1K◦[T−1]) convenable.
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Deux équations sont isomorphes si, et seulement si, les covecteurs f−(T ) correspondants ont
même image dans le quotient

CW(T−1K◦[T−1]) −−→ CW(T−1K̃[T−1]) −−→ CW(T−1K̃[T−1])

(F− 1)CW(T−1K̃[T−1])
. (4.13)

Si µp∞ ⊂ K, on a donc

Picsol(R) = (Zp/Z)⊕ CW(T−1K̃[T−1])

(F− 1)CW(T−1K̃[T−1])
. (4.14)

Démonstration. L’hypothèse de solubilité entraine que la solution de Taylor à l’infini converge avec
rayon 1 et par le Corollaire 3.5.5 cela entraine que le covecteur f−(T ) a des coefficients entiers.
L’équation sauvage est triviale si et seulement si (4.12) appartient à l’anneau de Robba, ce qui
signifie qu’elle est surconvergente. Le théorème découle alors du Corollaire 3.5.5.

4.4. Critère de solubilité.

Nous obtenons un critère de solubilité pour les équations différentielles de rang un à coefficients
dans R, sans besoin de passer à K(∪mΛP,m).

Théorème 4.4.1. Soit g(T ) =
∑

i∈Z aiT
i ∈ R, avec a0 ∈ Zp. Alors l’équation différentielle ∂(y) =

g(T )y est soluble si et seulement si, pour tout entier n ∈ Jp, les vecteurs(
−a−n

n
,−a−np

n
,−

a−np2

n
, . . .

)
,
(an
n
,
anp
n
,
anp2

n
, . . .

)
sont les vecteurs fantôme de vecteurs de Witt λ−n = (λ−n,0, λ−n,1, . . .) et λn = (λn,0, λn,1, . . .) qui
appartiennent à W(K◦). Notamment ∂(y) = g(T )y est soluble si et seulement si il existe deux
familles {λn,m}n∈Jp,m>0 et {λ−n,m}n∈Jp,m>0 dans K◦ telles que

a−npm = −n · φ−n,m := −n · (λp
m

−n,0 + pλp
m−1

−n,1 + · · ·+ pmλ−n,m) ,

anpm = n · φn,m := n · (λp
m

n,0 + pλp
m−1

n,1 + · · ·+ pmλn,m) .

Remarque 4.4.2. On remarque que si l’on considère une famille arbitraire de vecteurs {λ−n,λn}n∈Jp
dans W(K◦), et si l’on forme la série formelle

g(T ) :=
∑
n∈Jp

∑
m>0

nφ−n,mT
−npm +

∑
n∈Jp

∑
m>0

nφn,mT
npm ,

il n’est pas vrai en général que cette série soit un élément de R, car en général elle ne converge
nulle part. Nous avons obtenu dans [Pul07] une caractérisation des familles {λ−n,λn}(n,p)=1 pour
lesquelles cette série est bien dans R, dont nous ne parlerons pas dans ce mémoire.

La preuve du théorème précédent nécessite l’introduction d’une classe d’exponentielles de lon-
gueur infinie du type suivant. Pour tout f− ∈W(T−1K◦[[T−1]]) et f+ ∈W(TK◦[[T ]]) nous posons

E(f−(T ), 1) := exp
(
φ−0 (T ) +

φ−1 (T )

p
+
φ−2 (T )

p2
+ · · ·

)
(4.15)

E(f+(T ), 1) := exp
(
φ+

0 (T ) +
φ+

1 (T )

p
+
φ+

2 (T )

p2
+ · · ·

)
(4.16)

Cette écriture n’a un sens que si f−(T ) et f+(T ) satisfont certaines conditions de convergence
T -adique que nous ne détaillerons pas ici [Pul07].

Nous avons également une définition de monôme dans ce contexte, ce sont des vecteurs de la
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forme

λT d := (λ0T
d, λ1T

pd, λ2T
p2d, . . .) , λ ∈W(K◦) , (4.17)

et une décomposition en monômes semblable à la décomposition en co-monomes de la Proposition
3.5.2.

Dans ce contexte on montre que les solution d’une équation différentielle soluble sont de la forme

y = T a0 · E(f−(T ), 1) · E(f+(T ), 1) , (4.18)

avec f−(T ) ∈W(T−1K◦[[T−1]]), et f+(T ) ∈W(TK◦[[T ]]).

Inversement, on montre à travers l’utilisation du Frobenius, que si une tel produit est solution
d’une équation soluble, alors les vecteurs de Witt apparaissant en une décomposition en monômes
ont composantes entières.

4.5. Classification, cas des corps non ramifiées.

Supposons que K soit un corps absolument non ramifié sur Qp. Dans ce cas nous avons montré
qu’il n’y a pas d’équations sauvages.

Théorème 4.5.1. Soit K une extension non ramifiée (arbitrairement grande) de Qp. Le groupe de
Picard des équations solubles est dans ce cas

Picsol(R) =


Zp/Z si p 6= 2 .

Zp/Z⊕ K̃((T ))

(F−1)K̃((T ))
si p = 2 .

(4.19)

La preuve utilise le critère de solubilité de la section 4.4. Et le fait que toute équation soluble
dont le résidu est rationnel a une structure de Frobenius.

5. Une déformation du complexe de Artin-Schreier-Witt dans le complexe de
Kummer

Les théories de Artin-Schreier-Witt et de Kummer produisent des complexes qui calculent la
cohomologie galoisienne.

Soit kL un corps de caractéristique p > 0. Le complexe d’Artin-Scherier-Witt de kL contrôle les
extensions cycliques séparables dont le degré est une puissance de p. Le complexe de Kummer de
kL par contre fournit des extensions inséparables.

Si maintenant L est un corps de caractéristique 0, alors tout est séparable, et les complexes
d’Artin-Scherier-Witt et de Kummer sur L contrôlent les mêmes extensions (notamment les exten-
sions cycliques de L dont le degré est une puissance de p).

Le complexe de Artin-Schreier-Witt en caractéristique 0 est utile car il se spécialise facilement à
la caractéristique p, et aussi parce qu’il ne nécessite pas l’hypothèse que µpm ⊂ L, qui est nécessaire
au complexe de Kummer. Toutefois le complexe de Kummer en caractéristique 0 est préférable à
celui de Artin-Schreier-Witt car les conditions de ce dernier font intervenir le Frobenius qui est une
opération implicite et plus complexe.

Dans [Mat95], S.Matsuda obtient une déformation du complexe de Artin-Schreier-Witt dans
celui de Kummer, dans le cas du corps E† ⊂ R formé par les fonctions bornées. Nous avons montré
dans [Pul07] que les techniques de S.Matsuda marchent en général pour tout corps valué complet
de caractéristique résiduelle p > 0, et pour p = 2.
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L’idée de cette section est d’obtenir une déformation de complexes

char 0 0 // Gm(L)
x→xpm+1

// Gm(L) // 0 Kummer

char p

OO

0 //Wm(kL)

θ

OO

F−1
//Wm(kL)

e

OO

// 0 Artin-Schreier

Pour le faire nous liftons le complexe de Artin-Schreier-Witt de kL en caractéristique 0, et nous
le déformons dans celui de Kummer par des valeurs spéciales en T = 1 des séries surconvergentes
θpm(−, T ) et epm(−, T )p

m+1
.

Ce théorème constitue l’analogue d’une partie de la théorie de Sekigichi-Suwa (cf. [SS94]), dans
la quelle les auteurs définissent un schéma dont la fibre spéciale est Ga,kL et la fibre générique est
Gm,L. Les auteurs trouvent une application algébrique entre les deux fibres. L’approche ici est par
contre complètement analytique.

Soit m > 0 un entier. Soit L un corps valué complet de caractéristique 0, contenant le groupe
µpm+1 des racines pm+1-èmes de l’unité, et dont le corps résiduel kL est de caractéristique positive
p > 0. Soit ϕ : L◦ → L◦ un endomorphisme d’anneaux qui relève le Frobenius x 7→ xp de kL. Nous
fixons un groupe de Lubin-Tate isomorphe à Ĝm, et un générateur (πm)m>0 de son module de Tate.

Théorème 5.0.2. Posons GL := Gal(Lalg/L), GkL := Gal(ksep
L /kL) et (L◦)ϕ=1 := {a ∈ L◦ | aϕ =

a}. On a un diagramme commutatif et fonctoriel en L

1 // µpm+1
// L×

x 7→xp
m+1

// L×
δKum // // H1(GL,µpm+1 ) // 1

Wm((L◦)ϕ=1)
� � //

����

OO

Wm(L◦)
ϕ−1
//

����

θpm (−,1)

OO

Wm(L◦)

����

epm (−,1)p
m+1

OO

0 // Z/pm+1Z //

o

<<

Wm(kL)
F−1

//Wm(kL)
δ
// // H1(GkL ,Z/p

m+1Z)
?�

e

OO

// 0

(5.1)

où F est le Frobenius de Wm(kL).

Plus précisément, θpm(−, 1) induit une identification

1 7→ ξ−1
m : Z/pm+1Z ∼−−→ µpm+1 , (5.2)

où ξm est la racine pm+1-ème primitive de l’unité telle que |(ξm−1)−πm| est minimale. Et la flèche
e entre les H1 est la flèche qu’on obtient par le diagramme par

GkL

α
��

GL
oo

e(α)

��
Z/pm+1Z ∼

17→ξ−1
m

// µpm+1 .

(5.3)

Exemple 5.0.3. La dernière partie de ce théorème généralise le fait bien connu depuis [Dwo60]
que la fonction surconvergente θ1(1, T ) = exp(π0(T p − T )) a pour valeur en T = 1 l’unique racine
p−ème de l’unité ξ−1

0 qui vérifie |ξ0 − 1− π0| < |π0|.

Ceci permet de donner la description suivante des extensions cycliques non ramifiées de L dont
l’ordre est une puissance de p :

16
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Corollaire 5.0.4. Soit λ ∈Wm(kL). Soit k′/kL l’extension définie par λ. 11 Alors l’extension non
ramifiée L′ de L correspondante à k′ est donnée par

L′ = L(θpm(ν, 1)) , (5.4)

où ν ∈Wm(OL′) est une relèvement arbitraire d’une solution ν̄, dans Wm(ksep
L ), de l’équation

F(ν̄)− ν̄ = λ . (5.5)

Exemple 5.0.5. Si m = 0, alors la suite de Artin-Schreier est

0→ Z/pZ→ kL −−−−−→
ν 7→νp−ν

kL
δ−−→ H1(GkL ,Z/pZ)→ 0 . (5.6)

Si λ̄ ∈ kL, alors l’extension k′/kL définié par λ̄ est, par définition, le sous-corps de ksep stabilisé
par le noyau de δ(λ) et est égale à k′ = kL(ν̄), où ν̄ ∈ ksep est une racine de l’équation ν̄p − ν̄ = λ̄.
L’extension de L′/L est alors donnée par

L′ = L(θ1(ν, T )|T=1
) = L( exp(π0(ϕ(ν)T p − νT ))|T=1

) . (5.7)

5.1. Calcul explicite du générateur de Kummer pour les corps E† et E.
Le corollaire 5.0.4 n’est pas entièrement explicite car il nécessite le calcul de ν̄. Nous montrons

maintenant que pour le corps E† ⊂ R

E† := {f ∈ R | sup
ρ→1−

x0,ρ(f) <∞} (5.8)

des fonctions bornées, nous avons une description explicite du générateur θ(ν, 1).

Le corps E† est Henselien. Il a deux topologies, une provenant de l’inclusion E† ⊂ R, l’autre
induite par la norme de Gauss x0,1. Son corps résiduel par rapport à la norme x0,1 est K̃((T )). Le
complété de E† par rapport à la norme de Gauss x0,1 est l’anneau d’Amice

E := {
∑
n∈Z

anT
n | an ∈ K, sup

n
|an| < +∞, lim

n→−∞
|an| = 0} . (5.9)

Cet anneau est un corps si K est de valuation discrète, et est parfois appelé l’anneau de Fontaine,
car il a été utilisé par Fontaine pour définir les (ϕ,Γ)-modules.

En utilisant le fait que E† est l’intersection des deux anneaux complets R et E on peut montrer
que le diagramme (5.1) existe encore si on remplace L par E† et kL par K̃((T )).

La ligne en bas du diagramme est la suite d’Artin-Schreier-Witt de K̃((T )).

Nous souhaitons maintenant calculer le générateur de Kummer θpm(ν, 1) de l’extension de Kum-
mer (E†)′ = E†(θpm(ν, 1))/E†, attachée au caractère de Kummer e(α) provenant d’un caractère
d’Artin-Shreier-Witt

α := δ(f(T )) : GE → Qp/Zp (5.10)

de K̃((T )) qui est défini par une équation

F(ν)− ν = f(T ) ∈Wm(K̃((T ))) . (5.11)

Pour cela nous regardons l’identité

θpm(ν, 1)p
m+1

= epm(f(T ), 1)p
m+1

, (5.12)

où ν est un relèvement de ν dans Wm((E†)sep), et f(T ) ∈ Wm((E†)◦) est le relèvement de f(T )
qui satisfait ϕ(ν)− ν = f(T ).

11. Rappelons que l’extension k′ est par définition le corps fixé par le noyau du caractère δ(λ) : GkL → Z/pm+1Z,
où δ est le morphisme cohomologique de Artin-Schreier-Witt défini dans le diagramme du théorème 5.0.2.
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Maintenant si le caractère d’Artin-Schreier-Witt α est sauvage, alors on peut choisir f(T ) =
f−(T ) ∈ Wm(T−1K◦[T−1]) et nous savons que la série epm(f−(T ), 1) a un sens. Pour une racine
pm+1ème convenable de l’unité ξ ∈ µpm+1 , nous avons alors

θpm(ν, 1) = ξ · epm(f−(T ), 1) = ep∞(f−(T ), 1) , (5.13)

où on a implicitement identifié f−(T ) = (f−0 (T ), . . . , f−m(T )) ∈ Wm(T−1K◦[T−1]) avec son image
(· · · , 0, 0, f−0 (T ), . . . , f−m(T )) ∈ CW(T−1K◦[T−1]) par l’inclusion canonique de Wm dans CW.

Nous avons finalement

(E†)′ = E†(ep∞(f−(T ), 1) . (5.14)

Nous remarquons que, si ψm : Z/pm+1Z ∼−−→ µpm+1 est l’isomorphisme 1 7→ ξ−1
m du diagramme (5.1)

l’action d’un élément γ ∈ GE → Gal((E†)′/E†) sur ep∞(f−(T ), 1) est donnée par

γ(ep∞(f−(T ), 1)) = γ(θpm(ν, 1)) = ξ−α(γ)
m · θpm(ν, 1) = ξ−α(γ)

m · ep∞(f−(T ), 1) . (5.15)

6. Calcul du foncteur de Fontaine-Tsuzuki-Kedlaya et conjecture “Swan
Arithmetique = Swan différentiel”.

Nous reprenons ici la construction du Foncteur de Fontaine telle qu’elle a été adaptée par
N.Tsuzuki en ajoutant de la ramification à l’arrivée dans la machine [Tsu98a], et puis généralisée aux
corps non parfaits par K.S.Kedlaya [Ked07]. Dans ce dernier contexte, le fait que le corps résiduel
est non parfait, donne lieu à des dérivations du corps des constantes K. Ces dérivations agissent sur
les objets qu’on associe aux représentations p-adique qui ne sont plus des simples (ϕ,∇)-modules
comme dans [Tsu98a], mais ce sont des ϕ-modules ensemble à l’action d’une famille de connexions.

Dans ce contexte Kedlaya est capable d’associer à ce (ϕ,∇)-module “généralisé” un conducteur
de Swan différentiel : un nombre qui est l’analogue de l’irrégularité de Christol-Mebkhout dans le cas
du corps résiduel parfait. Kedlaya conjecture dans [Ked07] que ce conducteur de Swan différentiel
doit cöıncider avec le conducteur de Swan arithmétique défini par Abbes et Saito dans le cadre du
corps résiduel non parfait [AS02], [AS03], [AS09].

Dans [CP09] nous avons démontré cette conjecture en rang un, en calculant explicitement le
foncteur de Fontaine-Tsuzuki-Kedlaya, et les deux conducteurs de Swan. Le même calcul dans le
cadre de [Tsu98a] a été fait dans [Pul07], et les méthodes de [CP09] sont une évolution technique de
ceux de [Pul07]. Le point clé est le calcul du générateur (5.14). Les différences essentielles concernent
le calcul du foncteur que nous adaptons aux méthodes de Kedlaya, et la définition du conducteur
de Swan différentiel, qui est un nombre plus complexe si le corps résiduel est imparfait et que nous
avons déjà rencontré (2.8) (cf. Thm. 2.2.4).

Dans ce mémoire, au lieu de présenter deux fois les calculs du foncteur (dans le contexte de
[Tsu98a] et de [Ked07]), nous préférons exposer les techniques de [Ked07], qui se spécialisent à
celles de [Tsu98a] si le corps résiduel est parfait. Nous renvoyer le lecteur à [Pul07] et [CP09] pour
plus de détails.

Signalons que la conjecture de Kedlaya a été finalement démontrée en général par Liang Xiao
[Xia10], avec des méthodes différents.

6.1. Contexte.

Un anneau de Cohen pour un corps κ de caractéristique p > 0 est un anneau Cκ complet pour une
valuation discrète, tel que l’idéal maximal est engendré par p, et dont corps résiduel Cκ/pCκ est κ.
Deux anneaux de Cohen pour κ sont toujours isomorphes, mais si κ n’est pas parfait, l’isomorphisme
n’est pas unique. Plus précisément les inclusions de corps de caractéristique p peuvent toujours se
relever en des morphismes d’anneaux entre les Cohen respectifs.
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Nous nous donnons un corps k de caractéristique positive p > 0, tel que

i) k = kp(u1, . . . , ur),

ii) Soit Λ := {α = (α1, . . . , αr) | αi ∈ N, 0 6 α1, . . . , αr < p}. Alors les monômes {uα1
1 · · ·uαrr }α∈Λ

sont tous distincts, n’appartiennent pas à kp, et forment une base de k sur kp.

On dit que {u1, . . . , ur} est une p-base de k (sur kp).

Soit E ∼= k((T )) un corps de valuation discrète de caractéristique positive p > 0 à coefficients
dans k. On peut considérer des anneaux de Cohen L◦0 et E◦ de k et E respectivement. On a la
description suivante

E◦ = {
∑
n∈Z

anT
n | an ∈ L0, |an| 6 1, lim

n→−∞
|an| = 0} . (6.1)

On peut également ajouter de la ramification par le diagramme suivant, introduit dans [Tsu98a] :
Soit K/Qp une extension finie, de corps résiduel Fq. Posons L := K⊗̂W(Fq)L

◦
0 et EL := K⊗̂W(Fq)E◦.

La situation est résumé par le diagramme suivant :

K◦ // L◦ // E◦L

Zp //

��

W(Fq) //

OO

��

L◦0
//

OO

��

E◦

OO

��
Fp // Fq // k // E

. (6.2)

On peut également définir les anneaux RL et E†L.

Si k est parfait, nous sommes exactement dans le cadre de [Tsu98a], si de plus K◦ = W(Fq),
alors nous sommes dans le cadre originaire de Fontaine [Fon90].

6.2. ∇-modules et (ϕ,∇)-modules.

Soit AL un des anneaux E†L, EL. Naturellement quand K est égal au corps des fractions de
W(Fq), nous avons L = L0, et nous retrouvons alors AL = E†, E .

On peut montrer que si {u1, . . . , ur} ⊂ W(Fq) est un lifting arbitraire de la p-base de k, alors
on a

Ω̂1
A◦L/K

◦ = A◦L ·
d

dT
⊕
( r⊕
i=1

A◦L · dui
)
. (6.3)

Dans ce contexte un ∇-module sur A◦L est un A◦L-module libre de type fini M, muni d’une
connexion intégrable

∇ : M −−→ M⊗̂A◦LΩ1
A◦L/K

◦ . (6.4)

Cela revient à se donner r connexions ∇ui : M→ M, et une connexion ∇T : M→ M.

Les propriétés des anneaux de Cohen permettent d’avoir un Frobenius ϕ : A◦L → A◦L (i.e. une
application qui relève x 7→ xq) tel que ϕ(T ) = T q et ϕ(ui) = uqi pour tout i = 1, . . . , r.

Un ϕ-module (resp. (ϕ,∇)-module) sur A◦L est la donnée d’un A◦L-module libre de type fini
(resp. un ∇-module) D avec un isomorphisme A◦L-linéaire (resp. de ∇-modules)

φD : ϕ∗(D)
∼−−→ D . (6.5)

Si on remplace K◦, (E†L)◦, et E◦L par leurs corps des fractions K, E†L, EL, on trouve des notions
analogues.
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Nous notons la catégorie des (ϕ,∇)- modules (resp. ∇-modules) par

(ϕ,∇)−Mod((E†L)◦/K◦) (resp. ∇−Mod((E†L)◦/K◦) ) . (6.6)

6.3. Conducteur de Swan différentiel d’un ∇-module.

Pour tout ρ notons par x0,ρ le point de Berkovich qui est le bord du disque D+(0, ρ).

Soit V un H (x0,ρ)-espace vectoriel, muni d’une norme |.|V compatible à la norme x0,ρ. Si
N : V → V est une application Z-linéaire continue, on peut définir sa norme et sa norme spectrale :

|N |V := sup
f∈V−{0}

|N(f)|V
|f |V

, |N |V,Sp := lim sup
n
|Nn|1/nV . (6.7)

Par exemple on peut montrer que si ω := |p|
1
p−1 , alors

|d/dT |H (x0,ρ) = ρ−1, |d/dui|H (x0,ρ) = 1 , (6.8)

|d/dT |H (x0,ρ),Sp = ω · ρ−1, |d/dui|H (x0,ρ),Sp = ω . (6.9)

Si AL = (E†L)◦, et si M est un ∇-module, alors M est défini sur une couronne |T | ∈]s, 1[. Soit
Mρ := M ⊗

(E†L)◦
H (x0,ρ) et soit |.|Mρ une norme sur Mρ compatible à x0,ρ. Dans ce contexte

K.S.Kedlaya a défini la notions suivante de Rayon générique torique, qui généralise la notion de
Rayon de convergence en x0,ρ

T (M, ρ) := min

( |d/dT |H (x0,ρ),Sp

|∇T |Mρ,Sp
,
|d/du1|H (x0,ρ),Sp

|∇u1 |Mρ,Sp
, · · · ,

|d/dur|H (x0,ρ),Sp

|∇ur |Mρ,Sp

)
. (6.10)

Comme dans le cas classique on dit qu’un ∇-module est soluble si

lim
ρ→1−

T (M, ρ) = 1 , (6.11)

et on vérifie que le ∇-module sous-jacent à un (ϕ,∇)-module est toujours soluble.

Pour un ∇-module soluble, la fonction log(ρ) 7→ log(T (M, ρ)) est continue sur ] log(s), 1[, affine
par morceaux, et il existe une dernière pente β pour ρ → 1−. Autrement dit T (M, ρ) = ρβ, pour
tout ρ suffisamment proche de 1.

Si maintenant on considère une suite 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ Mr = M de Jordan-Hölder de M (dans la

catégorie des ∇-modules sur (E†L)◦), et si βi est la pente de Mi/Mi−1, alors on pose

sw∇(M) :=
r∑
i=1

βi · rank(Mi) . (6.12)

On appelle ce nombre le conducteur de Swan différentiel de (M,∇).

6.4. Foncteur de Fontaine-Tsuzuki-Kedlaya.

Si (L◦)nr et ((E†L)◦)nr désignent les extension maximales non ramifiées de L◦, et (E†L)◦ respecti-
vement. On pose

((E†L)◦)NR := (̂L◦)nr ⊗(L◦)nr ((E†L)◦)nr . (6.13)

Le Frobenius ϕ, ainsi que les dérivations, d/dT , d/du1, . . . , d/dur s’étendent de manière unique à

((E†L)◦)NR.

Soit maintenant GE le groupe de Galois de Esep sur E. Une représentation avec monodromie finie
de GE est la donnée d’un K◦-module libre de type fini muni d’un morphisme continu de groupes

ρV : GE −−→ GL(V ) (6.14)

20
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tel que l’image dans GL(V ) de l’inertie IGE
est de un sous-groupe fini de GL(V ). Notons la catégorie

de ces représentations par

Repfin
K◦(GE) . (6.15)

On peut attacher à une telle représentation un (ϕ,∇)-module sur (E†L)◦ dans la manière suivante.
Soit

V ⊗K◦ ((E†L)◦)NR . (6.16)

C’est un ((E†L)◦)NR-module libre de type fini que nous considérons ensemble aux actions suivantes
de GE, ϕ, et ∇ :

i) Galois : γ(v ⊗ f) := γ(v)⊗ γ(f) ;

ii) Frobenius : ϕ(v ⊗ f) := v ⊗ ϕ(f) ;

iii) Connexion : ∇T (v ⊗ f) := v ⊗ d/dT (f), ∇ui(v ⊗ f) := v ⊗ d/dui(f), for all i = 1, . . . , r.

On pose

D†(V ) := (V ⊗K◦ ((E†L)◦)NR)GE . (6.17)

Comme les actions de ϕ et∇ sur V ⊗K◦ ((E†L)◦)NR commutent à celle de GE, D†(V ) est naturellement

un (ϕ,∇)-module sur (E†L)◦. Cela définit un foncteur

D† : Repfin
K◦(GE) −−→ (ϕ,∇)−Mod((E†L)◦/K◦) . (6.18)

Ce foncteur est une équivalence et un quasi-inverse est donné par la construction suivante. Soit
D un (ϕ,∇)-module sur (E†L)◦. On forme le ((E†L)◦)NR-module

D⊗
(E†L)◦

((E†L)◦)NR (6.19)

et on le muni des actions suivantes de GE, ϕ, et ∇ :

i) Galois : γ(d⊗ f) := d⊗ γ(f) ;

ii) Frobenius : ϕ(d⊗ f) := ϕD(d)⊗ ϕ(f) ;

iii) Connexion : ∇T (d⊗ f) := ∇T (d)⊗ f + d⊗ d/dT (f), ∇ui(d⊗ f) := ∇ui(d)⊗ f + d⊗ d/dui(f),
for all i = 1, . . . , r.

On pose alors

V†(D) := (D⊗
(E†L)◦

((E†L)◦)NR)ϕ=1 , (6.20)

où ϕ = 1 signifie qu’on prends les points fixes par l’action de ϕ.

6.5. Calcul du foncteur en rang un.

Bien que la définition du foncteur soit bien directe, ce n’est pas vraiment facile de calculer
explicitement des exemples car l’extension ((E†L)◦)NR est compliquée.

Dans [Pul07] et [CP09] nous sommes parvenu à calculer explicitement la partie sauvage d’une
représentation de rang un, grâce au fait qu’on connaissait un générateur explicite des extensions
Kummeriennes (5.14). Nous commençons par le résultat suivant :

Proposition 6.5.1 ([CP09]). On a

Gab
E = PGab

E
⊕ (IGab

E
/PGab

E
)⊕Gab

k . (6.21)

Démonstration. Nous montrons cela se montre à travers la dualité de Pontryagin, en décomposant
le dual de GE qui est donné par la théorie d’Artin-Schreier-Witt.
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Toute représentation finie V(α) de rang un définie par un caractère α : GE → K◦ se décompose
alors en produit tensoriel de sa partie résiduelle, sa partie modérée, et sa partie sauvage :

V(α) = V(αwild)⊗V(αtame)⊗V(αk) . (6.22)

La représentation résiduelle V(αk) dépends hautement de la nature de k, nous n’en donnons (es-
sentiellement) aucune description.

6.5.1. Calcul de la partie modérée. La représentation V(αtame) se calcule à travers la
théorie de Kummer. Notamment on a αtame(GE) ⊂ µN pour un N première à p convenable. La
théorie de Kummer fonctionne alors aussi bien en caractéristique 0 qu’en caractéristique p. No-
tamment le noyau de αtame dans GE définit une extension de Kummer k((T 1/N ))/k((T )) et, par

Henselianité, une extension (E†L)′/E†L engendrée par T 1/N . L’action d’un élément γ ∈ GE sur le
générateur de Kummer T 1/N est

γ(T 1/N ) = αtame(γ) · T 1/N . (6.23)

Soit e ∈ V(αtame) une base telle que l’action de GE est donnée par

γ(e) = αtame(γ) · e . (6.24)

Alors l’élément

eD := e⊗ t−1/N (6.25)

de V(αtame) ⊗K◦ ((E†L)◦)NR est stable par GE et c’est une base de D := D†(V(αtame)). Dans cette
base la connexion et l’actions du Frobenius sont données par

φD(eD) = T (1−q)/N · eD ,

∇D
T (eD) = − 1

N T
−1 · eD ,

∇D
ui(eD) = 0 .

(6.26)

6.5.2. Calcul de la partie sauvage. Nous souhaitons répéter les calculs de la section précédente
à l’aide du générateur de Kummer explicite epm(f−(T ), 1) que nous avons trouvé dans (5.14).

Nous rappelons que nous avons choisi l’identification Z/pm+1Z ∼−−→ µpm+1 qui envoie 1 7→ ξ−1
m ,

où ξm est l’unique racine pm+1-ème de l’unité qui rends la distance |ξm − 1 − πm| est minimale.
Le noyau de αwild : GE → µpm+1

∼−−→ Z/pm+1Z est le groupe de Galois absolu d’une extension

d’Artin-Schreier-Witt E′/E de E = k((T )) et une extension de Kummer ((E†L)◦)′/(E†L)◦ qui sont
liées par le diagramme (5.1). On a

((E†L)◦)′ = (E†L)◦(ep∞(f−(T ), 1)) . (6.27)

L’action de GE sur epm(f−(T ), 1) est donnée par γ(epm(f−(T ), 1)) = ξ
−αwild(γ)
m · epm(f−(T ), 1) (cf.

(5.15)).

Maintenant soit e ∈ V(αwild) une base dans laquelle l’action de GE est donnée par

γ(e) = ξαwild(γ)
m · e . (6.28)

Comme dans le cas modéré l’élément

eD := e⊗ epm(f−(T ), 1) (6.29)

de V(αwild) ⊗K◦ ((E†L)◦)NR est stable par GE et c’est une base de D := D†(V(αwild)). Dans cette
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base la connexion et l’actions du Frobenius sont données par
φD(eD) = θpm(f−(T ), 1) · eD ,

∇D
T (eD) = g0(T ) · eD ,

∇D
ui(eD) = gi(T ) · eD

(6.30)

où

θpm(f−(T ), 1) := epm(ϕ(f−(T ))− f−(T ), 1) (6.31)

g0(T ) =
d
dT (epm(f−(T ), 1))

epm(f−(T ), 1)
(6.32)

gi(T ) =
d
dui

(epm(f−(T ), 1))

epm(f−(T ), 1)
, i = 1, . . . , r . (6.33)

(6.34)

L’expression explicite de ces polynômes est dans [CP09, Section 6.3.3].

6.6. Preuve, en rang un, de la conjecture de Kedlaya “Swan différentiel = Swan arith-
metique”.

On démontre le résultat suivant qui a été conjecturé dans [Ked07].

Théorème 6.6.1. Soit α : GE → K◦ une représentation finie, et soit D†(V(α)) le (ϕ,∇)-module

sur (E†L)◦ qui lui est associé. Soit M(α) le ∇-module sous-jacent à D†(V(α)). Alors le conducteur
de Swan arithmétique de α (2.8) cöıncide avec le conducteur de Swan différentiel de M(α) (6.12) :

sw(α) = sw∇(M(α)) . (6.35)

Démonstration. On montre que sw(α) = sw(αwild) et sw∇(M(α)) = sw∇(M(αwild)). On se réduit
alors au cas des représentations sauvages α = αwild.

Ces représentations sont contrôlées par un covecteur de Witt f−(T ) ∈ CW(T−1k[T−1]). En le
décomposant en co-monômes on se réduit au cas d’un co-monôme λ ·T−npm . Sans changer la classe
dans le quotient CW(E)/(F − 1)CW(E) on peut supposer que λ ∈ Wm(k) − pWm(k), de sorte
que sw(α) = npm. Pour montrer qu’on a aussi sw∇(α) = npm on raisonne ainsi :

i) L’équation est définie sur un domaine du type |T | ∈]0, 1[ ;

ii) La fonction τ 7→ log(T (M(α), eτ )) est continue et concave sur le segment ] − ∞, 0[, et elle
satisfait la condition de solubilité limτ→0− log(T (M(α), eρ)) = 0 (cf. (6.11)) ;

iii) On arrive à montrer qu’il existe un intervalle ]−∞, r[ tel que log(T (M(α), eτ )) = npm · τ pour
tout τ ∈]−∞, r[ ;

iv) Par continuité et log-concavité de la fonction, nous déduisons qu’elle est une droite sur tout
l’intervalle ]−∞, 0[

log(T (M(α), eτ )) = npm · τ , τ ∈]−∞, 0[ , (6.36)

et donc sw∇(M(α)) = npm.

Le point difficile de la preuve est le iii). Il faut d’abord avoir un critère pour calculer les rayons
petits. Cela est un analogue (à plusieurs variables T, u1, . . . , ur) du théorème de P. Young [You92].
Le critère dit grosso-modo que si la norme x0,ρ des fonctions g0, . . . , gr du système (6.30) est grande,
alors T (M(α), ρ) est petit, et c’est donné par le minimum des inverses des normes des gi multiplié
par |p|1/(p−1).
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Pour estimer la norme des gi on doit passer à travers l’isomorphisme de Cartier [Car58]

Ω1
k/Fp

∼−−→ Z1(k)/d(k) , (6.37)

où Z1(k) := Ker(d : Ω1
k/Fp → Ω2

k/Fp) (voir aussi [CP09, Lemma 7.7]).
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Chapitre II : Équations différentielles sur les courbes de Berkovich

Ce chapitre concerne les articles [Pul12], [PP12b], [PP12a], [PP13a], [PP13b], [Pul13], [Pul14b].

Nous signalons également les articles suivants qui sont en relation avec les arguments traités
dans ce chapitre (voir aussi l’introduction, pour les localiser dans un contexte plus générale) :
[Rob75a], [Rob76], [Rob84], [Rob85], [CD94], [DR77], [Liu87], [Bal87], [Pon00], [CM93], [CM97],
[CM00], [CM01], [Ked10], [Ked13].

7. Notations

Nous renvoyons le lecteur au livre de Berkovich [Ber90] pour les terminologies et définitions
générales sur les espaces de Berkovich. Par la suite nous considérons [Duc] comme référence plus
spécifique pour les notions afférant aux courbes quasi-lisses. Nous fixons dans cette section quelque
notation qui sera utilisé dans le reste de ce mémoire. Nous ne souhaitons pas rentrer dans les détails
des définition, mais plutôt donner une idée générale et informelle de l’ensemble. Nous renvoyons
aux articles originaires pour des notions plus précises [Pul12], [PP12b], [PP13a], [PP13b].

Si (A, ‖.‖) est une algèbre munie d’une norme ultramétrique nous posonsA◦ := {x ∈ A tel que ‖x‖ 6
1} et A◦◦ := {x ∈ A tel que ‖x‖ < 1}, et Ã := A◦/A◦◦.

Par la suite (K, |.|) sera un corps, muni d’une valeur absolue ultramétrique pour laquelle il est
complet.

Soient c ∈ K, R > 0 un nombre réel, et I ⊆ R>0 un intervalle tel que inf(I) > 0. Soit T la
coordonnée de A1,an

K . Nous posons

D+(c,R) = {x ∈ A1,an
K , tel que |(T − c)|(x) 6 R} , (7.1)

D−(c,R) = {x ∈ A1,an
K , tel que |(T − c)|(x) < R} , (7.2)

C(c, I) = {x ∈ A1,an
K , tel que |(T − c)|(x) ∈ I} . (7.3)

Les algèbres des fonctions sur ces espaces sont les suivantes :

O(D+(c,R)) := {
∑
i>0

ai(T − c)i , ai ∈ K , lim
i
|ai|Ri = 0} , (7.4)

O(D−(c,R)) := {
∑
i>0

ai(T − c)i , ai ∈ K , lim
i
|ai|ρi = 0, for all ρ < R} , (7.5)

O(C(c, I)) := {
∑
i∈Z

ai(T − c)i , ai ∈ K , lim
i→±∞

|ai|ρi = 0, for all ρ ∈ I} . (7.6)

Si K n’est pas algébriquement clos, on appelle disque virtuel fermé (resp. ouvert), tout domaine
analytique connexe D de A1,an

K tel que D
K̂alg est une réunion disjointe de disques fermés (resp.

ouverts).

On donne la même définition pour définir les couronnes virtuelles, avec la condition ultérieure

que Gal(K̂alg/K) préserve l’orientation des couronnes C
K̂alg (see [Duc, 3.6.32 and 3.6.35]).

Pour tout c ∈ K et r > 0 on dénote par xc,r ∈ A1,an
K la norme-sup sur le disque D−(c, r)

K̂alg . Si

f =
∑

i ai(T − c)i ∈ K[T ] est un polynôme, elle est donnée par :

x0,r(f) := max
i
|ai|ri . (7.7)

Si K est algébriquement clos et spériquement complet, tout point de A1,an
K est de ce type.
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7.1. Images topologiques informelles des courbes de Berkovich.

Il est important de se faire une image de l’espace topologique sous-jacent à un disque ou une
couronne. Si K est algébriquement clos et sphériquement complet, tout point x d’un disque ouvert
D−(0, R) est de la forme x = xc,r. Et xc,r = xc′,r′ si et seulement si r = r′ et |c− c′| 6 r. Autrement
dit xc,r = xc′,r′ si et seulement si les disques fermées D+(c, r) et D+(c′, r′) cöıncident. L’illustration
suivante montre la structure topologique d’un disque ouvert :

x0,R

x0,r

(7.8)

Un disque fermé D+(0, R) contient un unique point x0,R qui n’a pas de disques ouverts comme
voisinages. L’image décrivant un disque fermé est alors la suivante :

(7.9)

où le point rouge est x0,R, et les cônes noirs représentent les disques ouverts D−(c,R), pour tout
c ∈ K.

Prenons maintenant une couronne C := C(0, I). Le segment ΓC formé par les points du type x0,r,
avec r ∈ I, cöıncide avec l’ensemble des points de C n’ayant aucun voisinage isomorphe à un disque
ouvert. On montre facilement que C−ΓC est une réunion disjointe de disques ouverts, relativement
compacts dans C, dont le bord appartient à ΓC . La structure topologique de C ressemble donc à
l’image suivante :

(7.10)

où le segment rouge est ΓC et les cônes noirs désignent des disques de la forme D−(c, |c|).

8. Courbes lisses de Berkovich

Soit X une courbe K-analytique de Berkovich. Si Ω1
X est un faisceau localement libre de rang

un nous dirons que X est une courbe quasi-lisse. 12 Pour simplifier nous allons supposer partout,
sans perte de généralité, que X est connexe.

Nous notons par ∂X sa frontière de X, et par Int(X) := X − ∂X le complémentaire.

Si x ∈ X, H (x) dénote son corps résiduel.

12. Une autre terminologie, utilisée notamment par Berkovich, pour désigner le même type de courbes est le mot
anglais rig-smooth K-analytic curve. La terminologie quasi-lisse arrive du livre de Ducros [Duc].
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Comme dans le cas des disques et des couronnes la courbe X a une structure naturelle de graphe
réel. Si la valuation de K n’est pas triviale, ce graphe est toujours infini, et il présente une structure
de fractale avec une infinité de points de bifurcation, qui peuvent être infiniment proches.

Pour étudier la courbe X, dans la suite, nous allons considérer certains sous-graphes localement
finis Γ ⊆ X ayant la propriété que X − Γ est une réunion disjointe de disques virtuels ouverts. Un
tel graphe contient beaucoup d’informations de nature topologique sur X. En effet si ces disques
sont tous relativement compacts dans X, leur bord est dans Γ et la courbe X se rétracte sur Γ.

Définition 8.0.1. Le sous ensemble des points de X n’ayant pas de disques virtuels ouverts comme
voisinages s’appelle le squelette analytique de X. C’est un sous-graphe localement fini de X qui sera
noté par ΓX .

Le graphe ΓX est parfois vide, notamment si X est un disque virtuel ouvert, P1,an
K , ou P1,an

K −{x}
où x est un point de type 1 ou 4. Si K est algébriquement clos et spériquement complet, alors en
dehors de ces cas particuliers, ΓX est non vide.

8.1. Courbe résiduelle et genre d’un point.

Soit x un point de X de type 2. Si K est algébriquement clos, alors le corps H̃ (x) de H (x) est
le corps des fonctions d’une unique courbe projective lisse et connexe Cx sur K̃.

Si de plus on a bijection entre l’ensemble des germes de segments sortants de x et les points K̃-
rationnels d’un ouvert de Zariski Ṽx de Cx (cf. [Duc, 4.2.11.1]). De plus on a Ṽx = Cx si et seulement
si x ∈ Int(X). Par la suite nous allons identifier ces ensembles.

x

Directions sortantes de x Courbe résiduelle Cx (8.1)

Pour se faire une image, on peut prendre pour X un disque fermé unité D+(0, 1). Alors on a
Cx0,1 = P1

K̃
et Ṽx0,1 = A1

K̃
. En effet les disques qui se branchent en x0,1 sont les classes résiduelles

de K◦.

Le genre g de la courbe Cx s’appelle le genre du point x et sera noté par g(x).

Si K n’est pas algébriquement clos, et si x1, . . . , xn sont les points de X
K̂alg au dessus de x, on

pose

g(x) :=

n∑
i=1

g(xi) . (8.2)

Nous résumons ces notions par le tableau des correspondances suivant :
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x ηx = point générique de Cx

g(x) g(Cx) = genre de Cx

H̃ (x) = corps résiduel de x K̃(ηx) = corps des fonctions sur Cx

Directions sortants de x Cx(K̃) = points rationnels de Cx

b = direction sortante de x b ∈ Cx(K̃) point rationnel

Rb K̃((Tb)) = complété formel de K̃(ηx) par rapport à b

La condition suivante sera utilisé pour avoir la super-harmonicité :

Définition 8.1.1. (TR) Soit x ∈ X un point de type 2. Si K est algébriquement clos, nous dirons
que X vérifie la condition (TR) si s’il existe un morphisme fini

f : Cx −−−→ P1
K̃

(8.3)

qui est modérément ramifié partout, et non ramifié presque partout (i.e. le degré de f est
premier à la caractéristique de K̃ en un nombre fini de points fermés de Cx, et il est égal à 1
en tout autre point).
Si K n’est pas algébriquement clos, on dit que X vérifie (TR) en x si X

K̂alg vérifie (TR) en
tout point au dessus de x.

Cette condition n’est pas méchante car si g(x) = 0, ou si la caractéristique de K̃ est différente
de 2, la condition (TR) est vérifiée en x.

8.2. Triangulations

Définition 8.2.1 (pseudo-couronne). Si K est un corps algébriquement clos une pseudo-couronne
ouverte est une courbe connexe quasi-lisse sans bord et sans points de genre positif telle que son
squelette analytique est un segment.

Sur un corps quelconque c’est un courbe connexe quasi-lisse qui dévient une réunion disjointe
de pseudo-couronnes après changement de base à la clôture algébrique, et telle que Galois préserve
l’orientation des composantes connexes.

On peut montrer que toute pseudo-couronne ouverte est réunion de sous-couronnes virtuelles
ouvertes relativement compactes dont les squelettes sont inclus les un dans les autres.

Un résultat de Q.Liu [Liu87, Prop. 3.2] montre que si K est algébriquement clos et sphériquement
complet, alors une pseudo-couronne ouverte est soit une couronne ouverte, soit de la forme Y −{x}
où Y est soit la droite affine soit un disque et x ∈ Y est un point rationnel.

Définition 8.2.2. Une pseudo-triangulation de X est un sous-ensemble localement fini S ⊆ X
formé par des points de type 2 ou 3, tel que X − S est une réunion disjointe de disques virtuels
ouverts, et de pseudo-couronnes ouvertes.

La réunion des squelettes de ces pseudo-couronnes et des points de S est un graphe localement
fini ΓS tel que X − ΓS est une réunion disjointe de disques virtuels. On appelle ΓS le squelette de
X par rapport à S.
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Si toute pseudo-couronne composante connexe de X −S est isomorphe à une couronne virtuelle
ouverte, alors on dit que S est une triangulation faible.

Si S est une triangulation faible et si toute composante connexe de X − S est relativement
compacte dans X nous dirons que S est une triangulation.

Théorème 8.2.3 ([Duc]). Toute courbe quasi-lisse X admet une triangulation.

Supposons que X soit connexe, et soit S une pseudo-triangulation.

Si S est vide, alors X est soit une pseudo-couronne ouverte, soit un disque ouvert virtuel.

Si ΓS est vide, alors X est un disque ouvert virtuel.

Si ΓS n’est pas vide, alors toute composante connexe de X−ΓS est un disque virtuel ouvert qui
est relativement compact dans X, et dont la frontière appartient à ΓS . On a alors une contraction

τS : X → ΓS (8.4)

qui est l’identité sur ΓS et qui associe au point x ∈ X − ΓS la frontière de la composante connexe
de X − ΓS contenant x. L’image suivante représente la courbe X :

(8.5)

Le graphe ΓS est indiqué en rouge, et les cônes représentent les composantes connexes de X − ΓS .

Supposons toujours X connexe. Le Théorème 8.2.3 entraine en particulier que si S est une
pseudo-triangulation, alors on peut toujours la compléter en une triangulation faible S′ contenant
S, et aussi en une triangulation S′′ contenant S′ et S′′.

De plus on peut toujours choisir S′ de sorte que ΓS = ΓS′ . Par contre pour qu’il existe une
triangulation S′′ contenant S′ telle que ΓS′ = ΓS′′ , il faut et il suffit, que S′ ne soit pas la triangulation
faible vide d’un disque virtuel ouvert.

Remarque 8.2.4. Supposons K algébriquement clos. La donnée d’un modèle semi-stable de X
correspond à une triangulation S de X formée par des points de type 2 [Duc]. La fibre spéciale du
modèle est la réunion des courbes résiduelles Ṽx de la section 8.1, et chaque arête de ΓS joignant
le points x, y ∈ S correspond par la bijection (8.1) à un point d’intersection de Ṽx et Ṽy. Autrement
dit le graphe ΓS est le graphe dual du graphe d’intersection de la fibre spéciale.

Remarque 8.2.5. La notion de triangulation faible a été introduite dans [PP12b], car elle est plus
cohérente avec l’idée de rayons de convergence d’une équation différentielle.

Nous allons donner les définitions plus précises dans les prochaines sections. Ici nous souhaitons
donner un exemple informel pour décrire l’idée qui nous a conduit à la définition de triangulation
faible.

Supposons que X soit un disque ouvert, et considérons l’équation triviale d : OX → Ω1
X . Elle

correspond dans une base à l’équation y′ = 0, qui a pour solution les fonctions constantes, dont le
rayon de convergence est infini. Dans une autre base le même module trivial est associé à l’équation
y′ = (h′/h) ·y, où h est la section globale de O(D)× qui a servi pour le changement de base. Le rayon
des solutions de cette équation peut maintenant ne pas être infini. Mais les solutions sont encore
des sections globales sur D. La définition de rayon doit alors “ tronquer” le rayon des solutions de
manière à le rendre invariant par changement de base. Quelle est la bonne manière de tronquer ?
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De manière informelle l’idée fondamentale de Baldassarri (voir également [BV07]) a été de
tronquer le rayon de solutions de Taylor en x par la “ distance du point x de ΓS”. Dans son cadre
ΓS était associé à un modèle formel, et c’est donc le graphe d’une triangulation. En particulier, si X
est un disque ouvert, le squelette ΓS associé à un modèle formel n’est jamais vide, et la distance de
ΓS n’est jamais égale au rayon du disque X tout entier. Or, quand X est un disque ouvert, on veut
vraiment permettre à ΓS d’être vide de sorte à ne pas diminuer l’horizon d’existence des solutions,
et ainsi préserver un maximum d’information. Nous allons préciser ces notions dans les prochaines
sections.

Une dernière remarque pour signaler que la définition des rayons de convergence, ainsi que
leur propriétés topologiques fondamentales ne dépendent que de ΓS et pas de S. Comme le graphe
ΓS d’une pseudo-triangulation est toujours le graphe d’une triangulation faible l’introduction des
pseudo-triangulations ne change rien de ce point de vue.

Ce qui change est le nombre de points de S qui est le plus petit possible, et donc la notion
de pseudo-triangulation traduit mieux les propriétés de finitude de ΓS. Ces propriétés de finitude
interviendrons notamment pour décrire des condition de finitude dimensionnelle de la cohomologie
de de Rham globale de F .

8.3. Germes de segments.

Soit X une courbe quasi-lisse connexe. Un segment ouvert I dans X est l’image d’une application
continue injective i :]0, 1[→ X. Supposons que x := limr→0+ i(r) existe dans X. Dans ce cas nous
dirons que I est un segment sortant de x.

On définit une relation équivalence sur la famille des segments sortants de x en imposant que
I ∼ I ′ si et seulement si il existe un segment I ′′ sortant de x tel que I ′′ ⊆ I ∩ I ′. Une classe
d’équivalence est dite une direction sortante de x, ou une branche sortante de x, ou encore un
germe de segment sortant de x.

x

(8.6)

D’après l’existence d’une triangulation (cf. Théorème 8.2.3) tout germe de segment sortant de x
admet un représentant I qui est relativement compact dans X, et qui est le squelette analytique
d’une couronne ouverte virtuelle dans X.

Il y a également des segments qui ne sont pas relativement compacts, et il est possible de définir
une relation d’équivalence entre ces segments. On appelle germes de segments à l’infini (ou à la
frontière ouverte de X) les classes d’équivalence.

Notamment soient I et I ′ deux segments non relativement compacts, images des chemins i :
]0, 1[→ X et i′ :]0, 1[→ X, tels que limr→0+ i(r) et limr→0+ i′(r) n’existent pas dans X. Alors I ∼ I ′
si et seulement si il existe une application bijective ψ :]0, ε′[

∼−−→]0, ε′[ telle que i|]0,ε[ = (i′)|]0,ε′[ ◦ ψ.
L’ensemble des segments dans la frontière ouverte sera noté ∂oX.

Hypothèse 8.3.1 (Orientation des germes de segments). Soit b un germe de segment. Par la suite
nous choisirons toujours les orientations suivantes :

i) Si b est un germe de segment relativement compact sortant d’un point x, alors son orientation
sera toujours vers l’extérieur de x.
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ii) Si b ∈ ∂oX est un germe de segment non relativement compact, alors son orientation sera
toujours vers l’intérieur de X.

Remarque 8.3.2. Il faut faire attention au fait qu’un germe de segment à l’infini n’est pas toujours
le squelette analytique d’une pseudo-couronne ouverte. Un exemple est donné par un disque ouvert
D−(0, 1) moins les zéros d’une fonction analytique non bornée. Il y a une infinité de zéros de f ,
donc le germe de segment représenté par ]x0,r, x0,1[ n’est contenu dans aucune couronne de X.

On peut facilement démontrer le lemme suivant

Lemme 8.3.3. Si X est connexe, et si elle n’est pas isomorphe à un disque virtuel, alors tout germe
de segment à l’infini de X est contenu dans son squelette analytique. En particulier il est contenu
dans le squelette de toute triangulations. 2

Cela montre en particulier que si S est une triangulation faible telle que ΓS est topologiquement
fini, alors chaque germe de segment à l’infini est le squelette d’une pseudo-couronne ouverte.

Définition 8.3.4. Soit x ∈ X un point de type 2 ou 3. Si b est une direction sortante de x, on
définit l’anneau de Robba Rb comme

Rb :=
⋃

O(Cb) (8.7)

où Cb parcourt l’ensemble des couronnes virtuelles ouvertes dans X dont le squelette analytique
appartient à b.

Si K est algébriquement clos on peut toujours identifier Cb à une couronne C(0, ]r′, r[) et nous
avons la description explicite classique

Rb =

{∑
i∈Z

aiT
i
∣∣∣ ∀i ai ∈ K, il existe ε > 0, tel que lim

i 7→±∞
|ai|ρi = 0, pour tout ρ ∈]r − ε, r[

}
(8.8)

8.4. Module et pentes.

Le rapport r′/r est un invariant par isomorphismes de la couronne C := C(0, ]r, r′[) qui s’appelle
module et qui sera noté par `(C). On peut également descendre cette notion aux couronnes virtuelles
car le groupe de Galois agit par isométries.

Nous voulons définir la pente (logarithmique) d’une fonction F : X → R>0 sur un germe de

segment dans X. La pente sera invariante par passage à K̂alg, donc on peut supposer que K est
algébriquement clos. Cela simplifie les notations.

Soit I ⊆ X un segment, soit x ∈ I et soit b un germe de segment sortant de x contenu dans I.
Notons par Cb un germe de couronne ouverte de squelette b. On peut identifier Cb avec C(0, ]r, 1[)
de sorte que limρ→1− x0,ρ = x.

On dit que F est log-affine sur ]x0,r, x0,1[, de pente γ, si pour tout a < b dans ]r, 1[ on a

ln(F (b))− ln(F (a)) = γ · `(C(0, [a, b])) . (8.9)

Fixons une orientation de I. On dira que F est log-affine sur I de pente γ si elle est continue sur I,
et si elle est log-affine de pente γ sur tout germe de segment dans I orienté comme I.

Si b est un germe de segment orienté sortant d’un point x, et si F est log-affine sur b, on note la
pente de F sur b par

∂bF (x) . (8.10)
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Supposons que F soit log-affine sur tout germe de segment b sortant de x, et que ∂bF (x) = 0 sauf
un nombre fini de directions b. On peut alors former la somme

ddcF (x) :=
∑
b

∂bF (x) . (8.11)

La fonction F est dite super-harmonique (resp. harmonique, sous-harmonique) si

ddcF (x) 6 0 , ddcF (x) = 0 , ddcF (x) > 0 . (8.12)

Si K n’est pas algébriquement clos, et si π : X
K̂alg → X est la projection canonique, nous on pose

pour tout x ∈ X :

ddcF (x) :=
∑

π(y)=x

ddc(F ◦ π)(y) . (8.13)

8.5. Genre de Liu et caractéristique d’Euler-Poincaré de X

Soit T un espace topologique. Nous notons par χtop(T ) 6 1 la caractéristique d’Euler du com-
plexe d’homologie singulière de T .

Par exemple si T se rétracte en un point on a χtop(T ) = 1, et si T se rétracte sur un cercle on a
χtop(T ) = 0.

Nous dirons que Γ est un graphe strict, s’il est connexe, avec un nombre fini de arêtes (et donc
aussi de sommets), et si chaque arête est relativement compact dans Γ.

Si T se rétracte sur un graphe strict, et si v et e désignent le nombre de sommets et d’arêtes
respectivement, alors

χtop(T ) = χ(Γ) = v − e 6 1 . (8.14)

Remarque 8.5.1. Par exemple si Γ est un graphe strict sur une sphère S, alors le théorème de
Descartes-Euler concernant l’étude des polyèdres convexes dit que χtop(Γ) = 2−f où f est le nombre
de composantes connexes de S− Γ. La formule est souvent écrite sous la forme v − e+ f = 2.

Nous allons maintenant donner un procédé plus opérationnel pour calculer χtop(X), pour une
courbe quasi-lisse connexe X, en utilisant (8.14).

D’abord, lorsque ΓS 6= ∅, la courbe X se rétracte toujours sur ΓS , donc χtop(X) = χtop(ΓS). Nous
rappelons que ΓS peut être vide seulement si X est un disque virtuel, et dans ce cas χtop(X) = 1.
Nous rappelons également que si X est connexe, ΓS l’est aussi. Sans modifier la classe d’équivalence
d’homotopie de ΓS , on peut supprimer l’intérieur de tous les arêtes de ΓS qui ne sont pas relativement
compacts dans ΓS . Si Γst,∞S ⊆ ΓS est le graphe qu’on obtient ainsi, on a χtop(X) = χtop(ΓS) =

χtop(Γ
st,∞
S ).

Maintenant, chaque arête de Γst,∞S est relativement compact, mais ce n’est pas un graphe strict

car il peut avoir une infinité d’arêtes. En effet Γst,∞S est la réunion des sous-graphes strictes Γ ⊆ ΓS ,
où le mot sous-graphe ici signifie que tout sommet (resp. arête) de Γ est un sommet (resp. arête) de
ΓS . Comme l’homologie singulière commute à la limite inductive, on peut calculer χtop(Γ

st,∞
S ) par

passage à la limite sur les sous graphes finis. De manière plus précise on a

χtop(Γ
st,∞
S ) = lim

Γ⊆Γst,∞S

χtop(Γ) , (8.15)

où Γ parcourt l’ensemble filtrant des sous-graphes stricts de Γst,∞S . Remarquons que χtop est une
fonction décroissante sur cet ensemble (i.e. si Γ ⊂ Γ′, alors χtop(Γ) > χtop(Γ

′)), et donc la limite
existe toujours dans [−∞, 1]. Maintenant la fonction χtop de chaque sous-graphe strict Γ ⊆ ΓS se
calcule avec (8.14).
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8.5.1. Genre de Liu d’une courbe quasi-lisse, et sa caractéristique d’Euler à support
compact. Soit X une courbe de Berkovich quasi-lisse et connexe, et soit S une triangulation faible
de X

K̂alg . On pose

χtop(ΓS) := χtop(ΓS
K̂alg

) , (8.16)

χtop(X) := χtop(XK̂alg) . (8.17)

Nous définissons le genre de X comme l’entier positif éventuellement égal à +∞

g(X) = 1− χtop(X) +
∑

x∈X
K̂alg

g(x) > 0 . (8.18)

Remarquons que si Y est un domaine analytique de X, alors g(Y ) 6 g(X).

La caractéristique d’Euler à support compact de X est définie comme

χc(X) = 2− 2g(X)−N(X) 6 2 , (8.19)

où N(X) est le nombre de germes de segments à l’infini de X
K̂alg .

Voici le genre et la caractéristique à support compact dans des exemples simples, où K est
algébriquement clos :

X χtop(X) g(X) χc(X)

Disque fermé 1 0 2

Couronne fermée 1 0 2

Disque ouvert 1 0 1

Couronne ouverte 1 0 0

P1,an
K 1 0 2

A1,an
K 1 0 1

Gan
m 1 0 0

Domaine analytique connexe de P1,an
K 1 0 2−N(X)

Courbe de Tate 0 1 0

Courbe elliptique avec bonne réduction 1 1 0

Analytifiée d’une courbe algébrique C genre algébrique de C

8.6. Caractéristique locale d’un point par rapport à un graphe.

Soit Γ un graphe connexe localement fini de X. Soit x ∈ Γ.

Si K est algébriquement clos nous posons

NΓ(x) := Nombre d’arêtes de Γ sortants de x . (8.20)

χ(x,Γ) := 2− 2g(x)−NΓ(x) . (8.21)

Si K n’est pas algébriquement clos, soient x1, . . . , xn les points de X
K̂alg au dessus de x, et soit

Γ
K̂alg := π−1

K̂alg/K
(Γ). Alors on pose

NΓ(x) :=

n∑
i=1

NΓ
K̂alg

(xi) , (8.22)

χ(x,Γ) :=

n∑
i=1

χ(xi,ΓK̂alg) = 2n− 2g(x)−NΓ(x) . (8.23)

Soit S une pseudo-triangulation de X. Alors on pose

NS(x) := NΓS (x) , χ(x, S) := χ(x,ΓS) . (8.24)
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Remarque 8.6.1. Supposons K algébriquement clos, et plaçons nous dans le contexte de la re-
marque 8.2.4. La bijection (8.1) dit que les germes de segments sortants de x appartenants à ΓS
correspondent aux points singuliers de la fibre spéciale du modèle. Le nombre χ(x, S) cöıncide alors
avec la caractéristique d’Euler à support compact de l’ouvert maximale de Ṽx qui ne contient pas de
points singuliers de la fibre spéciale X̃.

Le lien entre χc(X) et les différents χ(x, S) est donné par la proposition suivante :

Proposition 8.6.2. Soit S une pseudo-triangulation de X. Supposons que X ait un nombre fini
de composante connexes et que ΓS rencontre chacune d’entre elles. De plus supposons que ΓS est
topologiquement fini (i.e. ΓS est homéomorphe à une réunion finie d’intervalles). Supposons que le
nombre de points de genre positif ainsi que le nombre de points à la frontière soient finis. Alors il
existe un sous ensemble fini S0 ⊆ S tel que pour tout sous ensemble fini S′ contenant S0 vérifie∑

x∈S′
χ(x, S) := χc(X) . (8.25)

9. Les connexions petites sont cycliques [Pul14b]

Dans [Pul14b] nous avons approché un problème basique concernant un théorème de structure
des modules différentiels qui s’appelle le théorème du vecteur cyclique.

Soit d : A → A une dérivation sur un anneau A. L’anneau des opérateurs différentiels A〈d〉
à coefficients dans l’anneau A, est l’anneau des sommes formelles de la forme P :=

∑n
i=0 ai ◦ di,

ai ∈ A, où la multiplication ◦ est déterminée par la relation d ◦ a = a ◦ d+ d(a), pour tout a ∈ A.

On a une flèche évidente A〈d〉 → EndZ(A) qui envoie A〈d〉 sur le plus petit anneau de EndZ(A)
contenant d, et les multiplications par les éléments de A.

Un module différentiel n’est rien d’autre que la donnée d’un A〈d〉-module dont le A-module
sous-jacent est libre de type fini. Il est donc important d’étudier A〈d〉, et ses idéaux.

Si d est la dérivation triviale, A〈d〉 est un anneau de polynômes, et si de plus A est un corps,
les A-modules différentiels cöıncident dans ce cas avec les A-espaces vectoriels de dimension finie
munis d’un endomorphisme A-linéaire. Pour ces objets on a le théorème de structure suivant : tout
A〈d〉-module est somme directe de modules cycliques, i.e. de la forme A[d]/A[d]P , pour lesquels la
matrice de l’endomorphisme de multiplication par d est en forme compagnon du polynôme P .

Si d n’est pas triviale, A〈d〉 n’est pas commutatif. Si de plus A est un corps de caractéristique 0,
on sait montrer que A〈d〉 est un anneau Euclidien, et en particulier qu’il est à idéaux principaux.
Dans ce contexte P. Deligne a montré un théorème de structure plus fort, qui s’appelle le théorème
du vecteur cyclique [Del70, Ch.II,Lemme 1.3] : tout module différentiel M sur A〈d〉 est cyclique
(sans besoin de décomposer), c’est à dire qu’il existe un isomorphisme de A〈d〉-modules

M
∼−−→ A〈d〉/A〈d〉P . (9.1)

L’image m de la classe d + A〈d〉P dans M s’appelle un vecteur cyclique, et si le rang de M est
n, alors m, d(m), d2(m), . . . , dn−1(m) est une base de M qu’on appelle une base cyclique. Trouver
l’isomorphisme (9.1) revient à montrer qu’il existe une base cyclique, dans une telle base la matrice
de l’action de d (i.e. de la connexion) est en forme compagnon par rapport à l’opérateur P .

Une grande partie des invariants associés à M se lit ou se définit sur une base cyclique, c’est à
dire sur l’opérateur P .

Le théorème de Deligne n’est toutefois pas satisfaisant si l’on travaille avec des équations
différentielles sur des bases plus générales qu’un corps (par exemple sur des courbes algébriques lisses,
ou des courbes quasi-lisses de Berkovich). Dans [Kat70] on rencontre ce problème avec récurrence.

34
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C’est pour cette raison que N.M.Katz a senti le besoin de améliorer le résultat de Deligne, en don-
nant un algorithme explicite pour le calcul du vecteur cyclique : en partant d’une base quelconque
Katz construit un changement de base explicite pour passer à une base cyclique [Kat87c]. Comme
conséquence Katz obtient l’existence d’un vecteur cyclique localement sur A par rapport à la topo-
logie de Zariski, en particulier sur tout anneau local.

C’est dans ce contexte qui s’insère notre résultat de [Pul14b]. Supposons que (A, ‖.‖) soit une
K-algèbre de Banach, par rapport à une norme ultramétrique ‖.‖. Nous avons montré l’énoncé
suivant :

Th�eor�eme 28. Si, dans une base de M, la matrice de la connexion ∇ est de norme suffisamment
petite, alors M est cyclique.

On rend explicite la relation entre la matrice de changement de base de Katz et la matrice de la
connexion, et on montre que si la matrice de la connexion est petite, alors le changement de base
de Katz est proche de l’identité, donc il est inversible.

Sur les courbes de Berkovich le norme petite de la matrice de la connexion est en relation
avec le fait d’avoir un rayon grand rayon de convergence comme montré par le théorème de Young
[You92] (voir aussi [CM02, Thm.6.2]). Par ailleurs la non existence de vecteur cyclique est une des
obstruction parmi les plus importantes à l’application des méthodes “classiques” aux équations
différentielles p-adiques, notamment pour le théorème de monodromie locale p-adique : avoir une
base cyclique pour une équation soluble sur l’anneau de Robba entrainerait immédiatement (par
[You92]) d’avoir des coefficients bornées. Cela permettrait de travailler sur un sous-corps différentiel
de l’anneau de Robba (celui des fonctions bornées) pour lequel on aurait toute la théorie de Galois
différentielle classique. Signalons qu’à posteriori les équations admettant une structure de Frobenius
sur l’anneau de Robba ont une base de coefficients bornés grâce à des corollaires au théorème de la
monodromie p-adique (cf. [And02, 7.1.6]).

10. Rayons de convergence

Soit X une courbe quasi lisse. Une équation différentielle sur X est un OX -module localement
libre de type fini F muni d’une connexion ∇ : F → F ⊗ Ω1

X .

Un morphisme entre équations est la donnée d’un morphisme de OX -modules qui commute à
la connexion. On démontre que le rangs du noyau et du conoyau sont des fonctions localement
constantes sur X et que la catégorie des équations différentielles sur X est abélienne.

10.1. Structure de la fibre, disques génériques et maximaux.

Nous d’abord définir les disques sur les quels on cherche les solutions.

Soit x ∈ X un point. Soit Ω une extension algébriquement close et sphériquement complète de
H (x) telle que |Ω| = R>0. Notons πΩ : XΩ → X la projection canonique. La structure de la fibre
π−1

Ω (x) a été étudiée dans [PP12b]. Nous esquissons ici le résultat principal sur sa structure.

Théorème 10.1.1. Chaque point x1, . . . , xn ∈ XK̂alg qui relève x possède un relèvement canonique

σΩ(xi) ∈ XΩ avec la propriété que π−1
Ω (x) est formée de n-composantes connexes C1, . . . , Cn, telles

que

– Ci contient σΩ(xi),
– Ci−{σΩ(xi)} est une réunion disjointe de disques ouverts qui sont tous relativement compacts

dans X, et dont la frontière est σΩ(xi).
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– Plus précisément le groupe des automorphismes continus de Ω/K agit transitivement sur les
points Ω-rationnels de π−1

Ω (x), et sur ces disques qui sont donc tous isomorphes.

XΩ X
K̂alg

. . .
x

︸ ︷︷ ︸
π−1

Ω (x) (10.1)

Chacun de ces disques s’appelle disque générique pour x. Il est noté

D(x) . (10.2)

Par la suite on fera un choix d’un relèvement tx ∈ π−1
Ω (x)(Ω), et on dira que le disque générique est

l’unique composante connexe de ∪iCi − {σΩ(xi)} qui contient tx.

Soit S une triangulation faible de X. Son image inverse S
K̂alg est une triangulation de X

K̂alg .

L’application σΩ : X
K̂alg → XΩ est une section canonique de la projection canonique XΩ →

X
K̂alg . Le Théorème 10.1.1 montre que SΩ := σΩ(S

K̂alg) est une triangulation faible de XΩ dont le
graphe est σΩ(ΓS

K̂alg
), et que ce dernier est un graphe homéomorphe à ΓS

K̂alg
par la projection.

Maintenant, XΩ − ΓSΩ
est une réunion disjointe de disques ouverts, et on donne la définition

suivante

Définition 10.1.2 (Disque maximal). On appelle disque maximal en x, noté

D(x, S) , (10.3)

la composante connexe de XΩ − ΓSΩ
contenant tx et D(x).

10.2. Rayons de convergence et leurs propriétés.

Soit F une équation différentielle sur X de rang r. Pour tout x ∈ X nous choisissons un
isomorphisme D(x, S)

∼−−→ D−(0, 1) envoyant tx en 0. Notons par

RS,i(x,F ) (10.4)

le rayon du plus grand sous-disque ouvert de D−(0, 1) centré en 0, tel que F a au moins r − i+ 1
solutions linéairement indépendantes sur D−(0,RS,i(x,F )). Ce nombre ne dépend que de x ∈ X
et F , il est indépendant des choix qu’on a fait. Par définition on a

0 < RS,1(x,F ) 6 RS,2(x,F ) 6 · · · 6 RS,r(x,F ) 6 1 . (10.5)

Nous dirons que l’indice i sépare les rayons en x si on a RS,i−1(x,F ) < RS,i(x,F ).

Notons par DS,i(x,F ) ⊆ D(x, S) le disque correspondant à D−(0,RS,i(x,F )) ⊆ D−(0, 1). On
a une suite de disques

DS,1(x,F ) ⊆ DS,2(x,F ) ⊆ · · · ⊆ DS,r(x,F ) . (10.6)

Nous allons utiliser la terminologie suivante :

– Si DS,i(x,F ) ⊂ D(x), l’indice i est spectrale non soluble en x ;
– Si DS,i(x,F ) = D(x), l’indice i est soluble en x ;
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– Si DS,i(x,F ) ⊃ D(x), l’indice i est sur-soluble en x.

Nous dirons de manière équivalente que le i-ème rayon RS,i(x,F ) est spectrale non soluble, soluble,
sur-soluble.

Remarque 10.2.1. Il existe une définition spectrale des rayons, liée à la norme spectrale des
connexions des sous-quotients de F|H (x) (cf. [Ked10, 9.4.4, 9.8.1]). Cela revient à prendre DS,i(x,F )∩
D(x) à la place de DS,i(x,F ). C’est à dire tronquer les rayons RS,i(x,F ) par celui de D(x). Le cor-
respondance entre les rayons (10.5) et la norme spectrale de la connexion subsiste donc uniquement
pour les rayons spectrales non solubles.

Chacun des rayons donne une fonction

RS,i(−,F ) : X −−→]0, 1] . (10.7)

Le nombre RS,1(x,F ) est le rayon du plus grand disque centré en tx où toutes les solutions de F
convergent.

Théorème 10.2.2 ([BV07],[Bal10]). La fonction RS,1(−,F ) : X → R>0 est continue.

La preuves utilisées par [BV07] et [Bal10] généralisent une plus ancienne preuve due à G.Christol
et B.Dwork [CD94], où l’on montrait la continuité sur un segment qui était le squelette d’une cou-
ronne. L’ingrédient centrale de toute ces preuves est une estimation de la croissance des solutions
au bord du disque DS,1(x,F ) [DR80]. Cette estimation tient compte du comportement globale de
toutes les solutions, et il semble impossible d’isoler le comportement d’une seule solution. Cela fait
qu’on ne peut pas étudier les rayons supérieurs avec cette méthode.

La suite ln(RS,1(x,F )) 6 . . . 6 ln(RS,r(x,F )) est la suite des pentes d’un polygone qu’on
appelle le polygone de Newton des convergences de F en x. C’est l’enveloppe convexe dans R2 de
l’épigraphe de la fonction qui associe à l’entier 0 6 i 6 r la valeur hi :=

∑i
k=0 ln(RS,k(x,F )),

h0 = 0.

• • • • • • • • • • • •

•

•

•

•
•

•
• • • • •

1 2 3 · · · r

s1

s2
s3

· · ·

 = ln(HS,2)

 = ln(HS,r)

(10.8)

Avec un abus, on dit que les fonctions

HS,i(x,F ) :=
i∏

k=0

RS,k(x,F ) (10.9)

s’appellent les hauteurs partielles du polygone de Newton des convergences. Ces fonctions ont été
introduites par Young [You92].

Définition 10.2.3. Un sommet de ce polygone est par définition un indice i ∈ {1, . . . , r} tel que
i = r, ou tel que i+ 1 sépare les rayons en x.

On dit que l’ indice i est libre de solubilité si tout indice j 6 i n’est pas soluble.
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La variation sur X de ce polygone va nous permettre de donner des théorèmes de classification
(décomposition par les rayons) ainsi que des expressions explicites de la cohomologie de de Rham
de F .

Nous allons montrer que les fonctions RS,i(−,F ) et HS,i(−,F ) jouissent d’une propriété de
continuité beaucoup plus forte : elles se factorisent par un sous-graphe fini de X.

Nous donnons d’abord la définition fondamentale suivante :

Définition 10.2.4. Soit T un espace topologique, et soit F : X → T une fonction. Soit S une
pseudo-triangulation de X. On appelle S-graphe contrôlant de F le sous ensemble de X formé par
les points x ∈ X qui n’ont aucun voisinage isomorphe à un disque ouvert virtuel D sur le quel F
est constant et tel que D ∩ S = ∅. Le graphe contrôlant sera noté par

ΓS(F ) . (10.10)

Autrement dit ΓS(F ) est le complémentaire de la réunion des disques ouverts virtuels, n’inter-
sectant pas S, sur les quels F est constante. Par construction on a ΓS ⊂ ΓS(F ). On sait que X−ΓS
est une réunion disjointe de disques, et on montre que pour tout x ∈ ΓS(F )−ΓS le segment joignant
x avec ΓS (resp. joignant x à la frontière ouverte, si ΓS est vide et X est un disque) est contenu
dans ΓS(F ).

= ΓS + = ΓS(F )
(10.11)

Un tel graphe est dit admissible dans [Duc]. Cette propriété entraine que, dès que ΓS 6= ∅, X admet
une rétraction sur ΓS(F ).

Remarque 10.2.5. On sait que dès que ΓS est non vide, la courbe connexe X se rétracte sur ΓS.
D’après ce qu’on vient de dire, elle se rétracte aussi sur ΓS(F ). Toutefois cela n’entraine pas à
priori que F soit déterminée par ses valeurs sur ΓS(F ). La fonction ΓS(F ) peut par exemple être
constante sur un disque D dont la frontière est x ∈ ΓS(F ), mais si F n’est pas continue, on peut
avoir F (D) 6= F (x).

Par la suite nous notons par

ΓS,i(F ) := ΓS(RS,i(−,F )) (10.12)

le graphe contrôlant de la fonction RS,i(−,F ).

Il n’y a aucune relation d’inclusion évidente entre les graphes {ΓS,i(F )}i. Pour cette raison on
pose

Γ′S,i(F ) :=
i⋃

k=1

ΓS,k(F ) . (10.13)

C’est un graphe plus maniable. Par exemple on peut voir qu’il cöıncide avec la réunion des graphes
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contrôlant des hauteurs partielles :

Γ′S,i(F ) =

i⋃
k=1

ΓS(HS,k(−,F )) . (10.14)

Dans [Pul12], [PP12b], [PP13a] nous avons étudié ces graphes et nous avons obtenu le résultat
suivant

Théorème 10.2.6 ([Pul12],[PP12b]). Soit F une équation différentielle de rang r sur une courbe
quasi-lisse connexe X.

Pour tout i = 1, . . . , r, les graphes ΓS,i(F ) sont localement-finis. Les fonctions RS,i(−,F ) et
HS,i(−,F ) sont continues et se factorisent par la rétraction de X sur leur graphe contrôlant. De
plus nous avons les propriétés suivantes :

i) Les fonctions RS,i(−,F ) et HS,i(−,F ) sont log-affines par morceaux sur tout segments de X,
et elles ont un nombre fini de changement de pentes sur tout segment compact dans X ;

ii) Si i est un sommet en un point x ∈ X du polygone de Newton des convergences, alors pour
tout germe de segment b sortant de x la pente ∂bHS,i(x,F ) est entière.

Pour tout autre indice i nous avons

∂bHS,i(x,F ) ∈ Z ∪ 1

2
Z ∪ · · · ∪ 1

r
Z . (10.15)

iii) Soit C une composante connexe de X − S. Soit i ∈ {1, . . . , r}, alors :
• Si C est une couronne virtuelle ouverte, alors pour tout i la fonction HS,i(−,F ) est log-

concave sur le segment ΓC .
• Si C est un disque virtuel ouvert, soit I le segment joignant un point x à la frontière ouverte

de C. Alors HS,i(−,F ) est log-concave et non croissante sur I au voisinage de tout point
y ∈ I tel que l’indice i est libre de solubilité en y.

iv) Pour tout i = 1, . . . , r il existe une famille localement finie de points CS,i(F ) ⊂ X − ΓS telle
que
• Si x /∈ S ∪CS,i(F ), alors HS,i est super-harmonique en x, et elle est harmonique si i est un

indice libre de solubilité ;
• Si x ∈ S − ∂X est un point de type 3, ou un point de type 2 vérifiant la condition (TR) (cf.

Def. 8.1.1), alors

ddcHS,i(x) 6 −χ(x, S) ·min(i, ispx ) . (10.16)

où ispx est le plus grand indice tel que tout indice j 6 ispx est spectral non soluble en x.
De plus si i est un sommet du polygone de Newton des convergences en x qui est libre de
solubilité, alors (12.1) est une égalité.

On peut préciser le lieu CS,i(F ) ⊂ X−ΓS . Notamment pour tout k = 1, . . . , i soit Ak l’ensemble
des points x ∈ X − ΓS tels que

i) L’indice k est soluble en x ;

ii) x est un point final de ΓS,k(F ) ;

iii) x ∈ ΓS,k(F ) ∩ ΓS(HS,k(−,F )) ∩ Γ′S,k−1(F ).

Alors

CS,i(F ) ⊆
i⋃

k=1

Ak . (10.17)

La preuve de ces énoncées se décompose en deux parties, dont nous allons maintenant esquisser les
grandes lignes.
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10.2.1. La preuve sur la droite affine. La première partie consiste à montrer le théorème
pour un domaine affinöıde de la droite affine.

Nous avons le critère suivant de finitude.

Théorème 10.2.7. Soit X un domaine affinoide de la droite affine, et soit SX sa triangulation
minimale. Soit F : X → R>0 une fonction. Soit Γ ⊂ X un graphe connexe fini contenant ΓSX .

Si F satisfait les conditions suivantes, alors F est continue et ΓSX (F ) est fini :

(C1) Pour tout point x ∈ X(K̂alg) il existe un disque ouvert virtuel D contenant x sur lequel F est
constante (autrement dit ΓSX (F ) ne contient pas x) ;

(C2) F est continue, log-affine par morceaux, avec un nombre fini de changement de pentes sur tout
segment de X ;

(C3) Pour tout corps Ω, tout point rationnel c ∈ XΩ, la fonction log(ρ) 7→ log ◦F ◦ πΩ/K(xc,ρ) est

concave sur le segment joignant c à π−1
Ω/K(Γ).

(C4) Les pentes non nulles de F ne peuvent pas être arbitrairement petites. Notamment il existe une
constante νF > 0 telle que pour tout x ∈ X, et tout germe de segment b sortant de x on a

∂bF (x) ∈ ]−∞,−νF [∪{0}∪]νF ,+∞[ . (10.18)

(C5) Pour tout point de bifurcation x de ΓSX (F ) il n’y a qu’un nombre fini de directions b sortantes
de x telles que ∂bF (x) 6= 0 ;

(C6) Il existe un sous ensemble fini C (F ) ⊂ X tel que pour tout point de bifurcation x de ΓSX (F )
n’appartenant pas à ∂X ∪ C (F ) on a ddcF (x) 6 0 (i.e. F est super-harmonique en x).

La finitude et continuité des rayons RS,1, . . . ,RS,r équivaut à celle des HS,1, . . . ,HS,r. La preuve
consiste donc à montrer que les hauteurs partielles HS,i(x,F ) vérifient ce critère, et cela est fait par
récurrence sur l’indice i. Nous ne dirons qu’un mot sur les techniques pour démontrer la finitude et
les autres points du théorème 10.2.6.

D’une part on peut lire les rayons spectrales non solubles par un argument bien connu qui
consiste à faire des push-forward par Frobenius de manière à diminuer les rayons, et d’autre part à
lire explicitement les rayons petits avec le théorème de Young [You92] sur une base cyclique.

Notamment, si i est un indice spectrale, la super-harmonicité de HS,i(−,F ) est une conséquence
de la super-harmonicité des hauteurs partielles du polygone de Newton classique associé à un
opérateur dans une base cyclique (i.e. l’enveloppe convexe des points (n, vn) où vn est la valua-
tion de l’n-ème coefficient de l’opérateur).

La difficulté ici est de contrôler les rayons solubles ou sur-solubles qu’on ne peut pas lire sur les
coefficients d’un opérateur dans une base cyclique. On est obligé de lire ces rayons par des moyens
indirects (arguments de continuité et concavité/super-harmonicité).

Notamment la grande discrépance de comportement entre le premier rayon RS,1 = HS,1 et les
hauteurs partielles supérieurs HS,i, i > 2, consiste dans le défaut potentiel de super-harmonicité des
hauteurs partielles. Cela fait que ces rayons ont un comportement très différent et beaucoup moins
prévisible, surtout en correspondance des points où on a solubilité.

Nous avons surmonté ces problème en faisant une récurrence avec une technique qui permet de
se réduire au cas du premier rayon RS,1. Le principe de la récurrence est grosso modo le suivant.

10.2.2. Cas du Rayon : i = 1. Nous rappelons la propriété suivante de RS,1 connue sous le
nom de principe de transfert.
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• Si D est un disque, qui est composante connexe de X − ΓS , et si I est un segment joignant
un point x ∈ D à la frontière ouverte de D orienté vers l’extérieur de D, alors RS,1 est
log-décroissante.

Cela est une conséquence de l’expression d’Hadamard (0.34) de RS,1 sur D, et du fait que RS,1 est
constant autour des points de type 1. Cela représente la propriété (C3). Les propriétés (C1), (C2),
(C4) sont bien connues, il reste à tester (C5) et (C6).

Si le rayon RS,1 est spectrale en x, alors on a dit qu’on peut faire push-forward et lire le rayon
dans une base cyclique. Ces propriétés sont alors conséquence des mêmes propriété pour les hauteur
partielles d’un opérateur dans une base cyclique.

Si le rayon RS,1 est sursoluble en x, la fonction est localement constante autour de x et il n’y a
rien à démontrer.

Si le rayon RS,1 est soluble en x, alors on montre qu’il est constante sur tout disque dont
la frontière est égale à x. Car le rayon est maximale au bord du disque, et par transfert il est
“décroissant” sur le disque.

La réunion des disques dont la frontière est x est un domaine affinoide V (x) sur lequel le rayon
est constant. Ainsi on démontre la propriété (C5) en x. La super-harmonicité (C6) est encore
conséquence facile de la solubilité, car les pentes sont bornées par 0 autour de x, toujours grâce au
transfert sur les disques de V (x).

10.2.3. Cas des hauteurs partielles HS,i, i > 1. Supposons d’avoir montré le théorème
pour HS,1, . . . ,HS,i−1. En particulier le graphe Γ′S,i−1(F ) = ∪i−1

j=1ΓS,j(F ) est fini.

Le point qui permet de faire l’induction pour passer de HS,1, . . . ,HS,i−1 à HS,i est le fait suivant
qui constitue l’analogue pour les rayons supérieurs du principe de transfert :

• X −Γ′S,i−1(F ) est une réunion disjointe de disques D sur les quelles HS,i se comporte comme
un premier rayon d’un sous-module de F|D.

Cela se démontre par un théorème de décomposition sur un disque du à Kedlaya [Ked10].

10.2.4. Réduction au cas de la droite affine. Alors que la preuve de la continuité et
de la finitude sur la droite affine utilisent naturellement tous les énoncés du théorème 10.2.6 (et
notamment la super-harmonicité en dehors de CS,r(F )), dans [PP12b] nous nous sommes concentré
uniquement sur le fait d’éteindre la finitude et continuité au cas des courbes. Les autres énoncés du
Théorème 10.2.6 sont démontrés dans [PP13a].

L’extension aux courbes de la continuité et de la finitude utilise certains morphismes, bien choisis,
définis sur un voisinage de x ∈ S vers un domaine affinoide de P1,an

K . Il nous suffit en effet de montrer

la continuité et la locale finitude de ΓS en un point de S, car ailleurs la courbe se plonge dans P1,an
K .

L’instrument principale est le résultat suivant généralisant légèrement un théorème originaire-
ment du à A.Ducros

Théorème 10.2.8 ([Duc], [PP12b]). Soit x ∈ X un point de type 2. Soient b1, . . . , bt, c des directions
distinctes sortantes de x. Soit N un entier positif. Alors il existe un voisinage affine Z de x in X,
une courbe affinöıde quasi-lisse Y , un domaine affinoide W de P1,an

K et un morphisme fini étale
ψ : Y →W telle que

i) Z est isomorphe à un domaine affinoide de Y et x appartient à l’intérieur de Y ;

ii) le degré de ψ est premier à N ;
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iii) ψ−1(ψ(x)) = {x} ;

iv) il n’y a qu’un nombre fini de composantes connexes de Y \ {x} qui n’est pas isomorphe au
disque ouvert unité avec frontière {x} ;

v) il n’y a qu’un nombre fini de composantes connexes de W \ {ψ(x)} qui n’est pas isomorphe au
disque ouvert unité avec frontière {ψ(x)} ;

vi) pour tout composante connexe V de Y \ {x}, le morphisme induit V → ψ(V ) est un isomor-
phisme ;

vii) pour tout i ∈ {1, . . . , t}, le morphisme ψ induit un isomorphisme entre une couronne de sque-
lette appartenant à la classe bi et une couronne de squelette appartenant à ψ(bi) et on a
ψ−1(ψ(bi)) ⊆ Z ;

viii) ψ−1(ψ(c)) = {c}.

Avec ce théorème on peut construire des morphismes de degré modéré, pour lesquels on peut
comparer les rayons de convergence de F avec ceux de son push-forward sur P1,an

K .

Notamment le point vi) du théorème précédent nous dit qu’on a un isomorphisme sur presque
tout disque dont la frontière est x. Cela permet de construire un domaine affinoide Yx ⊆ X tel que
Yx −{x} est une réunion de disques, pour lequel on montre que les rayons se transportent bien par
push-forward, et en particulier ΓS,i(F ) ∩ Yx est fini pour tout i.

Sur les autres directions (i.e. celles sortantes de x qui n’appartiennent pas à Yx) on applique les
points vii) et viii) du théorème précédent pour construire, direction par direction, des morphismes
modérés définis sur un voisinage de x qui sont modérés sur la branche choisie. Pour ces morphismes
on sait lire la transformation des rayons par push-forward.

Plus précisément, on montre que si f est un morphisme de degré premier à p en x, alors il induit
un revêtement trivial sur le disque D(x, S), et donc le push-forward se calcule facilement.

Remarque 10.2.9. Pour transporter la super-harmonicité de la droite à la courbe X via le mor-
phisme étale f on doit se servir du théorème Hurwitz entre les courbes résiduelles (pour maitriser le
nombre de directions au dessous d’une direction donnée), et aussi d’un théorème de décomposition
locale. Nous allons expliquer ça dans la section 11.

10.3. Finitude et théorie du potentiel.

Dans cette section nous allons dire juste un mot sur une preuve de la continuité et finitude de
la seule fonction RS,1(−,F ) sur les courbes sans bord, que nous avons obtenu dans [PP12a].

La preuve de la finitude, et de la continuité en dehors des points de type 2 de S, se fait essen-
tiellement avec les techniques de [Pul12] et [PP12b].

La finitude autour d’un point de S se fait encore avec le Théorème 10.2.8 comme dans [PP12b].

La différence par rapport à [PP12b] réside en la preuve de la continuité en les points x de type
2 de S. Pour montrer la continuité en x on est réduit à montrer la continuité de la restriction de
RS,1(−,F ) sur chaque branche de ΓS(F ) qui est un graphe fini.

La stratégie pour montrer la continuité est la suivante :

i) on peut choisir un morphisme ψ comme dans le Théorème 10.2.8, adapté à toute direction b
sortante de x ;

ii) soit d le pull back par ψ de la dérivation d/dT sur la droite affine, alors sur un voisinage ouvert
U de x on peut définir la fonction suivante

RdU (y,F ) := lim inf
n

(∣∣∣∣Gn(y)

n!

∣∣∣∣−1/n
)

(10.19)
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où Gn ∈ O(U) est la matrice dans une base de F de l’action de dn ;

iii) la fonction RdU (y,F ) est continue au voisinage de x ;

iv) soit b une direction donnée, et choisissons ψ la fonction du Théorème 10.2.8 adaptée à b. Alors
il existe une couronne Cb dont le squelette appartient à la classe la direction donnée b sur la
quelle les fonctions RS,1(y,F ) et RdU (y,F ) cöıncident à moins d’une normalisation pour tout
y dans la fermeture de Cb en X, en particulier RS,1(y,F ) est continu en x.

Pour montrer la continuité de la fonction RdU (−,F ) on utilise, comme ingrédient essentiel dans
la preuve, la théorie du potentiel sur les courbes de Berkovich qui a été développée par Amaury
Thuillier [Thu05], au quel nous faisons référence.

Notamment d’une part on montre que RdU (−,F ) est super-harmonique autour de x, car chaque
fonction Gn ∈ O(U) est harmonique. C’est la que nous devons supposer que x /∈ ∂X.

D’autre part la théorie du potentiel nous dit que les fonctions super-harmoniques sont continues
autour des points de type 2, 3, 4 de X − ∂X.

11. Théorèmes de décomposition locales et globales

Nous avons étudié dans [PP13a] des théorèmes de classification des équations différentielles,
connus sous le nom de théorèmes de décomposition par les rayons de convergence. Ces théorèmes
affirment que en présence de deux solutions avec rayons différents l’équation F se décompose en
deux équations “séparant” ces solutions.

Nous allons parler d’abord des théorèmes de décomposition locales sur un point de Berkovich.

Les premiers théorèmes de décompositions par les rayons ont été démontrés par Robba [Rob75a],
pour les équations différentielles sur le corps H (x) où x est un point de type 2 de la droite affine.

Ensuite Dwork et Robba ont montré dans [DR77] un théorème de décomposition pour les
équations définies sur OA1,an

K ,x
.

Dans [PP13a] nous avons généralisé ces théorèmes à tout point d’une courbe quasi-lisse X. Nous
allons maintenant rappeler le contexte et les énoncés.

11.1. Décomposition de Robba sur H (x).

Dans le contexte globale, les rayons RS,i ne sont pas stables par localisation, principalement à
cause du fait que le disque maximal D(x, S) peut diminuer quand on passe de X à un domaine
analytique contenant x. Cela n’est pas vrai pour les rayons spectrales, car le disque D(x) ne dépends
que de x et pas de la courbe contenante x. Quitte à tenir compte de la normalisation les rayons
spectrales sont “stables” par localisation et par changement de triangulation.

Soit x ∈ X un point de type 2, 3, 4. Nous fixons un corps Ω/K tel que x soit Ω-rationnel. Nous
allons considérer alors le disque générique D(x) comme une courbe Ω-analytique quasi-lisse.

Notons par B(x) l’anneau des fonctions analytiques bornées D(x), muni de la norme sup sur
D(x). Les éléments H (x) donnent par pull-back des fonctions sur la fibre π−1

Ω/K(x), et elles se

plongent naturellement dans B(x). L’application

H (x)→ B(x) , (11.1)

est une isométrie. Le lemme suivant utilise le Théorème 10.2.8.

Lemme 11.1.1. Il existe une coordonnée étale T définie sur un voisinage de x, induisant une
immersion de D(x) sur A1,an

Ω .

La dérivation d/dT stabilise globalement les anneaux OX,x, H (x), et B(x).
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Le corps H (x), muni de la dérivation d/dT , est un corps différentiel, et nous pouvons considérer
les modules différentielles sur H (x). Par changement de base ces modules donnent des équations
différentiels sur D(x), qu’on peut considérer comme une variété quasi-lisse sur Ω. Soit F un module
différentiel sur H (x) de rang r. Maintenant nous fixons la triangulation vide sur D(x) et nous
notons par

Ri(x,F ) := R∅,i( tx , F ⊗̂H (x)O(D(x)) ) , i = 1, . . . , r (11.2)

les rayons de F ⊗̂H (x)O(D(x)) en tx. Nous savons que comme cette équation provient de H (x) ces
rayons sont des fonctions constantes sur D(x). Nous avons donc juste une suite de nombres :

0 < R1(x,F ) 6 . . . 6 Rr(x,F ) . (11.3)

Notons par r(x) le rayon de D(x) dans la coordonnée T , et pour tout 0 < ρ 6 1 notons par

D(x, ρ) ⊆ D(x) (11.4)

le sous disque ouvert de rayon ρ · r(x), de sorte que

D(x,Ri(x,F )) = D∅,i(x,F ) . (11.5)

Théorème 11.1.2 ([Rob75a], [PP13a]). Soit F un module différentiel sur le corps H (x). Alors F
se décompose en somme directe comme

F =
⊕

0<ρ61

F ρ (11.6)

en des sous-H (x)-modules tels que Ri(x,F ρ) = ρ, pour tout i = 1, . . . , rank(F ρ).

Les rayons de F sont la réunion avec multiplicité des rayons des F ρ qui sont non nulles dans
(11.6). De plus on a compatibilité à la dualité (F ρ)∗ ∼= (F ∗)ρ.

La preuve de Robba, qui est due en partie à Dwork [Dwo73], consiste à munir l’anneau H (x)〈d/dT 〉
des topologies Tρ induites par les normes d’opérateurs sur B(D(x, ρ)). Ensuite on choisit une
présentation H (x)〈d/dT 〉 → F → 0 et on montre que les topologies quotients Tρ sur F sont
indépendantes de la présentation choisie.

Ensuite on montre que l’adhérence de 0 de la topologie Tρ sur F est le plus grand sous-H (x)-
module différentiel de F dont les solutions en tx cöıncident avec les solutions de F appartenant à
B(D(x, ρ)).

Soit 0 < ρ 6 1 fixé. L’opération d’adhérence par la topologie Tρ n’est pas compatible aux suites
exactes. Notamment on peut quotienter par l’adhérence de 0 et chercher à nouveau l’adhérence
de zéro du quotient. L’image inverse dans F sera alors le sous-module qui contrôle les solution à
croissance logarithmique inférieure ou égale à 1.

En continuant de cette manière, on trouve ainsi une tour de sous-modules de F contrôlant les
solutions à croissance logarithmique n, pour les différents valeurs de n > 0.

Cette tour est finie, car F a dimension finie, et on montre que l’élément maximale de la tour
est le sous-module F>ρ qui contrôle les solutions analytiques de F sur le disque D(x, ρ).

Ce sous-modules jouit de propriétés d’exactitude par rapport aux suites exactes, il est compatible
au dual, et notamment il satisfait les axiomes de [And09]. Notamment nous avons l’énoncé suivant

Proposition 11.1.3. Soit 0 < ρ 6 1. Pour tout F posons F>ρ :=
⊕

ρ′>ρ F ρ. Alors pour toute

suite exacte 0→ F1 → F2 → F3 → 0, la suite 0→ F>ρ
1 → F>ρ

2 → F>ρ
3 → 0 est exacte.

Notre preuve du Théorème 11.1.2 est essentiellement la même que celle de Robba, plus précisément
nous suivons les lignes de la preuve améliorée par Christol [Chr83], [Chr12]. Notre contribution a
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été le fait d’avoir montré que les calculs de Robba se généralisent à tout point x ∈ X de type 2, 3,
4.

11.2. Décomposition de Dwork-Robba sur OX,x.

Soit x ∈ X un point de type 2, 3, ou 4. Alors l’anneau locale OX,x est un corps et son complété
est H (x). L’autre théorème de décomposition locale dont on a besoin est du à Dwork et Robba [?]
pour les modules différentiels sur OX,x.

L’énoncé est complètement analogue à celui de Robba, mais au lieu d’avoir H (x) on a OX,x :

Théorème 11.2.1. Soit F un module différentiel sur OX,x, alors la décomposition de Robba (11.6)
de F ⊗OX,x H (x) se descends à OX,x. et satisfait aux mêmes propriétés de compatibilité au dual,
et d’exactitude.

Dans une base cyclique F correspond à un opérateur L :=
∑r

i=0 fi(
d
dT )i ∈ OX,x〈d/dT 〉, et le

facteur direct (F ⊗OX,x H (x))>ρ de F ⊗OX,x H (x) correspond à un facteur L>ρ de L à l’intérieur
de l’anneau factoriel plus grand H (x)〈d/dT 〉 :

L = L>ρ ◦ L<ρ . (11.7)

La preuve consiste à montrer que pour tout 0 < ρ 6 1 l’opérateur L>ρ appartient à OX,x〈d/dT 〉 (i.e.
a ses coefficients dans OX,x). Cela entraine automatiquement que L<ρ appartient à OX,x〈d/dT 〉, et
aussi les autres propriétés du théorème.

La preuve est un procédé remarquablement intriqué qui exprime L>ρ comme un point fixe par
une certaine contraction. Nous essayons maintenant d’en dire un mot.

Soit Y un voisinage affinöıde de x assez petit, tel que les coefficients de L appartiennent à O(Y ).

Soit A un des anneaux O(Y ) ou H (x). Soit A〈d/dT 〉6n le sous-A-espace vectoriel de A〈d/dT 〉
formé par les polynômes différentiels

∑
i fi(d/dT )i d’ordre 6 n.

La dimension de A〈d/dT 〉6n est n+1. Identifions toute uple (f0, . . . , fn−1) ∈ An avec le polynôme
différentiel

L(f0, . . . , fn−1) :=
n−1∑
i=0

fi(d/dT )i + (d/dT )n ∈ A〈d/dT 〉6n . (11.8)

Soient n1, n2, n les degrés de L>ρ,L<ρ,L respectivement, et considérons la flèche m(L1,L2) :=
L1 ◦ L2 − L dans A〈d/dT 〉 :

A〈d/dT 〉6n1 ×A〈d/dT 〉6n2 m //

	

A〈d/dT 〉6n

An

GA

33∼ // An1 ×An2 //?�

OO

An
?�

OO
(11.9)

La flèche composée GA : An → An est un système non linéaire d’équations différentielles dont le
point u ∈ H (x)n correspondant au couple (L>ρ,L<ρ) ∈ H (x)〈d/dT 〉6n1 ×H (x)〈d/dT 〉6n2 est
une solution

GH (x)(u) = 0 . (11.10)

Nous devons montrer que cette solution appartient à Ox,X .

On part alors d’un point v ∈ O(Y )n, et on linéarise ce problème en décomposant GA en sa
partie linéaire dGA,v et sa partie non linéaire Nv. Pour tout ξ ∈ A on a alors

GA(v + ξ) = GA(v) + dGA,v(ξ) +Nv(ξ) . (11.11)
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en particulier, pour u = v + ξ on trouve

0 = GH (x)(u) = GH (x)(v) + dGA,v(ξ) +Nv(ξ) . (11.12)

L’idée de la preuve est alors de montrer qu’on peut choisir Y suffisamment petit, et v ∈ O(Y )n

suffisamment proche de u ∈H (x)n, de sorte que

i) Pour A = O(Y ),H (x) l’application linéaire dGA,v : An → An est un homéomorphisme ;

ii) Il existe un polydisque fermé D+
A(0, q) contenant v et u tel que l’application définie par

φA,v(ξ) := −dG−1
A,v

(
GA(v) +Nv(ξ)

)
(11.13)

soit une contraction de D+
A(0, q) à la foi pour A = O(Y ) et A = H (x).

Par le théorème du point fixe, φA,v a un unique point fixe ξA dans An à la foi pour A = O(Y ) et
A = H (x). C’est à dire

φA,v(ξA) = ξA ⇐⇒ GA(v) + dGA,v(ξA) +Nv(ξA) = 0 (11.14)

Comme u ∈ D+
H (x)(0, q) on a ξH (x) = u− v (cf. (11.12)).

D’autre part, par l’unicité, le point fixe ξO(Y ) ∈ O(Y )n doit cöıncider avec ξH (x) = u− v.

Cela montre que u ∈ O(Y ) car v ∈ O(Y ).

La preuve de i) et ii) demande beaucoup de travail, notamment une estimation relativement fine
des normes de tous les opérateurs apparaissant, ainsi que des théorèmes d’existence d’inverse pour
les opérateurs sur le disque générique.

11.3. Décomposition augmentée.

Soit maintenant F une équation différentielle sur une courbe quesi-lisse de Berkovich X, munie
d’une pseudo-triangulation S. Les décompositions de Robba de F (x)/H (x) et de Dwork-Robba
de Fx/OX,x sont des décompositions par les rayons spectrales en x. L’idée qui est à la base de la
décomposition globale est de augmenter cette décomposition en ajoutant les termes correspondants
aux rayons sur-solubles.

Pour tout point x ∈ X notons par

ωS,i(x,F ) (11.15)

le Ω-espace vectoriel des solutions de F convergeant sur le disque DS,i(x,F ) ⊆ D(x, S). Si i est un
indice qui sépare les rayons en x, alors la dimension de ωS,i(x,F ) est par définition r − i+ 1.

Proposition 11.3.1. Soit r le rang de F . Soit x ∈ X, et soit i ∈ {1, . . . , r} un indice qui sépare les
rayons en x (i.e. RS,i−1(x,F ) < RS,i(x,F )). Alors il existe un unique sous-OX,x-module (Fx)>i ⊆
Fx de rang r − i+ 1 tel que

ω(x, (Fx)>i) = ωS,i(x,F ) . (11.16)

Soit T une coordonnée locale sur D(x, S), et soient r(x) et R les rayons de D(x) et D(x, S) dans
cette coordonnée respectivement.

Si l’indice i est spectrale en x, alors le théorème de Dwork-Robba nous dit qu’on a

(Fx)>i := (Fx)>ρ , ρ := RS,i(x,F ) · R

r(x)
. (11.17)

Si l’indice i est sur-soluble, cela signifie que l’image de DS,i(x,F ) ⊂ XΩ dans X est un disque
virtuel ouvert D contenant x sur lequel F a r − i + 1 solutions linéairement indépendantes. Ces
solutions engendrent un sous-module de F|D du même rang : la fibre de ce sous-module en x c’est
notre module (Fx)>i.

46
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11.4. Décomposition globale

Théorème 11.4.1. Soit F une équation différentielle de rang r sur une courbe connexe quasi-lisse
de Berkovich X. Soit i ∈ {2, . . . , r}. Supposons que pour tout x ∈ X on ait

RS,i−1(x,F ) < RS,i(x,F ) . (11.18)

Alors il existe une unique sous-équation F>i ⊆ F de rang r − i+ 1, et une suite exacte

0→ F>i → F → F<i → 0 (11.19)

telle que pour tout x ∈ X on a

RS,j(x,F ) =

{
RS,j(x,F<i) if j = 1, . . . , i− 1
RS,j−i+1(x,F>i) if j = i, . . . , r .

(11.20)

De plus F>i est indépendante de S dans ce sens que si l’hypothèse (11.18) est vraie aussi pour
une autre pseudo-triangulation S′, alors le sous-objet F>i est le même pour les deux pseudo-
triangulations.

La preuve se fait en recollant les termes locales (Fx)>i. Notamment les termes se recollent sans
obstructions grâce à l’unicité du sous module (Fx)>i.

11.5. Conditions pour la somme directe.

Les théorèmes de décomposition locaux de Robba et Dwork-Robba donnent une décomposition
en somme directe. La décomposition globale par les rayons de convergence par contre ne donne
pas toujours une somme directe. Avec l’utilisation de la cohomologie on peut se faire un exemple
explicite d’un module F de rang 2 défini sur un disque avec pseudo-triangulation vide, dont les
rayons sont séparé globalement, mais les rayons de son dual F ∗ ne le sont pas. Comme le premier
rayon est toujours compatible à la dualité

RS,1(−,F ) = RS,1(−,F ∗) (11.21)

RS,1(−,F>2) = RS,1(−, (F>2)∗) . (11.22)

Cela entraine qu’on ne peut pas avoir somme directe, notamment car le fait d’avoir une inclusion
(F>2)∗ ⊂ F ∗ entraine que les solutions de (F>2)∗ sont aussi solutions de F ∗ et donc pour tout x
on a

R∅,1(x, (F>2)∗) = R∅,2(x,F ∗) (11.23)

Et alors les rayons de F ∗ seraient séparés, ce qui est contre notre construction.

Cette exemple montre l’importance de la compatibilité au le dual.

En effet nous avons l’énoncé suivant :

Théorème 11.5.1. Soit F une équation différentielle sur une courbe quasi-lisse X. Supposons que
l’indice i sépare globalement les rayons de F et de F ∗. Supposons de plus d’être dans une des
situations suivantes

i) X n’est pas un disque avec triangulation vide ;

ii) X est un disque avec triangulation vide et il existe un x ∈ X tel que i − 1 est spectrale non
soluble en x pour F ou pour F ∗.

Alors F = F>i ⊕F<i et F ∗ = F ∗>i ⊕F ∗<i.

Dans la preuve on montre que le morphisme canonique

c : (F ∗)>i −−→ F ∗ −−→ (F>i)
∗ (11.24)
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est un isomorphisme. On utilise alors une propriété remarquable des morphismes entre équations
qui dit que c est un isomorphisme si et seulement si il existe x ∈ X tel que c(x) est un isomorphisme
sur H (x).

Dans la situation i) ΓS est non vide et il suffit de prendre un point x ∈ ΓS .

Dans la situation ii) le point x existe par hypothèse, car les rayons spectrales non solubles sont
compatibles à la dualité par le théorèmes de décomposition de Dwork et Robba.

Nous souhaitons signalons les liens suivants entre les rayons et les graphes.

Proposition 11.5.2. On a RS,i(x,F ) = RS,i(x,F ∗) pour tout x ∈ X si et seulement si ΓS,i(F ) =
ΓS,i(F

∗).

Proposition 11.5.3. Si l’indice i sépare les rayons de F et F alors RS,i(x,F ) = RS,i(x,F ∗) et
ΓS,i(F ) = ΓS,i(F

∗).

Proposition 11.5.4. Pour tout i = 1, . . . , r on a

ΓS,1(F ) ∪ · · · ∪ ΓS,i(F ) = ΓS,1(F ∗) ∪ · · · ∪ ΓS,i(F
∗) . (11.25)

Le théorème suivant est critère complètement topologique pour que F>i soit un facteur direct :

Théorème 11.5.5. Supposons que i sépare les rayons de F et que(
ΓS,1(F ) ∪ · · · ∪ ΓS,i−1(F )

)
⊆ ΓS,i(F ) (11.26)

Alors l’indice i sépare les rayons de F ∗ et F = F>i ⊕F<i et F ∗ = F ∗>i ⊕F ∗<i. De plus pour tout
j 6 i et tout x ∈ X on a RS,j(x,F ) = RS,j(x,F ∗) et ΓS,i(F ) = ΓS,i(F

∗).

Si ΓS,i(F ) est vide, alors X est un disque virtuel ouvert sur lequel tous les rayons de F sont
constants. Dans ce cas le théorème est démontré par Kedlaya [Ked10, 12.4.1].

Supposons maintenant que ΓS soit non vide. Alors X − ΓS,i(F ) est une réunion disjointe de
disques sur lesquels les fonctions RS,1, . . . ,RS,i sont toutes constantes. Sur chacun de ces disques D
on a une somme directe F|D = (F|D)>i⊕(F|D)<i. Par le théorème de Dwork-Robba on a également
une somme directe sur un voisinage de chaque point de ΓS . Le recollement de ces décompositions
locales donne F>i.

Pour montrer que F>i est facteur directe on montre la compatibilité à la dualité.

Puisque les disques D qui sont composantes connexes de X −ΓS sont des disques maximaux, la
localisation à D préserve les rayons de F et de F ∗. Une induction montre alors l’assertion sur D.

Sur les points de ΓS c’est évident car les indices < i sont spectraux non solubles.

Remarque 11.5.6. On peut montrer que si X est une couronne avec pseudo-triangulation vide, et
si les rayons de F sont tous log-affines sur le squelette ΓS, 13 alors pour tout i on a ΓS,i(F ) = ΓS.
Donc un indice sépare les rayons sur X si et seulement si il les sépare sur ΓS.

Dans ce cas on peut appliquer (11.26) et on a une décomposition en somme directe par les indices
qui séparent les rayons. On retrouve ainsi l’énoncé de [Ked10].

13. On peut également autoriser des changement de pente en correspondance des points x ∈ ΓS sous la condition
que les rayons qui changent leur pente soient tous solubles en x.
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12. Super-Harmonicité.

La super-harmonicité a été introduite pour la première fois, quelque peu implicitement, par
Robba qui l’a montré pour des équations de rang un à coefficients rationnels sur la droite affine.
D’abord il a traduit les pentes en terme d’indice [Rob84, Thm. 4.2, p. 201], ensuite il a déduit
l’harmonicité de l’additivité de l’indice [Rob84, Prop. 4.5, p. 207]. Notamment Robba a utilisé ce
principe dans [Rob85, haut de la p.50] pour construire les exponentielles de Robba.

L’harmonicité est entrée en jeu grâce à K.S.Kedlaya qui l’a introduite dans [Ked10], dans le
cadre des équations différentielles sur les couronnes, pour les rayons spectrales non solubles.

Nous avons généralisé, dans [Pul12], l’énoncé de Kedlaya au cas des domaines affinoides de la
droite affine, et aux rayons quelconque en découvrant un défaut potentiel d’harmonicité sur un
ensemble localement fini de points.

Ensuite Kedlaya a démontré un énoncé d’harmonicité pour les points dé genre positif de la
courbe, pour les rayons spectrales non solubles.

Finalement dans [PP13a] nous avons généralisé son énoncé au cadre des rayons quelconque avec
une preuve différente qui utilise le théorèmes de décomposition.

Nous rappelons l’énoncé (cf. Théorème 10.2.6).

Théorème 12.0.7. Pour tout i = 1, . . . , r il existe une famille localement finie de points CS,i(F ) ⊂
X − ΓS telle que

• Si x /∈ S ∪ CS,i(F ), alors HS,i est super-harmonique en x, et elle est harmonique si i est un
indice libre de solubilité ;

• Si x ∈ S − ∂X est un point de type 3, ou un point de type 2 vérifiant la condition (TR) (cf.
Def. 8.1.1), alors

ddcHS,i(x) 6 −χ(x, S) ·min(i, ispx ) . (12.1)

où ispx est le plus grand indice tel que tout indice j 6 ispx est spectral non soluble en x.

De plus si i est un sommet du polygone de Newton des convergences en x qui est libre de solubilité,
alors (12.1) est une égalité.

On peut préciser le lieu CS,i(F ) ⊂ X−ΓS . Notamment pour tout k = 1, . . . , i soit Ak l’ensemble
des points x ∈ X − ΓS tels que

i) L’indice k est soluble en x ;

ii) x est un point final de ΓS,k(F ) ;

iii) x ∈ ΓS,k(F ) ∩ ΓS(HS,k(−,F )) ∩ Γ′S,k−1(F ).

Alors

CS,i(F ) ⊆
i⋃

k=1

Ak . (12.2)

12.1. Cas de la droite affine.

Supposons que X soit un domaine affinöıde de la droite affine A1,an
K muni de la triangulation

minimale SX , dont le squelette ΓSX cöıncide avec le squelette analytique ΓX de X.

Si aucun rayon n’est spectrale en x, par continuité cela reste vrai sur un voisinage de x. Les
rayons sur-solubles étant constants sur un disque contenant x, il ne contribuent pas à l’harmonicité,
et on peut supposer que tous les rayons sont spectraux en x. L’assertion se démontre en deux temps.
D’abord on fait un push-forward par Frobenius de sorte à diminuer les rayons et à les faire rentrer
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dans le domaine de Young. Ensuite les rayons petits peuvent se lire sur une base cyclique à travers
le théorème de Young [You92], et cela reste vrai sur tout germe de segment sortant de x. L’énoncé
se réduit donc à la super harmonicité des hauteurs partielles d’un opérateur L =

∑
fi(d/dT )i ce

qui se démontre facilement directement (d’abord pour les vertex et par interpolation sur les autres
indices).

Supposons maintenant d’avoir des rayons solubles. Comme avant les rayons sur-solubles ne jouent
aucun rôle, et les rayons spectrales donnent une fonction harmonique (car isol

x est un vertex libre de
solubilité). Les rayons solubles peuvent introduire potentiellement un défaut de solubilité et nous
devons discuter plusieurs situations.

Situation 1 : x ∈ ΓX . Si i est un indice qui est soluble en x, alors pour toute direction b sortante
de x on a ∂bRS,i(x,F ) 6 0. Cela entraine par récursion sur i la super-harmonicité de HS,i(−,F )
en x.

En effet si la direction b est contenue dans un disque, alors RS,i(−,F ) est maximale au bord du
disque, et il ne peut que diminuer en s’éloignant de x. Si b n’est pas contenue dans un disque, alors
la b ∈ ΓS et par définition le rayon est borné par 1 sur b et égale à 1 en x : il ne peut que décroitre.

Situation 2 : x /∈ ΓX . Dans ce cas x est contenu dans un disque maximal D, et la localisation à
D préserve les rayons. Soit y la frontière de D in X.

Le raisonnement d’avant, change uniquement sur la direction b∞ sortante de x, définie par le
segment [x, y]. Si i est soluble en x ∈ D, alors la borne est ∂bRS,i(x,F ) 6 1.

Toutefois on arrive à localiser le lieu de non super-harmonicité en faisant un raisonnement par
récursion sur l’indice i. La preuve de [Pul12] de la super-harmonicité résulte plus complexe car elle
est lié à la preuve de la finitude. Ci plus bas nous donnons l’idée de la preuve de la super-harmonicité
en admettant la finitude des graphes contrôlants.

On sait que HS,1(−,F ) = RS,1(−,F ) est super-harmonique en dehors de SX par l’expression
(0.35). Supposons d’avoir démontré l’énoncé concernant CS,j(F ) pour les fonctionsHS,1(−,F ), . . . ,HS,i−1(−,F ).
Si l’une des HS,j(−,F ) avec j 6 i n’est pas super-harmonique en x, on ne peut rien dire pour
HS,i(−,F ).

Supposons donc que que HS,1(−,F ), . . . ,HS,i−1(−,F ) sont super-harmoniques en x, et que
l’indice i soit soluble en x. On arrive à montrer que ddcHS,i(x,F ) 6 0 dans les cas suivantes :

i) Si x /∈ ΓS(HS,i(−,F )) ;

ii) Si x /∈ ΓS,i(F ) ;

iii) Si x ∈ ΓS,i(F ), mais x n’est pas un point final de ΓS,i(F ) ;

iv) Si x /∈ ΓS,1(F ) ∪ · · · ∪ ΓS,i−1.

Dans le cas i) par définition de ΓS(HS,i(−,F )), la fonction HS,i(−,F ) est constante autour de
x, donc ddcHS,i(x,F ) = 0.

Dans le cas ii), pour la même raison, on a ddcRS,i(x,F ) = 0. Don par récurrence on a

ddcHS,i(x,F ) = ddcRS,i(x,F ) + ddcHS,i−1(x,F ) = ddcHS,i−1(x,F ) 6 0 (12.3)

Dans le cas iii), x n’est pas un point final de ΓS,i(F ), donc il existe au moins une direction b
sortante de x différente de b∞ telle queRS,i(−,F ) n’est pas constante sur le disque Db de la frontière
est x, contenant b. Puisque i est soluble en x on doit forcement avoir ∂bRS,i(−,F ) = −1. Cela
compense le fait que ∂b∞RS,i(x,F ) = 1, et on a ddcRS,i(x,F ) 6 0, donc aussi ddcHS,i(x,F ) 6 0
par récursion.

Dans le cas iv), pour tout j 6 i−1 le rayon RS,j(−,F ) est constante sur un disque D contenant
x. Dans cette situation on peut décomposer l’équation et exprimer RS,i(−,F ) comme premiers
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rayons d’un sous-équation de F|D. Comme les pentes sont préservées par localisation à D on a
ddcRS,i(x,F ) 6 0, et donc ddcHS,i(x,F ) 6 0.

12.2. Cas général.

Si x /∈ ΓS , la composante connexe de X − ΓS contenante x est un disque maximale D et la
localisation à D commute aux rayons. On est donc dans le cadre précédent, et le théorème est
valable.

Si x ∈ ΓS − S il est dans le squelette d’une couronne C, telle que la localisation à C commute
aux rayons. Donc on est également dans le cadré précédent.

Supposons x ∈ S − ∂X. On seramène facilement au cas où K est algébriquement clos. Dans ce
cas on utilise un morphisme Cx → P1

K̃
qui est non ramifié presque partout et modérément ramifié

partout. Ce morphisme se relève à un morphisme K-analytique ϕ : Y → W d’un voisinage de x
vers P1,an

K .

Le fait que le morphisme soit modérément ramifié donne un lien direct entre les rayons du push-
forward et ceux de F . Nous passons sous silence le choix de triangulations convenables S et S′

sur Y et W respectivement. Plus précisément, soit b est une branche sortante de x, et soit Cb un
germe de couronne de squelette b. L’image de Cb est un germe de couronne sortant de ϕ(x). Alors
si p1, . . . , pr sont les pentes des rayons de la restriction F|Cb le long de b, le pentes du push-forward
(ϕ|Cb)∗(F|Cb) sont (1

d
p1, . . . ,

1

d
p1︸ ︷︷ ︸

d−fois

, · · · , 1

d
pr, . . . ,

1

d
pr︸ ︷︷ ︸

d−fois

)
(12.4)

où d est le degré du morphisme sur b.

Il faut faire attention maintenant au fait que cela ne concerne qu’une branche individuelle, plus
précisément si l’on regarde le push-forward globale on peut avoir plusieurs directions b1, . . . , bn au
dessus d’une direction donnée ϕ(b1) = · · · = ϕ(bn) et en faisant le push-forward les pentes de la
direction bi peuvent se mélanger à celles d’une autre direction bj . L’unique quantité qu’on peut
maitriser est la somme de toutes les pentes : c’est à dire la pente de la hauteur globale HS,r(−,F ).
On trouve

ddcHS,r(x,F ) = ddcHS′,d·r(ϕ(x), ϕ∗(F )) , (12.5)

où d = [H (x) : H (ϕ(x))] est le degré du morphisme ϕ en x.

Ensuite pour contrôler le nombre de directions sortantes de x au dessus d’une direction donnée
sortante de ϕ(x) on utilise la bijection (8.1) et le théorème de Riemann-Hurwitz appliqué au mor-
phisme Cx → P1

K̃
.

Avec ce procédé on montre l’énoncé pour la seule hauteur partielle HS,r.

Dans le cas général on procède en deux temps :

• On décompose le module sur OX,x, par les rayons en x. Alors les sommets du polygone des
convergences de F deviennent les hauteurs totales de ses facteurs.
Ainsi on démontre l’assertion pour les indices i qui sont des sommets du polygone en x.

• Pour les autres indices on déduit l’énoncé par interpolation sur les sommets.

13. Borne globale du nombre d’arêtes de ΓS,i(F )

Nous avons parlé dans l’introduction du fait que les graphes contrôlants sont assimilables à un
lieu singulier pour F du point de vue cohomologique. Il est alors important d’en maitriser la taille.
Dans [PP13a] nous avons donné une estimation du nombre d’arêtes de ΓS,i(F ). Nous supposons
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X compacte pour avoir un nombre fini d’arêtes de ΓS . Il est clair que le cas non compact peut se
déduire par passage à la limite, en découpant la courbe de manière appropriée le long de ΓS .

Plus précisément notons par Γ′′S,i(F ) le graphe qui cöıncide topologiquement avec

Γ′S,i(F ) := ΓS,1(F ) ∪ · · · ∪ ΓS,i(F ) (13.1)

et qui a pour sommets l’ensemble des points V ′′S,i tels que

i) les points de S,

ii) les points de bifurcation de Γ′S,i(F ),

iii) les points où l’un des rayons RS,1(−,F ), . . . ,RS,i(−,F ) a un changement de pente.

Si i = 0, nous posons Γ′′S,0(F ) := ΓS , et V ′′S,0 = S.

Notons le nombre d’arêtes de Γ′′S
K̂alg

,i(FK̂alg) par

E′′S,i . (13.2)

Nous notons aussi ES le nombre d’arêtes de ΓS . Notons par

ES,i (13.3)

le lieu des points x ∈ X tels que ddcHS,i(x,F ) > 0.

On a est le suivant qui exprime le nombre d’arêtes de Γ′′S,i(F ) en fonction du nombre d’arêtes
de Γ′′S,i−1(F ).

Théorème 13.0.1. Supposons X compacte et connexe. Soit r = rang(F ), et soit i ∈ {1, . . . , r}.
Soit

E ′′S,i := ES,i − V ′′S,i−1 (13.4)

et pour tout y ∈ E ′′i soit dy le degré de l’arête de Γ′′S,i−1(F ) contenant y. Alors, si Q est un ensemble
arbitraire tel que

ES,i ⊆ Q ⊆ ES,i ∪ V ′′S,i−1 , (13.5)

le cardinal Card(E′′S,i) de E′′S,i est au plus

Card(E′′S,i) 6 E′′S,i−1 +
∑
y∈E ′′i

dy + 2 · rank(F ) ·
∑
x∈Q

ddcHS,j(x,F ) . (13.6)

De plus le nombre de points finaux de Γ′′S
K̂alg

,i(FK̂alg) qui ne sont pas points finaux de Γ′′S
K̂alg

,i−1(F
K̂alg)

est au plus

rank(F ) ·
∑
x∈Q

ddcHS,j(x,F ) . (13.7)

La preuve est un calcul élémentaire basé essentiellement sur l’énoncé de sur-harmonicité du
Théorème 10.2.6. Nous préférons en donner l’idée sur l’exemple du premier rayon i = 1 d’une
équation définie sur un disque fermé D de triangulation {x} = ∂D.

Soit b une direction sortante de x. En partant de x le long de la direction b chaque point de bifur-
cation de Γ′′S,1(F ) correspond, par super-harmonicité, à un changement de pente de R{x},1(−,F ).
Or les pentes du rayon appartiennent à l’ensemble

Z ∪ 1

2
Z ∪ · · · ∪ 1

r
Z , (13.8)

où r = rang(F ). On peut alors borner le nombre de bifurcations par le nombre globale de change-
ments de pente qui sont finis, grâce au fait que le rayon a la propriété de concavité (C3) du théorème
10.2.7.
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Dans le cas général on exploite le fait que la hauteur partielle HS,i(−,F ) se comporte comme
un premier rayon en dehors de Γ′′S,i−1(F ) (cf. Section 10.2.3).

13.1. Cas du premier rayon sur les courbes projectives.

Si i = 1, le premier rayon RS,1(−,F ) est bien super-harmonique en dehors de S et la borne
(13.6) se simplifie beaucoup, car elle se réduit à une analyse des points de S.

Un corollaire intéressant du Théorème 13.0.1 est le suivant, qui est un cas où la borne est
inconditionnelle :

Théorème 13.1.1. Si X est une courbe lisse, projective, géométriquement connexe de genre g > 1,
satisfaisant l’hypothèse (TR). Alors

Card(E′′S,1) 6 ES + 4r(g − 1) . (13.9)

En particulier si X est une courbe elliptique on a Card(E′′S,1) 6 ES + 4r(g − 1), autrement dit

ΓS,1(F ) = ΓS . (13.10)

Les courbes elliptiques ont toujours une triangulation formée par un unique point. Maintenant
un raisonnement par récurrence sur i donne le Théorème de classification suivant

Théorème 13.1.2. Si X est une courbe projective de genre 6 1 satisfaisant la condition (TR), et
si S est un point, alors RS,1(−,F ), . . . ,RS,r(−,F ) sont constants sur X. En particulier, par les
théorèmes de décomposition, l’équation se décompose par les rayons comme

F =
⊕

0<ρ61

F ρ (13.11)

où F ρ est une équation dont tous les rayons sont égaux à ρ.

On peut voir que le même résultat est vrai pour P1,an
K où on montre de plus que RS,i(x,F ) = 1,

pour tout x ∈ P1,an
K , et tout i.

14. Théorèmes d’indices locaux

Nous nous intéressons maintenant aux théorème d’indice de la cohomologie de de Rham. Dans
cette section nous allons dire un mot sur les théorèmes d’indice de nature plus locale (au sens de
Berkovich), qui sont dus essentiellement à Christol et Mebkhout.

ll y a quatre théorèmes d’indice locaux qui vont intervenir pour le calcul de la cohomologie
globale :

i) Indice sur un disque ouvert d’une équation ayant rayons log-affines à la frontière ouverte ;

ii) Indice sur un voisinage ouvert d’un point de Berkovich de type 2 ;

iii) Indice sur une couronne ouverte d’une équation ayant rayons log-affines sur le squelette ;

iv) Indice sur un voisinage ouvert d’un point de la frontière ∂X.

Les premiers trois théorèmes ont été démontrés par Christol et Mebkhout [CM93], [CM97],
[CM00], [CM01], sous des hypothèses de solubilité. Notre contribution a été de les généraliser au
cas non soluble.

Signalons que Kedlaya a donné des preuves analogues pour le cas iii) des équations sur les
couronnes [Ked10], [Ked13].
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14.1. Descente des constantes.

Nous avons démontré l’énoncé suivants de descente des constantes

Théorème 14.1.1. Soit K → Ω une extension où les deux corps sont non trivialement valués. Soit
X une courbe quasi-Stein. Alors H0

dR(X,F ) est fini dimensionnel, et on a

H0
dR(X,F )⊗̂Ω = H0

dR(XΩ,FΩ) . (14.1)

De plus, H1
dR(X,F ) est de dimension finie sur K si et seulement si H1

dR(XΩ,FΩ) est de dimen-
sion finie sur Ω, et dans ce cas on a

H1
dR(X,F )⊗̂Ω = H1

dR(XΩ,FΩ) . (14.2)

De plus, si K est trivialement valué, mais pas Ω, alors, sous l’hypothèse que Hi
dR(XΩ,FΩ) est de

dimension finie, on a (0.44) et (0.45).

Grâce à la suite de Mayer-Vietoris, on peut également (essentiellement) maitriser le cas des
courbes qui admettent un recouvrement fini par des quasi-Stein avec intersections quasi-Stein. 14

En particulier le cas des courbes compactes.

Il est difficile de rencontrer en nature une courbe de genre fini qui ne soit ni quasi-Stein, ni
compacte. Donc nous ferons uniformément l’hypothèse suivante

Hypothèse 14.1.2. Dans les sections 14 et 15 nous supposons que K est un corps sphériquement
complet algébriquement clos, de groupe des valeurs |K| = R>0.

Sois cette hypothèse un résultat de Q.Liu [Liu87] affirme effectivement que toute courbe de genre
fini est soit quasi-Stein soit projective. Le cas projectif se redut au cas algébrique par un procédé
classique. Donc nous nous concentrons sur le cas quasi-Stein.

L’énoncé du Théorème 14.1.1 n’est pas triviale car dans ce contexte le produit tensoriel est
complété, et l’extension des scalaires n’est pas plate.

Pour maitriser les propriétés d’exactitude à droite du produit tensoriel, et de passage à la limite
inductive, nous avons du introduire un classe d’espaces vectoriels topologiques, que nus appelons
espaces Banachöıdes, munis d’une famille (pas nécessairement dénombrable) de semi-normes pour
laquelle ils sont complets.

Les espaces Banachöıdes jouissent de propriétés proches de celles des espaces de Banach de
[Gru66] dont nous tirons largement profit. Par exemple on peut montrer que ces espaces sont
toujours limite inductif filtrant d’espaces de dimension finie.

14.2. Notations

Soit X une courbe quasi-lisse et soit S une pseudo-triangulation de X. L’indice d’une équation
différentielle F sur X se définit comme la somme alternée des dimensions des espaces d’hyper-
cohomologie de de Rham de F . Si les espaces de cohomologie ont dimension infinie on dit que
l’indice est infini. Nous notons l’indice par

χdR(X,F ) . (14.3)

Si Y ⊂ X est un domaine analytique, un voisinage élémentaire de Y dans X est un ouvert de
X contenant Y tel que U − Y est une réunion disjointe de couronnes ouvertes ayant un seul point
d’adhérence dans Y , et ce point appartient à la frontière de Shilov ∂Y de Y .

14. Signalons qu’il faut des conditions plus précises que cela ...
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Si F est une équation différentielle sur X, on définit la cohomologie surconvergente sur Y par

Hi
dR(Y †,F ) := lim−→

U

Hi
dR(U,F ) , (14.4)

où U parcourt l’ensemble des voisinages ouverts de Y in X. Il est clair que cette définition dépends
du choix de X (par exemple si Y = X on a Hi

dR(Y †,F ) := Hi
dR(Y,F )). La définition dévient

intéressante lorsque Y ⊂ Int(X).

On peut montrer qu’il existe un voisinage élémentaire U , tel que pour tout voisinage élémentaire
U ′ ⊆ U on a

Hi
dR(Y †,F ) := Hi

dR(U ′,F ) . (14.5)

Dans le cas surconvergent on définit alors l’indice comme χdR(Y †,F ) := χdR(U ′,F ).

Définition 14.2.1. Si x ∈ S on pose

VS(x,F ) (14.6)

la réunion de tous les disques ouverts de frontière x ne rencontrant pas ΓS(F ). Comme ΓS(F ) est
localement fini, VS(x,F ) est un domaine analytique de X.

Plus généralement on appelle tube élémentaire centré en x ∈ X, tout domaine analytique connexe
de X tel que V −{x} est une réunion disjointe de disques ouverts (virtuels). on dira que le tube est
adapté à F si V ∩ ΓS(F ) = ∅.

14.3. Indice en un point à la frontière

L’équation triviale sur un disque fermé D a cohomologie de de Rham de dimension infinie en
degré 1. En effet, dès que la valuation de K n’est pas triviale, la dérivation f(T ) 7→ f ′(T )dT :
O(D) → Ω1

D a un conoyau de dimension infinie. Notamment on peut facilement se convaincre que
la famille des suites n 7→ bn telles que |bn| → 0 et |bn|/pn → ∞ admet des sous familles infinies
et linéairement indépendantes sur K. Donc on trouve un espace de dimension infinie de fonctions∑

n>0 bnT
pn−1 dont la primitive ne converge pas dans D.

Cet exemple montre qu’on ne peut pas espérer d’avoir cohomologie de de Rham de dimension
infinie en présence de solubilité en les points de ∂X.

Il faut une hypothèse de non solubilité pour avoir cohomologie finie. En effet l’énoncé suivant
montre que la cohomologie est nulle.

Théorème 14.3.1. Soit X une courbe quasi-lisse, connexe, et quasi-Stein. Supposons d’être dans
une des deux situations suivantes :

Situation 1 :

i) ΓS 6= ∅ (i.e. X n’est pas un disque avec pseudo-triangulation vide) ;

ii) ΓS(F ) = ΓS ;

iii) les rayons de F sont spectraux non soluble en X.

Situation 2 :

i) ΓS = ∅ (i.e. X = D est un disque avec pseudo-triangulation vide) ;

ii) les rayons sont tous spectraux non solubles et constants sur un germe de segment à la frontière
ouverte de D.

Alors on a

Hi
dR(X,F ) = 0 , i = 1, 2 . (14.7)
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La preuve se fait en remarquant d’abord que F ne peut pas avoir solutions sur D car elles
donnent des rayons sursolubles à la frontière ouverte. Donc H0

dR(X,F ) = 0.

Ensuite un résultat général valable dans le cadre quasi-Stein montre que

H1
dR(X,F ) = Ext1(F ∗(X),OX(X)) , (14.8)

où Ext1 est le groupe de Yoneda des extensions 0→ O(X)→ E → F ∗(X)→ 0.

Or, les rayons spectrales non solubles sont stables par dualité, donc F ∗ a les mêmes propriétés
de F .

Ensuite le rayon de O(X) est maximale, donc toute suite exacte 0→ O(X)→ E → F ∗(X)→ 0
est telle que, en les points où les rayons de F ∗ sont spectrales non solubles, les rayons de E sont la
réunion des rayons de O(X) et de F ∗(X).

Par unicité de la décomposition par les rayons on a E>r = O(X) et E<r = F ∗(X).

Or le critère (11.26) s’applique dans notre cas car ΓS,1(OX) = ∪iΓS,i(F ) = ΓS . Donc la suite
est scindée et H1

dR(X,F ) = 1.

Le corollaire suivant permet de se réduire au cas des courbes sans bord

Corollaire 14.3.2. Pour tout x ∈ ∂X, soit Vx un tube élémentaire centré en x adapté à F . Soit
V := ∪x∈∂XVx. Alors pour tout i on a

Hi
dR(X,F ) = Hi

dR(Int(X),F|Int(X)) = Hi
dR(X − V,F|X−V ) . (14.9)

La preuve est une conséquence du Théorème 14.3.1.

14.4. Indice sur une couronne ouverte (et rayons log-affines)

Le théorème d’indice que nous considérons comme étant locale sur une couronne est le suivant.

Rappelons qu’on dit qu’une équation F sur une couronne est de type Robba si tous ses rayons
sont solubles sur le squelette analytique de la couronne. Dans ce cas Christol et Mebkhout on
attaché à F un exposant, qui est une classe dans (Zp/Z)r, r = rang(F ), modulo uns certaine
relation d’équivalence.

D’autre part rappelons que si une équation différentielle sur une couronne a les rayons tous
log-affines, elle se décompose en somme directe par les rayons (cf. Remarque 11.5.6). Nous aurons
alors un sous module FRobba ⊆ F canonique.

Rappelons que notre corps K est sphériquement complet et algébriquement clos (cf. Hypothèse
14.1.2).

Définition 14.4.1 (Équations libres de Nombres de Liouville). Soit X une couronne ouverte avec
pseudo-triangulation vide S = ∅, et soit F une équation avec tous les rayons affines sur le segment
ΓS.

Nous dirons que F est libre de nombres de Liouville le long de ΓS si FRobba a la propriété
(NL) de [CM97, 4.3.4, 4.4-6], et si de plus End(FRobba) a la propriété (NL).

Théorème 14.4.2 ([CM00],[Ked13]). Soit X une couronne ouverte avec triangulation vide, et soit
F une équation différentielle dont les rayons sont tous log-affines sur le squelette ΓS. Supposons
que F soit libre de nombres de Liouville. Alors pour i = 0, 1 on a dim Hi

dR(X,F ) < +∞ et on a

dim H0
dR(X,F ) = dim H1

dR(X,F ) . (14.10)

De plus si X ′ est une sous couronne ouverte telle que ΓX′ ⊆ ΓX , alors pour i = 0, 1 on a un
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isomorphisme

Hi
dR(X,F ) = Hi

dR(X ′,F|X′) . (14.11)

La preuve est dans [CM00] pour les modules de type Robba. La preuve utilise les indices
généralisées et les propriétés des perturbations compactes d’opérateurs.

Le cas général s’en suit facilement, d’abord en décomposant l’équation en la partie de Robba et
la partie spectrale non soluble (cf. Remarque 11.5.6), et ensuite en appliquant le Théorème 14.3.1
pour montrer que la cohomologie de de Rham de la partie spectrale est nulle. Un diagramme du
serpent montre alors que la cohomologie de F s’identifie à celle de FRobba.

La contribution de [Ked13] a été surtout d’étendre ce théorème au cas où le corps des constantes
est trivialement valué, ou le corps résiduel n’est pas de caractéristique 0. 15

14.5. Indice sur un disque ouvert (et rayons log-affines à la frontière ouverte)

Le prochain énoncé que nous considérons de nature locale est pour un disque. C’est un énoncé
très important car il est indépendant des graphes contrôlants. C’est l’exemple le plus basique de
formule d’indice, et la preuve se base sur les méthodes d’indices généralisées de [CM00].

Nous séparons les germes des segments dans X (cf. section 8.3) en deux typologies : ceux qui
sont relativement compacts dans X, et ceux qui ne le sont pas. Un germe de segment relativement
compact b admet toujours un point x ∈ X du quel il est sortant, et il existe toujours une couronne
ouverte Cb dont le squelette appartient à la classe b. La même chose n’est pas vraie pour les germes
de segment non relativement compacts (cf. Remarque 8.3.2). Nous parlerons alors de germes de
couronnes au lieu de germes de segments.

Nous rappelons que l’orientation des germes de segments non relativement compacts est vers
l’intérieur de X, alors que les germes de segments relativement compacts sont toujours orientés de
manière sortante de leur point de départ (cf. Hypothèse 8.3.1).

Définition 14.5.1 (Irrégularité sur un germe de couronne). Soit F une équation différentielle sur
une courbe quasi-lisse X. Soit b un germe de segment dans X qui est le squelette d’un germe de
couronne Cb. Supposons que les rayons de F sont tous log-affines sur b. Nous posons alors

Irrb(F ) := −∂bHS,r(−,F ) , (14.12)

où r est le rang de F sur Cb.

Théorème 14.5.2. Soit X = D un disque ouvert, et soit F une équation différentielle sur D
dont les rayons sont tous log-affines sur un germe de segment b∞ à la frontière ouverte ∂oD de D.
Supposons de plus que, si C∞ est une couronne dont le squelette est dans la classe de b∞, alors la
restriction F|C∞ soit libre de nombres de Liouville sur b∞. Alors la cohomologie de de Rham de F
est de dimension finie, et on a la formule d’indice

χdR(D,F ) = χc(D) · rang(F ) + Irrb∞(F ) . (14.13)

La preuve de ce théorème repose sur un calcul d’indice généralise dont nous ne parlerons pas
dans ce mémoire.

L’égalité entre indice généralisé et l’irrégularité est fait dans [CM00] dans le cas des équations
solubles sur l’anneau de Robba, mais la preuve vaut en général pour les équations non nécessairement

15. Les méthodes de Christol-Mebkhout marchent bien pour n’importe quel corps résiduel.
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solubles, modulo un théorème de décomposition (cf. Remarque 11.5.6), et une opération de push-
forward.

Ensuite, il suffit de remarquer que si l’équation est la restriction à la couronne C∞ d’une équation
définie sur D, alors son indice généralisé cöıncide avec son indice sur le disque D.

14.6. Indice sur un point de type 2

Dans cette section nous allons traduire l’énoncé principale de [CM01] dans le langage de Ber-
kovich. Sous l’hypothèse (TR) (cf. Définition 8.1.1), nous allons l’étendre au cas d’une équation
quelconque (non conditionnée par l’hypothèse de solubilité).

Si V est un tube élémentaire centré en x ∈ S (cf. Section 14.2), nous notons par

Sing(V ) (14.14)

l’ensemble des directions sortantes de x qui n’appartiennent pas à V .

Théorème 14.6.1. Soit X une courbe quasi-lisse et soit S une pseudo-triangulation. Soit F une
équation différentielle sur X. Soit x ∈ S ∩ Int(X), et supposons que X vérifie l’hypothèse (TR) en
x. Soit V un tube élémentaire centré en x adapté à F . Supposons que F soit libre de nombres de
Liouville sur tout germe de segment sortant de x appartenant à ∪ri=1ΓS,i(F ), où r := rang(F ).
Alors, pour tout i les espaces de cohomologie surconvergente Hi

dR(V †,F ) sont de dimension finie,
et on a la formule d’indice

χdR(V †,F ) = χc(V ) · rang(F )−
∑

b∈Sing(V )

Irrb(F ) . (14.15)

Remarquons que si Sing(F ) désigne l’ensemble des directions sortantes de x appartenantes à
F , et si V = VS(x,F ) est le plus grand tube élémentaire centre en x compatible à F , alors on a

Sing(V ) = Sing(F ) . (14.16)

La preuve se réduit au cas soluble et plusieurs étapes.

Par hypothèse les rayons de F sont tous constants sur V , la condition (11.26) est alors vérifiée
sur tout voisinage élémentaire U de V assez petit, et les rayons de F qui sont solubles en x restent
séparés globalement sur U des autres. Donc on peut décomposer F|U en une équation F sol

|U dont

les rayons sont tous solubles en x, et une équation F<sol
|U dont les rayons sont tous spectrales non

solubles en x :

F|U = F sol
|U ⊕F<sol

|U . (14.17)

La cohomologie de F<sol
|U est nulle par le Théorème 14.3.1, et donc la cohomologie de F cöıncide

avec celle de F .

L’hypothèse (TR) intervient lorsqu’on applique le Théorème (12.0.7) pour exprimer les rayons
de la partie spectrale non soluble en terme de caractéristique χc(V

†).

Remarque 14.6.2. Soit V n’importe quel tube élémentaire centré en x, muni de la triangulation
S = {x}, et soit F une équation différentielle définie sur un voisinage élémentaire U de V , dont les
rayons sont tous solubles en x. Alors, comme le premier rayon RS,1(−,F ) satisfait par la propriété
(C3) du Théorème 10.2.7, les rayons de F sont tous constants sur V de valeur maximale 1. En
particulier on a ΓS(F ) = ΓU , où ΓU dénote la réunion de x avec les squelettes des couronnes
ouvertes de U − V .

58
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En d’autres termes la solubilité en x entraine que les directions singulières de F sont automa-
tiquement celle ne pas appartenant à V .

Par contre dans le Théorème 14.6.1, on doit faire l’hypothèse V ∩ ΓS(F ) = {x}. Autrement dit
pour une équation non soluble on voit paraitre d’autres directions singulières : celles de ΓS(F ).

14.7. Applications à la super-harmonicité

Le Théorème 13.0.1 donne un contrôle sur la taille du graphe ΓS(F ) = ∪iΓS,i(F ) sous des
conditions de contrôle du lieu de non super-harmonicité des hauteurs partielles. Nous avons vu
que cela permet d’obtenir un résultat de classification dans le cas des équations sur les courbes
elliptiques (cf. Théorème 13.1.2).

Par ailleurs nous avons vu dans l’introduction que les arêtes des graphes contrôlant sont assimi-
lables à un lieu singulier pour F , et la borne globale sur leur nombre donne un contrôle de la taille
de ce lieu.

Nous souhaitons donc montrer la super-harmonicité en générale, en utilisant s’il le faut la co-
homologie. Dans [PP13b] nous donnons un certain nombre d’énoncés qui permettent d’avoir la
super-harmonicité sous la condition Non Liouville. Nous en indiquons deux :

Théorème 14.7.1. Soit x ∈ X − ΓS (notamment x ∈ CS,r(F )). Supposons que F soit libre de
nombres de Liouville le long des germes de segments sortants de x appartenant à ΓS(F ).

Soit Dx le disque fermé de bord x tel que Dx∩ΓS = ∅. Si x est un point de type 2 ou 3 supposons
de plus qu’il existe un domaine affinöıde connexe V ⊆ Dx tel que

i) V − {x} est une réunion disjointe de disques ouverts qui n’intersectent pas ΓS(F ) ;

ii) L’inclusion canonique H0
dR(D†x,F ) ⊆ H0

dR(V,F ) est une égalité ;

iii) Pour tout i = 1, . . . , rank(F ), on a RS,i(−,F ) = RS,i(−,F ∗) sur Dx.

Alors pour tout i la hauteur partielle HS,i(x,F ) est super-harmonique en x.

La preuve utilise la dualité de Dwork [Cre98], ainsi que les théorèmes de décomposition.

Dans le cas des équations de rang deux, nous avons l’énoncé suivant :

Théorème 14.7.2. Supposons que F soit une équation de rang 2, satisfaisant la condition libre
de nombres de Liouville dans les directions b ∈ ΓS(F ) sortantes de tout point x ∈ CS,2(F ). Alors
pour tout i, la hauteur partielle HS,i(−,F ) est super-harmonique en dehors de S.

Remarque 14.7.3. À l’heure actuelle nous avons à l’étude des généralisation de ces énoncés, et
nous pensons pouvoir obtenir un énoncé de super-harmonicité plus générale sous une condition
Non-Liouville.

15. Théorème d’indice globaux

Les méthodes que nous avons développe dans [PP13b] permettent d’approcher une classe de
courbes qui est suffisamment large pour contenir les courbes de genre fini. Á l’heure actuelle nous
travaillons pour identifier le cadre maximal d’application.

Dans ce mémoire nous nous bornons principalement au cadre des courbes quasi-Stein de genre
fini. À partir de la on peut essentiellement obtenir le cas des courbes compactes, en recouvrant la
courbe par un nombre fini d’ouverts quasi-Stein.
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Si le corps de base K est algébriquement clos, il n’y a pas d’autres courbes de genre fini. En effet
un résultat de Liu [Liu87] dit qu’une courbe de genre fini est toujours projective ou quasi-Stein.

Si maintenant la courbe est de genre arbitraire, mais elle est quasi-Stein, on a le résultat suivant
qui permet essentiellement de réduire l’étude au cas des courbes quasi-Stein de genre fini.

C’est un résultat qui est essentiellement du à Christol et Mebkhout [CM00], qui l’ont appliqué
dans le cas des couronnes ouvertes. Le principe général de passage à la limite se trouve dans [Gro61,
Ch.0,13.2.4], et l’idée vient de Grothendieck [Gro54].

Théorème 15.0.4. Soit X une courbe connexe quasi-lisse et quasi-Stein. Soit (Xn)n∈N une suite
croissante admissible de domaines analytiques connexes quasi-Stein qui sont relativement compacts
dans X tels que X = ∪n>0Xn, la restriction O(Xn+1)→ O(Xn) a image dense, la cohomologie de
de Rham Hi

dR(Xn,F|Xn) est de dimension finie. Alors

i) Il existe m tel que H0
dR(X,F ) = H0

dR(Xn,F|Xn) pour tout n > m.

ii) On a

H1
dR(X,F ) = lim←−

n

H1
dR(Xn,F|Xn) (15.1)

et pour tout n la flèche H1
dR(X,F )→ H1

dR(Xn,F|Xn) est surjective.

En particulier H1
dR(X,F ) est de dimension finie si et seulement si la suite des dimensions (h1

dR(Xn,F|Xn))n>0

(ou de manière équivalente la suite d’indices (χdR(Xn,Fn))n>0) est constante pour tout n assez
grand.

La preuve pour le H0
dR est facile, la dimension est finie sur chaque Xn, et la suite des dimensions

est décroissante, donc constante pour tout n assez grand.

La preuve pour le H1
dR utilise un passage à la limite de [Gro61, Ch.0,13.2.4] qui nécessite la

densité des applications de transition H1
dR(Xn+1,F|Xn+1

) → H1
dR(Xn,F|Xn). On utilise alors la

propriété de Banach pour les espaces de Fréchet [CM95], qui dit que une morphisme d’espaces
de Fréchet (dans notre cas la connexion) dont le conoyau a dimension finie est automatique-
ment un morphisme strict. Cela entraine que les topologies des H1

dR(Xn,F|Xn) sont séparées,
et l’hypothèse des images denses O(Xn+1) → O(Xn) donne alors la surjectivité des morphismes
H1

dR(Xn+1,F|Xn+1
)→ H1

dR(Xn,F|Xn).

15.1. La condition de Liouville globale

Nous avons déjà rencontré la condition Non Liouville pour les équations différentielles sur les
couronnes ouvertes et rayons log-affines (cf. Définition 14.4.1).

Si C est une couronne, cette condition est valable sur C si et seulement si elle vaut sur une
sous-couronne C ′ telle que ΓC′ ⊂ ΓC . Cela permet de généraliser la définition aux cas des équations
différentielles sur les pseudo-couronnes ouvertes dont les rayons sont log-affines. Par ailleurs, cela
permet de tester la propriété sur un germe de couronne dont le squelette est contenu dans ΓC .

Dans le cas globale la condition se donne sur les arêtes de ΓS sur les quels les rayons sont log-
affines, et aussi sur les arêtes de ΓS(F ) − ΓS sortants d’un point de ΓS . Plus précisément il nous
faut d’abord une définition :

Définition 15.1.1 (pseudo-triangulations adaptées à F ). Une pseudo-triangulation S est adaptée
à F si les rayons de F sont log-affines sur tout composante connexe de ΓS − S, et si S rencontre
toute composante connexes de X.

Définition 15.1.2 (Condition de Liouville). Soit S une pseudo-triangulation adaptée à F . Nous
dirons que F est libre de nombres de Liouville le long de ΓS si pour toute pseudo-couronne qui

60
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est composante connexe de X − S, et pour tout arête de ΓS(F ) sortant d’un point de S, il existe
un germe de segment qui est le squelette d’une couronne sur la quelle F est libre de nombres de
Liouville (cf. Définition 14.4.1).

15.2. Formule d’indice global pour les équations finiment contrôlées

Définition 15.2.1 (Équations finiment contrôlées). Nous dirons que l’équation F est finiment
contrôlée si il existe une pseudo-triangulation finie de X qui est adaptée à F .

Cette hypothèse entraine que le graphes ΓS(F ) est topologiquement fini (i.e. réunion finie d’in-
tervalles). En particulier X est une courbe de genre fini dont le squelette ΓS est topologiquement
fini.

Pour ces équations nous avons l’énoncé suivant :

Théorème 15.2.2. Supposons X connexe et soit r le rang de F . Supposons de plus que

i) Tout point de S − ∂X de type 2 satisfait la condition (TR) ;

ii) F est finiment contrôlée sur X ;

iii) F est libre de nombres de Liouville le long de ΓS ;

iv) Les rayons RS,i(x,F ) de F sont tous spectraux non solubles en chaque point de ∂X.

Alors la cohomologie de de Rham de F est de dimension finie et nous avons la formule d’indice
suivante

χdR(X,F ) = χc(X) · rank(F )− IrrX(F ) , (15.2)

où

IrrX(F ) =
∑
x∈∂X

[ddcHS,r(x,F ) + r · χ(x, S)]−
∑
b∈∂oX

Irrb(F ) . (15.3)

La preuve est une application des résultats d’indice locaux précédents de la manière suivante.
On considère le recouvrement fini {Ui}i de X formé par les ouverts suivants :

i) les composantes connexes de X − S isomorphes à des pseudo-couronnes ;

ii) pour tout x ∈ S et tout germe de segment b de ΓS(F ) sortant de x, on considère le disque Db

contenant b ;

iii) pour tout x ∈ S on considère un voisinage élémentaire suffisamment petit U de VS(x,F ) (cf.
Définition 14.2.1).

Par la finitude locale de ΓS(F ), et la finitude de S, le recouvrement ouvert {Ui}i de X est fini.

Par les Théorèmes d’indice locaux des sections précédentes, la cohomologide de de Rham de F
est de dimension finie sur chaque ouvert Ui.

Maintenant, si au point iii) on choisit le voisinage de VS(x,F ) suffisamment petits, alors l’in-
tersection de trois ouverts du recouvrement est toujours vide, et l’intersection de deux ouverts du
recouvrement est toujours une couronne ouverte sur la quelle les rayons sont affines (et l’indice est
nul). Par conséquence la cohomologie globale de X est de dimension finie, grâce à la suite exacte
longue de Mayer-Vietoris.

La formule d’indice se déduit des formules d’indice locales par un calcul combinatoire. Dans ce
calcul les formules d’indices locales font intervenir des irrégularités Irrb(F ). Les contributions des
irrégularités à l’intérieur de X s’éliminent mutuellement, sauf celles à la frontière ouverte, et celles
sortantes d’un point à la frontière ∂X. On en déduit la formule (15.3).
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Par exemple sur un arête relativement compact de ΓS − S reçoit deux irrégularités provenantes
de la formule d’indice (14.15) appliquée à ses deux points aux extrémités. Ces deux irrégularités
sont égales et de signe opposé car la triangulation S est adaptée à F , donc elles s’éliminent.

15.3. Formule d’indice global, cas général

Supposons que X soit une courbe de genre fini est quasi-Stein, mais que son graphe ΓS ne soit
pas nécessairement fini (pour se faire un exemple il suffit de considérer un disque ouvert moins les
zéros d’une fonction analytique non bornée).

Pour tout x ∈ S − ∂X nous posons

χ(x, S,F ) := χ(x, S)−
∑
b

Irrb(F ) , (15.4)

où b parcourt l’ensemble des germes de segments sortants de x appartenants à ΓS .

Nous notons par D∂X la famille des disques ouverts dans X dont la frontière est un point de
∂X. Nous notons par bD le germe de segment sortant de ∂X contenu dans D.

Théorème 15.3.1. Soit X une courbe de genre fini n’ayant qu’un nombre fini de composantes
connexes, et telle que ces dernières soient toutes non propres. Supposons que les rayons de F soient
tous spectrales non solubles en les points de la frontière ∂X. Soit S une pseudo-triangulation non
vide adaptée à F telle que F est libre de nombres de Liouville le long de ΓS, et telle que tout
point de S − ∂X vérifie l’hypothèse (TR). Supposons de plus que χ(x, S) 6 0 pour tout point de
S−∂X. Alors F a cohomologie de de Rham de dimension finie si et seulement si les deux conditions
suivantes sont satisfaites :

i) χ(x, S,F ) 6= 0 pour au plus un nombre fini de points de S ;

ii) Nous avons ∂bH∅,bD(−,F|D) 6= 0 pour au plus un nombre fini de disques ouverts D dans D∂X .

Dans ce cas on a

χdR(X,F ) =
∑

x∈S−∂X
χ(x, S,F ) +

∑
D∈D∂X

(
r + IrrbD(F )

)
. 16 (15.5)

Cette formule peux s’exprimer aussi sous d’autres formes, dont une incarnation est (15.2) dans
le cadre des équations finiment contrôlées.

La preuve s’obtient par passage à la limite en utilisant le Théorème 15.0.4, à partir du Théorème
15.2.2 sur des sous-courbes relativement compactes de X bien choisies.

Notamment, on peut exprimer ΓS comme une réunion croissante dénombrable de sous-graphes
Γn ⊂ ΓS qui sont ouverts, finis, et relativement compacts dans X, et tels que Γn+1 − Γn est une
réunion disjointe finie d’arêtes de ΓS partants des points à la frontière relative de Γn dans ΓS .
Chaque graphe fini Γn est le squelette d’une courbe Xn ⊂ X de genre fini : c’est l’image inverse de
Γn par la rétraction X → ΓS .

L’hypothèse χ(x, S) 6 0, signifie que ΓS n’a pas de points finaux de type 1, cela permet per-
mettent de montrer que les inclusions O(Xn+1) → O(Xn) ont image dense, de manière à rentrer
dans le cadre du Théorème 15.0.4. En effet la restriction d’un disque sur une couronne n’a pas
d’image dense.

Ensuite la restriction de F à Xn est finiment contrôlée, et on montre que sur chaque Xn la
formule (15.5) cöıncide avec (15.2).

16. Remarquons que la condition ∂bH∅,bD (−,F|D) = 0 équivaut à IrrbD (F ) = −r. Ainsi r + IrrbD (F ) = 0 pour
presque tout D ∈ D∂X .
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Un calcul direct montre alors que la contribution à l’indice de Xn+1 par rapport à Xn est donné
par

i) la somme des χ(x, S,F ) sur les points x ∈ S − ∂X qui se trouvent à la frontière relative des
Xn dans Xn+1 ;

ii) la somme des χdR(D,F ) = r + IrrdD(F ) pour les disques D ∈ D∂X dont la frontière relative
dans Xn+1 est un point de la frontière relative des Xn dans Xn+1.

Le Théorème 15.0.4 affirme alors que la cohomologie de de Rham globale de F sur X est de dimen-
sion finie si et seulement si la suite des indices qu’on trouve se stabilise. Cela revient à demander
les conditions i) et ii) du Théorème 15.3.1.

Remarque 15.3.2. i) Nous remarquons que les conditions du théorème n’impliquent pas la fini-
tude du graphe ΓS(F ), dans la prochaine section nous en donnons un exemple explicite.

La raison est que les conditions du Théorème 15.3.1 ne font appel qu’au pentes de la hauteur
totale du polygone HS,r(−,F ).

La finitude du graphe contrôlant ΓS(HS,r(−,F )) de la hauteur totale n’est toutefois (pour le
moment) qu’une condition suffisante, car le lien entre les pentes nulles de HS,r(−,F ) et le
fait que le graphe ΓS(HS,r(−,F )) soit fini, est une conséquence de la super-harmonicité de
HS,r(−,F ), qui n’est potentiellement pas vérifiée partout en présence de solubilité.

Nous sommes en ce moment au travail pour optimiser ces conditions (cf. Remarque 14.7.3).

ii) D’après la preuve, si les hypothèses et les conclusions du théorème sont vérifiées, il est clair
que pour il existe une sous courbe X(S,F ) quasi-Stein dont le squelette est un graphe fini
contenu dans ΓS, qui contient tous les points x ∈ S tels que χ(x, S,F ) 6= 0, et telle que pour
tout i on a

Hi
dR(X(S,F ),F|X(S,F )) = Hi

dR(X,F ) . (15.6)

Sur X(S,F ) la quantité χc(X(S,F )) est définie, et le Théorème 15.2.2 est valable. En parti-
culier nous avons la formule d’indice

χdR(X,F ) = χdR(X(S,F ),F|X(S,F )) = χc(X(S,F )) · rang(F )− IrrX(S,F )(F|X(S,F )) .
(15.7)

Nous essayons en ce moment de perfectionner le contrôle qu’on a de la courbe X(S,F ).

15.4. Un exemple d’équation sur un disque, avec graphe contrôlant infini et cohomo-
logie de dimension finie.

Dans cette section nous souhaitons donner un exemple d’équation de rang 2, définie sur un disque
ouvert muni de la pseudo-triangulation vide, telle que pour tout i = 1, 2 les graphes contrôlants
ΓS,i(F ) ont une infinité de bifurcations, alors que la hauteur totale HS,2(−,F ) est constante sur
un germe de segment à la frontière ouverte et sa cohomologie de de Rham est de dimension finie.

Soit F l’équation différentielle sur le disque unité ouvert D := D−(0, 1) définie dans une base
cyclique par l’opérateur

(
d

dT
)2 + f1(

d

dT
) + f2 , (15.8)

où

i) f1 est une fonction bornée sur D, avec une infinité de zéros ;

ii) f2 ∈ K est une fonction constante de norme strictement positive |f2| > 1 ;
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iii) la norme sup ‖f1‖D := supx∈D |f1|(x) satisfait

1 < ‖f1‖D < |f2| < ‖f1‖2D . (15.9)

Notons par x0,ρ le point au bord du disque fermé D+(0, ρ). Alors, grâce à cette condition, il existe
un réel s < 1, tel que pour tout ρ ∈]s, 1[ on a

ρ−1 < |f1|(x0,ρ) < ρ|f2| < ρ|f1|(x0,ρ)
2 . (15.10)

Considérons maintenant la pseudo-triangulation S de D formée par un unique point x0,s′ , avec
s′ ∈]s, 1[. Par le théorème de Young [You92] (voir [Pul12, Section 4.3] pour des notations proches
de notre contexte), pour tout ρ ∈]s′, 1[ on a

RS,1(x0,ρ,F ) =
ω

ρ · |f1|(x0,ρ)
< ω (15.11)

(15.12)

RS,2(x0,ρ,F ) =
ω · |f1|(x0,ρ)

ρ · |f2|
< ω , (15.13)

HS,2(x0,ρ,F ) =
ω2

ρ2 · |f2|
, (15.14)

où

ω =
{ |p| 1

p−1 si la caractéristique résiduelle de K est p > 1
1 si la caractéristique résiduelle de K est 0 .

(15.15)

La hauteur totale du polygone HS,2(−,F ) n’a pas de changements de pente sur le segment bD :=
]x0,s, x0,1[. Par le Théorème 15.3.1 on trouve alors que

H0
dR(D,F ) = H1

dR(D,F ) = 0 . (15.16)

Maintenant montrons que ΓS(F ) a un nombre infini de points de bifurcation le long du segment
]x0,s′ , x0,1[. Nous savons que pour tout ρ ∈]s′, 1[ on a

i) i = 1 et i = 2 sont tous les deux des sommets du polygone de Newton des convergences en x0,ρ

(i.e. i = 2 sépare les rayons sur tout point de ]x0,s, x0,1[) ;

ii) Tous les rayons sont spectrales non solubles en tout point de ]x0,s, x0,1[.

Par le Théorème 12.0.7, la fonction H∅,1(−,F ) = R∅,1(−,F ) est donc harmonique en chaque point
du segment ]x0,s′ , x0,1[.

Maintenant pour tout ρ ∈]s′, 1[ elle satisfait la condition (C3) du Théorème 10.2.7 sur tous les
disques dont la frontière est x0,ρ. On a donc

∂bRS,1(x0,ρ,F ) > 0 (15.17)

sur tout germe de segment b sortante de x0,ρ différent de b∞ :=]x0,ρ, x0,1[. Et la direction b appartient
à ΓS,1(F ) si et seulement si (15.17) est une inégalité stricte. Ensemble à l’harmonicité cela montre
la propriété suivante :
• ΓS,1(F ) a un point de bifurcation en correspondance de tout point x0,ρ où la fonction
RS,1(−,F ) a un changement de pente sur l’intervalle ]x0,s′ , x0,1[.

On voit alors que si ΓS(f1) est le graphe contrôlant de f1, on a

ΓS,1(F ) = ΓS(f1) (15.18)

dans un voisinage de tout point de ]x0,s′ , x0,1[. Le graphe ΓS(f1) est le graphe dont les points finaux
sont les zéros de f1. Comme f1 a un nombre infini de zéros, ΓS,1(F ) est un graphe infini.

Il est possible de voir que ΓS,2(F ) a les mêmes points de bifurcation de ΓS,2(F ) sur l’intervalle
]x0,s′ , x0,1[.
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CHAPITRE III : Déformation infinitésimale des équations
différentielles p-adiques sur les courbes de Berkovich

Ce chapitre concerne les articles [Pul08], [Pul11], [Pul14a]. Nous avons obtenu le premier pendant
la thèse de doctorat, et les autres après.

Nous signalons également les articles suivants qui sont en relation avec les arguments traités dans
ce chapitre (voir aussi l’introduction, pour les localiser dans un contexte plus générale) : [ADV04],
[DV04], [DV02].

16. Automorphismes infinitésimaux

Soit K un corps valué complet. Soit X une courbe de Berkovich K-analytique et quasi-lisse. Soit
S une triangulation faible sur X. Nous préservons les notations de la section 10.1, et en particulier
de la Définition 10.1.2.

Par commodité, choisissons une extension valué complète de corps Ω/K telle que tout point de
X est Ω-rationnel.

Définition 16.0.1. Soit σ : X
∼−−→ X un automorphisme de courbes K-analytiques. Nous dirons que

σ est S-infinitésimal si pour tout x ∈ X, l’automorphisme σΩ : XΩ → XΩ induit un automorphisme
du disque maximal D(x, S) ⊆ XΩ.

D’après la définition, si X est un disque avec triangulation faible vide, alors tout automorphisme
de X est infinitésimal (en effet D(x, S) = XΩ pour tout x).

Il est clair que la composition de deux morphismes S-infinitésimaux est S-infinitésimale. Si Σ
est une famille d’automorphismes S-infinitésimaux, nous notons par 〈Σ〉 le groupe engendré par Σ.

Lemme 16.0.2. Soit D := D−(0, R) un disque ouvert, si σ : D → D est un K-automorphisme,
alors σ est une isométrie : pour tout corps valué L/K et tout x, y ∈ D(L) on a

|x− y| = |σL(x)− σL(y)| . (16.1)

La raison est qu’un tel automorphisme s’écrit comme

σ(T ) = a0 +
∑
n>1

anT
n (16.2)

avec a0 ∈ D(K) et |a1| = 1, et |an| 6 1 pour tout n > 1. Ce lemme montre qu’il existe un plus
petit disque fermé D+ ⊂ D contenant 0 qui est globalement stable par σ : c’est le plus petit disque
fermé contenant 0 et σ(0). Et tout disque intermédiaire est stable par σ.

Définition 16.0.3. Notons par D+(x, σ) ⊂ D(x, S) le plus petit disque fermé contenant tx stabilisé
par σΩ. Si Rσ et R sont les rayons de D+(x, σ) et D(x, S) respectivement dans une coordonnée,
alors nous posons

RS(x, σ) = Rσ/R . (16.3)

Grâce au lemme cette définition est indépendante de la coordonnée choisie. Avec un abus de
notations, nous notons par

ΓS(σ) (16.4)

le graphe contrôlant de la fonction

RS(−, σ) : X −−→ R>0 . (16.5)
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16.1. Localisation

L’automorphisme S-infinitésimal σ : X
∼−−→ X stabilise certaines parties intéressantes de X.

Notamment nous avons le lemme suivant

Lemme 16.1.1. Si Y ⊆ X est un domaine analytique admettant une triangulation faible non vide
SY telle que

ΓSY = ΓS ∩ Y , (16.6)

alors σ induit un automorphisme SY -infinitésimal de Y .

La même assertion vaut pour les composantes connexe de X−S munies de la triangulation faible
vide.

En effet le fait d’être S-infinitésimal entraine que tout point de ΓS est fixé par σ, et que tout
disque maximal D(x, S) est globalement fixé.

Il est alors clair que si Y ′ est l’image inverse par la rétraction X → ΓS d’un ouvert ou un fermé
de ΓS , alors σ stabilise Y ′.

Le hypothèses du lemme entrainent que Y est obtenu par Y ′ en supprimant un nombre localement
fini de disques maximaux D(x, S).

16.2. Continuité et finitude de la fonction RS(−, σ)

Théorème 16.2.1. La fonction RS(−, σ) jouit des propriétés suivantes :

i) RS(−, σ) est une fonction continue sur X. Elle est log-affine par morceaux sur tout segment
de X, et ses pentes sont entières ;

ii) Si C est une composante connexe de X −S (soit un disque ouvert soit une couronne ouverte),
il existe une fonction f ∈ O(C), et un nombre réel a ∈ R tels que pour tout x ∈ C on a

RS(x, σ) = a|f(x)| . (16.7)

En particulier RS(x, σ) est harmonique en dehors de S ;

iii) ΓS(σ) est localement fini. Si de plus σ 6= IdX , alors les points finaux de ΓS(σ) sont les points
rigides de X qui sont des points fixes de σ.

La preuve est facile sur la droite affine. Notamment si X est un domaine analytique de A1,an
K et

si T est une coordonnée, alors on regarde la fonction

δσ,T := T ◦ σ − T ∈ O(X) . (16.8)

Pour tout fonction f ∈ O(X), et tout point x ∈ X on a |f |(x) = |fΩ|(tx), donc on voit que pour
tout point x ∈ X on a

|δσ,T |(x) = |σΩ(tx)− tx|Ω , (16.9)

où la distance est mesurée avec la coordonnée T . En d’autres termes |δσ,T |(x) mesure le déplacement
du centre de D(x, S) par l’application σΩ. Par définition on a

|δσ,T |(x) = Rσ . (16.10)

Le Théorème 16.2.1 s’en suit facilement dans ce cas.

Dans le cas général, notamment autour d’un point de S avec du genre, la preuve n’est pas aussi
simple. On a besoin de la machinerie de [PP12b], en particulier du Théorème 10.2.8 pour se réduire
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au cas de la droite affine, et traiter direction par direction la continuité et la finitude à l’aide de
certaines applications étales bien choisies.

17. Déformation

Dans cette section nous montrons comment déformer les équations différentielles en des Σ-
modules.

Définition 17.0.2. Soit Σ une faille d’automorphismes S-infinitésimaux de X. Un Σ-module est
par définition un OX-module cohérent muni d’un isomorphisme OX-linéaire

σF : F
∼−−→ σ∗(F ) . (17.1)

Un morphisme de Σ-modules F → F ′ est un morphisme OX-linéaire qui commute à l’action de Σ.

Si 〈Σ〉 est le groupe engendré par Σ, on peut demander une compatibilité par composition de
l’action de Σ sur F de sorte à ce que l’action de Σ se prolonge en une action de 〈Σ〉. Cela sera une
propriété automatique des Σ-modules obtenus par déformation d’une équation différentielles.

L’expression locale d’un Σ-module, c’est ce qu’on appelle une équation aux σ-différences. Notam-
ment, si X est quasi-Stein, et si F est libre sur X, alors la flèche (17.1) équivaut à un automorphisme

σ : F (X)
∼−−→ F (X) (17.2)

qui a la propriété suivante

σ(fm) = σ(f)σ(m) , pour tout f ∈ O(X) , et tout m ∈ F (X) . (17.3)

Autrement dit l’action de σ ∈ Σ sur F est σ-semi-linéaire par rapport à l’action de σ sur O(X).

Si une base de F sur O(X) est fixé la flèche (17.2) s’écrit comme

σ

 f1

...
fr

 = A(σ) ·

 σ(f1)

...

σ(fr)

 , A(σ) ∈ GLn(O(X)) . (17.4)

17.1. Stratifications

Les stratifications forment une catégorie équivalente à celle des équations différentielles. Nous
allons en rappeler brièvement la définition.

Soit U un domaine analytique de X, et soit T : U → A1,an
K un morphisme étale. Si pi : X×X → X

sont les projections, on note par

Ti := T ◦ pi . (17.5)

Un voisinage tubulaire de la diagonale de U est un domaine de Weierstrass de la forme

T (U, T,R) = {x ∈ U × U | |T1 − T2|(x) 6 R} . (17.6)

Définition 17.1.1. Un voisinage T de la diagonale de X ×X est admissible si pour tout x ∈ X il
existe un ouvert Ux contenant x, une coordonnée étale Tx : Ux → A1,an

K , et un nombre réel Rx > 0
tels que

T (Ux, Tx, Rx) ⊂ T . (17.7)

Définition 17.1.2. Une stratification sur X est un OX-module F localement libre de type fini muni
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d’un isomorphisme

χ : (p∗2F )|T
∼−−→ (p∗1F )|T , (17.8)

au dessus d’un ouvert admissible T non spécifié de la diagonale, qui est O(T )-linéaire, et qui satisfait
aux rélations suivantes :

i) Si pi,j : X ×X ×X → X ×X dénote la projection sur le (i, j)-ème facteur, alors sur l’ouvert
p−1

1,2(T ) ∩ p−1
2,3(T ) ∩ p−1

1,3(T ) on a

p∗1,2(χ) ◦ p∗2,3(χ) = p∗1,3(χ) . (17.9)

ii) Si ∆ : X → X ×X est la diagonale, alors on a

∆∗(χ) = IdF , (17.10)

où nous avons identifié canoniquement ∆∗p∗iF avec F .

Un morphisme entre stratifications est un morphisme OX-linéaire α : F1 → F2 entre les OX-
modules sous-jacent qui respecte χ.

Théorème 17.1.3 ([Ber96a]). La catégorie des équations différentielles sur X est équivalente à la
catégorie des stratifications.

En termes concrets localement sur X, si F et Ω1
X sont libres et si X est quasi-Stein, la donnée

d’une équation différentielle F → F ⊗ Ω1 correspond à une écriture du type

d(Y ) = G · Y , G ∈Mn(O(X)) (17.11)

où la dérivation d : O(X)→ O(X) engendre l’espace des K-dérivations continues de O(X).

La matrice de χ dans la même base s’écrit localement sur X comme le développement de Taylor
formel

Yχ =
∑
n>0

Gn(T2)
(T1 − T2)n

n!
. (17.12)

C’est une solution de l’équation (17.11) au voisinage de la diagonale de F .

17.2. Équations différentielles Σ-compatibles

Soit σ un automorphisme S-infinitésimal. Nous dirons que l’équation différentielle F est σ-
compatible si pour tout x ∈ X on a

RS,1(x,F ) > RS(x, σ) . (17.13)

Cette condition signifie que D+
S (x, σ) ⊂ DS,1(x,F ), autrement dit toutes les solutions de F autour

de tx convergent sur le disque D+
S (x, σ).

Comme la fonction RS,1(−,F ) est sur-harmonique en dehors de S alors que RS(−, σ) est sous-
harmonique, on démontre facilement le lemme suivant

Lemme 17.2.1. Si X est connexe, la condition (17.13) vaut pour tout x ∈ X si et seulement si
elle vaut pour les points de S et sur tout germe de segment à l’infini dans ∂oX.

Si Σ est une famille d’automorphismes S-infinitésimaux, alors F est Σ-compatible si elle est
σ-compatible pour tout σ ∈ Σ.
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17.3. Déformation

Nous rappelons qu’une solution d’une équation différentielle F est une section du noyau de la
connexion F → F ⊗ Ω1

X . Par ailleurs une solution d’un Σ-module est une section v de F tel que

σ(v) = v ⊗ 1 (17.14)

où σ : F → σ∗F . Dans l’expression locale (17.4), cela revient à dire que v est un point fixe par
l’action de tout σ ∈ Σ.

Théorème 17.3.1. Soit F une équation différentielle Σ-compatible. Il existe une structure cano-
nique de Σ-module sur le OX-module sous-jacent F telle que :

i) Si F1,F2 sont deux équations différentielles Σ-compatibles, et si α : F1 → F2 commuta à la
connexion, alors α commute à l’action de Σ sur F .

ii) Si v ∈ F|DS,1(x,F ) est une solution de l’équation différentielle, alors v est aussi une solution
du Σ-module.

La preuve de ce théorème se fait en deux étapes :

i) On montre qu’il existe une voisinage admissible T de la diagonale de X, sur lequel la stra-
tification associée à F est définie, tel que l’image de la flèche ∆σ : X → X × X définie par
∆σ = σ × IdX est contenue dans T ;

ii) Ensuite on considère le pull-back de la stratification χ : (p∗2F )|T
∼−−→ (p∗1F )|T , et on trouve

l’action de σ cherchée :

σ : F = ∆∗(p∗2F )|T
∆∗σ(χ)−−−−−→ ∆∗σ(p∗1F )|T = σ∗F . (17.15)

La partie un peu plus compliquée est celle de montrer que le voisinage T existe. On le construit
comme réunion de voisinages locaux sur les points de x ∈ X :

i) Si x ∈ ΓS on prends un voisinage tubulaire quelconque sur lequel la connexion existe. En effet
x est un point fixe de tout σ ∈ Σ ;

ii) Si x /∈ ΓS , alors il appartient à une composante connexe de X − ΓS qui est nécessairement un
disque virtuel ouvert Dx (tel que (Dx)Ω = D(x, S)). Dans ce cas la fonction RS,1(−,F ) étant
sur-harmonique et la fonction RS(−, σ) étant harmonique, on a immédiatement qu’il existe R′

tel que ces deux fonctions vérifient

RS(x, σ) < R′/R < RS,1(x,F ) , (17.16)

pour tout x ∈ Dx, où R est le rayon de DS(x, S) dans une coordonnée. Le voisinage tubulaire
est alors T (Dx, Tx, R).

Remarque 17.3.2. La description locale du foncteur est la suivante. Si Yχ est la matrice de χ dans
une base (cf. (17.12)), alors la matrice A(σ) (cf. (17.4)) de qui décrit l’action de σ = ∆∗σ(χ) dans
la même base est

A(σ) = ∆∗σ(Yχ) =
∑
n>0

Gn(T )
(T ◦ σ − T )n

n!
. (17.17)

C’est l’expression de A(σ) ∈ GLr(O(X)) comme fonction sur un voisinage formel de la diago-

nale. En pratique cela signifie que A(σ) est la limite de la famille de fonctions Gn(T ) (T◦σ−T )n

n! ∈
GLr(O(X)).
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17.4. Pleine fidélité

Le Théorème 17.3.1 donne un foncteur

DefS,Σ : {Equations Différentielles Σ-compatibles}/X −−→ {Σ-modules}/X . (17.18)

ce foncteur est l’identité sur les morphismes, en particulier il est fidèle. Nous nous intéressons
maintenant à obtenir des critères pour la pleine fidélité de ce foncteur.

Définition 17.4.1. La famille Σ est non dégénérée si pour toute composante connexe X ′ de X il
existe un point x ∈ X ′ tel que pour tout disque ouvert

D+
S (x, σ) ⊂ D ⊂ D(x, S) (17.19)

on a

O(D)Σ = Ω (17.20)

où O(D)Σ désigne les fonctions stables par composition avec les éléments de Σ.

Cette définition est relativement facile à tester. Par exemple si X est un domaine affinoide de
la droite affine, et s’il existe une suite {σn}n>0 d’éléments du groupe 〈Σ〉 telle que l’ensemble de
nombres réels (cf. (16.8))

{|δσn,T |(x)}n − {0} (17.21)

admet 0 comme point d’accumulation, alors Σ est non dégénérée.

Dans le cas général d’une courbe X on a le même critère, mais il faut se servir d’une coordonnée
étale Tx : U → A1,an

K définie sur un voisinage ouvert U .

Proposition 17.4.2. Si Σ est une famille non dégénérée, le foncteur de déformation DefS,Σ est
pleinement fidèle.

La preuve se fait en plongeant les morphismes dans leur restriction au disque D de (17.19).
On peut trouver un tel disque trivialisant les équations différentielles, et aussi leurs déformations.
L’assertion se réduit donc à vérifier que l’espace des endomorphismes de l’équation différentielle
triviale sur D s’identifie à l’espace des endomorphismes du Σ-module triviale. C’est exactement ce
que la condition (17.20) demande.

17.5. Analyticité de l’action de Σ

Nous avons vu que dans la Remarque 17.3.2 l’expression locale de la matrice A(σ). Dans cette
section nous montrons la dépendance analytique en σ de A(σ).

Plus précisément, jusqu’à la nous avons considéré l’action d’un ensemble sur X. Maintenant
nous allons considérer un groupe K-analytique G agissant sur X par l’application

µ : G×X −−→ X , (17.22)

satisfaisant les conditions usuelles. Le formalisme ici est celui de [Ber90, Section 5.1] ou [Mum08,
Section 12]. Cette structure correspond, pour tout extension valé complète L/K, à la donnée d’une
action du groupe G(L) sur l’ensemble XL par automorphismes L-analytiques :

G(L) −−→ AutL(XL) . (17.23)

Soit ΣL l’image de G(L) in AutL(XL).

L’idée qui est derrière à la notion de G-module analytique est la donnée pour tout L/K d’un
ΣL-module de manière compatible à la composition de ΣL et aux changements de base de L. En
d’autres termes F est considéré comme un foncteur L 7→ FL en G(L)-modules. La définition qu’on
en tire à travers le lemme de Yoneda est la suivante.
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Soit pX : G×X → X la projection sur le deuxième facteur. Considérons l’objet simplicial

G×G×X
d0

−→d1
−→
d2−→

G×X
pX−→−→µ X . (17.24)

où d0 = p2 × p3, d1 = mG × IdX , d2 = IdG × µ, et pi est la i-ème projection de G×G×X.

Définition 17.5.1. Un G-module semi-linéaires analytique est un OX-module localement libre de
type fini F muni d’un isomorphisme

σG : p∗X(F )
∼−−→ µ∗(F ) , (17.25)

satisfaisant la relation de cocycle. Cela signifie que le diagramme suivant commute.

p∗3(F )

d∗1(σG) $$

d∗0(σG)
// (µ ◦ d0)∗(F )

d∗2(σG)xx
η∗(F )

(17.26)

où η := µ ◦ d1 = µ ◦ d2.

Si pour tout L/K et tout g ∈ G(L) on regarde le pull-back de σG par l’application g × IdXL :
XL → GL ×XL, on obtient une famille d’applications

{ σFL
g : FL

∼−−→ σ∗g(FL) }g∈G(L) , (17.27)

satisfaisant la condition de cocycle

σFL
gh = σ∗h(σFL

g ) ◦ σFL
h . (17.28)

qui provient du diagramme (17.26).

Maintenant nous dirons que l’action de G sur X est S-infinitésimale (resp. non dégénérée), si
pour tout L/K l’action de tout g ∈ G(L) est un automorphisme SL-infinitésimal de XL (resp. si la
famille ΣL est non dégénérée).

Nous dirons qu’une équation différentielle F est G-compatible, si pour tout L/K elle est G(L)-
compatible.

Théorème 17.5.2 ([Pul14a]). Si l’action de G est S-infinitésimale, nous avons un foncteur

{Équations différentielles G-compatibles} −−→ {G-modules semi-linéaires analytiques} (17.29)

Le foncteur associe à (F ,∇) une structure de G-module semi-linéaire analytique sur F , telle que
tout morphisme OX-linéaire entre objets de la catégorie de départ commutant aux connexions com-
mute aussi aux actions de G respectives. E particulier ce foncteur est fidèle.

Si de plus l’action de G est non dégénérée, le foncteur est pleinement fidèle.

La preuve consiste à montrer qu’il existe un voisinage admissible de la diagonale T , sur lequel
la stratification associée à l’équation différentielle F est définie, contenant l’image du morphisme

∆G : G×X → X ×X (17.30)

où ∆G = µ× pX . La structure de G-module sera alors le pull-back de la stratification.

En cette situation, nous déduisons l’existence de T en utilisant la preuve du Théorème 17.3.1.
Notamment la preuve du théorème 17.3.1 donne un tel T pour l’action de G(L) sur XL, pour tout
L/K. Il suffit alors de prendre une extension Ω/K assez grande de sorte que tout point des espaces
K-analytiques en jeu devienne Ω-rationnel.
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18. Quasi-unipotence des Σ-modules sur l’anneau de Robba

Les conditions pour la compatibilité et la non dégénérescence sur l’anneau de Robba R sont assez
pénibles à raconter, et nous renvoyons le lecteur à [Pul14a]. La notion de automorphisme infinitésimal
se donne sur une couronne Cε = {1 − ε < |T | < 1} non spécifiée, munie de la triangulation faible
vide. Et la déformation sur l’anneau de Robba s’obtient sans obstructions par passage à la limite.

Les complications arrivent lorsqu’on veut montrer que le foncteur est pleinement fidèle, car il
faut faire cöıncider la couronne où F est σ-compatible et la couronne où l’action de Σ est non
dégénérée. Nous ne donnerons que l’énoncé informel suivant

Théorème 18.0.3. Soit Σ une famille d’automorphismes infinitésimaux de R. Le foncteur de
déformation

DefΣ : {Équations différentielles Σ-compatibles}/R −−→ {Σ-modules}/R (18.1)

est fidèle.

Si Σ est non dégénérée, nous avons une sous-catégorie (fidèlement pleine) DE(Σ) d’équations
différentielles Σ-compatibles, qui sont compatibles aussi à la non dégénérescence de Σ et telles que
la restriction de DefΣ à DE(Σ) est pleinement fidèle.

Remarque 18.0.4. Nous verrons dans la prochaine section comment décrire l’image essentielle
du foncteur de déformation lorsque Σ = {σ} est un automorphisme de la forme σq,h(qT + h), et
obtenir également un foncteur inverse nommé confluence. La condition pour appartenir à l’image
essentielle ressemble à (17.13).

Cette équivalence est le résultat central de [ADV04], mais les méthodes sont différents. Notam-
ment dans [ADV04] on montre que toute équation aux q-différences sur R admettant une struc-
ture de Frobenius non spécifiée est quasi-unipotente. Nous verrons dans un instant ce que ça veut
dire. Signalons seulement que le fait d’être quasi-unipotente demande une fine classification des
q-différences, et que l’équivalence est déduite pas des méthodes Tannakiennes.

L’équivalence de [ADV04] suppose que le corps résiduel soit de caractéristique positive p, que

|q−1| < |p|
1
p−1 , que les objets aient une structure de Frobenius, le corps de base soit essentiellement

algébriquement clos.

Nous avons remplacé ces hypothèses par la condition de compatibilité (17.13) qui nous a permis
au même temps de considérer des automorphismes plus généraux, et de sortir du cadre des équations
sur l’anneau de Robba et de passer aux courbes de Berkovich.

18.1. Extensions étales et quasi-unipotence.

Nous rappelons d’abord la notion de quasi-unipotence des équations différentielles.

Une équation est unipotente si elle est extension successive d’équations de rang un triviales.

Introduisons le sous-anneau E† ⊂ R qu’on a déjà vu dans le chapitre I (cf. (5.8)). Si K est de
valuation discrète (non triviale) de corps résiduel de caractéristique p > 0, alors E† est un anneau
local Henselien de corps résiduel E := K̃((T )).

Les extensions finies séparables du corps E, se relèvent à des extensions finies non ramifiées de
E†, et par changement de base elles sont en bijection avec des extensions finies étales de R.

Théorème 18.1.1 ([And02],[Ked04],[Meb02]). Quitte à faire une extension finie L/K, toute équation
différentielle F sur l’anneau de Robba admettant une structure de Frobenius non spécifiée est pro-
duit tensoriel F = N ⊗U , où U est une équation unipotente, et N est une équation trivialisée
par une extension finie étale de R provenant d’une extension finie séparable de E.
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Une équation F avec la propriété du théorème s’appelle quasi-unipotente. On définit la notion de
Σ-module quasi-unipotent de manière complètement analogue, sachant que l’action de Σ se prolonge
de manière unique aux extensions étales de R provenant d’extensions finie séparables de E.

Théorème 18.1.2. Soit Σ une famille non dégénérée d’automorphismes infinitésimaux de R prove-
nant par restriction d’une famille infinitésimale d’automorphismes définis chacun sur une couronne
non spécifiée de la forme Aε := {1− ε < |T | < 1 + ε}.

Alors, quitte à faire une extension finie L/K, tout Σ-module F sur R provenant par déformation
d’une équation différentielle dans DE(Σ) admettant une structure de Frobenius non spécifiée, est
quasi-unipotent.

Soit F une équation différentielle dans DE(Σ) avec structure de Fronbenius, et soit DefΣ(F ) le
Σ-module obtenu par déformation.

L’équation F est trivialisée par une extension étale, et nous montrons que le Σ-module DefΣ(F )
est trivialisé par la même extension. Or, F et DefΣ(F ) ont en commun les solutions de Taylor, et
la preuve consiste à montrer qu’ils ont en commun aussi les solutions étales, i.e. les solutions dans
une extension finie étale de R.

Pour ce faire on utilise le fait qu’une extension étale de R est encore isomorphe à une anneau
de Robba. La situation est assimilable à un revêtement étale de couronnes ψ : Cε′ → Cε. L’idée
élémentaire de la preuve est d’arriver à trouver un disque D dans Cε trivialisant F tel que la res-
triction de ψ à D soit un recouvrement trivial de disques. Il est alors clair que les pull-backs de F
et DefΣ(F ) sont simultanément triviaux sur ψ−1(D). Cela montre que la déformation commute au
pull-back, et puisque F est triviale sur toute la couronne Cε′ la même chose doit arriver à DefΣ(F ).

En réalité le processus est un peu plus compliqué à cause de certains problèmes dont nous
n’avons pas fait mention concernant l’action de Σ, qui n’est pas entièrement définie sur chaque Cε.
Nous sommes obligé de restreindre de plus en plus notre couronne. À cause de ça, pour trouver le
disque D nous devons en effet prendre l’extension canonique de Katz de l’équation différentielle F
à un germe de couronne non spécifiée Aε := {1− ε < |T | < 1 + ε}, qui existe dans ce contexte grâce
à un résultat de S.Matsuda [Mat02], et supposer que Σ agisse sur Aε. La déformation DefΣ(F ) est
définie alors sur la même couronne Aε. La condition de solubilité de F entraine qu’elle est trivialisé
par le disque D := D−(1, 1), et la condition de infinitésimalité assure que ce disque est stable par
Σ. L’application ψ se prolonge en effet à ψ : Aε′ → Aε, et à partir de là on raisonne comme avant.

Remarque 18.1.3. Nous reprenons la remarque 18.0.4. Dans le cadre des équations aux q-différences,
le Théorème 18.1.2 est le résultat central de [ADV04], démontré avec une classification fine des
équations aux q-différences. L’équivalence de déformation de [ADV04] repose sur le Théorème
18.1.2.

Notre parcours est différent : nous obtenons d’abord la déformation (qui existe dans un contexte
plus ample que celui des équations aux q-différences sur l’anneau de Robba) pour ensuite en déduire
le Théorème 18.1.2 par déformation.

19. Équations aux différences sur la droite affine et confluence

Nous spécialisons maintenant les notions précédentes à la droite affine et aux automorphismes
de la forme

σq,h(T ) = qT + h . (19.1)

• Si h = 0 un σq,0-module s’appelle une équation aux q-différences,
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• Si q = 1 un σ1,h-module s’appelle une équation aux différences finies,

• Dans le cas général nous parlerons d’équation aux différences.

Pour ces automorphismes on peut décrire l’image essentielle du foncteur Defσq,h et construire un
quasi-inverse. L’idée de base est qu’à partir de l’action de σq,h on peut construire une solution de
Taylor formelle, qui est la matrice d’une stratification sous certaines conditions de compatibilité.

Nous fixons comme avant une extension Ω/K sphériquement complet, algebriquement clos, tel
que tout point de P1,an

K est Ω-rationnel.

Fixons un couple

(q, h) ∈ K× ×K . (19.2)

On peut voir que σq,h s’étend en un automorphisme de P1,an
K qui fixe l’infini, et que, si q 6= 1, le

point

a :=
−h
q − 1

(19.3)

est l’unique point fixe de σq,h différent de l’infini.

Nous commençons par traduire les notions de infinitésimalité et non dégénérescence :

Proposition 19.0.4. Soit X ⊆ P1,an
K un domaine analytique connexe différent de P1,an

K et de P1,an
K −

{t} pour tout point t de type 1 ou 4. Alors

i) Soit Y une composante connexe de XΩ. Alors toute composante connexe de P1,an
Ω − Y est soit

un disque fermé ou ouvert, soit un point de type 1 ou 4.

ii) σq,h induit un automorphisme de X si et seulement si σΩ induit un automorphisme de P1,an
Ω −

XΩ.

iii) Si S est une triangulation faible de X, l’action de σq,h sur X est S-infinitésimale si et seulement
si pour toute composante connexe Y de XΩ on a :

(a) (σq,h)Ω induit un automorphisme de toute composante connexe de P1,an
Ω − Y ;

(b) Si D est un disque virtuel ouvert de X tel que S ∩D 6= ∅, alors pour tout x ∈ SΩ ∩DΩ qui
est un point final du squelette ΓSΩ

, il existe un disque ouvert Dx ⊂ DΩ avec frontière x,
qui est globalement fixé par (σq,h)Ω.

iv) Supposons que l’action de σq,h sur X soit S-infinitésimale. Alors l’action de σq,h est non
dégénérée si et seulement si soit q n’est pas une racine de l’unité, soit q = 1 et h 6= 0.

Remarquons que :
• si |q| 6= 1, alors σq,h n’est pas infinitésimale.
• D’autre part, si |q− 1| = 1, les uniques domaines analytiques stables par σq,h sont de la forme

P1,an
K − (Da, D∞) où Da et D∞ sont des disques virtuels (fermé ou ouverts), éventuellement

réduits à un point, centrés en a et ∞ respectivement.
Cette action est infinitésimale seulement si un des deux disque est vide, et dans ce cas l’unique
équation différentielle σq,h compatible est l’équation triviale.

Nous sommes donc amené à faire l’hypothèse suivante

Hypothèse 19.0.5. Nous supposerons à partir de maintenant que

|q − 1| < 1 . (19.4)

Nous avons l’expression explicite

RS(x, σq,h) = R−1
x · |(q − 1)T + h|(x) , (19.5)
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Équations différentielles p-adiques

où Rx est le rayon du disque D(x, S) par rapport à l la coordonnée T fixée sur A1,an
K .

19.1. (q, h)-séries de Taylor.

Soit q ∈ K×. Pour tout n > 0 nous posons

[n]q := 1 + q + q2 + · · ·+ qn−1 , [n]!q := [1]q[2]q[3]q · · · [n]q . (19.6)

Pour tout c ∈ Ω soit (T − c)[0]
q,h = 1 et, pour tout n > 1 posons

(T − c)[n]
q,h := (T − c)(T − σq,h(c))(T − σ2

q,h(c)) · · · (T − σn−1
q,h (c)) . (19.7)

Nous définissons la (q, h)-dérivation comme

dq,h(f) :=
f ◦ σq,h − f
(q − 1)T + h

. (19.8)

Bien qu’elle ait un pôle on montre qu’elle est définie sur tout domaine analytique où σq,h existe.
C’est une application K-linéaire satisfaisant pour tout n > 1 la relation

dq,h((T − c)[n]
q,h) = [n]q · (T − c)[n−1]

q,h . (19.9)

Des calculs directs montrent que si le disque D = D−(c, ρ) est stable par σq,h, et son action est non
dégénéré, alors toute fonction dans O(D) s’écrit de manière unique comme

f(T ) =
∑
n>0

dnq,h(f)(c)
(T − c)[n]

q,h

[n]!q
(19.10)

et que son rayon de convergence se calcule par la formule

Rayon(f) = lim inf
n

1

n

√
|d
n
q,h(f)(c)|

[n]!q

. (19.11)

19.2. Image essentielle du foncteur Defσq,h

Soit maintenant X un domaine analytique quasi-Stein de A1,an
K , tel que Ω1

X est libre. Soit F un
OX -module libre muni d’une action semi-linéaire de σq,h :

σq,h : F
∼−−→ σ∗q,h(F ) . (19.12)

On montre que la dérivation dq,h agit également sur F . Cela correspond, dans une base e =
{e1, . . . , er} de F , à la donnée d’une équation du type

dq,h(Y ) = G[1](q, h, T ) · Y , (19.13)

où G[1](q, h, T ) ∈ Mn(O(X)). Or, en analogie avec (17.12), nous pouvons considérer l’expression
formelle

Yχ :=
∑
n>0

G[n](q, h, T2)
(T1 − T2)

[n]
q,h

[n]!q
, (19.14)

où G[0] = IdX , et récursivement G[n+1] = dq,h(G[n]) + σq,h(G[n])G[1]. Ce n’est pas toujours une série
de fonctions qui converge dans un voisinage de la diagonale de X×X. Nous souhaitons maintenant
donner une condition qui en assure la convergence. Pour tout x ∈ X, soir Rx le rayon du disque
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D(x, S) (dans la coordonnée T ), et posons

RF ,σq,h(x, e) := min
(

1 , R−1
x · lim inf

n

1

n

√
|G[n](q,h,T )|(x)

[n]!q

)
. (19.15)

Cette fonction X → R>0 dépends de la base choisie e.

Le théorème suivant caractérise l’image essentielle du foncteur de déformation et permet d’en
définir un quasi inverse.

Théorème 19.2.1. Si pour tout x ∈ X on a

RF ,σq,h(x, e) > RS(x, σq,h) (19.16)

alors (19.14) est la matrice d’une stratification χ, qui est associée à une équation différentielle
(F ,∇) qui est σq,h-compatible, et dont le rayon de convergence est donné par

RS,1(x, (F ,∇)) = RF ,σq,h(x, e) . (19.17)

Dans ce cas (F , σq,h) = DefS,Σ(F ,∇).

La réciproque du théorème est en effet évidente : si (F ,∇) est une équation différentielle σq,h-
compatible, alors sa déformation Defq,h(F ) vérifie toujours la condition (19.16) par construction.

La preuve est un calcul explicite basé sur (19.10).

19.3. Analyticité

Soit G l’espace K-analytique Gan
m × A1,an muni de la structure de groupe donnée par

(q, h) · (q′, h′) := (qq′, q′h+ h′) . (19.18)

C’est la loi de groupe qu’on trouve en faisant la composition σq,h ◦ σq′,h′ = σqq′,q′h+h′ .

Comme cette lois de groupe est donné par des polynômes, G est naturellement un groupe K-
analytique (comme dans la section 17.5). On voit que pour tout ν, τ > 0 le sous-espace analytique
Gτ,ν := D−(1, τ)×D−(0, ν) est un sous groupe.

Maintenant si F est une équation différentielle vérifiant (17.13) par rapport à un valeur indivi-
duelle de (q, h), et si X est un domaine suffisamment gentil (e.g. un domaine affinoide connexe) 17 il
est clair (voir (19.5)) qu’elle satisfait la même compatibilité pour tout (q′, h′) dans un sous groupe
ouvert de G contenant (q, h) et Gτ,ν pour τ, ν > 0 suffisamment petits. En particulier l’action de
Gτ,ν n’est pas dégénérée.

La section 17.5 affirme alors qu’on a automatiquement dépendance analytique en (q, h). Dans
[Pul14a, Section 6.3.2] nous donnons des formules qui expriment la connexion de F comme un
opérateur de l’algèbre de Lie de Gτ,ν à l’origine.

19.4. Racines de l’unité

Dans [Pul08] nous avons approché le problème de comprendre la situation pour les valeurs de
q égaux à une racine de l’unité, pour les quels la déformation n’est pas pleinement fidèle. En effet
dans ce cas la catégorie des σq,h-différences n’est pas équivalente à celle des équations différentielles
tout simplement car l’anneau des endomorphismes de l’objet unité s’identifie aux fonctions sur X
telles que f(qT + h) = f(T ). On peut voir que de telles fonctions non constantes existent. Donc

17. La condition exacte sur X est que le complémentaire de X est une réunion de disques dont les rayons ont une
borne inférieure non nulle.
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la catégorie des équations aux σq,h-différences est R-linéaire par rapport à un anneau R contenant
strictement K.

Quoi faire alors ? La question se pose déjà quand q = 1 et h = 0. Dans ce cas la catégorie des
équations aux σ1,0-différences est la catégorie des OX -modules localement libres de type fini munis
d’un endomorphisme OX -linéaire.

La proposition de solution qu’on a identifié dans [Pul08] est de ne pas se borner à regarder l’action
de (q, h), mais d’un voisinage de (q, h) dans G. Cette action existe si l’équation aux σq,h-différences
provient d’une équation différentielle, grâce à ce qu’on a dit à la section 19.3. La vraie catégorie
dans laquelle on atterrit en faisant la déformation est une catégorie de germes de représentations
semi-linéaires analytiques de G.

Nous avons montré que cela revient à considérer l’action de σq,h, mais aussi d’une base de
l’algèbre de Lie de Gτ,ν qui est donné par les dérivations du type

(aT + b)
d

dT
= lim

r→0

σ1+ar,br − Id

r
. (19.19)

Dans [Pul08] nous avons choisi de travailler avec une catégorie qu’on a appelé les (σq, δq)-modules,
qui sont des modules libres de type fini munis d’une action de σq,0, et aussi d’un opérateur tangent
qui est en effet une connexion.

20. Fonction Gamma p-adique et valeurs de fonctions L de Kubota-Leopoldt

Nous allons maintenant appliquer la confluence au cas de l’équation fonctionnelle vérifiée par la
fonction Gamma p-adique Γp de Morita [Mor75]. Nous supposons que p 6= 2.

La fonction Γp est l’unique fonction localement analytique sur Zp dont les valeurs sur les entiers
sont donné par

Γp(n) =
∏

(i,p)=1,i=1,...,n−1

(−1)i · i . (20.1)

C’est l’interpolation p-adique de la fonction Γ complexe. Notons par Γ0
p(T ) la la série convergente

qui est le développement de Taylor de Γp au voisinage de T = 0. Pour tout n > 0, Γ0
p(T ) vérifie

l’équation fonctionnelle

Γ0
p(T + pn) = A(1, pn, T ) · Γ0

p(T ) , A(1, pn, T ) := −
∏

(i,p)=1, i=1,...,pn−1

(T + i) . (20.2)

En regardant la σ1,pn-confluence de ces équations on obtient le résultat suivant

Théorème 20.0.1. La fonction Γ0
p(T ) est la solution de Taylor en T = 0 d’une équation différentielle

(Γ0
p(T ))′ = g0(T ) · Γ0

p(T ) (20.3)

telle que g0(T ) ∈ O(D−(0, 1)) ⊆ Q[[T ]].

La preuve se fait en utilisant un analogue du théorème de Young [You92] pour les équations aux
différences finies de rang un, qui permet de calculer le rayon (19.15) de chacune de ces équations.

Quand n→∞ le domaine Dn sur lequel la condition de compatibilité (17.13) est vérifiée est un
disque de plus en plus large.

Pour tout n l’équation différentielle sur Dn obtenue par σ1,pn-confluence est la même pour tout
n, car sa solution en T = 0 est Γ0

p(T ) pour tout n. Donc, Γ0
p(T ) est solution de Taylor en T = 0

d’une équation différentielle définie sur la réunion des Dn. Cette réunion est en effet D−(0, 1).
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Remarque 20.0.2. Naturellement, si pour i = 0, . . . , p− 1 on désigne par Γip(T ) le développement
de Taylor de Γp en T = i, on a le même résultat.

Comme déjà mentionné dans l’introduction, le Théorème 20.0.1 peut se déduire d’une estimation
donnée dans [Rob00, p.376] (cf. (20.5)), et il n’est donc pas nouveau. L’aspect qui nous semble
important est le lien avec les méthodes d’équations différentielles et rayon de convergence.

20.1. Certains valeurs spéciaux des fonctions L de Kubota-Leopoldt

Il est bien connu depuis Y.Morita [Mor75] et J.Diamond [Dia77] qu’on a

log(Γ0
p(T )) = λ0T +

∑
m>1

Lp(1 + 2m,ω2m
p )

T 2m+1

1 + 2m
, (20.4)

où Lp(−, ω2m
p ) est la fonction L p-adique de Kubota-Leopoldt associée au caractère de Teichmüller

Dirichlet ω2m
p .

De plus, on sait au moins depuis [Rob00, p.376] que le rayon de convergence de cette série est
1. On en déduit donc immédiatement que

g0(T ) = λ0 +
∑
m>1

Lp(1 + 2m,ω2m
p )T 2m , (20.5)

et que son rayon de convergence est 1.

Le calcul du rayon de convergence de l’équation différentielle sur les points x0,ρ, ρ > 0 donné,
grâce au théorème de Young [You92], le polygone de Newton de g0(T ), et donc une estimation de
la valeur absolue des valeurs Lp(1 + 2m,ω2m

p ). On trouve l’estimation suivante :

Corollaire 20.1.1. Pour tout n > 1 on a

vp(Lp(1 + pn−1(p− 1), ωp
n−1(p−1)
p )) = vp(ζp(1 + pn−1(p− 1))) = −n , (20.6)

où vp est la valuation p-adique de Zp normalisée par vp(p) = 1. De plus pour tout m > 0 on a

vp(Lp(1 + 2m,ω2m
p )) >

{
0 if 0 6 2m 6 (p− 1)
−n if pn−1(p− 1) 6 2m < pn(p− 1) , n > 1 .

(20.7)

20.2. Les sommes S`(k)

Pour tout entier `, k > 1, posons

S`(k) :=
k−1∑

i=1,(i,p)=1

1

i`
. (20.8)

Cette, et des sommes similaires, ont été étudié par [Dic52, pp. 95-103]. Un résultat de L.Washington
[Was98] l’exprime comme une somme de valeurs de certaines fonctions L de Kubota-Leopoldt. Des
résultats similaires ont été trouvé par D.Barsky [Bar83].

Nous avons détaillé dans [Pul14a] le résultat suivant :

Corollaire 20.2.1. Pour tout n > 1 nous avons :

• log(Γp(p
n)) = pnλ0 +

∑
m>1 p

n(1+2m)Lp(1+2m,ω2m
p )

1+2m ;

• Pour tout ` = 1 on a

S1(pn) :=

pn−1∑
i=1,(i,p)=1

1

i
=

∑
m>1

p2mn · Lp(1 + 2m,ω2m
p ) = g0(pn)− g0(0) . (20.9)
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En particulier nous retrouvons la relation

lim
n→∞

p−n
pn−1∑

i=0,(i,p)=1

i−1 = 0 (20.10)

car g′0(0) = 0.

• Pour tout ` > 2 on a

(−1)`−1

`
· S`(pn) =

∑
m>`/2

(
1 + 2m

`

)
pn(1+2m−`) ·

Lp(1 + 2m,ω2m
p )

1 + 2m
.
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Annexe A. Lettre du 28 Février 2011 à Gilles Christol

Cher Gilles,

je te joins cette remarque sur ton algorithme, qui est incomplet dans la manière que tu l’a énoncé.
En effet il fait entrer en jeux des racines pn-èmes dans la clôture algébrique de K(t) de certains
polynômes (e.g. t1/p

n
est racine de pn-ème de t). La variation du rayon dans ta démonstration est

donnée par la norme de ces polynômes (les λn(t) du point (2) de page 12 de ton papier [Chr11],
paragraphe 3.1) qui vivent apriori sur un revêtement de la droite affine, et qui décrivent mal le
comportement du Rayon sur la base. Dans cette note je te joins une méthode légèrement différente
ne faisant pas paraitre cette ”ramification apparente”. Les polynômes que je trouve ne sont rien
d’autre que les vecteurs de Witt qui donnent comme composants fantôme ce qu’il faut. Le Rayon
va être directement lié au valeur absolu de ces polynômes évalués en t.

A.1. Notations

Soit K un corps ultramétrique complet, et soit y′ = g(x)y, g(x) ∈ K[x]. Alors ton algorithme
consiste à regarder la solution ft(x) autour de chaque point t de n’importe quelle extension complète
de corps Ω/K, et d’en deviner le rayon. Pour le faire tu exprime ft(x) comme produit d’exponentielles
de Robba de type e$,d(λn(t)(x− t)), avec

e$,d(T ) := exp(πmT
n + πm−1

Tnp

p
+ πm−2

Tnp
2

p2
+ · · ·+ π0

T d

pm
) (A.1)

où d = npm, avec n premier à p. 18 Cette opération engendre le calcul de racines des polynômes dont
je te parle. En effet pour trouver le λn(t) en suivant le procédé de Robba qui est dans ton livre avec
lui (Prop. 13.3.1, dans la preuve), il faut extraire de proche en proche des racines pr-èmes du terme

correspondant à Tnp
m−r

pm−r . Cela donne des problèmes de ramification, comme illustré dans l’exemple
suivant.

A.2. Exemple

Pour faire un exemple simple considérons l’équation y′ = g(x)y, avec

g(x) = rxr−1 , (A.2)

Sa résolvante est donnée par

Y (x, y) = exp (xr − yr) (A.3)

La solution au voisinage de t est alors, avec les notations de ton article, ft(x) = Y (x, t) 19. Pour
exprimer cette fonction sous la forme que tu évoque il faut d’abord écrire

xr − yr = (x− y + y)r − yr =
r∑
i=1

(
r
i

)
yr−i(x− y)i (A.4)

18. Excuse-moi d’avoir inversé le d avec le n par rapport à tes notations, mais cela est la notation que j’ai utilisé dans
mon papier (car pour moi d=degré), et je crois qu’à cause de l’habitude je n’arriverai plus jamais à écrire diversement
ces exponentielles : si maintenant je change le n avec le d je vais surement écrire des bêtises.

19. NOTE : d’ailleurs ce ne serait pas trop mal de indiquer dans l’article que la résolvante de y′ = gy, g ∈ K[x],
est exp(G(x) − G(y)) où G est une primitive de G, et donc ft(x) = exp(G(x) − G(t)). C’est en effet le fait de
travailler avec cette formule qui te permet de calculer le rayon de la solution, et non pas la formule inductive classique
Gn+1 = G′n +GnG qui donne les coefficients de Taylor.
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ce qui donne

Y (x, y) = exp

(
r∑
i=1

(
r
i

)
yr−i(x− y)i

)
(A.5)

Pour p = 3, 20 et r = 4 cela donne

Y (x, y) = exp(4y3(x− y) + 6y2(x− y)2 + 4y(x− y)3 + (x− y)4) (A.6)

C’est le terme de degré 3 qui pose problème. En effet la décomposition que tu évoque dans ton papier
se fait en 2 étapes, d’abord on décompose en produit selon l’ensemble Jp := {n > 1 t.q. (n, p) = 1}
(voir Lemme A.3.1) :

ft(x) = Y (x, t) =
∏

n∈Jp,n64

exp(Pn(x− y)) (A.7)

avec

P1(x− y) = 4y3(x− y) + 4y(x− y)3 (A.8)

P2(x− y) = 6y2(x− y)2 (A.9)

P4(x− y) = (x− y)4 (A.10)

Maintenant il n’y a qu’une exponentielle (celle correspondante à n = 1) qui n’est pas dans la forme
que tu évoques au point (2) de ton algorithme, dans le paragraphe 3.1 de ton article. Toi tu as
besoin d’avoir des exponentielles de la forme

e$,d(λ(t)(x− t)) (A.11)

c’est à dire que tu veux des exponentielles sont de la forme

exp(πmλ(t)n(x− t)n + πm−1λ(t)np(x− t)np + πm−2λ(t)np
2
(x− t)np2

+ · · ·+ π0λ(t)np
m

(x− t)npm) .
(A.12)

Pour n = 2, 4 les exponentielles exp(Pn(x − y)) sont déjà dans cette forme. Pour n = 1 il faut
décomposer l’exponentielle exp(P1(x− y)) = exp

(
4y3(x− y) + 4y(x− y)3

)
comme de suite

exp
(

4y3(x− y) + 4y(x− y)3
)

= exp
(
π0λ1(y)(x− y)

)
· exp

(
π1λ2(y)(x− y) + π0λ2(y)3 (x− y)3

3

)
(A.13)

On voit alors que cela donne :

λ2(y) = (12y/π0)1/3 , (A.14)

λ1(y) =
(

4y3 − π1(12y/π0)1/3
)
/π0 (A.15)

Maintenant cette racine définit une fonction dans un revêtement fini (Kumerien de degré p = 3) de
la droite affine. De plus elle n’est unique qu’à une racine p-ème de l’unité près. Ce n’est surtout pas
un polynôme contrairement à ce que tu annonce dans ton article et cela entraine que l’algorithme,
tel que tu l’a énoncé dans l’article est incorrect, et de plus : il n’est pas très effectif.

NOTE : Il est vrai qu’on peut avoir la sensation que ces racines existent dans K[[y]]. Par exemple,
si l’on se borne a considérer des exponentielles de type Robba, on tombe toujours sur des séries de
la forme aynp

m
+ (termes de degré + grand) qui admettent une racine pm-ème dans Kalg[[y]] (cela

resulte facilement de la théorie de Kummer pour K[[y]]). C’est pour cela que j’ai du considérer le
terme xn − yn dans mon exponentielle de départ (A.3). Dans l’exemple que tu fais à la fin de ton
article tu n’a pas ce phénomène.

20. Je préfère éviter le cas p = 2, bien que ce serait plus simple.
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A.3. Preuve alternative

Je rappelle que

Jp := {n > 1 t.q. (n, p) = 1} . (A.16)

Lemme A.3.1. Soit A un anneau intègre de caractéristique 0, et soit f ∈ 1 + zA[[z]] une série
formelle. Alors il existent des séries formelles uniques {Pn(z)}n∈Jp telle que

• Pn(z) =
∑

d>1 adz
d, avec ad = 0 pour tout d /∈ {n, np, np2, np3, . . .}.

• f(z) =
∏
n∈Jp exp(Pn(z)) .

De plus si f est une série exponentielle dans le sens de ton article (Déf. 2.3), i.e. si f(z) =
exp(P (z)), avec P (z) ∈ zA[z], alors les Pn(z) sont des polynômes dont la somme fait P (z) =∑

n∈Jp Pn(z) et Pn = 0 pour n > deg(P ) + 1, où deg(P ) est le degré de P (z).

Démonstration. Le logarithme converge z-adiquement dans 1 + zA[[z]], donc

f(z) = exp(ln(f(z))) .

On pose alors

P (z) = ln(f(z)) =
∑
d>1

adz
d .

Il suffit alors de prendre Pn(z) =
∑

m>0 anpmz
npm pour tout n ∈ Jp.

A.3.1. Première étape : réduction à la partie p-typique Soit

y′ = g(x) · y , g(t) ∈ K[x] (A.17)

une équation différentielle. La résolvante de l’équation est

Y (x, y) = exp(G(x)−G(y)) (A.18)

où G(x) ∈ xK[x] est la primitive de g(x) qui a terme constant nul. Après résommation des termes
on écrit Y (x, y) comme exp(P (x− y)), avec

P (z) =
∑
d>1

ad(y)(x− y)d , P (z) ∈ K[y][z] . (A.19)

Grâce au lemme A.3.1 on peut décomposer la résolvante en une manière unique comme un produit
fini

Y (x, y) =
∏
n∈Jp

exp(Pn(x− y)) (A.20)

où Pn(z) est le polynôme

Pn(x− y) =

m(n)∑
m=0

anpm(y)(x− y)np
m
. (A.21)

où l’on note par

m(n) (A.22)

l’entier tel que npm(n) soit le degré de Pn. Maintenant grâce à [Pul07, Theorem 2.2], l’équation
différentielle satisfaite par l’exponentielle exp(Pn(x − y)) a une irrégularité qui est du type npm

pour un certain m > 0 (voir aussi proposition A.3.2 plus bas). Cette irrégularité n’est rien d’autre
que la “première pente” de l’exponentielle selon ta définition 2.5. Toutes ces irrégularités sont
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différentes pour des valeurs différents de n ∈ Jp. Donc le rayon de convergence de Y (x, y) est le
minimum des rayons des exponentielles exp(Pn(x− y)) :

Ray(Y (x, y), y = t) = min
n∈Jp

Ray(exp(Pn(x− t))) (A.23)

Il ne reste plus qu’à calculer le rayon de chaque exp(Pn(x− t)). Il ne reste plus qu’à calculer le rayon
d’une exponentielle p-typique i.e. de la forme

exp(Pn(x− y)) = exp(an(y)(x− y)n + anp(y)(x− y)np + · · ·+ anpm(n)(y)(x− y)np
m(n)

) . (A.24)

A.3.2. Deuxième étape : Rayon d’une exponentielle p-typique On écrit

exp(Pn(x−y)) = exp

(
πm(n)φ0,n(y)(x− y)n + πm(n)−1φ1,n(y)

(x− y)np

p
+ · · ·+ π0φm(n),n(y)

(x− y)np
m(n)

pm(n)

)
.

(A.25)
où

φi,n(y) = pi ·
anpi(y)

πm−i
. (A.26)

Maintenant on calcule par induction les polynômes λ0,n(y), . . . , λm(n),n(y) tels que

φi,n(y) = λ0,n(y)p
i

+ pλ1,n(y)p
i−1

+ p2λ2,n(y)p
i−2

+ · · ·+ piλi,n(y) (A.27)

pour tout i = 0, . . . ,m(n). On trouve

λ0,n(y) = φ0,n(y) (A.28)

λ1,n(y) =
φ1,n(y)− φ0,n(y)p

p
(A.29)

· · · (A.30)

Avec les notations de [Pul07] cela donne

exp(Pn(x− y)) = enpm(n)(λn(y), (x− y)) (A.31)

où λn(y) = (λ0,n(y), . . . , λm(n),n(y)). De sorte que l’on ait finalement

Y (x, y) =
∏
n∈Jp

enpm(n)(λn(y), (x− y)) (A.32)

Par [Pul07, Prop.2.3] on a

enpm(n)(λn(y), (x− y)) =

m(n)∏
j=0

epm(n)−j ((1, 0, . . . , 0), λj,n(y)(x− y)np
j
) (A.33)

où avec tes notations (cf. (A.1)) on a

epm(n)−j ((1, 0, . . . , 0), λj,n(y)(x− y)np
j
) = e$,pm(n)−j (λj,n(y)(x− y)np

j
) (A.34)

NOTE : C’est la que tu introduit de la ramification en prenant l’exponentielle

e$,pm(n)−j (λj,n(y)1/npj (x− y)) . (A.35)

NOTE : De cette manière on a effectivement exprimé Y (x, y) comme un produit d’exponentielles
presque de la forme que tu voulais, mais ils ne le sont pas, on a du payer un prix : par rapport à la
forme que tu souhaite on a du remplacer (x− y) avec (x− y)np

j
à l’intérieur de l’exponentielle. À

priori on ne peut pas calculer le rayon par la Prop. 2.15 de ton papier car on a des exponentielles
de type un peu différents. Mais on verra dans la proposition suivante que le passage de (x − y)
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à (x − y)np
j

fait multiplier la pente par n, et cela entraine qu’en effet les pentes vont être toutes
différentes ce qui fait qu’on peut appliquer ton critère 2.6 de ton papier et conclure que le rayon du
produit est le minimum des rayons tes facteurs.

Le Rayon et la pente de e$,pm(n)−j (λj,n(y)(x − y)np
j
) sont encore données par [Pul07, Th.2.2],

quitte à faire une homothétie. Dans ce cas quand même la situation est beaucoup plus simple que
[Pul07, Th.2.2]. Pour cette raison j’en donne maintenant une preuve directe :

Proposition A.3.2. Le rayon de convergence de e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t)npj ) est

Ray(e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t)npj )) = |λj,n(t)|−1/npj . (A.36)

Sa “première pente” (selon ta définition 2.5) est donnée par

Pente(e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t)npj )) = 1− npm(n)−j (A.37)

Par conséquence on a

Ray
(
enpm(n)(λn(t), (x− t))

)
= min

j=0,...,m(n)

(
Ray

(
epm(n)−j ((1, 0, . . . , 0), λj,n(t)(x− t)npj )

))
(A.38)

= min
j=0,...,m(n)

|λj,n(t)|−1/npj (A.39)

=

[
max

j=0,...,m(n)
|λj,n(t)|1/npj

]−1

(A.40)

et aussi

Pente
(
enpm(n)(λn(t), (x− t))

)
= 1− np`(λn(t)) (A.41)

où `(λn(t)) est le plus grand index tel que (cf. [Pul07, Section 1.3.3, et Theorem 2.2])

`(λ) := m(n)−min

(
j t.q. |λj,n(t)|−1/npj = min

j=0,...,m(n)
|λj,n(t)|−1/npj

)
(A.42)

= max

(
m(n)− j t.q. |λj,n(t)|−1/npj = min

j=0,...,m(n)
|λj,n(t)|−1/npj

)
(A.43)

Démonstration. Il résulte de ta proposition 2.7 que Ray(f(xn))n = Ray(f(x)), donc

Ray(e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t)npj )) = Ray(e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t)))1/npj (A.44)

Ensuite par homothétie on a

Ray(e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t))) = |λj,n(t)|−1 , (A.45)

puisque Ray(e$,pm(n)−j (x− t)) = 1. D’où la formule (A.36). Encore grâce à ta proposition 2.7 on a

Pente(f(xnp
j
))− 1 = n · (Pente(f(x))− 1) (A.46)

donc

Pente
(
e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t)npj )

)
− 1 = n ·

[
Pente

(
e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t))

)
− 1
]

(A.47)

Maintenant l’homothétie par λj,n(t) produit une translation du graphe logarithmique du Rayon de
convergence de l’équation différentielle satisfaite par e$,pm(n)−j (x − t), et cela préserve la pente.
Donc

Pente
(
e$,pm(n)−j (λj,n(t)(x− t))

)
= Pente

(
e$,pm(n)−j (x− t)

)
(A.48)
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Par [Pul07, Th. 2.2] on a

Pente
(
e$,pm(n)−j (x− t)

)
= 1− pm(n)−j (A.49)

Cela donne l’égalité (A.37). Maintenant d’après (A.33) on a

enpm(n)(λn(t), (x− t)) =

m(n)∏
j=0

epm(n)−j ((1, 0, . . . , 0), λj,n(t)(x− t)npj ) , (A.50)

on vient de voir que les “premières pentes” des termes du produit sont toutes différentes, on peut
alors appliquer ton critère 2.6. La pente se calcule par la formule (A.42) car seul les termes de ce
produit qui ont rayon minimale (i.e. ceux correspondants aux indexes j vérifiant |λj,n(t)|−1/npj =

minj=0,...,m(n) |λj,n(t)|−1/npj ) “produisent” une pente, et parmi ces termes il faut considérer celui
qui a la plus grande pente (i.e. plus petit rayon).

NOTE : Cette preuve adaptée donne en effet une autre démonstration du théorème 2.2 de
[Pul07] qui repose sur ton critère 2.6, alors que la preuve originaire du [Pul07, Th.2.2] utilise des
antécédents de Frobenius pour se ramener au cas d’une pente unique sans ruptures, pour se ramener
au théorème du rayon petite et conclure par continuité.

A.3.3. Conclusion Si l’on reprend l’équation (A.20) on voit que la résolvante

Y (x, y) =
∏
n∈Jp

enpm(n)(λn(y), (x− y)) (A.51)

par la proposition A.3.2 les pentes des exponentielles enpm(n)(λn(t), (x− t)) sont toutes différentes.
Le rayon de convergence de Y (x, t) est alors le minimum des rayons de chaque enpm(n)(λn(t), (x−t)).
On a alors la formule

Ray(Y (x, t)) = min
n∈Jp

(
min

j=0,...,m(n)
|λj,n(t)|−1/npj

)
(A.52)

=

[
max
n∈Jp

(
max

j=0,...,m(n)
|λj,n(t)|1/npj

)]−1

(A.53)

Tout le rayon de convergence est écrit dans les vecteurs de Witt. Cela donne aussi bien un algo-
rithme effectif pour le calcul du Rayon.

NOTE : L’algorithme repose essentiellement sur le calcul des vecteurs de Witt λj,n(y) à partir
des composantes fantôme φj,n(y) (formule inductive (A.28)). J’ai entendu dire par Berthelot que ce
calcul a une vitesse exponentielle, mais j’avoue que je n’en sais rien.

NOTE : Il serait vraiment joli de pouvoir démontrer la finitude du Rayon des équation d’ordre
supérieur par des méthodes qui permettent de se ramener au cas de rang un. Si l’on se borne aux
équations qui deviennent extension de rang un après un revêtement étale de la droite affine je crois
qu’on puisse y arriver. Les formules devrait être semblables à celles qu’on rencontre dans la théorie
de Galois, quand l’on fait l’induction de Brauer.

NOTE : Il faut quand même remarquer qu’il y a pas mal de passages dans ce procédé :

– Premièrement exprimer la résolvante comme l’exponentielle d’un polynôme ;
– La résommation du polynôme P (x− y) dans la résolvante (A.20) qui est le logarithme de la

résolvante log(Y (x, y)) ;
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– La décomposition de P (x− y) selon l’ensemble Jp (A.20) ;
– Ensuite l’idée des groupes de Lubin-Tate ;
– Puis le fait de trouver les composantes du vecteur de Witt à partir des composantes fantôme.

En dimension supérieure on peut essayer de considérer la résolvante déjà donnée sous la forme après
résommation, puis éventuellement son logarithme. Mais déjà la décomposition selon l’ensemble Jp
je la vois mal. Le reste est complètement mystérieux pour moi.

A.4. Remarques sur l’extension au cas d’un affinöıde

J’aimerais éteindre la méthode aux équations (surconvérgentes) sur des affinöıdes. J’en ai besoin
fortement pour résoudre les calculs que Berger me demande de faire.

• Sur un affinöıde X avec un nombre fini de trous, la situation me semble simple. Pour une
équation donnée y′ = gy, telle que g soit surconvérgente sur X, il faut

– écrire g sous forme Mittag-Leffler : g =
∑

c∈T gc où T est l’ensemble des trous de X, et c est
une famille choisie de centres ;

– ensuite on étudie séparément chaque équation y′ = gcy, car l’équation originaire est le produit
tensoriel de toutes ces équations. Pour chacune de ces équations on a une situation totalement
semblable à celle décrite dans cette note (quitte à faire un changement de variable x ;

(x− c)−1). En effet si la fonction g est surconvérgente sur X, alors par un petit changement
de base par une fonction fonction inversible sur X on peut supprimer la queue infinie de gc,
de sorte à se ramener au cas d’un polynôme en la variable (x− c)−1.

– Ensuite il faut bien vérifier que le rayon du produit tensoriel soit le minimum des rayons
trouvés. On fait cela par des raisonnement de continuité. Si l’on a deux trous c et c′, les
graphes des rayons des résolvantes Yc(x, y) et Yc′(x, y) se croisent presque toujours de manière
transverse, puisque par les deux graphes sont concaves par rapport à deux centres différents.
Néanmoins il existent des zones dans les quelles les deux graphes pourrait cöıncider, mais
dans ces intervalles, sauf erreurs, le module est soluble i.e. rayon maximale, et donc le produit
tensoriel a même rayon.

• Ensuite pour généraliser la méthode au cas d’un affinöıde avec un nombre fini de trous, on fait
en sorte de exprimer l’affinoide comme réunion (limite inductive) d’affinöıdes plus petits, mais avec
un nombre fini de trous. Si l’on choisit bien ces sous-affinöıdes, alors on contrôle bien le rayon de
convergence de la restriction qui cöıncide modulo un terme simple avec le rayon global.

A.5. Appendice à la lettre : Calcul du rayon de l’exemple

Je rappelle que l’équation est

y(x)′ = g(x)y(x) , g(x) := 4x3 . (A.54)

On a exprimé la résolvante Y (x, y) = exp(x4 − y4) comme produit des 3 exponentielles

Y (x, y) = exp(P1(x− y)) · exp(P2(x− y)) · exp(P4(x− y)) (A.55)

avec

P1(x− y) = 4y3(x− y) + 4y(x− y)3 (A.56)

P2(x− y) = 6y2(x− y)2 (A.57)

P4(x− y) = (x− y)4 (A.58)

• Pour n = 1 on écrit

exp(4y3(x− y) + 4y(x− y)3) = exp(π1φ0,1(y)(x− y) + π0φ1,1(y)
(x− y)3

3
) (A.59)
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Donc

φ0,1(y) =
4y3

π1
, φ1,1(y) =

3 · 4 · y
π0

. (A.60)

Les vecteur de Witt correspondant est λ1(y) := (λ0,1(y), λ1,1(y)), avec

λ0,1(y) = φ0,1(y) , λ1,1(y) =
φ1,1(y)− φ0,1(y)p

p
(A.61)

Donc

λ0,1(y) =
4y3

π1
, λ1,1(y) =

12y − 43y9

3π0
=

43y9 − 12y

π3
0

. (A.62)

• Pour n = 2 on écrit

exp(6y2(x− y)2) = exp(π0φ0,2(y)(x− y)2) (A.63)

d’où

φ0,2(y) = λ0,2(y) =
6y2

π0
(A.64)

• Pour n = 4 on écrit

exp((x− y)4) = exp(π0φ0,4(y)(x− y)4) (A.65)

d’où

φ0,4(y) = λ0,4(y) =
1

π0
(A.66)

Donc on a

Ray(Y (x, t)) =
[
max

(
|λ0,1(t)| , |λ1,1(t)|1/3 , |λ0,2(t)| , |λ0,4(t)|

)]−1
(A.67)

cela donne

|λ0,1(t)| = |3|−1/6 · |t|3 (A.68)

|λ1,1(t)|1/3 = |3|−1/2 · |42t9 − 3t|1/3 (A.69)

|λ0,2(t)| = |3|1/2 · |t|2 (A.70)

|λ0,4(t)| = |3|−1/2 (A.71)

NOTE : Cela est bien compatible au théorème du rayon petit qui s’applique pour ρ > 1, si la
norme choisie est la |.|ρ. En effet pour ρ > 1, on a |g(x)|ρ = |4x3|ρ = ρ3 > ρ−1, donc le théorème
s’applique et ça donne :

Ray(Y (x, tρ)) =
|π0|
|g(x)|ρ

= |3|1/2 · ρ−3 . (A.72)

En effet on voit que pour ρ > 1 le terme dominant est |λ1,1(tρ)|1/3, et alors

Ray(Y (x, t)) =
[
max

(
|λ0,1(t)| , |λ1,1(t)|1/3 , |λ0,2(t)| , |λ0,4(t)|

)]−1
(A.73)

= |λ1,1(t)|−1/3 (A.74)

= |3|1/2 · |ρ9|1/3 = |3|1/2 · ρ−3 . (A.75)
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II, Progr. Math., vol. 87, Birkhäuser Boston, Boston, MA, 1990, pp. 249–309.
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viii+185.

TP12 Lara Thomas and Erik Jarl Pickett, Formal group exponentials and galois modules in lubin-tate
extensions, Arxiv, 2012, http://arxiv.org/abs/1201.4023, pp. 1–26.

Tsu98a N. Tsuzuki, Finite local monodromy of overconvergent unit-root F -isocrystals on a curve, Amer. J.
Math. 120 (1998), no. 6, 1165–1190.

Tsu98b Nobuo Tsuzuki, The local index and the Swan conductor, Compositio Math. 111 (1998), no. 3,
245–288. MR MR1617130 (99g :14021)

vdPS03 Marius van der Put and Michael F. Singer, Galois theory of linear differential equations, Grundleh-
ren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences], vol.
328, Springer-Verlag, Berlin, 2003. MR 1960772 (2004c :12010)

Was98 L. Washington, p-adic l-functions and sums of powers, J. of Number Th. 69 (1998), 50–61.

Xia10 Liang Xiao, On ramification filtrations and p-adic differential modules, I : the equal characteristic
case, Algebra Number Theory 4 (2010), no. 8, 969–1027. MR 2832631

You92 Paul Thomas Young, Radii of convergence and index for p-adic differential operators, Trans. Amer.
Math. Soc. 333 (1992), no. 2, 769–785. MR 1066451 (92m :12015)

Andrea Pulita pulita@math.univ-montp2.fr
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