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1. Introduction

En géométrie algébrique, un théorème de Hilbert-Samuel au sens général
s’agit de décrire le comportement asymptotique d’un anneau gradué par N.
Par exemple, étant donnée une algèbre graduée R• =

⊕
n∈NRn sur un corps

de base k telle que chaque composante homogène Rn soit un espace vectoriel
de rang fini sur k, la fonction de Hilbert de R• est définie comme l’application
de N dans N qui envoie n ∈ N sur le rang de Rn sur k. Le théorème de Hilbert-
Samuel dans ce cadre-là affirme que, si R• est engendrée comme k-algèbre
par R1, alors il existe un polynôme P ∈ Q[T ] tel que P (n) = rgk(Rn) pour
n ∈ N suffisamment positif. Ce résultat peut être obtenu en utilisant la méthode
classique de dévissage par exemple. Bien entendu, ce résultat est valable pour
un anneau gradué général R• tel que chaque composante homogène Rn soit un
R0-module de longueur finie et qui est engendré comme R0-algèbre par R1 (le
résultat se généralise naturellement pour un module gradué de type fini sur un
tel anneau, voir [6, VIII §4]).
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Dans beaucoup de situations pratiques, l’anneau gradué s’écrit comme un
système linéaire gradué d’un faisceau inversible. Soient X un schéma projec-
tif sur un corps de base k et L un OX -module inversible. La somme directe⊕

n∈NH
0(X,L⊗n) forme une k-algèbre graduée. Cette algèbre est de type fini

notamment quand L est ample. Dans ce cas-là on peut déduire du théorème
de Riemann-Roch-Hirzebruch et le théorème d’annulation de Serre le compor-
tement asymptotique de la fonction de Hilbert de cette algèbre graduée. Il
est aussi possible d’adapter la méthode de dévissage dans le cadre géométrique
pour relier le coefficient du terme principal de la fonction de Hilbert au nombre
d’intersection de L, toujours sous l’hypothèse de positivité du fibré inversible.

Dans le cas où le fibré inversible n’est pas ample, l’algèbre graduée des sec-
tions globales n’est pas nécessairement de type fini et le théorème d’annulation
de Serre ne s’applique plus. La méthode de dévissage n’est donc pas adéquate
à étudier la fonction de Hilbert de ce genre de fibrés inversibles. En revanche,
les résultats de Fujita [18] et Takagi [31] (approximation de Fujita) montrent
que, au moins dans le cas où X est un schéma intègre et projectif sur un corps
et L est un OX -module inversible gros (c’est-à-dire qu’une puissance tenso-
rielle de L admet un sous-faisceau inversible ample), la fonction de Hilbert de⊕

n∈NH
0(X,L⊗n) est équivalente à un polynôme dont le degré est égal à la di-

mension de Krull de X lorsque n→ +∞. Cependant, contrairement au cas où
L est ample, le coefficient du terme dominant pourrait être un nombre irration-
nel, comme montré par Cutkosky [16]. En utilisant la méthode combinatoire
d’Okounkov [27], le théorème d’approximation de Fujita a été généralisé dans
[24, 26] au cas d’un système linéaire gradué qui contient un diviseur ample.

L’analogue arithmétique du théorème de Hilbert-Samuel a d’abord été
démontré par Gillet et Soulé [21] en utilisant leur théorème de Riemann-
Roch arithmétique. Ensuite ce résultat a été revisité et généralisé dans divers
contextes par différents auteurs. On considère un morphisme projectif et plat
π : X → SpecZ et un fibré inversible hermitien L sur X . En géométrie
d’Arakelov, un théorème de Hilbert-Samuel arithmétique cherche à décrire le
comportement asymptotique de la fonction de Hilbert arithmétique du système
de fibrés vectoriels normés π∗(L

⊗n
) sur SpecZ, où n ∈ N. Il y a cependant

au moins deux points de virgation dans cette formulation. D’abord il y a plu-
sieurs choix naturels de la structure du fibré vectoriel normé π∗(L

⊗n
), comme

par exemple la norme L2 et la norme sup. Si le théorème de Gromov (voir
[30] VIII.2.5 Lemma 2) permet de comparer la norme L2 et la norme sup et
a été utilisé dans les travaux comme Abbes-Bouche [1] et Randriambololona
[29], le travail de Berman et Freixas i Montplet [2] considère des métriques
hermitiennes singulières, où la norm sup sur l’image directe du fibré peut ne
pas avoir sens (voir aussi [17] pour le cas de l’espace de module des courbes
pointés). Un autre point provient du choix de l’invariant arithmétique dans la
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définition de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique. Dans la littérature, il
y a au moins deux possibilités : le degré d’Arakelov et le logarithme du nombre
des sections petites. On peut comparer par exemple [35] et [28]. Même si le
faisceau inversible L est ample et sa métrique est semi-positive, en général
ces deux constructions donnent des fonctions de Hilbert-Samuel arithmétiques
non-équivalentes.

Similairement à la situation géométrique, la méthode du théorème de
Riemann-Roch arithmétique et la combinaison de la dévissage avec des mé-
thodes analytiques s’appliquent difficilement au cas où la fibre générique de L
n’est pas ample. Inspiré par les travaux sur la méthode combinatoire dans le
cadre de la géométrie algébrique, deux approches différentes ont été proposées
pour étudier le comportement asymptotique de la fonction de Hilbert-Samuel
arithmétique. Celle de [36, 37] adapte la méthode de Lazarsfeld-Mustaţă
dans le cadre arithmétique en considérant la fibre du Z-schéma au-dessus
d’une place non-archimédienne, tandis que celle de [12, 5] repose sur le
résultat-même du théorème d’approximation de Fujita des systèmes linéaires
gradués, ainsi que la méthode de R-filtration développée dans [11]. On renvoie
les lecteurs dans [7, 8] pour le cas torique, où la méthode est aussi de nature
combinatoire.

Je ne cherche pas à donner un aperçu panoramique des résultats du type
de théorème de Hilbert-Samuel, mais plutôt me limite au cas d’une algèbre
graduée sur un corps de base, ainsi que quelques analogues arithmétiques, en
mettant un attention particulière sur la similitude et la différence des méthodes
utilisées. Le cours est organisé comme suit. Dans le premier paragraphe, on
traite le cas d’une algèbre de semi-groupe et la méthode combinatoire ; dans le
deuxième paragraphe, une interprétation géométrique du problème sera pré-
sentée en faisant le lien avec la théorie d’intersection ; dans le troisième para-
graphe, on discute l’analogue métrique du problème ; enfin, dans le quatrième
paragraphe, on traite des analogues arithmétiques du théorème de Hilbert-
Samuel.

2. Méthode combinatoire

Le prototype du théorème de Hilbert-Samuel est le cas de l’algèbre de
polynômes. Soient k un corps commutatif et R• = k[T0, . . . , Td] l’algèbre des
polynômes à d + 1 variables (où d ∈ N), gradué par le degré de polynôme
(autrement dit, Rn est l’espace vectoriel sur k des polynômes homogènes de
degré n). La fonction de Hilbert de R• est

(n ∈ N) 7−→
(
d+ n

d

)
.
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C’est un polynôme de degré d en n, dont le coefficient du terme dominant est
1/d! : on a

(1)
(
d+ n

d

)
=

(n+ d) · · · (n+ 1)n

d!
=

1

d!
nd +O(nd−1), n→ +∞.

L’algèbre de polynômes est un cas particulier d’algèbres de semi-groupes.
Soient d ∈ N et Γ un sous-semi-groupe de N× Zd (muni de la loi d’addition).
On désigne par k[Γ] l’algèbre du semi-groupe Γ. Par définition k[Γ] est la
somme directe d’une famille de k-modules libres de rang 1 paramétrée par Γ.
Pour tout γ ∈ Γ, on désigne par eγ le générateur canonique du k-module libre
de rang 1 indexé par γ. La loi de multiplication sur k[Γ] est choisie de sorte que
eγ+γ′ = eγeγ

′ pour tout couple (γ, γ′) ∈ Γ2. L’algèbre k[Γ] est canoniquement
munie d’une N-graduation :

k[Γ] =
⊕
n∈N

⊕
α∈Zd

(n,α)∈Γ

ke(n,α).

Un exemple typique de semi-groupe dans N×Zd est celui qui provient d’un
corps convexe dans Rd, par lequel on entend une partie convexe et compact
dans Rd, dont l’intérieur est non-vide. Étant donné un corps convexe ∆ ⊂ Rd,
on construit un sous-ensemble Γ(∆) de N× Zd comme suit :

Γ(∆) := {(n, α) ∈ N× Zd |n > 1, 1
nα ∈ ∆} ∪ {(0, 0)}.

Par la convexité de ∆, on obtient que Γ(∆) est un sous-semi-groupe de N×Zd.
En outre, la fonction de Hilbert de l’algèbre k[Γ(∆)] est donnée par la formule

(n ∈ N) 7−→ #{α ∈ Zd | 1
nα ∈ ∆}.

Par la propriété de la somme de Riemann, on obtient

#{α ∈ Zd | 1
nα ∈ ∆} = vol(∆)nd + o(nd), n→ +∞,

où vol est la mesure de Lebesgue. Dans le cas où ∆ est le simplexe

{(x1, . . . , xd) ∈ Rd+ |x1 + · · ·+ xd 6 1},

dont le volume est 1/d!, on retrouve le résultat dans le cas de l’algèbre des
polynômes.

Khovanskĭı [25] a montré que la méthode de corps convexe peut être appli-
quée à un sous-semi-groupe général de N× Zd. Soit Γ un sous-semi-groupe de
N× Zd. On suppose que Γ ∩ ({0} × Zd) = {(0, 0)} pour des raisons de simpli-
cité (1). Soient ΓZ et ΓR le sous-groupe de Z×Zd et le sous-espace vectoriel de

1. Cette hypothèse supplémentaire est anodine car (Γ ∩ (N>1 × Zd)) ∪ {(0, 0)} est aussi
un sous-semi-groupe de N× Zd.
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R× Rd engendrés par Γ, respectivement. Pour tout n ∈ N, soit
Γn := {α ∈ Zn | (n, α) ∈ Γ}.

Similairement, pour tout n ∈ Z, soit
ΓZ,n := {α ∈ Zn | (n, α) ∈ ΓZ}.

Il s’avère que
N(Γ) := {n ∈ N |Γn 6= ∅}

est un sous-semi-groupe de N. En outre, le sous-groupe de Z engendré par N(Γ)
s’identifie à

Z(Γ) := {n ∈ N |ΓZ,n 6= ∅}.
On suppose que le groupe Z(Γ) n’est pas réduit à {0}. Alors ΓR ∩ ({1} × Rd)
est un espace affine dans R× Rd, dont le sous-espace vectoriel sous-jacent est
ΓR ∩ ({0} × Rd). En outre, l’ensemble ΓZ ∩ ({0} × Zd) est un réseau dans
ΓR ∩ ({0} × Rd). On munit ce dernier de l’unique mesure de Haar telle que le
réseau ΓZ ∩ ({0} × Zd) soit de covolume 1.

Soit A(Γ) la projection canonique de ΓR ∩ ({1} × Rd) dans Rd. C’est un
espace affine dans Rd. La mesure de Haar sur ΓR ∩ ({0} × Rd) induit (par
translation puis par projection) une mesure borélienne sur A(Γ) que l’on note
vol(.). En outre, on désigne par ∆(Γ) l’adhérence de l’ensemble⋃

n∈N, n>1

{n−1α |α ∈ Γn}.

C’est une partie fermée et convexe dans A(Γ) qui engendre A(Γ) comme espace
affine. En particulier, l’intérieur relatif de ∆(Γ) dans A(Γ) est non-vide.

En utilisant le théorème de Bésout, par un argument élémentaire on obtient
que l’ensemble (N ∩ Z(Γ)) \ N(Γ) est fini. La méthode de Khovanskĭı est une
généralisation aux dimensions supérieures de ce résultat (on renvoie dans [25,
Proposition 1] pour une démonstration, voir aussi [24, §1] et [4, §1]).

Lemme 2.1. — Pour tout sous-ensemble convexe et compact E de A(Γ) qui
est contenu dans l’intérieur relatif de ∆(Γ), on a

E ∩ { 1
nα |α ∈ Γn} = E ∩ { 1

nα |α ∈ ΓZ,n}
pour tout entier n ∈ N suffisamment positif.

Encore par la somme de Riemann on déduit du lemme précédent le résultat
suivant. Remarquons que aucune condition de finitude n’est exigée pour le
sous-semi-groupe Γ.

Théorème 2.2. — Soient Γ un sous-semi-groupe de N × Zd et R• := k[Γ].
Alors

lim
n∈N(Γ), n→+∞

rgk(Rn)

nd
= vol(∆(Γ)).
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Okounkov [27] a généralisé cette méthode combinatoire à l’étude de la log-
concavité de la fonction de multiplicité. Son approche a été développée par
Lazarsfeld et Mustaţă [26], et Kaveh et Khovanskĭı [24] respectivement à étu-
dier le comportement asymptotique de la fonction de Hilbert d’une algèbre
graduée intègre (non-nécessairement de type fini). L’idée remonte à la méthode
très classique d’associer à une algèbre N-filtrée son algèbre graduée correspon-
dante. Cette procédure, qui change la structure d’algèbre en général, permet de
garder toutes les informations de la fonction de Hilbert. On introduit une re-
lation d’ordre totale 6 sur Zd, supposée être «additive», autrement dit, α 6 β
entraîne α + γ 6 β + γ pour tout (α, β, γ) ∈ (Zd)3. Cette propriété est par
exemple satisfaite par la relation d’ordre lexicographique.

Soit R• une k-algèbre gradué telle que R0 = k. On entend par valuation
homogène à valeurs dans (Zd,6) sur R• toute application

v :
∐
n∈N

Rn −→ Zd ∪ {+∞}

qui vérifie les propriétés suivantes :
(a) pour tout élément homogène f de R•, v(f) ∈ Zd si et seulement si f est

non-nul, et v(f) = 0 si f ∈ R0 \ {0}.
(b) si f est g sont deux éléments homogènes de R•, on a v(fg) = v(f) + v(g) ;
(c) si n ∈ N et si x et y sont deux éléments de Rn, on a v(x + y) >

min(v(x), v(y)).
(d) pour tout n ∈ N et tout α ∈ Zd, l’espace vectoriel quotient

grα(Rn) := {x ∈ Rn | v(x) > α}/{x ∈ Rn | v(x) > α}
a pour dimension 0 ou 1 sur k.

Sous ces conditions la somme directe⊕
n∈N

⊕
α∈Zd

grα(Rn)

est munie d’une structure de k-algèbre graduée. En outre, elle est isomorphe à
l’algèbre du semi-groupe

Γ(R•) := {(n, α) ∈ N× Zd | grα(Rn) 6= {0}}.
Il s’avère que les algèbres graduées R• et k[Γ(R•)] ont la même fonction de
Hilbert. Par le théorème 2.2 on peut utiliser la partie convexe ∆(Γ(R•)) pour
décrire le comportement asymptotique de la fonction de Hilbert de R•. Il
faut cependant remarquer que l’existence d’une valuation homogène sur R•
n’est pas immédiate. En tout cas elle implique que l’anneau R• est intègre.
Dans le cas où R• est un système linéaire gradué d’un diviseur de Cartier
sur un k-schéma projectif et intègre possédant un point rationnel régulier,
une telle valuation homogène peut être construite en choisissant un système
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de paramètres de l’anneau local en ce point rationnel régulier. Cependant
l’existence d’un point rationnel régulier entraîne que le K-schéma est en fait
géométriquement intègre. On renvoie dans [13] pour une approche alternative
basée sur la géométrie d’Arakelov relativement à un corps de fonctions où cette
hypothèse n’est pas nécessaire.

3. Approche géométrique

Soit R• une k-algèbre graduée de type fini, qui est engendrée comme k-
algèbre par R1. Le spectre projectif de R• est un sous-schéma fermé de P(R1)
et l’homomorphisme canonique

αn : Rn −→ H0(Proj(R•),OProj(R•)(n))

est un isomorphisme lorsque n ∈ N est assez positif. On peut donc ramener
l’étude asymptotique de la fonction de Hilbert au cas d’un système linéaire
gradué.

Soient X un schéma projectif sur Spec k et L un OX -module ample. On
considère la k-algèbre graduée

R(L)• :=
⊕
n∈N

H0(X,L⊗n)

et on cherche à comprendre le comportement asymptotique de la fonction de
Hilbert de L

(n ∈ N) 7−→ FL(n) := rgk(H
0(X,L⊗n)).

Comme L est ample, il existe un entier n0 > 1 tel queH0(X,L⊗n0) est non-nul.
Pour simplicité on suppose qu’il existe une section non-nulle s ∈ H0(X,L) tel
que l’homomorphisme de OX -modules fs : L∨ → OX défini par s est injectif.
Soient Y le sous-schéma fermé de X défini par l’annulation de s et i : Y → X
le morphisme d’inclusion. Pour tout entier n ∈ N, n > 1, on a une suite exacte
d’homomorphismes de OX -modules

0 // L⊗(n−1) Id⊗fs // L⊗n // L⊗n ⊗ i∗(OY ) // 0 ,

qui induit une suite exacte de groupes de cohomologie :

0 // H0(X,L⊗(n−1))
·s // H0(X,L⊗n) // H0(Y, i∗(L⊗n)) // H1(X,L⊗(n−1)) ,

où l’isomorphisme H0(X,L⊗n ⊗ i∗(OY )) ∼= H0(Y, i∗(L)⊗n) provient de l’ad-
jonction entre i∗ et i∗. Comme L est ample, le théorème d’annulation de Serre
montre que H1(X,L⊗n) = {0} et donc

FL(n)− FL(n− 1) = Fi∗(L)(n)

pour n assez positif, où FL et Fi∗(L) sont respectivement les fonctions de Hilbert
de L et i∗(L). Ainsi par récurrence on montre qu’il existe un polynôme PL de
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degré dim(X) tel que FL(n) = PL(n) pour n ∈ N assez positif. En outre, le
coefficient du terme dominant du polynôme PL est

deg(c1(L)dim(X) ∩ [X])

dim(X)!
.

En conclusion, on a le résultat suivant.

Théorème 3.1. — Soient X un schéma projectif de dimension d sur Spec k
et L un OX-module ample, alors on a

lim
n→+∞

rgk(H
0(X,L⊗n))

nd/d!
= deg(c1(L)d ∩ [X]).

Une démonstration alternative consiste à appliquer le théorème de Riemann-
Roch-Hirzebruch, qui affirme que

χ(X,L⊗n) :=
d∑
i=0

rgk(H
i(X,L⊗n)) = deg(ch(L⊗d)Td(X))

= deg(c1(L)d ∩ [X])
nd

d!
+O(nd−1).

On utilise aussi le théorème d’annulation de Serre pour identifier χ(X,L⊗n) à
H0(X,L⊗n) pour n assez positif.

Soient X un schéma projectif et intègre sur SpecK et L un OX -module
inversible. On définit le volume de L comme

(2) vol(L) := lim sup
n→+∞

rgk(H
0(X,L⊗n))

nd/d!
,

où d est la dimension de X. On a vu plus haut que, si L est un OX -module
ample, alors vol(L) = deg(c1(L)d ∩ [X]). En outre la limite supérieure dans la
formule précédente est en fait une limite.

Dans le cas où X est un schéma intègre, il est plus commode d’utiliser le
langage des diviseurs de Cartier. Soit O×X le faisceau de groupes abéliens défini
comme suit : pour tout sous-ensemble ouvert U de X, O×X(U) est l’ensemble
des a ∈ OX(U) tels que l’homothétie a : OU → OU soit un isomorphisme. Simi-
lairement, soit M×

X le faisceau de groupes abéliens qui envoie U sur l’ensemble
des a ∈ MX(U) tels que l’homothétie a : MU → MU soit un isomorphisme.
On voit aussitôt que O×X est un sous-faisceau de groupes abéliens de M×

X .
On entend par diviseur de Cartier toute section sur X du faisceau quotient
M×

X /O
×
X . On dit qu’un diviseur D de Cartier est effectif et on note D > 0 s’il

appartient à (M×
X ∩OX)/O×X . On désigne par Div(X) le groupe des diviseurs

de Cartier sur X et par Div+(X) le sous-semi-groupe de Div(X) des diviseurs
effectifs.
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Les diviseurs de Cartier sont étroitement liés aux faisceaux inversibles. Soit L
un OX -modules inversible. A toute section globale non-nulle s de L⊗OX MX ,
on peut associer un diviseur de Cartier div(s) comme suit. Pour tout sous-
ensemble ouvert U de X sur lequel le OX -module L se trivialise par une
section s0 ∈ Γ(U,L), il existe une unique fonction rationnelle non-nulle f telle
que s = fs0. La classe de f dans Γ(U,M×

X /O
×
X) ne dépend pas du choix de la

trivialisation locale s0. Donc le recollement des classes de fonctions rationnelles
quand U varie donne un diviseur de Cartier div(s).

Réciproquement, si D est un diviseur de Cartier sur X, on désigne par
OX(D) le sous-OX -module de MX engendré par −D. C’est un OX -module
inversible. L’application θ de Div(X) dans Pic(X) qui envoie tout diviseur de
Cartier D sur la classe d’isomorphisme du OX -module inversible OX(D) est un
morphisme surjectif de groupes (voir [22, IV.21.3.4-5]). On dit que le diviseur
D est ample si le faisceau inversible OX(D) est ample.

Les constructions au-dessus peuvent aussi être obtenues par la suite exacte
de cohomologie associée à la suite exacte de faisceau abélien

1 // O×X //M×
X

//M×
X /O

×
X

// 0 ,

qui s’écrit comme

1 // H0(X,O×X) // H0(X,M×
X )

div // Div(X)
θ // H1(X,O×X) .

On désigne par Div(X)R le produit tensoriel Div(X)⊗Z R. Les éléments dans
Div(X)R sont appelés les R-diviseurs sur X. Un R-diviseur D sur X est dit
effectif (et on note D >R 0) s’il peut s’écrire comme une combinaison linéaire
à coefficients positifs de diviseurs de Cartier effectif. Il est claire que, si D est
un diviseur de Cartier effectif, alors son image dans Div(X)R est un R-diviseur
effectif. La réciproque est vrai lorsque X est un schéma normal.

Soit K = k(X) le corps des fonctions rationnelles sur X. On entend par
système linéaire sur X tout sous-k-espace vectoriel de K qui est de rang fini
sur k. Si V est un système linéaire sur X, on désigne par k(V ) le sous-extension
de K/k engendrée par les éléments de la forme a/b, où a et b appartiennent à
V \ {0}. Pour tout R-diviseur de Cartier D sur X, on définit

H0(D) := {f ∈ K |D + div(f) >R 0} ∪ {0}.

C’est un exemple de système linéaire sur X. En outre, on a un isomorphisme
canonique entre H0(D) et H0(X,OX(D)). Ainsi on peut utiliser les systèmes
linéaires à étudier les sections globales d’un faisceau inversible.

On entend par système linéaire gradué sur X toute sous-k-algèbre graduée

V• =
⊕
n∈N

VnT
n
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de l’anneau des polynômes

K[T ] =
⊕
n∈N

KTn

telle que chaque Vn est un système linéaire gradué.
Supposons que le k-schéma X possède d’un point rationnel régulier x. L’an-

neau local OX,x est régulier et son corps des fractions s’identifie à K. Son
complété est isomorphe à l’algèbre des séries formelles k[[T1, . . . , Td]]. On ob-
tient ainsi une application v : K → Zd ∪ {+∞}, où le groupe Zd est muni de
la relation d’ordre lexicographique. En effet, à toute série formelle

S =
∑

α=(α1,...,αd)∈Nd
λαT

α1
1 · · ·T

αd
d ,

on associe (avec la convention inf ∅ = +∞)

inf{α ∈ Nd |λα 6= 0}.

La composition de cette application avec l’homomorphisme d’inclusion OX,x →
K[[T1, . . . , Td]] donne une application v : OX,x → Nd ∪{+∞} qui s’étend à une
application v : K → Zd ∪ {+∞} en prenant

v(f/g) = v(f)− v(g) pour (f, g) ∈ K2, g 6= 0.

Il s’avère que, pour tout système linéaire gradué V•, l’application ν induit une
valuation homogène à valeurs dans Zd. On peut donc appliquer la méthode
combinatoire dans le paragraphe précédent pour obtenir le résultat suivant.

Théorème 3.2. — Soit V• un système linéaire gradué sur X. On suppose que
V• est birationnel, c’est-à-dire K = k(Vn) pour certain n ∈ N>1. Soit

N(V•) := {n ∈ N |Vn 6= {0}}.

Alors la limite

vol(V•) := lim
n∈N(V•), n→+∞

rgk(Vn)

nd/d!

existe dans ]0,+∞]. En outre, on a

vol(V•)

d!
= vol(∆(Γ(V•))).

Si de plus V• est contenu dans un système linéaire gradué de type fini, alors
∆(Γ(V•)) est compact et vol(V•) est fini.

Dans le cadre géométrique, la méthode combinatoire permet de tirer plus
d’information géométrique que l’interprétation de la fonction volume par la
mesure de la partie convexe ∆(V•) := ∆(Γ(V•)) (appelé corps de Newton-
Okounkov dans la littérature). Par exemple, en utilisant le fait que la valuation
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homogène à valeurs dans Zd provient d’une valuation sur K, on déduit de
l’inégalité de Brunn-Minkowski le résultat suivant.

Théorème 3.3. — Soient U•, V• et W• trois systèmes linéaires gradués sur
X qui sont birationnels. On suppose que, pour tout n ∈ N suffisamment positif,
on a

Un · Vn := {fg | f ∈ Un, g ∈ Vn} ⊂Wn.

Alors on a

∆(U•) + ∆(V•) := {x+ y |x ∈ ∆(U•), y ∈ ∆(V•)} ⊂ ∆(W•).

En particulier,
vol(U•)

1
d + vol(V•)

1
d 6 vol(W•)

1
d .

4. Version métrique

Dans ce paragraphe, on suppose que le corps k est muni d’une valeur absolue
|.| telle que la topologie sur k induite par |.| est complète. Soit (V, ‖.‖) un espace
vectoriel normé de rang fini sur k. On munit dét(V ) du déterminant ‖.‖dét de
la norme ‖.‖, défini comme

∀ η ∈ dét(V ), ‖η‖dét := inf{‖x1‖ · · · ‖xr‖ | η = x1 ∧ · · · ∧ xr}.
Soit R• =

⊕
n∈NRn une k-algèbre graduée telle que chaque Rn soit un

espace vectoriel de rang fini sur k. Pour tout entier n ∈ N, on fixe une
norme ‖.‖n sur l’espace vectoriel Rn. La version métrique du problème de
Hilbert-Samuel cherche à déterminer le comportement asymptotique de la suite
{(dét(Vn), ‖.‖n,dét)} d’espaces vectoriels de rang 1 sur k.

Dans le cadre géométrique où R• est un système linéaire gradué, la suite
de normes (‖.‖n)n∈N provient souvent d’une métrique. Soit X un schéma sur
Spec k. On désigne par FX le foncteur de la catégorie Ank des k-algèbres vers
la catégorie Ens des ensembles, qui envoie toute k-algèbre A sur l’ensemble
des k-morphismes de SpecA vers X. Soit Ek la sous-catégorie pleine de Ank
des corps extensions de k. Ensemblistement le schéma s’identifie à la limite
inductive de la restriction de FX à Ek.

Soit EVk la catégorie des extensions valuées de (k, |.|). Ses objets sont
les corps K extensions de k muni de valeurs absolues qui prolongent |.|. Ses
morphismes sont les morphismes k-linéaires de corps qui préservent les valeurs
absolues. On a un foncteur d’oubli $ de EVk dans Ank qui consiste à oublier
la structure de valeur absolue.

Soit X un schéma sur Spec k. On entend par espace de Berkovich associé
à X la limite inductive du foncteur composé FX ◦ ϕ, noté Xan. La propriété
universelle de limite inductive induit une application j : Xan → X. Si x est
un point de Xan, tout k-morphisme y : SpecK → X représentant le point x
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(où K est muni d’une valeur absolue |.|y qui prolonge |.|) se factorise de façon
unique par le morphisme canonique Specκ(x) → X (où κ(x) désigne le corps
résiduel de j(x)) et ainsi κ(x) devient un sous-corps de K. Il s’avère que la
restriction de la valeur absolue |.|y à κ(x) ne dépend pas du choix de y (et de
|.|y), et on la note comme |.|x. Soit κ̂(x) le complété de κ(x) par rapport à la
valeur absolue |.|x, sur lequel |.|x s’étend de façon unique.

L’ensemble Xan est naturellement muni d’une topologie de Zariski, celle
la moins fine que rend l’application j continue. Berkovich a défini une autre
topologie sur Xan, qui est plus fine que la topologie de Zariski. Soit U un sous-
schéma ouvert de X et f une fonction régulière sur U . Pour tout point x ∈ Uan,
on désigne par f(x) la classe résiduelle de f dans κ(x) et par |f |(x) sa valeur
absolue par rapport à |.|x. On obtient ainsi une fonction |f | : Uan → R+. La
topologie de Berkovich sur Xan est définie comme la topologie la moins fine
qui rend continue l’application j et toutes les fonctions de la forme |f |, où f
parcourt l’ensemble des fonctions régulières sur les sous-schémas ouverts de X.

La construction d’espace de Berkovich est fonctoriel. Si φ : Y → X est
un morphisme de k-schémas, alors le morphisme de foncteurs Fφ : FY → FX
correspondant à φ induit par passage à la limite inductive une application
φan : Y an → Xan. Cette application est continue si on munit Y an et Xan de la
topologie de Berkovich.

Soit L un OX -module inversible. On appelle métrique sur L toute famille
ϕ := (|.|ϕ(x))x∈Xan , où chaque |.|ϕ(x) est une norme sur L(x) := L⊗OX κ̂(x).
On dit que la métrique ϕ est continue si, pour tout sous-schéma ouvert U de
X et toute section s ∈ H0(U,L), la fonction

|s|ϕ : (x ∈ Uan) 7−→ |s(x)|ϕ(x)

est continue sur Uan. Dans le cas où le morphisme canonique de schémas
X → Spec k est propre, l’espace topologique Xan est compact. En particulier,
pour toute section s ∈ H0(X,L), on a

‖s‖ϕ,sup := sup
x∈Xan

|s|ϕ(x) < +∞,

et ‖.‖ϕ,sup définit une norme sur H0(X,L), qui est ultramétrique lorsque |.| est
non-archimédienne.

Si ϕ et ϕ′ sont deux métriques sur le même OX -module inversible L, alors
il existe une fonction strictement positive λ sur Xan tel que

∀x ∈ Xan, |.|ϕ(x) = λ(x)|.|ϕ′(x).

On définit la distance entre ϕ et ϕ′ comme

d(ϕ,ϕ′) := sup
x∈Xan

| lnλ(x)|.

Si X est propre sur Spec k et si les métriques ϕ et ϕ′ sont continues, la distance
entre ϕ et ϕ′ est finie.
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Similairement, si V est un espace vectoriel de rang fini sur k et si ‖.‖ et ‖.‖′
sont deux norms sur V , on définit

d(‖.‖, ‖.‖′) := sup
06=s∈V

∣∣ ln ‖s‖ − ln ‖s‖′
∣∣.

Soit L un OX -module inversible, muni d’une métrique ϕ. Soit i : Y → X
un morphisme de schémas. Si y est un point de Y an et si x est l’image de y
dans Xan par ian, alors (κ̂(y), |.|y) est une extension valuée de (κ̂(x), |.|x), où
x = ian(y). En particulier, la norme |.|ϕ(x) sur L(x) = L⊗OX κ̂(x) induit par
extension de corps une norme sur

i∗(L)(y) = i∗(L)⊗OY κ̂(y) ∼= L(x)⊗κ̂(x) κ̂(y).

On obtient ainsi une métrique sur i∗(L) que l’on note i∗(ϕ) appelé la tirée en
arrière de ϕ par le morphisme i. Cette métrique est continue lorsque ϕ est
continue.

Exemple 4.1. — Soit (V, ‖.‖) un espace vectoriel normé de rang fini sur k.
Soit OV (1) le faisceau inversible universel de l’espace projectif π : P(V ) →
Spec k. Rappelons que l’on a un homomorphisme surjectif universel de OP(V )-
modules f : π∗(V ) → OV (1), et tout k-point ρ : SpecA → P(V ) de P(V ) à
valeurs dans une k-algèbre A correspond à un A-module quotient projectif de
rang un de V ⊗k A, donné par

ρ∗(f) : ρ∗(π∗(V ))→ ρ∗(OV (1)).

En particulier, si x est un point de Xan, alors la norme ‖.‖ sur V induit
par extension de scalaire une norme ‖.‖κ̂(x) sur V ⊗k κ̂(x) puis par quotient
une norme sur OV (1)(x). On obtient ainsi une métrique continue sur OV (1),
appelée métrique de Fubini-Study associée à ‖.‖, notée |.|FS.

On peut montrer que, si ‖.‖ et ‖.‖′ sont deux normes sur le même espace
vectoriel V qui est de rang fini sur k, alors on a

d(|.|FS, |.|′FS) 6 d(‖.‖, ‖.‖′),
l’égalité est satisfaite si |.| est archimédienne (par le théorème de Hahn-Banach)
ou si ‖.‖ et ‖.‖′ sont toutes ultramétriques.

Dans le cas où |.| est une valeur absolue non-archimédienne et non-triviale,
une autre façon d’obtenir une métrique continue consiste à construire la mé-
trique à partir d’un modèle entier. Soit ok l’anneau de valuation de (k, |.|). Si
X est un schéma projectif sur Spec k et L est un OX -module inversible. On
entend par modèle de (X,L) la donnée d’un ok-schéma projectif et plat X et
un OX-module inversible L tels que la fibre générique de X est isomorphe à X
et que la restriction de L à la fibre générique est isomorphe à L. Si x est un
point de Xan, on désigne par ox l’anneau de valuation de κ̂(x). Par le critère
valuatif de propreté, le morphisme canonique px : Spec κ̂(x) → X s’étend de
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façon unique en un morphisme Px : Spec ox → X. La tirée en arrière P∗
x(L)

induit une norme |.|L(x) sur L(x) telle que

∀ s ∈ L(x), |s|L(x) = inf{|a|x | a ∈ κ̂(x)×, a−1s ∈P∗
x(L)}.

On peut montrer que |.|L définit une métrique continue sur L, appelée la
métrique induite par le modèle (X,L).

Soient X un schéma projectif sur Spec k et L un OX -module inversible
ample, et ϕ une métrique continue sur L. Pour tout x ∈ Xan et tout entier
n ∈ N, l’espace vectoriel L⊗n(x) sur κ̂(x) est la nième puissance tensorielle de
L(x). Ainsi la norme |.|ϕ(x) induit par puissance tensorielle une norme |.|nϕ(x)
sur L⊗n(x) telle que, pour tout élément ` ∈ L(x), on ait

(3) |`⊗n|nϕ(x) = |`|ϕ(x)n.

Ainsi on obtient une métrique nϕ sur L⊗n, qui est continue. On munit l’espace
vectoriel H0(X,L⊗n) de la norme ‖.‖nϕ,sup.

Pour simplicité, on suppose que s est une section globale dans H0(X,L) qui
induit une suite exacte

0 // H0(X,L⊗(n−1))
·s // H0(X,L⊗n) // H0(Y, i∗(L⊗n)) // 0,

où n est un entier positif, Y est le sous-schéma fermé de X défini par l’annu-
lation de s, et i : Y → X est le morphisme d’inclusion. On a un isomorphisme
canonique entre des espaces vectoriels de rang un sur k :

(4) dét(H0(X,L⊗(n−1)))⊗ dét(H0(Y, i∗(L⊗n))) ∼= dét(H0(X,L⊗n)).

Cependant, si on munit ces espaces de déterminant des normes

‖.‖(n−1)ϕ,sup,dét, ‖.‖nϕ,sup,dét et ‖.‖i∗(nϕ),sup,dét,

respectivement, l’isomorphisme au-dessus n’est pas une isométrie en général.
Cependant, si la métrique ϕ est semi-positive, le défaut de isométrie peut être
décrit par des invariants de la métrique.

Définition 4.2. — Pour tout entier n > 1, soit ϕn la métrique continue
sur L dont la nème puissance symétrique s’identifie à la tirée en arrière de
la métrique de Fubini-Study |.|nϕ,sup,FS sur OP(H0(X,L⊗n))(1) par l’immersion
fermée X → P(H0(X,L⊗n)). On dit que la métrique ϕ est semi-positive si

lim
n→+∞

d(ϕn, ϕ) = 0.

Dans le cas où la valeur absolue |.| est archimédienne, ϕ est semi-positive
si et seulement si elle est pluri-sous-harmonique (voir [32]) ; dans le cas où
la valeur absolue |.| est non-archimédienne et non-triviale, ϕ est semi-positive
si et seulement si elle est limite uniforme d’une suite de métriques induites
par modèles amples sur l’anneau de valuation de (k, |.|) (voir [15, §3]). Cette
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condition est aussi équivalente à la pluri-sous-harmonicité non-archimédienne
(voir [23, §6] et [10, §6.8]).

Si la métrique ϕ est semi-positive, le défaut d’isométrie de l’isomorphisme
(4) peut être estimé en fonction de la mesure de Monge-Ampère. On a

1

dimk(H0(X,L⊗n))
ln

‖.‖nϕ,sup,dét

‖.‖(n−1)ϕ,sup,dét ⊗ ‖.‖i∗(nϕ),sup,dét

= −
∫
Xan

ln |s| c1(ϕ)∧d +O(ln(n)).

(5)

Dans le cas où |.| est archimédien, la mesure c1(ϕ)∧d est défini comme la
puissance extérieure du courant. Dans le car non-archimédienne, cette mesure
est définie au sens de [9].

Similairement au cas géométrique, la méthode combinatoire peut aussi être
appliquée aux systèmes linéaires gradués normés. Soient X un schéma projectif
et intègre sur Spec k et V• un système linéaire gradué sur X. Rappelons que
V• =

⊕
n∈N VnT

n est une sous-k-algèbre graduée de K[T ] =
⊕

n∈NKT
n, où K

désigne le corps des fonctions rationnelles sur k. On suppose que chaque espace
vectoriel Vn est muni d’une norme ‖.‖n de sorte que, pour tout (m,n) ∈ N2,
et tout (sm, sn) ∈ Vm × Vn, on ait

(6) ‖sm · sn‖n+m 6 ‖sm‖m · ‖sn‖n.

Comme dans le cas géométrique, on suppose l’existence d’un point régulier
x ∈ X(k) et on fixe un système de paramètre {z1, . . . , zd} dans l’anneau
local régulier OX,x. Ainsi l’homomorphisme de l’anneau des séries formelles
k[[T1, . . . , Td]] dans le complété ÔX,x qui envoie Ti sur zi est un isomorphisme.

Soit v : K → Zd ∪{+∞} la valuation comme dans le paragraphe précédent.
Cette valuation définit une Zd-filtration sur K (comme espace vectoriel sur k) :
pour tout α ∈ Zd, soit

Fα(K) = {s ∈ K | v(s) > α}.

Si V est un sous-espace vectoriel de rang fini de K, alors cette filtration induit
par restriction une Zd-filtration sur V que l’on note encore comme F par abus
de notation. On a vu que la somme directe des sous-quotients⊕

n∈N

⊕
α∈Zd

grα(Vn)

forme une k-algèbre graduée qui est isomorphe à l’algèbre du semi-groupe
Γ(V•). Dans la suite, on identifie ces deux k-algèbres graduées. En outre, pour
tout n ∈ N et tout α ∈ Zd, la norme ‖.‖n sur Vn induit par passage au sous-
quotient un norme ‖.‖(n,α),sq sur sqα(Vn). On déduit de l’hypothèse (6) que, si
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γ et γ′ sont deux éléments de Γ(V•), alors

‖eγ+γ′‖γ+γ′,sq 6 ‖eγ‖γ,sq · ‖eγ
′‖γ′,sq.

Les normes déterminants ‖.‖n,dét sont naturellement liées à ces normes sous-
quotients. En effet, si on identifie Vn à⊗

α∈Γn

grα(Vn),

on a
1

rgk(Vn)

∣∣∣∣ ln ‖.‖n,dét⊕
α∈Γn

‖.‖(n,α),sq

∣∣∣∣ 6 ln(rgk(Vn)),

où Γn = {α ∈ Zd | (n, α) ∈ Γ(V•)}.
En utilisant la méthode dans [5] (voir aussi [34, 14]), on obtient le résultat

suivant.

Théorème 4.3. — Soient X un schéma projectif et intègre de dimension d >
1 sur Spec k qui possède un point rationnel régulier, et V• un système linéaire
gradué sur V . On suppose que

sup
n>1, α∈Zd

(n,α)∈Γ(V•)

(
− 1

n
ln ‖e(n,α)‖(n,α),sq

)
< +∞.

Alors la suite de mesures de probabilité
1

rgk(Vn)

∑
α∈Zd

(n,α)∈Γ(V•)

δ− ln ‖e(n,α)‖(n,α),sq , n ∈ N(V•)

converge faiblement vers une mesure de probabilité borélienne sur R, où δx
désigne la mesure de Dirac en x. En outre, si on désigne par G la fonction
concave sur ∆(V•) dont le graphe est le bord supérieure de l’enveloppe convexe
des points

1

n
((n, α),− ln ‖e(n,α)‖(n,α),sq), (n, α) ∈ Γ(V•), n > 1,

alors la mesure de probabilité limite s’identifie à l’image directe de la mesure
uniforme sur ∆(V•) par la fonction G.

5. Cas arithmétique

Dans ce paragraphe, on suppose que k est un corps de nombres. On désigne
par Σk l’ensemble des places de k. Pour tout σ ∈ Σk, soit |.|σ la valeur absolue
sur k qui prolonge la valeur absolue usuelle sur Q (dans ce cas-là la place
σ est dite archimédienne) ou la valeur absolue p-adique pour certain nombre
premier p, où la valeur absolue de p est 1/p (dans ce cas-là la place σ est dite
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non-archimédienne). On désigne par Kσ le complété de K par rapport à la
valeur absolue |.|σ, sur lequel la valeur absolue |.|σ s’étend de façon unique.

On appelle fibré vectoriel adélique sur Spec k la donnée V d’un espace
vectoriel de rang fini V sur k et une famille de norme (‖.‖σ)σ∈Σk , où chaque
‖.‖σ est une norme sur Vσ := V ⊗k kσ, qui satisfait aux conditions suivantes :

(a) si la place σ est non-archimédienne, alors la norme ‖.‖σ est ultramétrique ;

(b) il existe une base (ei)
r
i=1 de V sur k telle que, pour toute sauf un nombre

fini de places σ ∈ Σk, on a

∀ (λ1, . . . , λr) ∈ kσ, ‖λ1e1 + · · ·+ λrer‖σ = max(|λ1|σ, . . . , |λr|σ).

On renvoie les lecteurs dans [19] pour une présentation détaillée de la théorie
des fibrés vectoriels adéliques, voir aussi [3] pour le cadre classique de fibrés
vectoriels hermitiens sur l’anneau des entiers dans un corps de nombres.

Soit V un fibré vectoriel adélique sur Spec k. Le rang de V sur k est appelé
le rang de V . Si V est de rang 1, on définit son degré d’Arakelov comme

d̂eg(V ) = −
∑
σ∈Σk

[kσ : Qσ] ln ‖s‖σ,

où s est un élément non-nul de V . Rappelons que la formule du produit

∀ a ∈ k×,
∑
σ∈Σk

ln |s|σ = 0

montre que cette définition ne dépend pas du choix de s. Plus généralement,
si V = (V, (‖.‖σ)σ∈Σk)) est un fibré vectoriel adélique de rang quelconque,
on désigne par dét(V ) la donnée (dét(V ), (‖.‖σ,dét)σ∈Σk) et on définit le degré
d’Arakelov de V comme d̂eg(dét(V )).

Soit π : X → Spec k un schéma projectif sur Spec k. On appelle fibré
inversible adélique la donnée L d’un OX -module inversible et une famille
(ϕσ)σ∈Σk de métriques, où chaque ϕσ est une métrique continue sur Lσ, la
tirée en arrière de L par le changement de base Xkσ → X, qui satisfait à
la condition suivante : il existe un modèle entier (X ,L ) de (X,L) tel que,
pour toute sauf un nombre fini de places non-archimédienne σ, la métrique ϕσ
soit induite par le modèle (Xokσ

,Lokσ
) de (Xσ, Lσ), où okσ est l’anneau de

valuation de kσ. Rappelons qu’un modèle entier de (X,L) est par définition
la donnée (X ,L ) un schéma projectif et plat X sur l’anneau des entiers
algébriques dans k dont la fibre générique est isomorphe à X, ainsi qu’un OX -
module inversible L dont la restriction à la fibre générique est isomorphe à L.
Il s’avère que

π∗(L) := (H0(X,L), (‖.‖ϕσ ,sup)σ∈Σk)

est un fibré vectoriel adélique sur Spec k.
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Si L = (L, (ϕσ)σ∈Σk) est un fibré inversible adélique sur X, pour tout entier
n ∈ N, on désigne par L⊗n le fibré inversible adélique (L⊗n, (nϕσ)σ∈Σk), où
nϕσ désigne la nième puissance tensorielle de ϕσ, définie dans la formule (3).

Comme le degré d’Arakelov peut être calculé par une somme par rapport aux
places de k, on déduit de la version métrique du théorème de Hilbert-Samuel
le résultat suivant.

Théorème 5.1. — Soient π : X → Spec k un schéma projectif de dimension
d sur Spec k et L un fibré inversible adélique sur X. On suppose que L est
ample et que les métriques ϕσ sont semi-positives, alors on a

lim
n→+∞

d̂eg(π∗(L
⊗n

))

nd+1/(d+ 1)!
= d̂eg(ĉ1(L)(d+1)).

Dans le cas où L n’est pas ample, on applique le théorème 4.3 au cas où la
valeur absolue est triviale. On désigne par |.|0 la valeur absolue triviale sur k. Si
V est un fibré vectoriel adélique sur Spec k, on définit une norme ‖.‖V comme
suit (où on considère la valeur absolue triviale sur k). Pour tout s ∈ V \ {0},
soit d̂eg(s) le nombre

−
∑
σ∈Σk

[kσ : Qσ] ln ‖s‖σ,

appelé le degré d’Arakelov de s. Pour tout s ∈ V , soit ‖s‖V l’infimum de
l’ensemble des λ > 0 tels que s peut s’écrire comme une combinaison linéaire
à coefficients dans k des vecteurs non-nuls de V de degré d’Arakelov au moins
− ln(λ). Comme |.|σ est la valeur absolue triviale, la restriction de ‖.‖V à
V \ {0} ne prend qu’un nombre fini de valeurs, dont le cardinal ne dépasse
pas le rang de V sur k. Ces valeurs sont précisément les minima successifs
au sens de Thunder [33]. Ces minima sont naturellement liés aux invariants
arithmétiques de V via le lemme de Siegel (voir [20]). Notamment on a

(7)
1

rgk(V )

∣∣∣∣d̂eg(V ) +

∫
R
td rgk(B(V, e−t))

∣∣∣∣ = O(ln(rgk(V ))).

En outre, si on désigne par ĥ0(V ) le logarithme du nombre des éléments s ∈ V
tels que supσ∈Σk

‖s‖σ 6 1, alors on a

(8)
1

rgk(V )

∣∣∣∣d̂eg(V ) +

∫ +∞

0
t d rgk(B(V, e−t))

∣∣∣∣ = O(ln(rgk(V ))).

Soit L un fibré inversible adélique sur un k-schéma projectif et intègre X.
On suppose que X possède un point rationnel régulier. Pour tout n ∈ N,
soit V n := π∗(L

⊗n
). Il s’avère que la suite de normes (‖.‖V n)n∈N satisfait à

la condition de sous-multiplicativité (6). Ainsi on déduit du théorème 4.3 le
résultat suivant.
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Théorème 5.2. — Soient π : X → Spec k un schéma projectif et intègre, de
dimension d sur Spec k et L un fibré inversible adélique sur X tel que L soit
gros. Il existe alors une fonction concave G sur le corps de Newton-Okounkov
∆(L) de l’algèbre graduée

⊕
n∈N Vn telle que

lim
n→+∞

d̂eg(V n)

nd+1/(d+ 1)!
=

∫
∆(L)

G(x) dx,(9)

lim
n→+∞

ĥ0(V n)

n(d+1)/(d+ 1)!
=

∫
∆(L)

max(G(x), 0) dx.(10)
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