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PREFACE

Ce polycopié est destiné aux étudiants de troisitme année de licence de I'Ecole Normale Su-
périeure de Lyon.

Son contenu est en grande partie inspiré par un cours de J. OEsTERLE donné 4 I'Ecole Normale
Supérieure autour des années 1987. Le contenu de son cours était lui-méme basé sur un cours
de M. HervE. Toutefois les erreurs et faiblesses de ces notes sont uniquement le fait de 'auteur
de ces notes.

Ces notes viennent en appui du cours donné, mais ne le remplacent pas.
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I. Fonctions holomorphes

I.1. Définitions

Notations I.1. — Lalettre C (au tableau C) désigne le corps des complexes que I'on verra aussi
comme un plan vectoriel réel muni de la base (1, 1) et de la structure euclidienne définie par le
module | - |. On note R(z) la partie réelle d’'un nombre complexe z et (z) sa partie imaginaire.

Le corps des complexes C muni du module | - | est un R-espace vectoriel normé; il est donc
muni d’une structure d’espace topologique (cf. les rappels A2.1).

Définition 1.2. — Soit U un ouvert de C, soit /' : U — C une application. Soit 2 € U. On dit
que lapplication f* est holomorphe (ou dérivable au sens complexe) en a si le quotient

f@)—f(a)
z—a
admet une limite quand le nombre complexe z tend vers a. Cette limite s'appelle la dérivée de f

/
en a et se note [ ().
Remarque 1.3. — SiI'application f est dérivable en 4, elle est forcément continue en 4.

Proposition 1.4. — Soient U un ouvert de C et f : U — C une application. Soient a € U et
N E C. Les assertions suivantes sont e’quimlmte‘s :

(i) Lapplication f est holomorphe de dérivée\ en a;
(i) On la formule
fla+h)=f(a)+ Mo +o0,_,0(|h]);
(iii) Lapplication [ est différentiable en a et sa différentielle est lapplication R-linéaire C — C
donnée par u — hu.

(iv) Les applications u = R(f) 12— R(f(2)) et v =J(f) : z— 3(f(2)) sont différentiables en a et

vérifient les relations, dites de Cauchy-Riemann,

ou 3 v u v

5(4)—5(4) et 5(4)=_£(ﬂ)-

De plus, R(}) = %(ﬂ) et 3(\) = g_;(ﬂ)-
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f&)—f(a)

Démonstration. — Démontrons I'équivalence entre (i) et (ii). Le quotient converge
vers A si et seulement si

f (=) —f(a)

zT = )\ + Oz_)ﬂ(l)

ce qui équivaut a
f)=f(a)+MNz—a)+ oz_,ﬂ(|z—ﬂ|).
Léquivalence entre (ii) et (iii) résulte de la définition de la différentielle.
Démontrons enfin I'équivalence entre (iii) et (iv). On écritz =x + iy et A = a +if, ot x, 5, « et
B désignent des nombres réels. Alors on peut écrire

(=) = ulxy) +iv(xy).

Donc f est différentiable en 4 si et seulement # et v le sont

ou Ju
Ha) %@
Mar(df,) = & @ .
o <%<a> 3—;’@)

Or la matrice de I'application linéaire # — A est la matrice
a —
G 7) -
Définition 1.5. — Soit U un ouvert de C et f : U — C une application. On dit que f est

holomorphe si elle est holomorphe en tout point 2 € U. Lapplication de U dans C donnée par
/ , L
a— ["(a) Sappelle alors la dérivée de f .

Notation 1.6. — Pour tout ouvert U de C, on note 5 (U) I'ensemble des fonctions holo-
morphes sur U.

Remarque 1.7. — Si U est un ouvert de C et /" une partie de C, une application /' : U — W
est dite holomorphe si la composée avec I'injection canonique 7 — C lest.

I.2. Exemples. — Dans tout ce paragraphe, la lettre U désigne un ouvert de C

Exemples 1.8. — i) Une fonction constante est holomorphe de dérivée nulle.

ii) LCapplication Idg : 2+ z est holomorphe de dérivée constante 1.

iii) Si 7 est un ouvert de U (c’est-a-dire un ouvert de C contenu dans U) et si f € 7(U),
alors la restriction de f*a V', notée f|;- appartient 2 7 7).

Les regles de dérivations connues pour les applications réelles s’applique également au cadre
de la dérivation complexe :
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Proposition 1.9. — Soient [ et g des applications holomorphes sur U. alors
a) frge(U)et(f+g) =f +¢;
b) fg € A (U) et(]fg)/ =f/g+fg/.

Démonstration. — Pour z€ U—{a} !, on a les formules
F+)=)—(f+e)a) _f(z)—fla)  glz)—gla)
et

o)+ /() S =€)

Z—a Z—a

feo)—fela) _f(2)—f(a)

Le terme de droite de la derniére égalité converge vers £/ (a)g(a) + f ()¢’ (4) quand z tend vers .

O

Proposition 1.10. — Soit f € 5 (U) une fonction holomorphe telle que

Yze U f(z)#0.
A/ors}, e H(U) et
1y f
-4
Démonstration. — Comme dans le cas réel, cela découle de la formule
O 1 f@fE)
z2—a f(a)f (=) z2—a
pour z # . []
Remarque 1.11. — On notera que les exemples précédents montrent qu’étant données #, v €

A (U), le quotient % est holomorphe sur

{zeU|v(z) #0}

/ / /
< u > uv—uv
v yz
1. SiX et Y sont des ensembles, on note

X=Y={xeX|x¢Y}

et on a la formule
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Corollaire 1.12. — Une fonction polynomiale est holomorphe sur C et si f(z) = ZZ:O a/ezk pour
2€Cavecd €N etayg,...,a,; € C, alors

d

&) => apkt™
k=1
pourz € C.
—1
Un fraction 5 0is P et Q sont des fonctions polynomiales est holomorphe sur C— Q ({0}). 2

Proposition 1.13. — On note également V' un ouvert de C. Soient f € 7 (U) etg € (V). On
suppose que f(U) C V. Alors la composée gof € 7 (U) et

(of) =f % (d of).

Démonstration. — Soit a € U. Posons b = f(a). Par hypothese b € V. Soit T V- C lappli-

2)—e(b .
o (2) = gle)=¢(h) i_i( ) siz #b
£ 4 (b) siz=b.

cation définie par

Lapplication T, est continue et
pp ¢

g(z) =g(b) + (z—b)7,(2)
pour tout z € /. Donc pour z 7!4, on obtient les formules

gf2) —¢lfl@) _ (flz)—/(a)

(f(2))

z— z—a ¢
. TR
Qui converge vers f* (a)g’ (f(a)) lorsque z tend vers a. [
I.3. Inégalité des accroissements finis. — Je vais commencer par une remarque qui utilise le

calcul de la différentielle d’une composée qui nous sera utile par la suite.

Proposition 1.14. — Soit U un ouvert de C et soit ff € 7 (U). Soit I un intervalle de R et
v : 1 — U une application dérivable alors f oy est dérivable de dérivée donnée par

Veel (foy)(2) =y () xf (v(r)).

2. Pour éviter toute confusion, étant donnée une application f : X — Y et une partie B de Y, I'image réciproque
—1
de B par f est notée f (B).
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Démonstration. — Cela résulte de la formule pour la différentielle d’'une composée :

d(f oy), = d]g/(t) ody,
et de l'expression de ces différentielles en termes de dérivée : dfy,) : C — C est donnée par

u'—>f/(y(t))u et dyt:R—>Cparz/'—>v'y/(t). [

Théoréme I.15 (Inégalité des accroissements finis). — Soient U un ouvert de C et f € 7€ (U).
Soient a,b € U tels que le segment [a, b] est contenu dans U. S'il existe M € R rel que

Vzelabl, |f'()|<M

alors
[f(6) —f(a)| < M|b—al.

Démonstration. — Considérons I'application y : [0, 1] — C donnée par ¢ +— (1 —1#)a + tb. Lap-
plication y est dérivable de dérivée consante & —a et a valeur dans 'ouvert U. Par la proposition
précédente, 'appliation f oy est dérivable et

[f o4/ () = I (6) x £/ (y(0))| < M|b—a

pour tout # € [0, 1]. On applique alors 'inégalité des accroissements finis pour les applications a
valeurs vectorielles. O

Corollaire 1.16. — Soient U un ouvert de C et f € 7 (U) telle que f soit la fonction constante
nulle. Alors f est localement constante,, cest-a-dire elle vérifie la condition : pour tout z € U, il
existe r € R, telle que la restriction f| UNB(z,7) 3 est constante.

Démonstration. — Soit z € U. Par définition des ouverts, on peut choisir » € R} tel que
B(z,7) C U et pour tout y € B(z,r), on applique I'inégalité des accroissements finis. ]

La fonction U n’est pas forcément constante car U peut étre la réunion de plusieurs « mor-
$ ceaux ». Ainsi dans la figure 1, louvert U est représenté en rouge, et une fonction prenant les
valeurs indiquées sur chaque morceau est localement constante. La notion de connexité donnée
en appendice dans la définition A1.11, permet de préciser cela.

Corollaire 1.17. — Soit U un ouvert connexe de C et f* € H(U) telle que | " est Lapplication

constante nulle. Alors f est constante.

3. Sif : X — Y est une application et Z C X alors f| 7:Z— Yest lapplication déduite de f* par restriction
4 Z, donnée par z — f(z).
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© @

\

FiGure 1. Fonction localement constante

Démonstration. — Le résultat est vrai si U = (). Sinon soit 2 € U et soit A = f(a). Lensemble

c=7 ()

est une partie fermée de U, car 'image réciproque d’un fermé par une application continue est
fermée. Mais si z € C, alors par le corollaire 1.16, il existe » > 0 tel que B(z,7) C C. Donc C est
également une partie ouverte de C et donc de U. Comme C est ouverte et fermée et que U est
supposé connexe, C =) ou C = U. Comme 4 € C, on obtient que C = U et la fonction f est
constante de valeur A. []

I.4. Théoréme d’inversion locale. — Pour les applications de R, le théoréme des valeurs in-
termédiaires est des plus pratiques pour démontrer la surjectivité d’une application. Sur C, il
n’y a pas de propriété analogue pour les applications continues, toutefois on dispose du résultat
suivant pour les applications holomorphes :

Théoréme 1.18 (Inversion locale). — Soit U un ouvert de C et a € U. Soit f € 7 (U). On
suppose que

i) f'(a) #0;

(ii) Lapplication f " est continue.
Alors il existe un ouvert V- C U contenant a tel que [ (V') est ouvert et lapplication de V' dans f (V')
déduite de | par restriction est bijective et sa réciproque f -1, f(V) =V est holomorphe. En outre

1
Voefn), (F1(b)=———.
o)
Remarques 1.19. — i) Cet énoncé est un cas particulier d’un résultat sur les applications diffé-
rentiables entre espaces vectoriels normés complet, c’est-a-dire dans lesquels toute suite (“n)neN
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qui vérifie le critere de Cauchy
VeeR, INEN, VpgeN, (p=N)et(g=2N)=>|lu,—u,l|<e

est convergente.

. . L., .

ii) Nous verrons un peu plus tard que si /' € 5 (U), alors la dérivée f* est continue. Autrement
dit, la deuxi¢me condition est automatiquement vérifiée.

Pour démontrer ce théoreme d’inversion locale, nous allons utiliser le théoréme du point fixe
(proposition A2.7) pour construire 'application réciproque.

Preuve du théoréme d'inversion locale. — Pour b € C, on considere I'application g, : U — C

définie par
@b

[
pour tout z € U. Cette application vérifie les assertions suivantes
a) Vze€C gz) =z2<=/(2) =
b) Lapplication g;, est holomorphe sur U de dérivée donnée par
[
f'(a)

pour z € U. En particulier, 'application gz ne dépend pas de 6. Comme f” est supposée continue,

g(2) =

) =1—

elle est continue et gz (a) = 0.

Il existe donc un nombre réel 7 strictement positif tel que B(a,7) C U et

(1) VbeC Vzeg(a, r), Igg(z)| < ;

Par I'inégalité des accroissements finis (théoreme 1.15),

_ 1
Ybe CVxy€B(ar), |gk)—g0)|< £|x —Jl.

En particulier, cela nous donne les inégalités

1
gy (2) —a| < |gy(2) — g5 (a)] + g (a —ﬂl\zlz—ﬂ|+

/
Soit # < . Pour tout b € C tel que | — f(a)| < %]f/(a)|, lapplication g induit donc une

— _ / —
application %—contractante de B(a, r) dans B(a, %+ %) qui est contenue dans B(a, 7) C B(a, 7). Par
la proposition A2.7, il existe un unique z € B(a, 7) tel que 2,(2) = z, ce qui équivaut a f(z) = b.
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Comme g;(B(a, 7)) est contenu dans B(a,7), on obtient en outre que cet unique antécédent z
appartient a la boule ouverte B(a, 7).

/ —1
Posons maintenant W = B(f (), %]f/(zz)D et V= f (W)NB(ar) CU. Alors W et V sont
des ouverts de C; comme f'(2) € W, Pouvert V" contient  et, par ce qui précede, I'application f°
induit une bijection de ¥ sur (V) = W'.

Comme
1

lgp (=) — g,/ (2)] = @

pour tous b, &' € C et tout z € U, il résulte du point b)) du théoréme du point fixe A2.7 et du
critere séquentiel de continuité que 'application f =1 : W — V est continue.

Il reste & démontrer qu’elle est holomorphe. Soit & € IV et soit z € W—{b}. Comme f’ —1) e
B(a, 7), il résulte de (1) que /(£ (b)) #0. De plus, on a les relations

ST@—=T10) _ <f(f‘1(z))—f(f‘1(b))>_l

6~V

g—b [T &) —=/70)
qui converge vers f° /(f () puisque f° 1 est continue. O
I.5. Lien avec la géométrie. — Dans ce paragraphe, si # et v sont des nombres complexes non

nuls nous notons #v 'angle orienté entre les nombres complexes # et v, dont une mesure est
I'argument du quotient #/v.

Remarque 1.20. — Soit [ : C — C une application R-linéaire injective, les assertions suivantes
sont équivalentes :

() heCVzeZ [(z)=)z;
(i) Yi,ve C=1{0), [(u)i(0) = im;
(iii) Lapplication / est une similitude directe : il existe p € R} telle que
Vz€C, |I(2)| = plz|
et le déterminant de la matrice de / dans une base du R-espace vectoriel C est strictement positif.
Démonstration. — Démontrons 'implication (i)—(ii). SiA = pei e, la multiplication par  est la

composée de la rotation d’angle 6 centrée en l'origine 0 et de 'homothétie de rapport p et de
centre 0. On peut aussi déduire cette implication de la relation

Arg<%> = Arg(%).
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Démontrons la réciproque. Posons A = /(1) et soit z € C. Comme l'application / préserve
les angles orientés de vecteurs, le triangle (/(z),/(1),/(0) est semblable au triangle (z, 1,0) (cf-
figure 2). Donc si z = peie, alors |/(z)| = p|/(1)| et Arg(/(z)) = Arg(z) + Arg(/(1)). Donc /(z) =
zl(1) =)z. Il

I(z)

Figure 2. Multiplication complexe

Cette remarque implique la proposition suivante :

Proposition 1.21. — Soit U un ouvert de C, et soit f : U — C une application. Soit a € U.
Lapplication [ est holomorphe en a de dérivée non nulle en a si et seulement si elle est différentiable
en a et df,, est injective et préserve les angles orientés de vecteurs.

On peut donc retenir comme principe que les fonctions holomorphes dont la dérivée ne s'an-
nule pas sont celles qui préservent les angles orientés de vecteurs. Graphiquement, la transformée
d’une image par une application holomorphe est localement semblable 4 I'image de départ. Un
exemple saisissant est fourni par une ceuvre d’Escher (figure 3)
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Fonctions holomorphes

Ficure 3. Transformation holomorphe

10
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Exercices

Exercice 1.1. 1. Soit f': C — Cl'application définie par z — z.

(a) Démontrer que I'application f est différentiable (vue comme application entre espace
vectoriels réels) mais qu’elle n’est pas holomorphe sur C.

(b) Déterminer les points en lesquels /" est dérivable au sens complexe.

2. Méme question pour I'application ¢ : C — C donnée par
3

SN {% 12 7! 0
0  sinon.
Exercice 1.2. Soit Q un ouvert connexe de C.
1. Soit f € 7(Q). Démontrer que si f(Q) C R, alors f est constante.
2. Soit /' € (). Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Lapplication f est constante;
(ii) Lapplication J(f) est constante;
(iii) Lapplication R(f) est constante;
(iv) Lapplication |f : z— |f(z)| est constante;

(v) L’applicationf 1z H% est holomorphe;

6. On note Q = {Z,z € Q }, Démontrer qu'une application / : Q — C est holomorphe si et
seulement si 'application z— £(z) de Q dans C lest.

7. Soient [ et g € () des applications telles que fg(Q) C R. On suppose en outre que g

ne sannule pas sur Q. Démontrer qu’il existe ¢ € R tel que /" = ¢g.

8. Considérons les opérateurs différentiels

a_a_1<a ,a> : 5_a_1<a+,a>
T 2\ax o) O T @ 2\ 9y)

(a) Soit /" une application différentiable de Q dans C. Démontrer que f est holomorphe
si et seulement si 9f = 0 et que /' = Jf dans ce cas.

(b) Démontrer 'identité 9f = Jf .
(c) Si f est deux fois différentiable, démontrer les égalités 9§f = ééjf = ;}Af ou A =

F L :
— + — est l'opérateur laplacien.
ox dy
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Exercice 1.3. Soit Q un ouvert connexe de C et soit /' € J#(€2). On suppose qu'il existe trois
nombres réels non tous nuls 4, & et ¢ tels que

aR () +63(f) =c

Démontrer que I'application f est constante.

Exercice 1.4 (Conformité des fonctions holomorphes). Soit /" une application différentiable
d’un ouvert Q de C dans C. Démontrer que /€ J(Q) si et seulement si pour tout couple de
courbes différentiables y,v, : [—1,1] = Q telles que v;(0) = v,(0), 7/1 (0) #0, 7/2(0) #0etla
différentielle de / en y;(0) est non nulle, langle orienté (yll (0), 7/2(0)) est égal a 'angle orienté
((foyl)/(O), QFOYz)/(O))-

Exercice 1.5 (Transformation de Mdbius). On note D le disque ouvert unité et H = {z €

C | 3(z) > 0} le demi-plan de Poincaré. Soit J son image par la conjugaison. Considérons
I’homographie :
z—i
z4i
1. Démontrer que 1 ¢ Im(h) et H(R) = dD—{1}. En déduire que

H(IH)Uh(F — {—i}) = C—aD

Déterminer /(H) a l'aide d’'un argument de connexité.

hizg—

2. Soit’A un nombre complexe de module 1 et 2 € D. Considérons ’homographie

Démontrer que /4, ,(dD) C ID. En cherchant I'expression de I'application réciproque de
P, ,» démontrer que /_,(dD) = dD puis démontrer que 4, ,(D) =D.

12
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II. Séries entieres et fonctions analytiques

Dans ce chapitre la lettre K désigne un corps qui est R ou C.

II.1. Lalgebre des séries entieres

Définition I1.1. — On appelle algébre des séries formelles & coefficients dans K (ou algeébre des
séries entiéres si K = C), I'ensemble KN des suites d’éléments de K, ou 'on note ZnEN a,T” la
suite (a,,),cn muni de

— Daddition :

D, T+ > 8,17 = > (a0, +8,)T"

neN neN neN
— La multiplication scalaire :

7\2 a,l” = ZkanT” pout tout L € K;
neN neN

— Le produit (dit de Cauchy) :

n

<Z ¢, TP) x <q€§1:\1 B,T7) = Z(Z ochn_p>T”.

pEN neN p=0

On notera K[[7']] cette algebre.

@ Ladjectif « formel » indique qu’ici on ne se préoccupe pas encore de la convergence de la
, . .. , . 17 —
série. Ainsi la série >, 7!2” ne converge que pour z = 0.

Remarques I1.2. — i) Lalgebre des polynémes K[7'] a coefficients dans K est une sous-algebre
de K[[7]] (Cest-a-dire un sous-espace vectoriel stable par multiplication). Elle est formée des
séries >, en, 1" telles que I'ensemble {7 € N'| a,, # 0} est fini. On identifie en outre le corps
K avec la sous-algebre des séries constantes, cest-a-dire que la série >, N, 77 avec o, = 0 pour
n € N—={0} est notée simplement «.

ii) On identifie également R[[7"]] & 'anneau des séries enti¢res dont tous les coefficients sont
réels.

iii) Plus généralement, pour un corps commutatif L, on peut définir de méme I'algebre L[[T7]]
des séries formelles a coefficients dans L.

13
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Définition I1.3. — La dérivée d’une série formelle S = > o, T est la série formelle
s = Z(n + 1o, 77
neN

Remarque I1.4. — On a les relations
R+S) =R'+5 e (RS =R'S+RS

pour tous R, S € K[[T']]. En outre, pour § € K[[T]], $" = 0 si et seulement si § est une série
constante.

I1.2. Rappels sur les rayons de convergence
Définition I1.5. — Soit S = N, T” € K[[T]] une série formelle. Son rayon de convergence
est défini par
Rg = max{z € R|Lasérie Z a,t” converge } € [0, +00].
n=0
Proposition I1.6. — Soit S =, N, 1" € K[[T]] une série formelle.

(i) Soit z € C, si |2| < Ry, alors la série de nombres complexes >, ~a,2" converge absolu-

ment; 4

(i) Soitz € C, si |z| > Rg, alors la suite de nombre complexes (o,,2"), N nest pas bornée et la série
correspondante est donc forcément divergente.

Proposition I1.7. — Le rayon de convergence est donné par la formule
— —1
— Ii 1/71) '
Ry <n—g|—noo |o¢n|

Remarques I1.8. — 1) Pour une suite de nombres réels (#,,),,eN la suite (sup, >, #,),en d'¢lé-
ments de ]| —00, +00] est décroissante on peut donc définir la limite supérieure

lim # = lim supu € [—o0, +00].
n—+00 7 n—>+OOP>I; I [ ]

ii) Lassertion ((ii)) de la proposition II.6 implique la proposition II.7. En effet pour tout
t€R,, t < Rg implique que la suite («,”), <N est bornée.

Proposition I1.9. — Soient S et T des séries entiéres. Alors
() On a linégalite Rg, 1 > min(Rg, R) avec égalité si Rg 7(RT;
(11) RST > min(RS, RT>,'

4. On notera 2”20 a,2" la série de nombres complexes pour la distinguer de la série formelle >, ena, 7.

14
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(iii) Ry =Ry
Preuve de [assertion ((iii)). — Soit C € R,.. Supposons qu’il existe N € N tel que
|an|1/n <C
pour tout entier 7z > N ; alors on obtient
((71 n 1)|an+1|)1/n < ((71+ I)Cn+1)1/n
pour z > N. Comme (7 + N7 = exp(%log(n + 1)) converge vers 1 quand 7 tend vers +00 et

1
que C1*7 converge vers C, On obtient I'inégalité

lim ((z+ e, )" <C

n—+00
Par conséquent, Rg > R o
Inversement, supposons

((n+ 1)|ocn+1|)1/” <C
pour z > N. Alors

1 1 »
|OC;¢+1|m <((n+ 1)|0‘n+1|)m < Cntl

qui converge vers C quand 7 tend vers +00. Donc

lim |a,|"”<C
n—+00

ce qui prouve que Ry < Ry et donc I'égalité. ]
II.3. Compléments sur les séries
On notera ici ‘Bf(l ) lensemble des parties finies d’'un ensemble 7. On utilisera le résultat

suivant :

Proposition I1.10. — Soit I un enemble dénombrable et soit (u;);c; une famille de nombres com-

plexes telle que lensemble
{2y w0}
JjEJ

est majoré. Alors il existe un unique nombre complexe s tel que

*k
Vee R, T P VK €Ppl), JCK=>|s—> uyf <
jeK
Ce nombre complexe est noté » ;cy u;. En outre, pour toute bijection ¢ : N — I, la série >, -\ u
est convergente et sa somme vaut .

o(n)
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Remarques I1.11. — 1) La derniere assertion résulte du fait que, comme ¢ est bijective, pour
toute partie finie J de 7, il existe un entier N € N tel que J C ¢({0,..., N}).
ii) Notons que pour vérifier hypothese de la proposition, il suffit de trouver une bijection ¢

de N sur [ telle que
2 4o

n>0
converge.

—1
Par contre, si on permute les termes de la série convergente >, ~ (n +i a l'aide d’une bi-
jection de N dans N, on peut obtenir des séries divergentes ou convergeant vers un nombre
réel arbitraire.

I1.4. Dérivabilité

Proposition IL12. — Soit S = >, N, T” € K[[T]] une série formelle de rayon de convergence
R > 0. Alors lapplication [ : Bg (0, R) — K définie par z — Zn>0 w,2" est dérivable et sa dérivé
est Lapplication définie par la série dérivée s

Démonstration. — Soit a € Bg (0, R). Soit R € R, tel que |a| < R’ < R et soit z € B(0, R')—{a}.
Alors on a les égalités

) f(z)—f(ﬂ)zz 2 —a" ‘Z n+1z k ik

Z—a 7>0 7>0

Mais on a également la majoration

ZZ:O akz”_k‘ < (n+ 1) max(|al, |2])” < (n+ 1R Comme

, . mn L. . . .
lasérie >,~o(n+1)|e,1|R" converge, la série de fonctions apparaissant dans le terme de droite

de (2) converge normalement. En particulier, pour tout ¢ > 0, il existe N € N tel que pour tout
n > N, on ait

VZE&BK()R {ﬂ}

o) —fla) X bt
—_— — Oyt
DY,

n=0

et, pour z = 4,

N
Z(n + l)ocnﬂan —Z(n + l)aﬂﬂan <eg
n=0 n=0

Comme la somme Zfﬂvz 0 %41 ZZ:O 42" * tend vers Ziv: o7+ e, 14" quand z tend vers 4,

on obtient que le quotient@ tend vers D, > (7 + 1)a,,, 14" quand z tend vers 4. [

16
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Corollaire I1.13. — Soit S = Y, N, T” € K[[T]] une série formelle de rayon de convergence
R > 0. Soit a € K. Alors lapplication f : Bg(a,R) — K donnée par z — 3, o, (z—a)” est
dérivable de dérivée donne par

f@) =D n+ D,y (z—a)

n=0

pour tout z € B(a, R).

Corollaire II. 14. — On conserve les notations et hypothéses du corollaire 11.13. Alors lapplication f
f(n) ()
.

n.

est indéfiniment dérivable en a et o, =

La preuve se fait par récurrence sur 7.

I1.5. Fonctions analytiques. — On rappelle que le corps K est R ou C.

Définition I1.15. — Soit U un ouvert de K, soit / : U — K une application et soit 2 € U. On
dit que f* est analytique en a, sl existe une série entiere S = > N, 7” € K[[T]] de rayon de
convergence R > 0 et » € ]0, R] tels que

Ve€Bg(ar), fl2)= a,(z—a).

7n=>0

On dira que I'application est analytique si elle est analytique en tout point de 'ouvert U.

Remarque 11.16. — Par le corollaire 11.14, une application analytique est indéfiniment déri-
vable. Nous verrons 2 la fin de ce paragraphe un contre-exemple 2 la réciproque lorsque K = R.

Théoréeme IL17. — SiS=7 No,T” €KI[T]] est une série formelle i coefficients dans K dont
le rayon de convergence R est strictement positif, alors pour tout a €K, la fonction f : Bg(a,R) — C
donnée par z— 3~ (z2—a)” est analytique.

Démonstration. — 1l résulte de la définition qu'une application f : U — K est analytique en b €
U si et seulement si 'application z +— f'(z—a) est analytique en b—a. Il suffit donc de démontrer
le théoréme pour 2 = 0. Soit & € B(0, R) et soit » > 0 tel que |6| + 7 < R. On a en particulier
Pinclusion B(b,7) C B(0,R). Soit z € B(b, 7). La définition de f et la formule du bindéme de
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Newton fournissent les égalités

"=, (z—b+b)”

n=0

6 PRl

=n

)= S
70
S S,
n=0p+g=

S Sy ey
w>oprg=n - P

Mais la série formelle ZPEN(P +g)---(p+1)a Oy qu est la série formelle $) obtenue en dérivant q
fois la série S. Donc son rayon de convergence est également R. Cela nous permet de poser

Z(P-l—q)a bp

pl Ptq

Bq q!
Les majorations
n!
>, Ianlp!—q!lbp(z—b) | =l |61+ [2 = 6)" < e, | (6] +7)"

ptg=n

et |b| + 7 < R impliquent que la somme (3) converge absolument et, compte tenu de la proposi-
tion I1.10, on obtient I'égalité

/() :Z(Z (pfq)’ambl’) (=0 =D 8, m

|
>0 \»>0 77 7>0

En appliquant les résultats du paragraphe précédent, on obtient le résultat suivant

Notation II.18. — Avec les notations de la définition I1.15, si f est analytique, alors elle est
indéfiniment dérivable et en tout point 2 de son ouvert de définition U la série formelle S en 4
est la série

(n)
s- >
neN
Cette série sappelle le développement de Taylor en a, on la note DT ().

Rappelons que sur Riil existe des applications / : R — R, indéfiniment dérivables, telles

f(ﬂ)'(ﬂ)

T” a un rayon de convergence strictement positif en tout 2 € R

18
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mais qui ne sont pas analytiques : on peut ainsi considérer 'application donnée par
0 sit <0,
(4) firmy 1
e t s1tr>0,
dont le graphe est dessiné dans la figure 4. Par construction, cette application est indéfinement

A

FiGure 4. Fonction indéfiniment dérivable

dérivable en tout nombre 4 7( 0. Mais, pour tout z € N et tout # € R7, I'égalité

1 1
e exp | zlog p p

implique que ce nombre tend vers 0 quand # tend vers 0. Par conséquent f(¢) = 0,_,(¢”*) pour

tout 7z > 0. Donc I'application £ est indéfiniment dérivable en 0 et / 0y=0 pour tout z € N.
La série associée a /" en 0 est donc la série nulle, or /() > 0 pour # > 0, ce qui démontre que /
n'est pas analytique.

I1.6. Principe des zéros isolés
Théoréme I1.19 (Principe des zéros isolés). — Soir U un ouvert de K. Soit f : U — K une
fonction analytique Soit a € U, alors deux cas sont possibles :

— Soitf(”)(ﬂ) =0 pour tout n €N, et alors il existe r € R tel que

Vz€B(a,r), f(z)=0;
— Soit il existe r € R, tel que
Vz€B(a,r)={a}, f(z)#0.

7 . 7 7 . . * s f(n) (d) 7
Démonstration. — Par le paragraphe précédent, il existe 7y € R} tel que la série > N7 T
a un rayon de convergence R > 7 et

Vz€B(a,ry), f(z) (z—a)”.

a)
-/

'
70 7!
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Sif " (2)=0 pour tout 7 €N, il en résulte que 'application /" est nulle sur B(4, r)). Dans le cas

f(ﬂ) (2)

n!

contraire, posons o, = pour z € N et

ng=min{n €N |f(”)(ﬂ) #0}.
On peut alors écrire
Ve Blargh &) = (o—af (s, +¢le—a)
ot g(2) = 35,51 @y4ny?” pour z € B(0,7p). Lapplication g est continue et ¢(0) = 0. Comme
Oy, #0, on peut choisir un nombre réel » € 10, 7| tel que

Vz€B(0,7),  g(2)] < |y |
Donc, pour z € B(a, ),

1
[f (@) = lz—a|"™]a, | |1+ a—g(z—a)
70
” 1
2 [z—a|™a, | |1 ———le(z—42)]|.
|a’n0|
Mais comme ﬁg(z—ﬂ) < 1 pour z € B(a, 7), on obtient que |f(z)| > 0 pour z € B(a,r) —
70
{a}. 0

En combinant ce théoréme avec les notions topologiques décrites en appendice dans les défi-
nitions Al.11 et A2.8, on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 11.20. — Soit U un ouvert connexe de K et soit [ une fonction non identiquement
nulle analytique sur U, alors ['ensemble de ces zéros

Z(f) = {z €K |f(z) = 0)

est une partie localement finie de U.

Démonstration. — Tout d’abord notons que

{a€U|DT,(f)=0}=[){a€U|f"(a)=0}.
neN
—1
Comme les applications f () est continue, les parties f° (”)({0}) sont fermées et donc 'ensemble
ci-dessus est fermé comme intersection de fermés.
Par le théoréme, C’est aussi un ouvert de U. Comme on a supposé / non nulle, cet ensemble
est distinct de U. Comme U est connexe, il est vide.
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D’apres l'alternative du théoréme, 'ensemble Z(f") est discret. Comme /" est continue, il est
également fermé dans U. Par la proposition et définition A2.8, cela signifie qu'il est localement

fini dans U. [

Corollaire 11.21 (Principe du prolongement analytique). — Soit U un ouvert connexe de K.
Soient [ et g des applications analytiques sur U. Si une des deux conditions suivantes est vérifiée

(i) a€ U, DT,(f)=DT,(¢)
(i) Lensemble {z € U | f(z) = g(z) } nest pas localement fini dans U,
alors [ = g.
Démonstration. — Tout d’abord l'assertion (i) implique (ii). En effet, si DT (f —g) = 0, alors il

existe » € R} tel que fB(a,) = &|B(ar)-
Si l'assertion (ii) est vérifiée, alors par le corollaire A2.8 appliqué a /' —g, I'application f — ¢
est I'application constante nulle. [

Corollaire I1.22. — Soit U un ouvert connexe de C. Soit Z C U une partie qui nest pas locale-
ment finie dans U. Soit [ : Z — K une application. alors il existe au plus une application analytique

] sur U qui prolonge f (i.e.f|Z =£f).

Remarque I1.23. — Soit f : U — C une fonction analytique et soit 2 € U. Soit R le rayon de
convergence de DT (f), la fonction ¢ : B(a, R) — C donnée par

() (,
ZHZf f)(z—a)”

=0 n!

coincide avec f sur un disque B(a, r) centré en a et donc les applications f* et ¢ coincident sur un
ensemble qui n'est pas localement fini. Si B(z, R)NU est connexe, alors f* et g coincide sur cet en-
semble ce qui permet d’étendre /4 'ouvert UUB(a, R). Dans certains cas, cela permet d’étendre
une fonction analytique le long d’une courbe. Nous reviendrons la-dessus ultérieurement.

e

Figure 5. Prolongement analytique

Par contre, si B(a, R)N U n'est pas connexe les fonctions /et g peuvent ne pas coincider sur
cet ensemble (¢f. figure 6).
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FiGure 6. Non unicité des extensions

Corollaire 11.24 (Intégralité de I’algebre des fonctions analytiques)
Soit U un ouvert connexe de K. Soient f et g des fonctions analytiques sur U. Si fg est la
fonction constante nulle alors il en est de méme de f ou de g.

Cela ne vaut pas pour les fonctions indéfiniments dérivables de R dans R. En reprenant la
fonction définie dans (4) et en notant ¢ : R — R l'application ¢ +— f(—¢), on a que fg = 0
sans que / ou ¢ ne soit nulle.
De méme le résultat ne vaut plus si 'ensemble n’est pas connexe (exercice I1.1).

Preuve du corollaire I1.24. — La réunion de deux ensembles localement finis est localement finie

(exemple A2.9 i) et Z(fz) = Z(f) U Z(g). [

I1.7. Détermination principale du logarithme
Rappel I11.25. — La série >, cN %T " a un rayon de convergence infini. Lapplication exponen-
tielle exp : C — C esr définie parz — >, ~ %zn elle vérifie les propriétés suivantes :

a) Ya,beC,  exp(a+b)=exp(a)exp(b);

b) exp(z) = exp(z) pourz € C;

o |exp(z)| = exp(R(z)) pourz € C;

d) exp(z) = exp(z)) si et seulement si Ik €Z, z—7' = 2kni.

Remarque 11.26. — Autrement dit, exp est un morphisme de groupes de C muni de I'addition
vers C* muni de la multiplication et Ker(exp) = 2miZ.

Proposition IL27. — La fonction exponentielle est holomorphe sur C et exp’ = exp.

Cette proposition découle de la dérivabilité d’une fonction définie par une série entiere (pro-
position 11.12).
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Remarque I1.28. — Cela donne d’autres exemples de fonctions holomorphes comme cosinus
et sinus compte tenu des formules :

cos(z) = ———— et sin(z) = 5
i

sin(z)

pour z € C. De méme la fonction tangente définie par z — — ) St holomorphe sur 'ouvert

C—{%r +7Z}.

Proposition et définition I1.29. — 1] existe une unique fonction continue
Log:C—]—00,0] - C
telle que
(i) Log(1)=0
(ii) expoLog=Id¢.
On lappelle 1a détermination principale du logarithme. Certe application est holomorphe sur son

. , .. ;e 1 .. , .
domaine de définition, de dérivée z — - ¢t au voisinage de 1, elle sécrit :

Vz€B(0,1), Log(l—z)= Z =

n>1

Démonstration. — Dans cette preuve, on note U = C— ]—o0, 0].

Unicité. Notons tout d’abord que 'ouvert U est connexe (et méme étoilé) car pour toutz € U le

segment [1,z] est contenu dans U. Si les applications /" et ¢ conviennent, alors, par la condition

((i)) et les propriétés de 'exponentielle, expo(g — /') est 'application constante nulle, et donc
g—f est une application de C a valeurs dans 27riZ qui est une partie discrete de C. Comme U

est connexe, 'application est constante. Or g(1) =0 =f(1). Donc g = /"

Existence. Lexistence est enseignée en termlnale Lapplication de U dans C donnée par z —

log(|2]) + Arg(2)i ot Arg: U — ]—m, [ est I'application argument est continue et

exp(log(|z|) + iArg(z)) =
pour tout z € C.
Holomorphie. Lapplication Log est holomorphe par le théoreme d’inversion locale (théo-
reme [.18) puisque
VzeC exp ) = exp(z) # 0.
En outre la dérivée est donnée par

Log'(2) = ! = 1 = 1
& exp’ (Log(z)) exp(Log(z)) =
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pour tout z € U. Pour tout z € B(0, 1), I'égalité
1 n
N =— E z

7
implique que Log(1—z) et I'application z+— —3> 7~ - ont méme dérivée sur B(0, 1). Comme

ces fonctions coincident en 1, elles sont égales. ]
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Exercices

Dans les exercices K désigne R ou C.
Exercice Il.1. On rappelle qu'un anneau A est integre s'il est commutatif, non nul et que

Va,beAd, ab=0=—=>a2=00ub=0.

Démontrer que I'anneau des fonctions analytiques sur un ouvert U de K est integre si et
seulement si 'ouvert U est non vide et connexe.

Exercice 11.2 (Fractions rationnelles). Soit /' une fraction rationnelle. Démontrer que /" est
développable en série entiére hors des péles sur un rayon de convergence a décrire.

Exercice 11.3 (Nombres de Catalan). Pour tout 7, soit C,, le nombre de parenthésages pos-
sibles pour une suite de 7 + 1 termes ainsi pour » = 0 ou » = 1, il n'y a qu'un parenthésage
possible, mais pour z =2, il y en a deux :

a(bc) ou (ab)e
On note § = >, N C, T la série formelle correspondante.

1. Justifier la formule
n
Cn+1 = Z CkCn—k‘
k=0

2. Démontrer que 28%=5—1.

3. En déduire une expression de C,, en termes de 7 pour tout z € N.

4. Existe-t-il une fonction holomorphe f sur un ouvert de C contenant 0 tel que zf% = f—1?

5. Démontrer que la série § a un rayon de convergence non nul.
Exercice 1.4 (Nombres de Bell). Notons B,, le nombre de partitions de {1,...,7}. Par dé-
finition, By = 1. Soit § la série > N %T " appelée série génératrice exponentielle de la suite
(B n)nGN'

1. Démontrer que S est solution d’une équation différentielle dans C[[7']], c’est-a-dire d’une
équation faisant intervenir les dérivées de S.

2. Donner une expression de B,, en termes de 7.
3. Prouver que la série S a un rayon de convergence strictement positif.

4. Quelle équation vérifie la fonction analytique définie par S.
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Exercice 11.5 (Théoréme d'inversion locale). On appelle espace de Banach un espace vectoriel
normé complet. Lobjectif de I'exercice est de démontrer le théoreme d’inversion locale dans les
espaces de Banach :

Théoréme I1.30. — Soient E et F des espaces de Banach de normes respectives |- || et || ||p. Sotent
U CE unouverteta € U. Soitf : U — F une application de classe € telle que df, : E — F est
un isomorphisme d'espaces vectoriels de E dans F. Il existe alors un ouvert U "de U contenant a tel
que f( U’) est un ouvert de F et que [’applz’mtz’onﬁU/ : U — f(U') donnée par u — f(u) est un

diffeomorphisme de classe €1 (Cest-i-dire bijective et dont la réciproque est également de classe €1).

1. Démontrer que 'on peut se ramener au cas ot E = F, 2 =f(a) = 0 et df, = 1d.

2. Démontrer qu'il existe un 7 > 0 tel que tout élément de B(0, %) a un unique antécédent
dans B(0, 7). (Indication : on pourra considérer 'application ¢y(x) =x+ (y—f(x)). Puis
trouver un 7 > 0 tel que pour tout y € B(0,7), p est %-contractante.)

3. Conclure.

Exercice 11.6 (Principe des zéros isolés). Rappeler le principe des zéros isolés pour les fonc-
tions analytiques. Trouver toutes les fonctions analytiques sur C telles que I'on ait

1 1

f=—)=

n+1 —(n+1)3

pour tout z € N.

Exercice 11.7 (Rappels sur |'exponentielle complexe). Rappelons que

zﬂ

exp(z) = —.
=™

Démontrer les relations suivantes
1. exp(a + b) = exp(a) exp(b) pour tous 4, b € C;
2. cxpw = cxp(%) pour z € C;
3. |exp(z)| = exp(R(z)) pour z € C.

Exercice 11.8 (Autour du logarithme complexe). Soit Q un ouvert connexe de C*. Un loga-
rithme sur Q) est une application continue f : Q — C vérifiant expof =Idq.

1. Démontrer qu’il n’existe pas de fonction logarithme sur le cercle unité.

2. Quel lien y a-t-il entre les différents logarithmes sur un ouvert connexe donné.
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4 M SR N4 / 1
3. Démontrer que tout logarithme f sur un ouvert de C est holomorphe de dérivée f*(z) = .
Réciproquement démontrer que toute fonction holomorphe sur un ouvert connexe Q, de

£.0 2 1 N N .
dérivée z+— — est, a une constante pres, un logarithme sur Q.

4. Démontrer que 'on peut définir une fonction logarithme sur C privé d’'une demi-droite
issue de 0 quelconque.

5. Soit /" une fonction holomorphe sur un disque D qui ne sannule pas. Démontrer qu’il
existe une fonction holomorphe g sur D telle que / = exp(g).

6. Démontrer qu’il nexiste pas de fonction holomorphe sur C qui vérifie f o f = exp (On
pourra chercher  appliquer la question précédente a une telle fonction).
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III. Intégrales de CAUCHY

Dans ce chapitre nous abordons les propriétés spécifiques des fonctions holomorphes qui ne sont
pas de simples généralisations des propriétés des fonctions d’une variable réelles.

III.1. Intégration complexe (premiére version). — La notion de chemin est défini en ap-
pendice (définition A1.16). Nous allons nous restreindre dans ce chapitre aux chemins ¢! par
morceaux.

Définition III.1. — Soient a,b € R avec a < b.
Rappelons qu'une subdivision de intervalle [4, b] est une famille (A(,...,%,) de nombre réels
avec 7 € N—{0} tels que

ﬂ=‘>\0 <‘>\1 < eee <‘>\n =b.
Une application €1 par morceaux de [4, 4] dans C est une application y : [z, 5] — C telle qu'il

existe une subdivision (A, ...,},) de [, 6], dite adaptée & y telle que pour tout i € {L,..., 7}, il

existe une application y; : [A;_;,4;] — C continue, dérivable et dont la dérivée est continue telle

que les restrictions de y; ety a JA;_;,%;[ coincident.
Soity: [, ] — C une application de classe ¢! par morceaus, soit (Ag,...,2,,) une subdivision
de [4, b] adaptée ay ety; : [A;,_,%;] = Cles applications de classe %! induites par y. Alors
a) La longueur de y est le nombre réel

n )\i
Iy)=>" X YAGIE?
i=1

i—1

b) Soit X une partie de C contenant Im(y), et soit /' : X — C une application continue.
Lintégrale complexe de f le long de y est le nombre complexe

v N
| =3 L SN (@)
i—1

Y i=1

Remarques III.2. — i) Dans cette définition, les chemins 4! par morceaux peuvent ne pas
étre continus. Dans la pratique, nous utiliserons surtout des applications continues et €1 par
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morceaux. En particulier, rappelons que les chemins sont continus, donc un chemin €1 par
morceaux dans C est une application continue et €1 par morceaux de [0, 1] dans C.
ii) Avec les notations de la définition, si (A, ..., ) est une subdivision adaptée a une applica-

tion €’ par morceaux v, alors I'application y; est l'unique application continue qui prolonge la
restriction de y a [, 1, A;[.

iii) Par abus de langage, on écrira souvent fﬂb f (y(£))Y (£)d# pour

7 7‘1‘
Zj‘fmwM@w
i=1 Y%

iv) Soit y: [4, ¢] — C est une application ¢! par morceaux, soit b € ]a, c[, alors
10y) = 10| 67) + LY 1,01
Si, en outre, f : X — C est une application continue avec Im(y) C X C C, alors
[ree=]  poder [ s
v ¥|(a,b] |[byc]

v) Siy: [a,b] = C est continu et €1 par morceaux, on peut prouver (¢f. figure 7) que

/(y) = max {Z ) —vu—1)] (Ags - -»2,,) subdivision de [4, 4] } )
i=1

Figure 7. Longueur d’un chemin

Proposition II1.3. — Avec les notations de la définition,

a) Lapplication de ['espace vectoriel € (X, C) des applications continues de X dans C dans C
donnée par f — f }f (2)dz est une forme linéaire.

b) Si lapplication continue f : X — C vérifie
VeeX, |f(z)| <M
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Jf(z)dz <Ml
v

c) On suppose que 7y est continu et ¢! par morceaux. Si U est un ouvert de C contenant Im(y)
etsif : U — C est holomorphe, alors

alors

f )z =£(5)—f(a).

y

Démonstration. — Lassertion a) résulte de la définition de 'intégrale complexe.
Lassertion b) résulte des majorations suivantes :

n A;
f FE)d| =[S f PO
Y =1Y%

n ‘)\l'
<> X I (i (2))7; ()| de
=14

< MI(y).

Démontrons maintenant I'assertion c). Sous les hypotheses faites, y; est simplement la restric-
tion dey a [A;,_,;]. Cela donne les égalités :

ff dzZ f O ()de

)\.

2

= (f oy) (r)dr

i=1Y%_1

=f((6)) =/ (v(a)). O

Proposition II1.4. — On conserve les notations de la définition. Soit ¢ : [¢, d] — [a, b] une appli-
cation continue, de classe €1 par morceaux, strictement croissante et bijective dont la réciproque est
également de classe ¢! par morceaux. Alors

ff(z)dz = | fe)dz
Y o9
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Démonstration. — Quitte 3 découper les intervalles [4, 6] et [ d] a I'aide de subdivisions, la
remarque I11.2 iv) permet de se ramener au cas ol ¢ et y sont de classe ©’1. Mais dans ce cas, on
a les égalités :

(yoo) () =7 ()¢ (£) =¥/ ()¢ (¥)
et la formule pour le changement de variables 7' = ¢(z) s'écrit d’ = |¢/(¢)|dz. O

Remarque II1.5. — Intuitivement, la derniere proposition signifie que f ’vf (2)dz ne dépend pas

de la fagon dont Im(y) est paramétré, mais seulement du sens dans lequel on parcourt Im(y). Par
abus de langage, si y est injectif et qu’il ny a pas de risque de confusion sur le sens de parcours,
il nous arrivera de noter

f@&=Jﬂ@&
) Y

Im(y
Par exemple, pour 2 € C et » € R}, on note
Cla,r)={z€C||z—a|=r}
le cercle de centre 4 et de rayon 7. Pour toute fonction f : C(a,7) — C continue,
e[ e

ouy:[0,1] = Cest donnée par t — a + 7™

Par contre, la valeur de I'intégrale dépend du sens de parcours : siy: [0,1] — C est €1 par
morceaux, pour 'application ¢ : [0, 1] — [0, 1] donnée par #+— 1—¢,

ff(z)dz=— f(z)dz

Y o9

pour toute application continue /*: Im(y) — C.
Pour la proposition suivante, nous utilisons les opérations sur les chemins définies a la

page 116.

Proposition II1.6. — Soit X une partie de C et f : X — C une application continue.

a) Soienty, ety des chemins € par morceaux et juxtaposables dans X, alors

flr)dz=| f(z)dz+ | f(2)dz
T1*72 11 T2
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b) Soity un chemin € par morceaux dans X, alors

L fle)dz=— JY Fle)d

Démonstration. — Pour la premiere assertion, la remarque II1.2 iv) et la proposition I11.4 nous
donnent les égalités

|
Y1*72 71*Y2 [0,1/2]

Pour la seconde assertion, la définition du chemin inverse nous donne

f z)dz = ffl—t X (—/(1—1)) ff NACAL! ff(z

ol 'on a fait le changement de variables /=1—r ]

Fl)dzt f fde= | fEder | fl)de
Y2

rr2)|11/2,1) 71

I11.2. Formule de CAUCHY
Théoréme I11.7 (Formule intégrale de CAUCHY). — Soit U un ouvert de C, et soit f € 7€ (U).
Soita€ U etr € R} tel que B(a,r) C U. Alors

f(2) dz
Vb€ B(a,r), b :f —_
< ( ) f<) C(ar)z_bZWI

Remarque II1.8. — La formule des résidus nous fournira une généralisation de cette formule,
qui sapplique a d’autres courbes que des cercles.

La principale difliculté de la preuve est de démontrer qu'on peut se ramener a un cercle de
rayon arbitrairement petit centré en 4. Cest 'objet du lemme suivant :

Lemme IIL.9. — On conserve les notations du théoréme. Soit ¥ € R tel que B(b,7') C B(a, 7).

Alors
SO & [ [0k
Cla V)Z—b 27 C(b,r/)z—bZ'n'i
Démonstration. — Premiere étape. Soit ¢ la fonction définie sur U —{b} par
/(=)
_—_—
2mi(z—b)
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=
XN

X~

FiGure 8. Chemin initial

Lapplication ¢ est holomorphe sur U —{4}. Pour commencer nous allons écrire la différence
entre les deux intégrales comme une intégrale le long d’'un chemin qui parcourt le grand cercle
dans le sens trigonométrique et le petit cercle dans le sens inverse.

Pour cela, posons 6; = Arg(b—a) si b # a et §; = 0 si a = b et notons H : [0, 12 - C
lapplication définie par

(Lu)—u <b + rlei(91+27rt)> +(1—u) (d + rei(eﬁz”f))

Pour # € [0, 1], on peut alors considérer I'application H(e,#) : [0,1] — C donnée par # —

H(t,u). Alors
et J ) ¢(=)dz :f
(b7")

5) | o f
C(a, H(e,0
D’autre part on a 'égalité H(0, #) = H(1, u) pour tout « € [0, 1] ce qui nous donne I'égalité
(6) J g(z)dz = ¢(z)dz.
H(0,0) H(l,e)

Maintenant on considére un chemin o, dans [0, 1]% qui parcourt le bord du carré dans le sens
0 q
trigonométrique, on peut I'écrire de la fagon suivante :

(44 0) S0<r< 1,
) (1,4r—1) si%gé,

(1—(4r—2),1) siz<r<3,

(0,1—(42—3)) si2<r<L

Le chemin composé H o oy n'est rien d’autre que la juxtaposition de chemins
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Ficure 9. Quatre chemins

(H(., 0)« H(1, .)) « (H(., 1)+H(0,9)).

Donc par les égalités (5) et (6), il résulte de la proposition 111.6 'égalité

[ R e
Hoagy Clar) C(br)

Deuxiéme étape : subdivision. Nous allons maintenant découper le carré Cy = [0, 1]% en quatre
carrés

142 1 1 1 1 1 12
Coo=[03]> Cor=[0o3]x[51} CGua=[31]x[03] e Coz=[31]
Et, comme ci-dessous, on construit pour 7 € {0, 1,2,3} un chemin g, ; qui suit le bord de C;

dans le sens trigonométrique. On alors I'égalité

3
J g(z)dz = Zf ¢(z)dz.
Hoagy i=0 v Hooy ;

En effet, lorsqu'on parcourt successivement chacun des lacets 00,75 les segments du bord du carré
Cy sont parcourus une fois dans le méme sens que pour le lacet oy tandis que les segments qui
. . 11 . 4
contiennent le point (3, 5) sont parcourus deux fois dans des sens opposés.
Par conséquent, on peut choisir 7 € {0, 1,2, 3} tel que

' J ¢(e)de J g(z)dz'.
H°°'0,i Hoaqy

>
4
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|=
X8

X~

Ficure 10. Découpage itéré

On pose alors C} = C; et o) = g ;. On itere alors le procédé de fagon a obtenir une suite
(C,)en de carrés de la forme

- _[kn—l k”]x[ln—l ln]
n - 277 ’2}1 2}1 ’2}1

avec k,,, 1 € {2k, — 1,2k, } et [, ., €{2/,—1,2/,} pour tout » € N de sorte que si g, est un
chemin qui suit le bord de C,,

f ¢z f ¢
Hog, Hog

Troisieme étape : majoration de I'intégrale. Notons D, = H(C,)) et considérons son diametre

1
>

~ 4

3D, ) = —yl.
D,) meaglx 9|

XYLy,

Comme H est différentiable et que se différentielle est contine, il résulte de I'inégalité des ac-
croissements finis qu’il existe une constante C > 0 telle que

V2

3(D,) < Ca(C,) = C L7
et

4C

[(Hoo,) < Cl(o,) < >

Pour tout » €N, soit z,, € D,,, comme 2 e Dq C Dp siq = p, on obtient que

2
e, —z,| < i
q P omin(p,q)
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Donc cette suite est une suite de Cauchy et donc convergente. Soit / sa limite. Comme z,, € D,
pour 7z > p et que D = H(C ) est compact et donc fermé, / € D pour toutp € N. Comme le

diametre de D, tend vers 0 quand n tend vers 'infini, on obtlent que ) LenDn =1}
Comme I’ appllcatlon g est holomorphe sur U={6} D D,,, et doncen/, on peut écrire

(7) g@) =g\ +& D=1 +0,_,/(]z—1)).

Mais si @ € C et y : [, v] — C est une application de classe €1,
v
[ ate=a [ 0 =ats) =t
Y u

De méme,
f zdz = f ey ()dr = % J (3 (£)de = %(Y@Z—Y(“)z)-
Y " “

Comme H o g, est un lacet, on obtient que
) +&' (D(z—D)dz=0.
Hog,

Il reste donc & majorer le terme de reste. Mais par la formule (7), si on note # : U={b} — C
Papplication z — g(z) — g(/) —g/(l)(z—l), on obtient que #(z) = o,_,;(|z —/|). Autrement
dit, pour tout ¢ € R%, il existe n € R} tel que |z —/| < v implique |#(z)| < e[z —/|. Comme

3(D,,) < C‘z/nz, on en déduit qu’il existe V € N tel que pour tout z > N et tout z € D,, on ait
<

. Pour un tel #, on obtient

Cﬁe Cv2e 4C  44/2C%
u(z)dz <
Hocn

—r o) S —— x5 S —
Conclusion. En combinant les inégalités obtenues, on obtient que, pour » > N,

|u(2)

1 44/2C¢
Y J g(z)dz| < 7
HOO’O
Donc
f
2(=)dz| < 44/2Ce
JHOGO
pour tout ¢ € R} Légalité du lemme en résulte. O
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Remarque II1.10. — 1l est important de noter que cette preuve ne suppose pas la continuité de
la dérivée de f.
Démonstration de la formule de Cauchy. — On applique le lemme avec un ¥ qui va tendre

vers 0. Pour z € B(b, ') — {b}, on dispose d’une majoration de la forme

fl) ),
z—b_z—b_f (%)

avec ¢(r') qui tend vers 0 quand # tend vers 0. En particulier, il existe C € R} et 7y € R} tels
que pour tout Y < 7y et tout z € C(b, r/), on ait

fz)  f6)

— <C
z—b z—b' SG
On en déduit la majoration
b
cb ) bZWI C(b,r/)z_bZTEl 2

. / ..
qui tend vers 0 lorsque 7 tend vers 0. Enfin on calcule la valeur pour une application constante :

J (b )f(b) dz f WiV/eZwtid_t. Zf(b) u

bomi 0 7 eF™ 2mi

: 1 :
I ne faut pas oublier le facteur 5—. Le bon moyen si vous avez un doute sur la valeur du
facteur est de vérifier pour la fonction constante de valeur 1 :

1 dz Uyomie?™ 4y
(b 7.) Z— b 27Tl - 0 7'627111 27T1

Le cas b = 2 nous donne le cas particulier qui suit

Définition III.11. — Soient a € C et » € R} Soit f : C(a,7) — C une application continue.
La valeur moyenne de f sur le cercle est définie par

1
= f fla+ rezml)dt
0

Corollaire III.12. — Soient U un ouvert de C, a € U et r € Ry rel que B(a,r) C U. Soit
f e (U). Alors

f(ﬂ EC(ar (f)
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Démonstration. — La formule intégrale de CaucHy donne I'égalité
1 2mti
z) dz a+re . dr
f(ﬂ) = f &— = f‘(—.)Zﬂ'i?’fznn—_ = EC(ﬂ 7) (f) D
Clar)2—4a2m [ 7™ 2mi ’
ITL.3. Analyticité. — Le résultat suivant est sans doute un des résultats qui illustre le mieux la

différence entre les fonctions d’une variable réelle et les fonctions d’une variable complexe.

Théoréme II1.13. — Une fonction d’un ouvert de C dans C est holomorphe si et seulement si elle
est analytique.

Démonstration. — On a déja vu qu'une application analytique est holomorphe, la difficulté est
de démontrer la réciproque. qui va étre 'objet de la proposition suivante.

Définition III.14. — Soit U un ouvert de C et / : U — C une application continue. On dit
que lapplication f vérifie la formule intégrale de Cauchy si

f(z) dz

z—b2mi

Yae U VreRy, B(a,r)Cc U= VYb e B(ar) f(b)=J
Cla,r)
Proposition II1.15. — Soit U un ouvert de C et f : U — C une application continue qui vérifie
la formule intégrale de Cauchy, alors elle est analytique.

Démonstration. — Soit a € U. Choisissons 7 et 7 € R tels que B(a, 7) C U et r < 7. Alors la
formule de Cauchy donne en particulier

Vz€Blary), [f()= f S12) du
Clarg)

u—z2mi
Mais on a le développement en séries entieres

1 1 :+°° (z—a)”
z—a) Z(u_d)rﬁl'

a1 &

Par définition, pour # € Cla, 7'0), on a |u —a| =7y. Donc pour z € B(a,7),onala majoration

(z—a)” "
ntl| > ntl’
(u—a) 70

o1 le majorant est le terme général d’une série convergente. Soit ¢ € R}. Comme C(a, 7)) est
compact dans C, la fonction / atteint son maximum sur ce cercle, on peut donc poser

C= max z)| ER,.
z€C(a,rg) ]f( )| *
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Soit NV € N tel que pour tout z > N on ait la majoration

Z_ C+1

/enlro

Pour un tel entier 7, pour tout z € B(a, ) et tout # € C(a, ), on obtient la majoration

n

Z—ﬂ
Z n+1

kO

—S ey _ S du
P() 2 (o) Jam) i 2

€

rO(C+ 1)

Par conséquent,

e\
JC(ﬂ,rO)f( )<”_z Z (u—a)n+l> 2mi

k=0

€ 21y
ro(C+1) 2m

<e

On obtient en définitive I'égalité f(2) = >, >0 @, (2 —4)” pour z € B(a,7) o

f f(u du
o, =
Clarg) (” )n+1 27“

ce qui prouve que f est analytique en 4. ]

Cette preuve nous donne un peu plus que le théoreme :

Remarque II1.16. — Soit U un ouvert de C, soit /' € J(U). Soient a € U et r € R} tels que
B(a,7) C U.Soit § =3, N, T” = DT (f). Alors

a) Le rayon de convergence de § vérifie R¢ > » et

VZEB(J, 7’), f(z) = Z“n(z_ﬂ>”;

7n>0

b) (Formule intégrale de Cauchny, deuxi¢me version)

() f&)  de
VneN, = - .
© J Clar) (

7! z—ﬂ)n+l 27Tl
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Corollaire II1.17. — Avec les notations de la remarque précédente,

(”) 1
VneN, 'f Wl L wp (e
7 " 2eClar)
Démonstration. — Cela résulte de la majoration
f(z> % < SuszC(a,r)(If(z)D 9 ﬂ 0
Clor) (z—a)n+1 2l +1 2

Corollaire 111.18 (Formule de GUTZMAN). — On conserve les notations précédentes, alors

Z |“n|272n = EC(a,r)(If|2)'

n>0

Remarque III.19. — Si B(a,7) C U, alors il existe 7’ > 7 rel que B(a,#’) C U. En effet sinon il
exite une suite de points (#,)),,cn de C—U tels que |#,,—a| tend vers » quand 7 tend vers I'infini.

En particulier, on peut choisir N € N tel que #,, € B(a, 7+1) pour tout z > N. Comme B(a, 7+1)
est compacte, on peut extraire de la suite (#,,, nr) ,cN une suite convergente (u¢(n)) »eN- Notons £

sa limite. Comme C—U est fermé, la limite £ appartient a ce fermé, autrement dit £ ¢ U. Mais
par continuité du module, |£ —4| =, ce qui contredit 'hypothése B(a,7) C U.

Esquisse de la preuve de la formule de Gutzman. — La formule résulte des égalités suivantes :

1
E 2 zf 27t
Clan (1) . V<ﬂ+r€ )
1
:J <Z aﬂrn€2m‘i> <Z&nrne—2mi> dr
0 \»n>0 n=0

1
= Z ap&lyp+qj EZW(P_qudt
0

p9=0

2
ds

Mais 'intégrale dans cette derniére somme est donnée par

1 .
J A2mo—a)t g, {0 sip 74, 0
0

1 sinon.

Corollaire II1.20. — Soit U un ouvert de C et soit f € F(U). Soita € U et soit r € R}, tel que
B(a,r) C U. Alors il existe G € 7€ (B(a, 7)) tel que led :f|B(a,r)'
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Démonstration. — Comme [ est holomorphe et donc analytique, on pose >} no,T” =
DT ,(f). Son rayon de convergence est supérieur ou égal a . On définit alors G : B(a,r) — C
application définie par une primitive de cette série :

2 Z %y (z—ﬂ)”+1

n>0n+1

Alors G’ :le(ﬂ)r). ]
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Exercices

Exercice Ill.1. On parametre le cercle unité dD avec le chemin y: ¢ +— AT

1. Démontrer que toute fonction continue g sur JD satisfait I'égalité

Jg(z) L _[ed
hé

2mi ¥ 22 2mi

2. Démontrer que pour tout polyndme complexe P € C[X] et tout nombre réel » >0, on a

J 1%3 = 2P (0).
C(0,7)

2mi

Exercice 111.2 (Intégrale de FresneL). Lobjectif de cet exercice est de prouver les égalités

f“’o cos(x?)dx = J+OO sin(x?)dx = g
0 0

1. On considere la fonction f: 2z +— exp(—zz). Démontrer que f est la dérivée d’une fonction

Fe s (C).

Pour tout R € R}, on note
_ (.6 T
Dg={re",re[0,R,0€[0, -]},

un huitieme du disque de rayon R centré en 0, et dDp son bord.

j Flo)dz
aDg

3. Démontrer que l'intégrale de / sur I'intersection de dDp avec le cercle de centre 0 et de
rayon R tend vers 0 quand R tend vers I'infini.

2. Démontrer que l'intégrale

est nulle pour tout R € R}..

4. Déterminer I'intégrale de /" sur la demi-droite réelle R, .

5. Conclure.

Exercice I11.3 (Transformée de Fourier d'une gaussienne). Soit § € R, calculer

+00 2 .
J o™ —2mxi du.

—0Q0
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. . — 2 . .
On pourra, pour cela, considérer I'intégrale de z+— ¢~ ™ sur le bord du domaine rectangulaire

de sommets —R, R, R + i§, —R + i§ parcouru dans le sens trigonométrique.
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IV. Quelques propriétés des applications
holomorphes

IV.1. Théoréeme de LIOUVILLE

Définition IV.1. — Une application entiére est une application holomorphe sur C.
Théoréme IV.2 (LIOUVILLE). — Une application entiére et bornée est constante.

Démonstration. — Soit f € 7 (C) et M € R tels que
VzeC |f(z)| < M.

Notons >, @, 7" le développement de TavLor de f en 0. Le corollaire I11.17, nous fournit
les majorations

sup_cc(o,n) (I (2)])

rﬂ

<

MR

|| <

pour tout z € N et tout » € R}. En faisant tendre 7 vers I'infini, on en déduit que o, = 0 pour
tout # > 1. Donc f'(z) = & pour tout z € C. O

Corollaire IV.3 (Théoréeme de D’ALEMBERT—GAUSS). — Le corps C est algébriguement clos :
tout polyndme non constant i coefficients dans C admet au moins une racine dans C.

Démonstration. — Soit P € C[X] tel que Yz € C, P(z) # 0. Alors la fonction f : C — C donnée
par z — %(z) est une application entiere. Démontrons qu'elle est bornée. Comme le polynéme

P est non nul, on peut écrire P = ZZ’;O X k avec o 4 7 0. Par conséquent,
d—1
V2€C [P > 1nge | — 2 Il
k=0
Comme ZZ:_OI |ock||z|k = 0(|z|d), il existe un nombre réel R > 0 tel que

1
Vz€C |2 >R=>|P()| > z|ad|Rd >0,
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Comme B(0, R) est compacte et 'application z — |P(z)| continue, elle atteint son minimum sur
cette boule fermée, si bien que

min |P(z)| > 0.
z€B(0,R)

Donc I'application entiere f* est majorée et donc constante. Donc le polynéme P est constant.

O
On peut améliorer le théoreme de LiouviLLE de la fagon suivante :

Proposition IV.4. — Soit f une application entiere.
a) Si|f(2)] = 0100 (lz

b) S |f(z)| = 0|z|—>+oo(|z|n) pour un entier n > 1, alors f est une application polynomiale de

), alors lapplication [ est constante.

degré < n.
Démonstration. — Sous les hypotheses faites, on a les majorations
sup.eco,) (F @) o(7)
o] < y: =7
et ce quotient tend vers 0 lorsque 7 tend vers I'infini pour tout £ > 7. [

IV.2. Principe du maximum

Théoréme IV.5 (Principe du maximum, forme locale). — Soir U un ouvert connexe de C et
soit f € FE(U). Si lapplication |f| admet un maximum local en a € U, alors lapplication [ est
constante.

Démonstration. — Soit M = |f(a)| le maximum de |[f'|. Rappelons que, par le théoreme I11.13,
Papplication f est analytique. Nous allons distinguer deux cas
Premier cas. Si M = 0, alors 'application f* est nulle sur un disque centré en 2. Comme U est
connexe, par la proposition I1.20, 'application f* est I'application constante nulle.
Deuxi¢me cas Nous allons raisonner par 'absurde en supposant que /* nest pas constante. Il en
résulte que DT f = N, T” nest pas pas une série constante ce qui nous permet de définir
entier

m=min{n € N={0} | o, #0}.
Comme oy 7( 0 dans ce cas, au voisinage de 2 I'application /' s'écrit donc

f(2) =ag+a,,(z—a)” +o(|z—a|”)

o
= <1 + oc_rg(z_ﬂ)m +0(|Z—d|m>.
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Utilisons Iécriture exponentielle i—’g = pel? et prenons z = 2+t~ avec £ € R%. Alors, on
obtient I'égalité
[ (&) = ag(1 +p” +0(£7)).
Par conséquent,
[ @) = legl(1 + pr™ —o(£™)).
Mais ce nombre est > || = M pour ¢ assez petit, ce qui contredit la définition de M. ]
Remarque IV.6. — Notons que ce résultat pourrait aussi se démontrer en utilisant la formule

de la moyenne. En effet, soit # un nombre complexe de module 1 tel que |/ (2)| = uf(a) et soit
ro € RE tel que B(a,ry) C U et

8) Vz€B(ar), |f(@)]<|/(a)l

Il suffit de démontrer que 'application /" est constante sur B(a, r). Soit » € ]0, 7,[. La formule
de la moyenne nous donne la deuxi¢me égalité dans les égalités suivantes :

1

| (2)| = uf(a) = J uf (a+ rezm‘i)dt.

0
Par conséquent,

1 .
JO [f (2)| — uf (a+ rezml)dt =0.

et, en prenant la partie réelle de cette expression,

1 .
Jo [f (2)| —uR(f(a+ re?™1))dz = 0.

Mais, par (8), la fonction dans l'intégrale est positive et continue. La nullité de I'intégrale im-
plique donc la nullité de cette fonction, si bien que

R(f (=) =f(a)

pour tout z € B(a, 7). En appliquant & nouveau (8), on en déduit que (£ (z)) = 0 et f(z) = f(a)
pour z € B(a, 7).

Théoréme 1V.7 (Principe du maximum, forme globale). — Soit U un ouvert de C et soit
f€I(U). On suppose quil existe M € R’} et une partie compacte K C U telle que

Ve U=K |f(z)| <M.

Alors,
Vze U |f(z)| <M.
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Notons qu'on ne suppose plus U connexe dans cet enoncé, ce qui fait que nous avons besoin
de la notion de composante connexe (définition A1.13) pour le prouver.

Preuve du théoréme. — Comme K est compact et I'application |[f| : K — R continue, il existe

a €K tel que
If (@)| = max(|f (<))
On raisonne par 'absurde en supposant que |f'()| > M. Alors
Vee U @) < ol

En particulie, || admet un maximum local en 4. Il en résulte que la restriction de /" a la com-
posante connexe C, de 2 dans U est constante de valeur f(z). En outre, comme U est ouvert et
localement connexe, la partie C,, est un ouvert de C. Mais, comme on a supposé |[f(2)| > M, on
obtient que C, C K C U. Comme K est compact, il est borné et donc C, # C. On choisit donc
un nombre complexe 4 € C— C, et on pose

t=min({x€[0,1]|(1—u)a+ub& C,}.
Soit ¢ = (1 —1#)a + tb. La définition de # nous fournit les inclusions
(4, c]={c}cCC,CK

Comme K est compact et donc fermé, il en résulte que ¢ € K. De méme ¢ € Fﬂ. OrKCU
doncc€ U. Doncce C ' N U. Mais comme C, est la composante connexe de 2 dans U, Clest

un fermé de U et donc C, = C,N U. On a donc obtenu que c € C,.
Mais, comme & ¢ C,, la définition de # nous assure qu’il existe une suite ([n)nEN d’élements
de [0, 1] qui converge vers ¢ et telle que

(1—t,)a+t,beC—C,
pour tout z € N. Comme C, est ouverte dans U et donc dans C, on obtient que c€ C—C,, ce

qui contredit la conclusion du paragraphe précédent.
Donc on peut festoyer car on a obtenu que |f'(2)| < M ce qui prouve le principe du maximum

global. ]

IV.3. Automorphismes du disque unité. — Ce paragraphe va nous donner un exemple d’ap-
plications des résultats qui précedent.

Proposition IV.8 (Lemme de SCHWARZ). — On note D = B(0,1) CC et
U={zeC| || =1}
Soit [ € H (D). On suppose que f (D) C D et que f(0) = 0 Alors
a) VzeD,[f(z)| < |z

>
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b) [F'(0)| < L.
De plus 5l existe z € D=0 tel que |f ()| = |z|, ou si | (0)| = 1, alors il existe o € U rel que
VzeD, f(z)=cqz

z

Démonstration. — Soit g : D — C I'application donnée par
VG Y

— {7 s% z 7-[ 0;

(0) siz=0.

Notons >, ena, 7" = DTyf . Son rayon de convergence est 2> 1. Alors g est lapplication définie
sur D par la série >, cna,.17”. Lapplication ¢ est donc holomorphe sur D. Soit » € ]0, 1[.

Pour z € D— B(0,7), on a |z| > 7 et, par hypothése, |f(2)| < 1. Donc |¢(z)| < % Par le principe
du maximum global cela implique que

1

VzeD, [¢g(2)] < -

r

Comme cela vaut pour tout nombre réel » > 1, on obtient

VzeD, [¢(z)| <1

Cela démontre les assertions a) et b).

Traitons maintenant le cas d’égalité. Chypothese signifie qu'il existe z € D qui vérifie |¢(z)| =
1. Donc l'application |¢g| admet un maximum local en z. Par le principe du maximum local,
l'application g est constante, soit a sa valeur. Par ce qui précede, |¢| = 1 et par définition de g,

VzeD, f(z)=ez. O

Définition IV.9. — Soit U et V" des ouverts de C. Un isomorphisme bianalytique (ou biholo-
morphe) de U dans V' est une application bijective ¢ : U — ¥ telles que I'application de U
dans C donnée par z — ¢(z) est holomorphe de méme que l'application de 7 dans C donnée

par z — gb_l(z). Si U =V on dira que ¢ est un automorphisme bianalytique (ou biholomorphe)
de U.

Théoréme IV.10. — a) Pour tout a € D, et tout o € U, il existe un unique automorphisme
bianalytique ¢ de D tel que
p(0)=aer ¢/(0) eRla
b) Les automorphismes bianalytiques de D sont les applications de la forme
az+b

Z—> —
bz+a

avec a,b € C et |a| > |b).
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Pour faciliter la preuve, rappelons la notion d’action de groupes

Définition IV.11. — Soit G un groupe d’ “lément neutre 1; et soit X un ensemble. On appelle
action de G sur X une application de G X X dans X notée (g, x) — ¢ - x telle que

(AG1) (associativité)
Ve heGVxeX, g-(h-x)=(gh) x

(AG2) (action de I’élément neutre)

Vx e X, lg-x=x

Remarque 1V.12. — Notons qu’il revient au méme de se donner un morphisme de groupes
p: G— Gy ou Gy désigne le groupe des permutations de X.

En effet, étant donné une action de groupe de G dans X, I'application de G dans Sy qui
envoie ¢ € G sur x — ¢ - x est un morphisme de groupes de G dans Gy.

Inversement, si p : G — Sy est un morphisme de groupes, I'application (g, x) — p(g)(x)
définit une action de G sur X.
Définition IV.13 (Homographies). — Lensemble P!(C) = CU {00} est appelée droite projec-
tive complexe. A toute matrice inversible M = (‘[‘ Z) on peut associer 'application 4, de Pl(C)

dans P!(C) définie par

az+b .
Zz+d 51z7-100etcz+d7-[0,
— z 1 o — .
z - s1z ooetc%O,
fo%e) sinon.

Lapplication (M, z) — h;,(z) définit une action du groupe linéaire
GL,(C) = {M € #,(C) | det(M) #0}

sur la droite projective. On appelle homographie une bijection de P1(C) de la forme 4 A pour
une matrice M € GL,(C).

Remarques IV.14. — i) Le calcul suivant permet de vérifier la condition (AG1) :

A+t
a b\ [(d V fa b dz+ d<w>+b
<f d>'<f/ d/>.z_<c d>' Jevd <4Z+1/>
I z+d’
(mz +b e+ (ab +bd')  [ad +b] ab +bd’
(cd +d e+ (b +dd) - <m/+dc/ Cb/"'dd/)'
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ii) Sid € C* alors la matrice X, = (é g) agit trivialement sur P!(C). Donc laction par
homographies induit une action du groupe quotient PGL,(C) = GL,(C)/(C*I,) sur PL(C).

Prenve du théoréme IV.10. — Démontrons d’abord l'unicité dans I'assertion a). Si les applica-
tions ¢ et ¥ conviennent, alors lapplication k= ¢ o : D — D vérifie A(0) = 0 et ) (0) € R%..
En appliquant Passertion b) du lemme de ScHwarz 3k et sa réciproque A1, on obtient que
|7»/(O)| = 1. Par conséquent 2 (0) = 1. 1l résulte alors du cas d’égalité dans le lemme de Scuwarz
que A = Idp si bien que ¢ = .

Vérifions maintenant que les homographies données dans I'assertion b) envoient bien le
disque unité dans lui-méme. Pour cela fixons 4, 5 € C avec |a| > |4|. Soient |¢| > |d], le calcul du
produit

) a b < d B ac+bd ad+ bt
b 2)\d t) \bc+ad bd+ac

prouve que le déterminant de cette derniere matrice est un nombre réel strictement positif.
Autrement dit |ac + bd| > |ad + be|. En appliquant cela 3 d = z € D et ¢ = 1, on obtient la
. . — .. . az+b 1, 5 . .
majoration |2 + bz| > |az + b| qui implique que - € D. Donc on peut considérer 'application
Z+a
az+b

bz+a

b, : D — D donnée par z —

Notons que le produit

a b\(a —b\_ az— bb 0 a2 2
<b z><—b a>_< 0 ﬂz—bZ>_(|ﬂ| — 1L

donne I'’homographie triviale, ce qui prouve que 4, ;, est bijective et biholomorphe de réciproque
b= _p.
Le calcul (9) permet d’écrire

bﬂ,b °© }]Gd = h4c+bz,zzd+bf.

D’autre part pour 2 € D, I'application bl, , envoie 0 sur 4 et sa dérivé en 0 est donnée par
/ — *
by, (0)=1—aae R}

et si « € R, alors / 2, est la multiplication par ¢*. La composée b, 05 «. donne donc
e2°,0 ’ e2°,0
'existence dans I'assertion a).
Enfin l'unicité dans 'assertion a), prouve que tous les automorphismes biholomorphes sont

de la forme annoncée. ]
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IV.4. Forme locale et ouverture des applications holomorphes
Définition IV.15. — Soit U un ouvert de C. Soient f € 7 (U) et a € U. La valuation de [

en a est définie comme

v, (f) = min({ € N | " (2) #0}) eNU {+00}.

Théoréme IV.16 (Forme locale des application holomorphes). — Soiz f* une application ho-
lomorphe sur un voisinage ouvert U de a € C. On suppose que | nest pas constante au voisinage
de a : cest-a-dire que pour tout voisinage W de a, la restriction f| y nest pas constante. Alors il existe

un voisinage ouvert V' de a, un nombre réelr > 0 et une application bijective biholomorphe de B(0, r)
sur V' telle que la composée

f|Voh:B(0,r) —C
est donnée par

f|Vob(z) =f(a)+2"
pourz € B(0,7), ot n=v,(f —f(a)).

Démonstration. — Pour m € N=1{0}, on définit I'application %/e : C=]—00,0] — C par
Z — cxp(%Log(z)). Quitte & remplacer I'application f par /' —f(4), on se ramene au cas ol
f(a) =0. Dans ce cas, » = v,(f). Comme l'application /" n’est pas constante au voisinage de et

f(n) (2)

que f'(a) = 0, cette valuation est un entier > 1. Posons p = 1 Ce nombre est non nul par
définition de la valuation. Ceci nous permet de considérer 'application ¢ : U — C définie par

s {P(j;(_z:)n siz#a,

1 siz=a

Comme /" est holomorphe sur U, I'application ¢ est holomorphe sur U— {a}. Au voisinage de 4,
Papplication g est I'application définie par la série formelle DT (f)/T”, elle est donc également
holomorphe en 4.

Comme g(a) = 1 et que lapplication g est continue, il existe un voisinage ouvert  de a4
tel que ¢(¥) C C—]—00,0]. On note y une racine z-¢me de p et on définit ¢ : /' — C par
z > y(z —a) 3/ g(z). Cette application est holomorphe et vérifie la relation f(z) = ¢(z)” pour

z € V. En particulier ¢(2) = 0 et son taux d’accroissement en 4 est donné par

o(2) —p(a) —y %

Z—a
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qui tend vers y lorsque 2 tend vers 2. Donc ¢'(4) =y # 0, ce qui permet d’appliquer le théoréme
d’inversion locale a 'application ¢. Donc, quitte a remplacer 7 par un voisinage plus petit de 4,
on peut en outre imposer que ¢ induit une application bijective biholomorphe de 7 sur ¢(¥).
—1
Enfin, on peut choisir » € R} tel que B(0,7) C ¢(V) et remplacer V" par ¢ (B(0,7)) N V. On
note alors / l'application réciproque de ¢ de B(0,7) dans V. Légalité f = ¢” sur V" donne les
relations
foh(z)=(ph(2))" = 2"

pour z € B(0, 7). Il

Corollaire IV.17. — Avec les notations du théoréme, supposons a nouveau que [ nest pas constante
au voisinage de a. Posons n = v, (f — f(a)). Alors il existe r € R et un voisinage ouvert V' de a tel
que pour tout w € B(f (), r)—={f (a)} équation f (z) = w a exactement n solutions distinctes dans V.

Démonstration. — Par le théoreme IV.16, il existe ry € Ri, un voisinage ouvert /" de 2 et un
isomorphisme bianalytique 4 : B(0,7) — V" tel qu'on puisse écrire

f|Voh(z) =f(a)+2"

pour z € B(0,7y). Comme l'application 4 est bijective, elle induit par restriction une bijection
de 'ensemble des solutions de I'équation f(4) + 2" = w sur 'ensemble

{zeV|f(z) =w}.
On est donc ramené a résoudre I'équation
' =w—f(a)
qui a exactement 7 solutions dans le disque B(0,7y) si w € B(f(a), ;). On pose » = 7). O

Corollaire IV.18. — Soit [ une fonction holomorphe sur un voisinage ouvert de a € C. Les condi-
tions suivantes sont équimlentes :

(i) /(@) #0;
(ii) 1/ existe un voisinage V' de a tel que f| y- est injective. (On dira que [ est injective au voisinage

de 4.

Démonstration. — Limplication (i)=>(ii) résulte du théoreme d’inversion locale I1.18.
Pour démontrer la réciproque, supposons f injective au voisinage de a. Alors f* est non
constante au voisinage de 2. On peut donc appliquer le corollaire précédent. Par conséquent,

la valuation v,(f —f(a)) vaut 1 ce qui signifie que f’ '(a) #0. [

Corollaire IV.19. — Soit U un ouvert connexe de C et soitf € 4 (U) une aplication holomorphe
non constante. Alors lapplication f est ouverte : [image par | d'un ouvert de U est un ouvert de C.
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Démonstration. — Soit V un ouvert de U, cest-a-dire un ouvert de C contenu dans U. Soit
bef(V).On écrit b = f(a) pour un élément 2 de . Comme U est connexe, si f* était constante
au voisinage de 4, elle serait constante sur U, ce qui est exclu par hypothése. On peut donc
appliquer le corollaire IV.17 2 la restriction de /" a V. Posons z = v,(f — &) > 1. Tout élément
de B(b,7) = {b} possede n antécédents dans V" et b € f(V) par hypothese. On a donc démontré
Pinclusion B(b, ) C f(V). Cela prouve que f(¥) est ouvert. [

Silouvert U nest pas connexe et que 'application /" est constante sur une des composantes
connexes C de U, alors C est ouvert et f(C) ne lest pas. Donc l'application f n'est pas
ouverte.

Corollaire IV.20. — Soit U un ouvert de C. Soit ' € 7 (U). On suppose que Lapplication [ est
injective. Alors

a) La partie f(U) est un ouvert de C;
b) Lapplication réciproque -1, f(U) — U est holomorphe.

Démonstration. — Démontrons d’abord I'assertion a). Pour 2 € U, notons C, la composante
connexe de 2 dans U. Pour tout 2 € U, la partie C, est ouverte et f| ¢ est injective et donc

non constante. Par le corollaire IV.19 appliqué  la restriction fl c »la partie f(C,) est également
a

ouverte. Comme 2 € C, pour tout 2 € U, on peut écrire U = Uan C, et donc f(U) =

Uanf(Cﬂ) est un ouvert de C.

Démontrons maintenant 'assertion b) Par le corollaire IV.18, pour toutz € U, la dérivée f° /(4)
est non nulle. Par le théoreme d’inversion locale 1.18, I'application réciproque est holomorphe.

]

Remarque IV.21. — 1l résulte du corollaire précédent qu'une application holomorphe injective
définit un isomorphisme bianalytique de son ouvert de définition sur son image.
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Exercices

Exercice IV.1 (Autour du théoréme de Liouville). Soit / une fonction entiére.

1. On suppose qu’il existe R € R} et un polynéme P € R[X] de degré d tels que |/ (2)| <
P(|z]) pour tout z € C tel que |z| > R. Démontrer que f est une application polynomiale
de degré au plus 4.

2. On suppose que / est non constante. Démontrer que /(C) est dense dans C.

Exercice IV.2. Rappelons que U désigne le cercle unité dans C.

1. Soitf une fonction holomorphe sur un ouvert connexe Q contenant le disque unité fermé.
On suppose que f'(z) € Rsi z € U. Démontrer que f* est constante. (On pourra considérer
Iapplication exp(if’).

2. Soient f et g des fonctions holomorphes ne sannulant pas dans un ouvert connexe Q
contenant le disque unité fermé. On suppose que |f'(z)| = |¢(z)| pour tout z € U. Démon-
trer qu'il existe un nombre complexe X € U tel que /' =%g sur Q. Le résultat reste-t-il vrai
si on ne suppose plus que f et ¢ ne sannulent pas?

Exercice IV.3. Soient wy,...,®, des nombres complexes de module 1. Démontrer qu’il existe
un nombre complexe w de module 1 tel que

7
1_[ lw—wg| = 1.
k=1

Exercice IV.4. Soit /' : D — C une fonction holomorphe sur le disque unité. On suppose
que f* se prolonge en une fonction continue sur le disque unité fermé D et qu’il existe & € R et

6 > 0 tels que, pour tout £ € [a, & + 8], on ait £(¢)) = 0. Démontrer que f est identiquement
nulle.

Exercice IV.5. Soit /' : D — I une fonction holomorphe sur le disque unité D a valeurs dans
le demi-plan de Poincaré H telle que /(0) = i. Démontrer que pour tout z € D, on a
1+ 7|

1—|2|
< <—
1+2| VRI< 1= 2]

et que |f/(0)| < 2. On pourra utiliser Papplication 4 : z — % holomorphe sur .

Exercice IV.6 (Lemme de Schwarz-Pick). 1. Pour tout @ € D, on définit 'aplication
T,:D— D par
w—z
Z—> .
1—wz
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Soit /' : D — D une application holomorphe. En considérant I'application / = Tz, o f o

T, prouver que pour tous x,y € D, on a

S @) —f0)

1— (<) )

2. Soit /' : D — D une application holomorphe et z € D. Démontrer que
@l _ 1

1—[f(&)* ~ 1—[2|?

X
1—xy

<

Quand a-t-on égalité?

Exercice IV.7. 1. Soit /' : D — C une fonction holomorphe et soit 72 un entier > 1. On
suppose que £(0) = £/(0) = --- =f(m_1)(0) =0 et qu'il existe M > 0 tel que |[f(2)] < M
pour z € D. Démontrer que 'application ¢ : z — f(z)z~” définit une fonction holo-
morphe sur D et que |g(z)| < M pour tout z € D. En déduire que | (z)| < M|z|” pour

tout z € D.

2. Soit £ : D — D une fonction holomorphe, qui s'étend en fonction continue sur D. Soient
aiy,...,a, € D etmy,...,m, des entiers > 1. On suppose que vﬂi(f) > m;. A l'aide des

applications 7', définies dans I'exercice IV.6, démontrer la majoration
7

[FO) <T Jlae™.
k=1
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V. Fonctions méromorphes

V.1. La sphere de Riemann. — Rappelons qu'on note P!(C) = CU {oco}. Nous allons munir
cet espace d’'une topologie.

Notation V.I. — 1l y a deux applications injectives 1, et oo de C dans P1(C) données respec-
tivement par
1 .
= 0
lp:2—>2 et loo:z'—>{z s%z#
oo siz=0.
On notera que 1(0) = 0 et 1o, (0) = oo.

Définition V.2. — On munit P!(C) de la topologie suivante : une partie U C P!(C) est ouverte

. .—1 —1
si et seulementsi 1 o(U) et 1 oo (U) le sont.

Proposition V.3. — a) Les parties 1y(C) et 1o, (C) sont des onverts de P LC).

b) Pour k € {0, 0o}, Lapplication y, définit un homéomorphisme de C sur y,(C).
Démonstration. — Lassertion a) résulte du fait que _!.lo(loo (C) =C" = _lloo(lO(C) est un
ouvert de C.

Soit £ € {0, oo}. Lapplication v, est continue et injective. Il suffit donc de vérifier que v, est
ouverte. Soit U un ouvert de C. Alors

Vool = T olo) = (z6C7| - €U},

s .. 1 , . 4 . >
Comme I'application z +— - est un homéomorphisme de C* dans C*, on obtient que I'ensemble

<1 1
{zEC*|E€U}estouvert. ]
Proposition V.4. — Dans PL(C), les voisinage du point 00 sont les parties contenant un ensemble

de la forme P1(C)—B(0,R) avec R € R}.

Démonstration. — Par définition,
. _ 1
oo (P'(C)—B(0, R)) = B(0, )
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et iy, : C— P1(C)—{0} est un homéomorphisme qui envoit les voisinages de 0 sur les voisinages

de 0o dans l'ouvert P1(C) — {oo}. O
Remarque V.5. — Lexercice V.1 montre que la droite projective P}(C) est homéomorphe 4 la

sphere. Clest pourquoi cet espace est également appelé sphére de Riemann.

Proposition V.6. — Soit X un espace topologique. Une application f : PL(C) = X est continue si
et seulement si les applications f oy et f oo le sont.

Démonstration. — Lapplication f est continue si et seulement si pour tout ouvert U de X,
—1
la partie /' (U) de P!(C) est ouverte. Mais par définition de la topologie de cet espace, cela

— _ —1
équivaut a ce que les parties llo<f (U)) et lloo(f (U)) soient ouvertes. Il
Exemple V.7. — Considérons 'application inv : P1(C) — P!(C) definie par

1 .
z  siz ¢ {0, o0},
z—> {0 siz=o00,
oo siz=0.
C’est une application continue puisque involy = 1o, et invol,, = 15. Notons que inv est une

. . T T . . 1 .
involution, Cest-a-dire qu'elle vérifie invoinv =1Idp,; ©) On notera simplement = pour inv(z).

Il est un peu plus délicat de dire quand une application & valeur dans P1(C) est continue.
Clest 'objet de la proposition suivante :

Proposition V.8. — Soit X un espace topologique et soit [ : X — PL(C) une application. Linjecti-
vité de v et \oo permet de définir les applications
—1 —1
Jo:X=f ({oe}) = C et foo : X—f({0})—C

comme les uniques applications telles que

S =wofo ¢ f 1 =
|X=f ({oo}) lx=7 ({0})

Alors lapplication [ est continue si et seulement si elle vérifie les deux conditions suivantes

1 1
(i) Les parties | ({0}) et f ({o0}) sont fermées.
(ii) La applications [y et [y sont continues.

loo OfOO'
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Démonstration. — Sif est continue, la condition (i) est vérifiée. D’autre part f (resp. /o) estla

composée de Iapplication de X— £ ({oo}) — P1(C)—{0o0} (resp. X— f ({0}) — P}(C)—{0})
déduite de f* par restriction aux sous-espaces et de la réciproque de 1 (resp. ). Donc fj et foq
sont continues.

Réciproquement supposons les conditions (i) et (ii) vérifiées. Notons U, l'ouvert X —
—1 —1
f ({oo}) et Uy, louvert X — f ({0}) alors les applications f|U0 et f|Uoo sont continues

comme composées d’applications continues et comme X est la réunion des ouverts Uy et Uy,

—1
application /" est continue. En effet soit 7 un ouvert de P 1(C) alors f | UO(V ) est un ouvert de

—1
Uy et donc de X. Il en est de méme de f |Uoo(V)' Or
—1 —1 —1
f =1 1u,NYSf 1o, F)- O

V.2. Fonctions méromorphes

Proposition et définition V.9. — Soit U un ouvert de C. Une fonction holomorphe de U
dans PY(C) est une application f:U— Pl(C) qui vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(1) Lapplication f est continue et les applications fy et f, sont holomorphes;
pp pp 0 ¢’ Joo P

(i) Pour tout a € U, il existe r € R avec B(a,r) C U etg € H(B(a, 7)) tels quele(d’r) =1y0g
0”f|B(a,r) =100 0Z;

(iii) Pour tout a € U, il existe r € RE. avec B(a,r) C U tel gu'une des deux conditions suivantes soit

+ 9

vérifiee :
— f(B(a, 7)) C C et l'application de B(a, r) dans C induite par f* est holomorphe;
— f(B(a,7)) C PL(C)—{0} ez !/ application de B(a, r) dans C induite par 1/f est holomorphe.

Remarque V.10. — En dehors de ce paragraphe, on évitera dutiliser le terme holomorphe pour
les applications 4 valeur dans P!(C), afin d’éviter la confusion avec les applications holomorphes
sur un ouvert de C qui, sauf mention explicite du contraire, sont a valeurs dans C.

Preuve de la proposition. — Léquivalence entre les deux premieres assertions résulte du fait
qu'une application ¢ : U — C est holomorphe si et seulement si pour tout 2 € U, il existe
r€RY avec B(a,7) C U telle que &B(ar) € H(B(a,7)).

La seconde équivalence est une simple réécriture reposant sur les définitions de 1 et 15,. [
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Remarques V.11. — i) On notera qu'une application holomorphe de U dans P!(C) est conti-
nue.

ii) Dans la condition (iii), si /(2) = 0, on est forcément dans le premier cas, si /(2) = 00 on
est dans le second. Sinon on peut trouver » € R} tel que les deux conditions soient vérifies.

iif) La fonction constante de valeur 0o est holomorphe au sens précédent.
—1
iv) Si U est connexe et que / n'est pas I'application constante de valeur 0o, alors f ({oo}) est

localement fini dans U. En effet, appliquons le corollaire I1.20 a la fonction }, on obtient que

—1 —1 —1
f ({oo}) est discret et fermé dans U— f ({0}). Mais comme f ({oo}) est fermé dans U, il est

discret et fermé dans U.

Définition V.12. — Soit U un ouvert de C, une application méromorphe sur U est une fonction
holomorphe de U dans P}(C) telle que f ({o0}) est localement fini. On note . (U) I'ensemble

1
des fonctions méromorphes sur U. Un péle de f € .4 (U) est un élément de f ({oo}).

—1
Remarques V.13. — 1) Notons que si /' € .#(U), alors l'application fy : U= f ({o0}) — C
est holomorphe.

i) Sife //{ (U), on identifie /" avec la fonction de C dans C dont le domaine de définition est
.@f U-— f ({o0}) et qui a pour graphe le graphe de f;.

V.3. Séries de LAURENT. — Les séries de LAURENT sont une généralisation des séries entiéres,
qui correspond au développement d’une application méromorphe en un poéle.

Définition V.14. — On appelle Série de LAURENT une famille («,,),c7 de nombres complexes
telle que 'ensemble

(n€Z|a,#0)

. n
admet un minorant. On la note >, 74, T”.

— PLaddition :
Z o, T” + Z B, 1" = Z(“n +B,)1";

nel nel nel

— La multiplication scalaire :

XZ o,T” = Zlaﬂ T” pout tout A € K;
n€”L nEL
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— Le produit (dit de Cauchy) :
(o) = (208,71) =22 2 48,7
pEL q€Z n€l prq=n

On notera C((7")) 'ensemble des séries de LAURENT muni de ces lois.
SiSe€ C((T)), la valuation de S est

(s) min({n €Z|a,#0}) siS#0
Z) =
+00 sinon.
La partie polaire d’une série de LAURENT S est > o4, T”.
Soit § une série de LAURENT et P sa partie polaire. Le rayon de convergence Rg de la série S est

le rayon de convergence de la série entiere § — P.
La dérivée d’une série de LAURENT S est la série de LAURENT

s = Z(n +1)a, 1"
ne’l
Remarques V.15. — 1) Notons que Rp¢ = R, donc si § # 0 le rayon de convergance de S est
aussi le rayon de convergence de la série entiere 7).
i1) On a les formules

RS1+SZ > min(RSl’RSZ)’ RSISZ = min(RSI,RSZ) et RS/ :RS‘

iii) Si le rayon de convergence d’une série de LAURENT § = > 7 o, T” est strictement positif,
alors cette série définit pour tout 2 € C une application de B(a, Rg) dans P1(C) donnée par

Z— ZnEZ“n(z_ﬂ)n Sizi’{ﬂ ou U(S)}O,
S sinon.

Théoréme V.16. — Soit U un ouvert de C. Soit f : U — PY(C) une application. Alors f est
méromorphe si et seulement si pour tout a € U, il existe r € RS, et une série de LAURENT S ayant un
rayon de convergence Rg > r et telle que la restriction de [ & B (a,7) soit Lapplication définie par la
série S. Cette série est alors uniquement déterminée et sappelle la série de LAURENT de [ en a. On la

note DL, (f). En outre, on peut prendre

r=sup({t €R, | Blae,)=a C U= £ ({o0])})

Démonstration. — Démontrons d’abord I'implication directe. Supposons / méromorphe Il suf-
fit de traiter le cas o1 /() = 00, car sinon cela résulte de 'analyticité des fonctions holomorphes

(théoreme I11.13). Si f(2) = 00, il existe un numbre réel » > 0 avec B(a,7) C U tel que},w( ) est
a,r
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holomorphe et non constante au voisinage de 4, puisque, par la définition de la méromorphie,
—1
l'ensemble f ({oo}) est localement fini. En outre %(ﬂ) =0. Soitm=v ﬂ< }) Alors, application

¢ donnée par
1 1

e—a" " f2)

est holomorphe sur B(a, 7) et ¢ = g(a) # 0. Donc il existe 7 €10, [ tel que
Yz € B(a,7), 7! 0.

T

Par conséquent é est holomorphe sur B(, 7). Mais la définition de ¢ donne la relation

1
.ﬂ@:{@:ﬁ* sizfs

oo siz=a.

Il en résulte que la série de LaurenT S = 777”DT,(¢) définit f sur B(a, 7).

Démontrons maintenant la réciproque. Soit2 € U et soit S la série de Laurent qui définit f sur
la boule B(a, 7). Si v(S) > 0 alors S est une série entiere et par le théoreme I1.12, I'application f
est holomorphe en 4. Sinon la série £ =T —(S)§ est une série entitre de rayon de convergence

R = Rg > r. Soit g : B(a,7) — C la fonction associée. Elle est holomorphe sur B(a,7) par le
théoreme 11.12 et g() # 0. Donc é est holomorphe en 4. et

2 = (e a) ™
f ¢(=)
pour z € B(a, 7), ce qui prouve que 1 est holomorphe en 4, puisque #(§) < 0.

Démontrons maintenent I'unicité de la série de LAURENT en un point 2 € U. Mais si § et
S, conviennent, posons 72 = min(v(S ), v(S,)), et choisissons » € R} tel que S} et S, définissent
toutes deux /" sur B(a, 7). Les séries entitres 778; et TS, définissent la méme fonction sur
B(a, r)={a}; par continuité, cela vaut aussi en 2. Donc 778, = TS, et §; = S,.

La derni¢re assertion résulte du résultat analogue sur les fonctions holomorphes (cf
remarque [11.16). []

V.4. Lalgebre des applications méromorphes
Proposition et de’ﬁnitz'on V.17. — Soit U un ouvert de C et soient f,g € M (U). et soit V =

U—( f 00)) qui est un ouvert de C. Alors lapplication f v ey (resp. f v Xg ) se
prolonge par continuité en une unique fonction méromorphe sur U notée f + g (resp. f X g ou fg).
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Remarque V.18. — Le point Cest que 00 + 00 ou 0 X 00 ne sont pas déterminés et C’est en
prolongant par continuité que I'on peut élucider la valeur du produit ou de la somme en un
point d’indétermination.

Démonstration. — Clest une conséquence du théoreme V.16. En effet /' + g (resp. f X g) est
défini par la série de Laurent DL, (f) + DL (¢) (resp. DL, (f) x DL,(g)) au voisinage de 2. [J

Proposition V.19. — Soit U un ouvert de C. Alors f € # (U) est inversible dans M (U) si et
1
seulement si | ({0}) est localement fini.

Démonstration. — Par définition % = invof est une application holomorphe de U dans P!(C).
-1 _q
Elle est méromorphe si et seulement si } ({o0}) = f ({0}) est localement fini dans U. O

Corollaire V.20. — Si U est connexe et non vide, alors 4 (U) est un corps.

Proposition V.21. — Soient U et V des ouverts de C. Soient g € M (V') et f € 7€ (U) telle que
-1 _

f(U) C V. On suppose en outre que | ( gl({OO})) est localement fini dans U. Alors gof € M (U).

Démonstration. — Si g(f'(a)) = 00, alors ép = é of est holomorphe au voisinage de 2 comme

composée d’applications holomorphes Cela prouve que g o f est une application holomorphe

-1 _
de U dans P!(C). La condition sur I ( gl( 00)) assure qu'elle est méromorphe. O

Cela est en général faux si on ne suppose pas que I'application /' : U — C est holomorphe.

.. 1 , . . . .
Ainsi z — ~ est méromorphe sur C, I'application exp est entitre, mais I'application de C*

dans P!(C) donnée par z — exp(%) n’admet pas de limite en 0 dans P!(C). A fortiori, elle ne se

prolonge pas en une application méromorphe.

Proposition V.22. — Soit U un ouvert de C et soit f € M (U). Alors Lapplication ' : U — P1(C)
définie par

o0 sinon.

- {f’<z> sif (&) # 00,

est une application méromorphe.

Démonstration. — Lapplication f” est d’éfinie par la série dérivée DL (f)’ en a. O
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V.5. Prolongement analytique. — Le principe du prolongement analytique (corollaire 11.21)
se généralise aux fonctions méromorphes, avec la méme preuve :

Théoréme V.23. — Soit U un ouvert connexe de C. Soient f,g € A (U). Si une des deux condi-
tions suivantes est vérifiée

() ae U, DL,(f)=DL,(e),
(ii) Lensemble {z € U |f(z) = g(z) } nest pas localement fini dans U,

alors f = g.

V.6. Résidus

Définition V.24. — Soit U unouvert de C, soit /' € .# (U) et soit a € U. Alors le résidu en a
de [, noté Rés,(f), est le coefficient de 71 dans DL ).

Remarque V.25. — Lapplication /' — Rés ,(f) est linéaire sur .4 (U) :
a) Rés,(f'+g) =Rés,(f) + Rés,(¢) pour tous f,g € A (U).
b) Rés,(3f) =ARés,(f) pour tout A € C et tout /' € A4 (U).

Exemple V.26. — Si f € .# (U), alors Résd(f/) =0.

Proposition V.27. — Soit U un ouvert de C et soit [ € M (U). On suppose que L'application f
nest pas identiquement nulle au voisinage de a € U. Alors

Rés, (f}) — 0.

Démonstration. — Soit m = v (f). Soit g : U — P(C) le produit de /' par 'application définie

par z — (;m Alors g est holomorphe en 2 et g(a) # 0. De plus la dérivée logarithmique de /

7—a)
est donnée par

/ /
Lo m &
Frimaty
/
La formule s'obtient alors en notant que ‘% est holomorphe en 4. ]

Proposition V.28 (Changement de variables). — Soient U et V' des ouverts de C. Soit f €
H(U) une application holomorphe non constante au voisinage de a et soit g € M (V). On suppose
que f(U) C V. Alors

Rés, (" x (gof)) = v,(f —f (@) x Résy((g)-
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Démonstration. — Posons b = f(a). En séparant la partie polaire de g, on peut écrire

—1
= > Ble—b)f+h(2)
k=0(g)

ol I'application 4 est holomorphe en 4. Il en résulte la formule
(gof(2)= Z B ) () —0)" +f (h(f ().

Mais si &£ # —1, l'application z +—>f (2) Qp(z) —b)) est la dérivée de z — n—il@f(z) —b)"*! et son
résidu est nul. D’autre part application z — f”(2)h(f(z)) est holomorphe et son résidu est nul.
On obtient I'égalité

/

Résﬂ(f/ xgof)=p_iRés, <ffTb> = v, (f — b)Résy(2).

O
V.7. Théoréme des résidus sur un cercle
Proposition V.29 (Théoréme des résidus pour un cercle). — Soit U un ouvert de C. Soient

e MU)etacU. Soitr R tel uel_i(ﬂ, r)C U et Cla,r) ﬂ oo }) = 0. Alors
+ ebq
Rés;,(f).
Jc:(a 7 ;,GEZQV

Remarque V.30. — Notons que 'ensemble des péles de /* dans le compact B(a, ) est fini, si
bien que la somme du terme de droites ne contient qu'un nombre fini de termes non nuls.

Traitons tout d’abord le cas des applications holomorphes :

Lemme V.31. — Soit U un ouvert de C et soit ¢ € 7€ (U) et soit r € R tel que B(a,7) C U.

Alors
| sz =o
@)~ =
Clay) 2™
Démonstration. — On applique la formule intégrale de Cauchy en 4 2 la fonction z+— (z—a) X
¢(z) pour obtenir les égalités
dz (z—a) X g(z) dz
| dosz-] DL gl -o 0
Clar) ™ Clar) z—a T
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Preuve de la proposition. — Soient by,...,b, les podles de [ dans B(a,7). Pour chaque i €
{1,...,s}, on considere I'application 4, : U — P!(C) donnée par z — D <10y (2—b;)" o
D n<—10%,; 1" est la partie polaire de DL, (f). Lapplication f —>7 | b est holomorphe sur

Jowt O B L 05

Mais si k # —1, Iapplication définie par z — o, (z—a)f
2mti

B(a, 7). Par conséquent,

“k,'
/e+1(z ﬂ)kﬂ

est nulle. On obtient

o145 dz :
fC(ﬂr) z%—ZJ lkﬁ_z 4= 20 Relf)

beB(a,r)

donc son intégrale le long du lacet # — a + re

O

Lobjectif du chapitre suivant est d’utiliser la notion d’homotopie sur les lacets et de groupe
de Poincare décrites dans 'appendice A3 pour généraliser cette formule 2 un lacet plus général.
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Exercices

Ficure 11. La sphere de Riemann

Exercice V.1 (Projection stéréographique). On considére la sphere unité
$2= { (% 2) eR’ |xz+y2+z2 =1}
Soit ¢ : P1(C) — §? I'application définie par

( 4x 4y X2 +yP—4
z—> P44 P ryP 44 Pyt 4
(0,0,1) si z = o0.

> siz=x+iyavecx,y €R,

1. Prouver que ¢ est un homéomorphisme.

2. Soient x,y € R. Que peut-on dire des points § = (0,0, 1), p(x+4y) et (x,5,—1) ? En déduire
une description géométrique de ¢ (cf figure 11).

Exercice V.2 (Fonction holomorphes sur une couronne). Soient et R des nombres réels tels
que 0 <7 < R et soit / une fonction holomorphe sur la couronne ouverte

C={zeC|r<|z| <R}

/ /., )
Pour tout #' € |r, R[, on note 2 le cercle de centre 0 et de rayon 7', orienté dans le sens trigono-

métrique. Soit /* une fonction holomorphe sur C.
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1. Démontrer qu'en général /" ne satisfait pas la formule de Cauchy; on peut avoir

7! ) du

u—z27r1

2. Démontrer que pour tous 7,75 € ], R[, on a I'égalité
flu)du= | f(u)du
Y?‘l Y?‘z
3. Solent 1,7y € ]5, R[ avec 7} < r,. Soit z € C. Démontrer que pour tout 7| < |z| <75, on a

Iégalité
f6) de [ f0) de

u—z 2wl u—z2mi
‘le Y?‘z

f2) =

On pourra éventuellement considérer la fonction g, définie sur C par

= L)) u_z 51u7-lz,
u /
(z) siu=z.

4. En déduire que 'on peut décomposer f de maniere unique sous la forme

@ =@ +4(3)

olt /] est une fonction holomorphe sur le disque ouvert B(0, R) et /5 une fonction holo-

morphe sur le disque ouvert B(0, l ) avec /5(0) = 0.

5. En déduire que si f est un fonction holomorphe sur le disque épointé B(0, R) — {0} et
bornée sur un voisinage épointé de 0, alors I'application /" se prolonge par continuité en
une fonction holomorphe sur B(0, R). On dit que /a singularité en 0 est effacable.

Exercice V.3. Soit /" une fonction méromorphe sur C telle que |f(z)| tend vers +o0o lorsque
|2| tend vers +00. On suppose qu'il existe R € R} tel que £(z) # oo pour tous z € C=B(0, R).

1. Démontrer que /' n'a qu'un nombre fini de péles dans C.

2. On note 3]sy CES poles et m,..., m, leur multiplicités respectives. On considere le

polynéme

?
r=] [(T—=)"

i=1
Démontrer que la fonction g : z— P(z)f (z) se prolonge en une fonction entiére.
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N 1 , . . . ,
3. On considére b : z — g<z>. Démontrer que 4 induit une fonction méromorphe sur C
avec un pole en 0.

4. En déduire que f est I'application définie par une fraction rationnelle P/Q € C(T).

Exercice V.4. A l'aide du théoréme des résidus, calculer, pour 2 € |1, +o0],

S [T
B o a+sin(8)’

5i et exprimer sin(6) en termes de z.

On pourra, pour cela, poser z = ¢

Exercice V.5. Déterminer si les fonctions suivantes admettent un pole en 0. Si Cest le cas,
calculer leurs résidus en 0.

" 1 1 1 1 . < 1 >
1 __ .
z+— exp(1/z), z— sin(e) 2 Z— exp(z) — 1 z “ s sin(1/z)

Exercice V.6. A 'aide du théoreme des résidus, calculer

I = o 49
B 0 a+sin(8)’

6

pour un nombre réel 2 > 1. (On pourra poser z = ¢”' et exprimer sin(9) en fonction de z.)
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VI. Théoreme des résidus

VI.1. Primitive le long d’'un chemin. — Nous allons maintenant définir une seconde version
de l'intégration complexe qui, cette fois, ne vaut que pour les fonctions holomorphes, mais
sapplique a tout chemin continu.

Définition VI.1. — Soit U un ouvert de C et soit / € S (U). Soient a et b € R avec a < b.
Soit ¥ une application continue de [4, 5] dans U. On appelle primitive de | le long de v une
application F : [4, 6] — C telle que pour tout £y € [4, 6], il existe des nombres réels strictement
positifs 7 et 1 avec B(y(#(),7) C U et une application holomorphe G € B(y(y), ) vérifiant les
conditions suivantes :

0) 6" =By

(ii) Pout z € [4, 6] tel que |t —1#y| <n, ona F(z) = G oy(z).

Cette définition signifie que localement la valeur de la fonction F est donnée par une primitive
de f au sens de la dérivation complexe. Nous allons maintenant prouver qu'une telle primitive
existe et est unique a une constante pres :

Proposition VI.2. — Soient U un ouvert de C, f € F€(U) ety : [a,b] — U une application
continue. Alors

a) [l existe une primitive de f le long dey ;

b) La différence entre deux primitive de f le long de vy est constante.

Démonstration. — Démontrons tout d’abord Iassertion b). Soient F| et F, des primitives de f
le long de . Soit #y € [a, b]. Par définition, on peut alors se donner des primitives G et G,
de f sur une boule B(y(#)),7) contenue dans U et n € R} tel que pour tout # € [4,b] tel que
|t — o] < 1 on ait y(¢) € B(y(#y), ) ainsi que les égalités

Fi(5) = G(y(#)) et Fy(r) = G(y(2)).

Comme Gi — G; =f—f = 0sur B(y(¢y), ), 'application F] —F, est constante sur I'intersection
(4, 6] N ]2y —n, g +n[. Posons C = F|(a) — F, (). Par ce qui précede, 'ensemble

{rela,b] | Fi(t)—F,(t)=C}

est ouvert et fermé dans l'intervalle [4, 4] qui est connexe. Donc, comme cette partie contient 2
elle est égale & [4, b]. Donc F| — F, est constante de valeur C.
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Démontrons maintant ’assertion a), c’est-a-dire 'existence. Pour cela notons 4 ’ensemble des
A € [a,b] tels que f admette une primitive £, le long de Y0 On note s la borne supérieure

de 4 dans l'intervalle [, 6]. En particulier s = 2 si 4 = (). Soit » € R% tel que B(y(s),») C U.
La continuité de y nous fournit € R} tel que y(z) € B(y(s), ) pour ¢ € [a, b] avec |z‘—s| <.
Par le corollaire I11.20, il existe une application G € 7 (B(y(s), 7)) tel que G’ = f By(s),r)- Dosons

§ = max(ﬂ,s— g) et s = mm(b s+ 5 > Sis = a, lapphcatlon F : [0, 5//] — C donnee par
t— G(y(¢)) est une primitive de /' le long de yl 2 et A" € 4. Sinon s’ € 4 et la définition de A
donne une primitive F; de /' le long de Vas Alors lapplication Fs : [4, s’'1 — C donnée par

. Fy(2) sit€as]
‘ F/)+G(0)—G() sireld,

est une primitive de /' le long de Vs Donc on obtient également que s”/ € 4. Comme s était

défini comme la borne supérieure de A, le nombre s + g nappartient pasa 4. Doncbe 4. [

Remarque VI.3. — 1l faut noter que cette preuve utilise qu'une fonction holomorphe est ana-
lytique et donc indirectement la formule intégrale de Cauchy.

Proposition VI.4. — Soient U un ouvert de C, f € F(U) ety : [a,b] — U une application
continue et €1 par morceaux. Soit F une primitive de f le long dey. Alors

f Fle)dz = (o) — Fla).

y

Démonstration. — Nous allons prouver que 'application F : ¢ — f Yo f(2)dz est un primitive
a,t

de /' le long de y. Soit ¢y € [, b]. Soit » € R}, tels que B(y(zy),7) C U et soit n € R} tel que

Ve, 6] N ]ty —n. 29 + ) C B(y(%), 7)

Comme dans la preuve précédente, le développement de Taylor en y(#;) de /" nous donne une
application G € J(B(y(zy), 7)) dont la dérivée est /. Quitte & remplacer G par G — G(y(¢,)) +
F(ty), on peut supposer que G(y(¢y)) = F(¢y). Soit ¢ € [, b] avec |t —1ty| < 1. Sit > ¢y, alors par
Passsertion ¢) de la proposition 1I1.3

F(r) = f(z)dz+ f()dz = F(zg) + G(y(2)) — G(v(#y)) = G(y(2))-
Y|[a,1] Y|[zg,2]
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De méme si ¢ < ¢, on obtient
F(t) = f(z) f2)dz = F(£) — (G(v(1)) — G(v(2))) = G(y(2)).

"lar] "lsz]
Ce qui prouve que F est bien une intégrale de /' le long de 7. [

Cela nous permet de donner la définition suivante qui est donc compatible avec la défini-
tion III.1

Définition VI.5. — Soit U un ouvert de C et soit /' € 7 (U). Soity : [4, 6] — U une applica-

tion continue, alors /intégrale complexe de f le long dey est le nombre complexe

£f=Lﬂ@&=H@—H@

olt F désigne une primitive de / le long de y.

Remarques VI.6. — i) Par I'assertion b) de la proposition VI.2, cela ne dépend pas du choix de
la primitive F.
i) Notons que Iapplication de .7(U) dans C donnée par y — | 7f est linéaire.

iii) Avec les notations de la définition, si ¢ € [4, b], on a la relation

ff= ol s
Y Yl[ﬂ,f] Y|[c,a’]

Proposition VI.7. — Soit U un ouvert de C et soit [ € F(U). Soient a,b,c,d €ER aveca < b et

c<d. Soienty:[a,b] > Uerg:|cd b] des applications continues. Alors
fm JY
Démonstration. — Soit F une primitive de f le long de y. Alors F o ¢ est une primitive de /" le

long de yo¢. Donc
f f:Fo¢(d)—Fo¢(c):J f [
vop Ylp(hp(d)]

Corollaire VI.8. — Soit U un ouvert de C et soit ' € 7 (U). Soient y| et7y, des chemins juxta-
posables dans U, Alors

f=1r+]

Y1*72 71 72
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Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente, de la définition de la juxtaposition
des chemins et de la remarque V1.6 iii). O

VI.2. Invariance par homotopie

Rappelons que la notion d’homotopie est décrite dans I'appendice A3.

Théoréme VI.9. — Soient U un ouvert de C et f € Hol(U). Soient y| et y, des chemins stricte-
ment homotopies dans U, alors
| 7-] s
71 72

La preuve ressemble beaucoup 2 la preuve de la formule intégrale de Cauchy.

Démonstration. — Soit H : [0,1] X [0,1] — U une homotopie stricte de y; 4 v,. Soit K =
H([o, 1]2). Clest une partie compacte de U. Pour tout x € U, il existe un nombre », € Rj:
tel que B(x,7,) C U. Par définition de la compacité, il en résulte qu’il existe des familles finies
(2;);er de points de K et (r;),c; de nombres réels strictement positifs telles que

Kc| JBGk,n) cu
i€l

Pour i € 1, on pose U, = H_I(B(zl', 7;)) qui est une partie ouverte de [0, 1)%.

Lemme VI.10. — I/ existe un entier n € N tel que

k—1 k [—1 [
(10) V(k,l)={l,2”}z,HZ€I, |:2—n’ 2_n:|x|:2_n’ 2—n:|C l]l
Démonstration. — On raisonne par 'absurde. S’il n’existe pas de tel entier 7, cela signifie qu'il

existe une suite (k,,/,),cn d’entiers tels que

k,—1 k l,—1 1
e R ——A 7 .= .

/

kﬂ 7

727

Comme [0,1]> est compact, on peut extraire de la suite (

<%w %w>
20(n)” 20(7) ) neN
existe € R} tel que

> une sous-suite
neN

qui converge vers un couple (5u). Soit iy € I tel que (ru) € Ul’o' Il

[0, l]zﬂ]t—n,t+v][ X Jlu—nu+n[ C Uio'
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U

FIGURE 12. Carrés dans un recouvrement ouvert

Soit alors N € N el que 27#V) < | SD —r| et % —u| < 3. Alors
fon =1 ko) ] Thoan =1 Lo ] _
2p(N) 7 Hp(N) 29(N) 7 Hp(N) ‘0
ce qui contredit la définition de la suite (£,,,/,),,eN- [
Fin de la preuve du théoréme VI.9. — Pour tout i € I, on note G, une primitive de f sur

B(z;,7;), donnée par le corollaire I11.20. Si C = [a},b] X [a5,b5] avec 0 < a7 < by < L et
0 <y < by < 1onnote d¢ le chemin

(a; +(by —ay)4s a)) sitE[O,Zl}],
(b1, ay + (by —ay) (42 —1)) sir€|37)

L= . 13
(by + (ay — b)) (4t —2), b,) su‘e[z,z],
(ap by +(ay—by)(4r—3))sit € [% 1].

Soient ¢| € [4y, ] et ¢; € [ay,b,] On peut alors découper le rectangle C en 4 en considérant
les rectangles Cy o = [, ¢1] X [a, 03], Cp g = [e1,61] X [ap,65], Co 1 = [ap,e1] X [e2,6,] et
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Cl,l = [CI, bl] X [Cz, bz] AlOfS

[ 5 )

(ij)e{0,1}? Cij

On se donne maintenant un entier 7 vérifiant la condition (10). Pour tout 4,/ € {1,...,2”}, on

pose
. _[k—l k]x[l—l 1]
ki~ o n 2 on

alors, comme ’homotopie est stricte,

Llf_JYzf:JHoa[o,l]zf: fHoaBk’lﬁ

ol la seconde équalité résulte pas récurrence de la formule (11). Par le choix de 7, pour tous
kil€{l,...,2"}, il existe i €I tel que H(By, ;) C B(z;,7;). On peut donc appliquer I'assertion c)

(b1)e{1,..27}?

de la proposition II1.3 avec la fonction G;. Comme dg , estun lacet, on obtient [ Hoog, f=0,

ce qui implique I'égalité entre les deux intégrales. O]

Corollaire VI.11. — Soit U un ouvert de C et soit f € 7€ (U). Soit a € U. il existe une unique
application Inty : ) (U, a) — C tell que

Inte([y]) = Jf
Y

pour tout lacety dorigine a. Cette application est un morphisme de groupes.

Démonstration. — Lunicité résulte de la surjectivité de la projection canonique, I'existence du
théoreme précédent. Le fait que I'application est un morphisme de groupes découle du corol-
laire VI.8. [

Corollaire VI.12. — Soit U un ouvert de C et soit | € 7€ (U). On suppose que U est simplement
connexe alors pour tout lacety dans U,
f £=0
v

Démonstration. — En effet, par définition si U est simplement connexe, le groupe m; (U, ) est
réduit a 'élément neutre pour tout 2 € U. On peut alors appliquer le corollaire précédent. [
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Corollaire VI.13. — Soit a € C et soity un lacet dans C—{a} alors
1 dz
Ind,(y) = f
v

z—alm
Démonstration. — Posons b = y(0) = y(1). Soit 7 = Ind,(y). Par définition de l'indice la classe
2mmiti

de y dans w; (C—{a}, b) est égal a celle du chemin 7 +— ¢ et donc a 7 fois celle du chemin

o1t a+ (b—a)e®™ . 1l résulte alors du corollaire VI.11 que

1
1 dz 1 dz 1 )
J — =mf — =mJ — 27i(b— a)e”™dr = m. ]
yEa 271 o1 z2—a2m 0 (b—a)e Tl

VI.3. Théoreme des résidus
Théoréme VI.14. — Soit U un ouvert de C et soit f € M (U). Soity un lacet dans U tel que
(i) Limage dey ne contient pas de pole de f ;

(ii) La classe dey est nulle dans w;(y,7(0)).

Alors
1

2_mffz Z Ind,,(y) X Rés, (/).
Y aclU

Remarque VI.15. — Si a € T([0, 1]), alors I'indice de y en 4 n'est pas défini, mais, par hypo-
these, le nombre 2 nest alors pas un pole de f et Rés,(f) = 0. D’autre part la preuve assure que
la somme ne comprend qu'un nombre fini de termes non nuls.

Démonstration. — Soit H une homotopie stricte de y 2 e, ) dans U et soit K = ([0, 1]?). Cest
une partie compacte de U. Si 4 est un péle de / en dehors de K, alors K C C—{a}; donc H
est une homotopie stricte de y a ¢,y dans C— {a}. Donc [y] est trivial dans 7;(C={a},7(0))
et Ind(y) = 0. Donc si 2 € U vérifie Ind,(y) x Rés,(f) # 0, alors 4 €/ 1({oo})NK. Comme
I'ensemble des poles de f est localement fini, cette intersection est finie.

Quitte a remplacer U par U={z € U=K | f(z) = 00 } qui est ouvert puisque 'ensemble des
poles est fermé dans U, on se ramene au cas ot 'ensemble des péles de /" est fini. En considérant
la partie polaire de /" en chacun de ces poles, on peut écrire

y

f=h+ ) —
o (e —a)"

ot [ est un ensemble fini, (};);c; une famille de nombres complexes non nuls, (;);c; une

famille de nombres complexes, (7;);<; une famille d’entiers strictement positifs et b € 7°(U).
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Comme les deux termes de 'égalité sont linéaires en f, il suffit de vérifier la formule pour
chacun des termes de la somme.
Par le corollaire VI.11,

f};( 1L o= > Ind, (y)Rés, (h).
.

2mi =U

Par le corollaire VI.13,

1 dz
J;z—bZ_m_Ind Zlnd JRés <z—b>'

acU

_—1
(n—1)(z—a)" !

ff:g(y(l)) =0= > Ind,(y)Rés,(f
;

aclU

. Donc

Sif = R avec z > 2, alors f = g avec g =

VI.4. Un exemple d’application

Pour une fonction /" : R — R intégrable et telle que fR]ﬂ < +00, on peut définir sa transfor-
mée de Fourier comme la fonction .#f : R — R définie par

y— f f (x)e_zmxy dx.
R

2
Soit /' : R — R l'application x — ¢~ ™ . Démontrons que .%f = f. Tout d’abord, pour y € R,
on peut réecrire

+00 5 .
ﬁf()’) — f P e—mey dx
—00
+00
- \2 2
— f e—n(x+zy) e dx
—00
R
:e_ﬂyz lim f e_ﬂ(x”y)zdx
R—+o00 —R
2 2
=¢ ™ lim f[—R+iy,R+iy]e ™ dz.

R—+o00
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VL.5. Primitive des fonctions holomorphes

Théoréme VI.16. — Soit U un ouvert connexe de C, soit f € 7€ (U). Soita € U et S un ensemble
de lacets d'origine a dont les classes engendrent (U, a). Alors lapplication | admet une primitive F
sur U, Cest-t-dire une application F € S(U) telle que F' = f, si et seulement si

-

Exemple VI.17. — Lapplication z — % n'admet pas de primitive sur C* puisque

f 1dz = 2.
c(0,1) ®

Corollaire VI.18. — Si U est simplement connexe (e.g. contractile), tout [ € 7€ (U) admet une
primitive sur U.

pour touty € S.

Preuve du théoréme. — Supposons tout d’abord que I'application f* admet une primitive sur U.
Soit y un lacet dans U, alors F oy est une primitive de / le long de y et

ff=F@a»—F@m»:a
Y

Réciproquement, supposons que f Yf = 0 pour y € §. Soit y un lacet dans U d’origine 4.

Comme par hypothese les classes des éléments de S engendrent la groupe 7 (U, 4), il existe une
famille (yy,...,7,) d’¢éléments de S et une famille (¢y,...,¢,) € {—1, 1} de sorte que

['}/] = [—Yl]el Xoeee sk [Yn]en
Par le corollaire VI.11,

| =2 r=o

Y =1 7
Soit z € U. Comme U est connexe et ouvert et donc connexe par arcs, il existe des chemins
d’origine 4 et de terme z. Soient y; et y, de tels chemins. Alors y*7, est un lacet d’origine 2. On

obtient donc les égalités
‘ff—JfE f=0
71 T2 T1*72
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Donc f " f= f ' /. Autrement dit, il existe une unique application F : U — C telle que

F(v(l))=Jf
7

pour tout chemin y dans U d’orogine 4.

Vérifions que F est une primitive de /. Soit & € U et soit » € R} tel que B(b,7) C U. Soit G
une primitive de /" sur B(b, 7), fournie par le corollaire ITI.20. Soit y un chemin de 2 2 4 dans U.
Siz, 2z’ € C, on note, par abus de langage, [z, z/] le chemin # — (l—t)z+tz/. Pour tout z € B(b, ),

le chemin vy * [b, z] est un chemin dans U d’origine 4 et de terme z. Donc F(z) = f 4lbe] /. On
obtient donc la formule
FQ—F®) _Juaf _ 6@)—60)
z—b  z—b  z—b
et ce quotient tend vers /() quand z tend vers b. O

VI.6. Logarithmes et racines z-émes de fonctions holomorphes
Proposition VI.19. — Soit U un ouvert simplement connexe de C. Soitf € 7 (U) une fonction
qui ne sannule pas sur U, alors il existe une application h € 7€ (U) telle que f = exp ob.
Démonstration. — On peut supposer que U # ). Soit 2 € U. Soit b une primitive dej];/ telle
que exp(h(a)) = f(a). Alors les égalités

expoh B bF—f
< f > -2
impliquent que le quotient CX?O;] est constant. Comme il vaut 1 en 4, 'application / convient.

]

expoh =0

Corollaire VI.20. — Sous les hypotheéses de la proposition précédente, pour tout entier n strictement
posittf, il existe g € FE(U) telle que f = g”.

Démonstration. — Avec les notations de la proposition précédente, il sufhit de prendre ¢ =

expo(é). O
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Exercices

iz
. . 1a . , , . €
Exercice VI.1. On considere la fonction méromorphe f* sur C définie par z — — - Pour un
nombre réel 7 strictement positif, on note C*(0,7) le chemin donné par # — re™!,
1. Déterminer |f(z)| pour z € C.

s
2. Prouver que pour tout d < 35

J Fla)de
ct (0,7)

e —1
dz
f c*op) *

tend vers 0 lorsque p tend vers 0.

<20+ elsin(®),

3. Prouver que

4. Calculer
1
J L
C*(0p) ®
5. En déduire que
+° in(x) T
f et
0 X 2
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VII. Limites de fonctions holomorphes

VII.1. Suites de fonctions holomorphes

Théoréme VIL.1. — Soit U un ouvert de C et soit (f,,),cN une suite déléments de 7€ (U). Si la
suite (f,,),,eN converge uniformément sur tout compact de U vers une application f', alors

a) Lapplication | est holomorphe sur U ;
b) La suite des dérivées (fn/ JueN converge uniformément vers la dérivée f " sur tout compact
. A . sy e 7 s k
de U, il en est de méme des suites des dérivées itérées (fn( ))nEN pour toutk > 0;

) Pour tout a € U, le k-éme coefficient du développement de Taylor DT (f) est la limite du
k-éme coefficient de DT (f,,).

Démonstration. — Démontrons l'assertion a). Pour cela nous allons démontrer que /* vérifie la
formule intégrale de Cauchy et appliquer la proposition III.15. Soient 2 € U, » € R} tel que

B(a,7) C U et soit b € B(a,r). Comme les applications £, sont holomorphes pour z € N, elles
vérifient la formule de Cauchy :

(12) (b)) = @ de

Clar) b2mi
Comme la boule fermée ]_3(4, r) est compacte, la suite (](;7|§(a,r) converge uniformément vers
f|§(ﬂ ) Soit ¢ > 0 Il existe donc un entier IV tel que pour » > N
e(r—|b—al)
[f(2) —f(2)] < -

pour z € B(a, 7). Or [g—b| > r— |b— 4| pour z € C(a, 7). Donc

f 7 2 flz) de
C(a,r)

z—bZ_m C(N)z—bz_ni

X &

Cela prouve que fC(a ” ;Z—Zb % converge vers f Cla r)% % Par passage a la limite, I'égalité (12)

fournit I'égalité
fw=| 9%
C(ﬂﬂ”) Z— b 27Ti'
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Par suite, 'application /' vérifie 'égalité de Cauchy. Elle est donc holomorphe.
Pour prouver 'assertion , nous allons d’abord généraliser la formule de la remarque 22

Lemme VIL2. — Soientg € 7 (U), a€ U etr € RE tel que B(a,7) C U, alors pour tout k € N
et tout b € B(a, ),

R0 _ J fz)  dz
C

k! (a7) (z_b)k'H 2mi
(n)
Démonstration. — Le développement de Taylor de /" en & sécrict DT (f) = ZneNf n!(b) 7"
Donc le résidu en & de la fonction z — ( f gi — est L };(,b). Donc le lemme résulte de la formule
— !
des résidus VI.14. O]

Notation VII.3. — Soient X un espace topologique, K une partie compacte de X et f : X — C
une application continue, on note

= max X)|.
Il = max o)
Cela définit une norme sur I'espace des applications continues de K dans C.

Fin de la preuve du théoréme. — Démontrons l'assertion VIL1. Soient k €N, 2 € U et r € R}
tels que B(a,7) C U. Soit b € B(a, r). Alors par le lemme qui précede

J (=)@ da| _ W —fillcwn
Clar) (z— B 2| (r—[p—a]f*!
1l en résulte que si # € ]0, 7], alors pour tout b € B(a, ),

k!
(13) 106 =@ < —5 I =Allcwn

(7_7/)k+1

56— @) =

Donnons-nous maintenant une partie compacte K de U. Pour tout 2 € K, on choisit un nombre
réel 7, > 0 tel que B(a, 3r,) C U Alors r, < 27, et B(a,2r,) C U. Comme K C UaeKB(d’ r,) et
que K est compact, il existe une partie finie / C K telle que

K c| JBar,)

acl

Pour tout z € K, il découle alors de la majoration 13 la majoration

Vo =/ lcasr
19— 9| < zkzgeaf(%).

a
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Lensemble 7 étant fini et la suite f, convergeant uniformément sur tout compact, le terme de

droite tend vers 0 quand 7 tend vers +00. Donc la suite d’applications (ﬁﬁ(k))neN converge

uniformément vers / *) sur le compact K.
Lassertion c) découle de I'assertion VII.1 et de la formule pour les coefficients du développe-
ment de Taylor (corollaire I1.14). O

VIL.2. Théoréme de HURWITZ

Théoréeme VIL.4 (Hurwitz). — Soit U un ouvert connexe de C et soit (f,), N une suite dap-
plications holomorphes injectives sur U qui converge uniformément sur tout compact de U. Alors la
limite est injective ou constante.

Démonstration. — Notons f la limite de la suite et raisonnons par 'absurde en supposant que f
n'est pas constante et qU'il existe deux nombres distincts 2,6 € U tels que f'(2) = f(5). Comme
f nlest pas constante et que U est connexe, 'application / n’est pas constante au voisinage de 4.
Il résulte alors de la forme locale des applications holomorphes (théoreme IV.16) quil existe
r€RY tel que

Vz€B(a,2r), f(z)#f(a)
En particulier 4 & B(a, 27) et

5= min ([f&)—fB))>0

2€C(a,r)
Comme f,, —f,(b) converge uniformément vers /' — f'(6) sur le compact C(a,7), il existe NV tel
que pour tout entier 7 > N, [}2 — /()] > g pour tout z € C(a,7). Comme f,, est supposée
injective I'application z — jae) ﬁ1 T holomorphe sur U — {6} qui contient B(a,7) et on
peut lui appliquer le principe du maximum (théoreme IV.7) ce qui prouve que, si » > N,

I5,(z)—1,(0)] = 5 5 pour z € B(a, 7). En passant a la limite lorsque 7 tend vers +00, on obtient

que |[f'(a) —f ()| = i’ ce qui contredit 'hypothese /() = /(). O

VII.3. Application aux séries. — Nous allons appliquer les résultats du paragraphe précédent
aux séries de fonctions holomorphes.

Théoréeme VIL5. — Soit U un ouvert de C et soit (f,)),cN une suite de fonctions holomorphes

sur U telle que la série Y, o\ f,, converge uniformément vers une fonction f sur tout compacte de U.
Alors

a) Lapplication | est holomorphe sur U ;

b) Pourtoutk €N, lasérie D, N ﬁﬁ(k) converge uniformément vers f ®) sur tour compact de U.
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c) Pour tout a € U et tout k €N, le k-éme coefficient du développement de Taylor DT (f) est
la somme des k-émes coefficients de DT (f,).

Démonstration. — On applique le théoreme VII.1 ala suite des sommes partielles <ZZ_0}[/€> N’
- n
]

. . .
Remarque VII.6. — Cela sapplique aussi aux familles sommables (f;),c; pour un ensemble
dénombrable 7, si la convergence est uniforme sur tout compact, c’est-a-dire que pour tout
compact K de U et pour tout ¢ € R%, il existe J C I fini tek que pour toute partie finie J’ de I
contenant /, on a la majoration

Vze K |f(z) —Z}?(zﬂ <e

En particulier, cela vaut si on a convergence normale sur tout compact K, autrement dit

el llfillg < +oo.

VII.4. Produits infinis. — Pour les produits infinis, nous pourrions donner un énoncé stric-
tement analogue aux précédents, mais mous allons en fait donner un critere qui assure la conver-
gence uniforme des produits partiels sur tout compact.

Théoréme VIL.7. — Soit U unouvert de C et soit (f,,),,cN une suite de fonctions holomorphes sur U
telle que la série >, N |f,, — 1| converge uniformément sur tout compact de U. Alors

a) La suite (I [}_o /i) neN converge uniformément sur tout compact de U ;
b) La limite, notée f = HZ:(? 1 est holomorphe

1 1
o f{o})= UnENf L{0}) ez pour toura € U, v,(f) = > ,envalfy) s

—1 / /
d) Sur tout compact de U= f ({0}), la série ZneNj;ﬁ converge uniformément vers jj;

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que 'analogue des assertions b), b) et ¢) sont véri-
fiées pour un produit fini de fonctions.

Soit K une partie compact de U. Comme dans la preuve du théoreme VII.1, pour toutz € K,
on choisit 7, € R} tel que B(4,3r,) C U et un partie finie / de K telle que K C U B(a, 7).

On note alors V' = U B(a,r,) qui est une partie ouverte de C et K = U B (a, Zr ) qui est
une partie compacte de C. Ces parties vérifient les inclusions K € ¥ C K/ C U .
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, - . , !/ s sz
Comme la série >, N |/, — 1| converge uniformément sur K, I'égalité

n n—I1
2 f—1=2> 11l
k=0 k=0

implique que ||f, —1|| ! converge vers 0 quand 7 tend vers +00. En particulier, on peut choisir

Vo=l =

1
ng tel que ||f, —1][ s < 5 pour z > ny.
En appliquant la remarque initiale au produit de 7 applications

Soxfix-xfo x| ] 1A

k=ﬂ0

on se rameéne a prouver les assertions pour les restrictions de f,, 2 ¥ dans le cas ot ||, —f| .+ < %
pour tout 2 € N. En particulier, les applications £, ne sannulent pas sur K .
. . 1 . . 1
La majoration ||, —1|[ .7 < 5 donne les inclusions £, (K”) C B(1, 7) C C=]—00,0]. Donc
f,, =expoLogof, sur K et
n
7

[ = St

k=0
Or l'inégalité des accroissements finis (théoréeme 1.15) donne la majoration

z

1 >>< le—1] = 2a—1]

Log(z)| = |Log(z) —Log(1)| < max
| Log(2) = | Log(e) — Log(1) %4Lg<

pour tout z € B(1, %) Donc |Logof,(z)| < 2|f4(z) — 1| siz € K” Donc la série > ien | Logofy|
converge uniformément sur K’ ’ En particulier, il existe une constante C > 0 telle que

n

> | Logofy]

k=0

<C
1'%

pour tout 7 € N. Linégalité des accroissements finis assure que |exp(x) —exp(y)| < exp(C)|x—)|
pour tous x,y € B(0, C). 1l en résulte que la suite des produits partiels (sz()f/e)neN converge

uniformément sur K’ et donc sur V. Par le théoreme VII.1, application limite / est holomorphe

sur V. Sur V',
+00
f =expo <Z Logoﬁi>
k=0
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ce qui prouve que /' ne sannule pas sur ¥ Comme v,(f,) = 0 pour 2 € K’ et n € N, l'asser-

tion c) est vérifie sur V. En outre, la suite <ZZ—O Log °fk> N converge uniformément vers une
y

. / _ 7 4.0 4 fr‘z
fonction g sur K” telle que expog = f. Par conséquent la somme des dérivées >, N 7 converge

ne

uniformément sur tout compact de ¥ vers la dérivée g/. Comme f’ /= g/ exp(g) = g/f, on obtient
/

que ¢/ :j;—p, ce qui prouve I’assertion d) pour K. ]

VIL.5. Limites de fonctions méromorphes

Théoréme VIL.8. — Soit U un ouvert de C. Soit (f,)),eN une suite de fonctions méromorphes
sur U. On fait en outre les hypothéses suivantes

—1
(1) Lensemble S = UneN S ,({oo}) est localement fini dans U ;
(i) Pour touts € S, lensemble {v (f,), n € N} est minoré;

(iil) La suite (f,),cN converge uniformément sur tout compact de U =S vers une application f .
Alors

a) Lapplication [ se prolonge par continuité en une fonction méromorphe sur U ;

b) La suite (fn(k))neN vérifie les conditions (1) et (ii) et converge uniformément vers f ®) suur rour
compact de U—S;

c) Pour tous k € L et a € U, le k-éme coefficient du développement de Laurent DL, () est
la limite de k-émes coefficients de Laurent DL (f,)). En particulier Rés(f) est la limite de la suite

Rés, (1)

Démonstration. — Le théoreme VIL.1 assure que /€ (U =) et la convergence sur U= §
dans l'assertion b). En outre si s € S, I'inégalité v (f "12) > min(0, v,(f,,) — 1) prouve que f° ! vérifie
les conditions (i) et (ii).

Il reste & démontrer les assertions a) et 22 en tout point de S. Soit s € S. Soit » € R} tel
que B(s,2r) C U et B(s,2r) NS = {s}. Par 'hypothese (ii), il existe un entier M € N tel que
v,(f,) = —M pour tout z € N. Pour » € N on pose alors g, = (z—s)Mﬁi qui holomorphe sur
B(s,27). Comme C(s,7) C U=S, le principe du maximum nous donne les majorations

ng _gq”]_g(_(),) < ng _gq”C(s,r) < VM”f]‘) _fé”C(S,}")

Par le critere de Cauchy, la suite (g,),,en converge uniformément vers une fonction g sur B(s, 7)
qui est holomorphe par le théoreme VII.1. Cela prouve que f se prolonge en une fonction
méromorphe en s et DL (f) = 7™M DT,(¢) ce qui fournit I'assertion 22 en s. ]
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Corollaire VIL9. — Soit U un ouvert de C et soit (f,),,eN une suite d applications méromorphes
sur U qui vérifient les hypothéses suivantes :
—1
(i) Lensemble S = Un en S n({00}) est localement fini dans U ;
(i) Pour touts € S, lensemble {v (f,), n € N} est minoré;
(iii) La série >, eNf, converge uniformément vers une fonction [ sur tout compact de U =S.
Alors
a) La fonction f se prolonge en une fonction méromorphe sur U ;
b) Pour k € N, les suites ﬁi(k) vérifient les conditions (i) et (ii) et la série D, N ]%(/e) converge
uniformément vers f ®) sur tour compact de U=S;

c) Sia€ U, le k-éme coefficient du développement de Laurent DL (f') est la somme des k-émes
coefficients de DL (f,)).

Proposition VIL10. — Soit U un ouvert de C. Soit (f,,),eN une suite de fonctions méromorphes
sur U telles que pour tout compact K de U, les conditions suivantes sont vérifiées :
—1
(i) 1/ existe un entier Ny tel que [, ({00}) NK =0 lorsque n > Ny ;

(i1) La série — 1| converge uniformément sur K.
n2Ng Un 4

—1
Alors, soit S = ﬂnEN f,{oo})
a) Lensemble S est localement fini;

b) La suite des produits partiels (sz()fé)nEN converge uniformément sur tout compact de
U=3S§;

©) La limite [ sétend en une fonction méromorphe sur U et l'ensemble des poles de f est contenu
dans S ;

d) Pour roura € U, v,(f) =>,env.(f)s

/ / —1
e) La série ZnGN% converge uniformément vem]jp—p sur tout compact de U=() f ({0, co}).

Démonstration. — Soient a € U et r € R} tels que B(a,r) C U. On pose N = N]_ﬂ(a,r)' On

applique le théoréme VIL.7 au produit de fonctions holomorphes [, f, sur B(a,7). On
obtient ainsi une fonction holomorphe ¢ qui vérifie 'analogue des assertions d) et ). La fonction

méromorphe /' =g X Hi\igl /,, vérifie donc ces deux assertions. ]
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VIIL.6. Intégrales dépendant d’'un parametre

Notation VIL.11. — Soit U un ouvert de C et soit X un ensemble. Soit /' : U X X — C une
application. Soit x € X. Si 'application ;. : U — C donnée par z — f'(z, x) est holomorphe, on

note gi;(z, x) pour ch/ (z)

Théoréme VIL12. — Soient U un ouvert de C et o, p € R tels que oo < B. Soit f: U X [0, p] — C
une application telle que

(i) Pour tout t € [a, B], lapplication f, : U — C donnée par z— f (2, t) est holomorphe ;
(i) Lapplication f est continue.

Alors la fonction F : z — ff F(z,t)dz est holomorphe et sa dérivée est donnée par

B
F'(z) =J a—F(z, t)dzr

0z
B tF F
pour z € U. Plus généralement, Flk f (2, t)dt pourk €N etz € U.
Démonstration. — Nous allons & nouveau utiliser le critere d’holomorphie donné par la propo-

sition I11.15. Soient 2 € U et » € R, tels que B(a,7) C U. Soit b € B(a, 7). Pour tout ¢ € [a, 8],
on a la relation

fle0) de

C(a,r) Z_b 271'1

fbr)=

27t

Comme l'application # — z + 7*™! est de classe €1, on peut utiliser le théoréme de Fusint,

pour obtenir les égalités

ff(btdt_Jfﬂr)z med
J JB flzd) | de f F(z) dz
= df—_: —.
C(ﬂ,}’) o Z—b 21 C(ﬂ’r)z—blm
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Donc l'application F vérifie la formule de Cauchy et elle est holomorphe. En outre, en appli-
quant a nouveau le théoreme de FuBIni, sa dérivée est donnée par :

F/(b) _ F Z B f(z, e
C(ﬂ,}") 2’ 27Tl d 7, (z— 2’ 27'['1

fjdr(jzp(_z) 227‘C1dt_f gj;<

Les autres assertions s’ en déduisent. ]

Pour traiter des intégrales plus générales, nous allons utiliser le théoréme de convergence do-
minée dont nous rappelons I'énoncé :

Théoréme VIL13. — Soit X un espace muni d'une mesure y. Soit (f,)),,cN une suite d applications
mesurables i valeurs complexes sur X telle que

(i) La suite (f,),,eN converge simplement vers une application f : X — C;
(ii) 1/ existe une application g € L I(x, w) telle que
VzeN,VxeX, [/, ()] < g(x)

Alors lapplication [ appartient & £ I(x, w) et f X |f;, —f|du tend vers 0 quand n tend vers + 0. En
particulier, fX [, du tend vers fX fdu quand n tend vers +00.

En appliquant ce théoréne nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréeme VII.14. — Soit X un espace muni dune mesure p. Soit U un ouvert de C et soit
f U XX — Cune application telle que

(i) Pour tout x € X lapplication z— f'(z,x) est holomorphe ;
(ii) Pour toutz € U, lapplication x — [ (z, x) est mesurable ;
(iil) Pour touta € U, il existe r € R} avec B(a,7) CU etg€ L I(x, w) els que
VxeX,Vz€B(ar), |f(zx)]<glx)
Alors lapplication F : z — fX f(z,x)du(x) est holomorphe sur U. En outre l'application (z,x) —

%(z, x) vérifie les conditions (i) a (iii) ez

Vee U F’<z>=f 7 e,

Plus généralement, Flk fX 7 (z x)du(x) pour tout z € U.
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, . . z,x)—f (a,x
Démonstration. — Pour tout x € X et tout 2 € U, le taux d’accroissement [ex)~f(ax) tend
—Aa

f(z,x)—f(z,a)

pe— est mesurable donc
lapplication x — df 9z(a, x) est mesurable comme limite d’applications mesurables.
Soienta€ U, r € R} etgefl(X, u) tels que B(a, 37) C U et

VxeX,Vz€B(a,3r), |f(zx)|<g)

Alors la formule de Cauchy nous donne I'inégalité

) ) —
vers ai;(a, x) quand z tend vers 4. Pour z # 4, I'application x —

1 1
VeeBan, | L] < Hflo e < o)
Donc en appliquant le théoreme de convergence dominée VIL.13 et le critere séquentiel

x)—f (a,x)

pour la limite d’une fonction en un point, Lintégrale fo G ————du(x) converge vers
f X %(ﬂ, x)du(x) quand z tend vers 4. O
En ce qui concerne les fonctions méromorphes on dispose du résultat suivant :
Théoréeme VIL15. — Soit X un espace muni dune mesure p. Soit U un ouvert de C. Soit [ :
U x X — PYC) une application telle que
(i) Pour tout x € X, l'application f(e,x) : z— f(z,x) est méromorphe;

(ii) 1/ existe un ensemble S C U localement fini tel que pour tour x € X, l'ensemble des péles de
(e, x) est contenu dans S ;

(iil) Pour tout s € S, il existe un entier a, € L tel que v (f'(®,x)) = a, pour tout x € X ;
(iv) Pour tout z € U =S lapplication x — f (2, x) est mesurable ;
(v) Pour tout a € U=S, il existe r € R}, avec B(a,7) CU—=S etg € LX) tel que
VzeB(a,r),Vx€X, ]f(x, z)| < g(t).
Alors lapplication de U =S dans C donnée par z — fX f(x,2)du(x) se prolonge en une fonction
méromorphe sur U. En outre l'application % de X dans P1(C) vérifie les conditions (1) a (v) et
Fo= | Lionius

pour toutz € U=S. Plus généralement pour tout k € Z et tout z € U, le k-éme coefficient de DL ,(F)
est obtenu en intégrant le k-éme coefficient de f (o, x).

Démonstration. — Compte tenu du résultat pour les applications holomorphes, il suffit de prou-
ver le résultat au voisinage d’un point s € § et on se raméne au cas ot § = {s}. [
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Soit U un ouvert de C contenant 0. Soit / € 7 (U) une application holomorphe telle que
f(0) =0et =f/(0) satisfait [A| € ]0, 1[. On notefoo = Id;; et pour tout » € N, on pose
fon+1 :fofon.

1. Soit z € N. Démontrer que pour tout ¢ € 0, 1[, il existe » € R} tel que

/7" (2)

(l_e)n|z| < W

<(1+9)"f4

pour tout z € B(0, 7).
2. On pose ¢, = A °”. Démontrer qu'il existe » € R} tel que la série

Z(¢n+1 _gbn)

neN
converge (on pourra commencer par majorer |f(z) —2z|).
3. Démontrer qu'il existe une fonction holomorphe ¢ définie sur un ouvert /" contenant 0
telle que ¢(0) =0, ¢/(O) =1let
?(f (2)) =2p(2)
pour tout z € W,
4. Prouver qu’il existe un ouvert " C W contenant 0 et r € R% tel que ¢ définit un
isomorphisme bianalytique de 7 " sur B(0,7)
5. Soit z € W’. Exprimer simplement /% (z) 4 l'aide de ¢ et .
6. Soit c € C. On considere Iapplication polynémiale définie par g: z — 22 + .
(a) Déterminer les points fixes de g, c’est-a-dire I'ensemble des z tels que g(z) = 2.
(b) Soit 2 un tel point fixe. A quelle condistion a-t-on Ig/(zo)| €10, 1[.
(c) Sila condition de la question précédente est vérifiée, prouver qu'il existe » € R} et une
application holomorphe ¢ : B(z(, 7) telle que ¢(z() = 0, gz>/(0) =1 et ¢(f(2)) = 2p(z)
pour z € B(z(, 7).
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VIII. Produits de WEIERSTRASS

Cours

VIIL.1. Formule de Jensen

Proposition VIIL.1. — Soit U un ouvert de C et soit | € F(U). Soit a € U tel que [ nest pas
identiquement nulle au voisinage de a, Soit > jeN a/ezk le développement de TayLOR de [ en a. Si
r€ R*+ est tel que B (a,7) C U, alors

Ec () (oglf) = logla, )| +0,()loglr) + > uz(,r)log< r >

2€B(a,r)~{a} [z —4]

Remarque VIIL.2. — Cette formule reste valide si /' sannule sur C(a, 7).

Démonstration. — On se raméne au cas ot 2 = 0.
Supposons que /" sannule en & € C(0, 7) et posons 7 = v, (f) > 1 alors f = C(z—b)"(1+¢(z))
au voisinage de b, ot C € C* et ¢ est une application holomorphe qui s'annule en 4. Donc

log([f (2)]) = 7log(|z—&]) + log(|C(1 +¢(2))])
ce qui prouve que l'intégrale définissant E(, , (log|f]) converge.

Définissons f, par z — f (z)(z—(zbi% Alors le terme de droite pour f; converge vers celui

1 261
— (1
log<|r€ b( +s)|>de

|7€27r9i_b|

de /. En ce qui concerne le terme de gauche,

Ec(o,»)loglf]) —Ec(q,)(loglf]) = f

0

Mais |;f.€27fei —b(1 +¢)| est décroissante en ¢ (¢f figure 13). On peut donc appliquer le théoreme
de convergence dominée a cette intégrale, si bien que la différence tend vers 0.

Traitons maintenant quelques cas élémentaires :

— Sif est constante de valeur C, le termes de gauche et celui de droite valent log(|C]) :

— Sif =Id, alors le théoréme de gauche vaut log(r) et celui de droite vaut log(1) +log(r) =

log(r);
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’ 627161

b(1+¢)
b

Ficure 13. Déplacement d’'un zéro

— Sif est donnée par
b

z
7

>

_ bz

rr
pour un nombre complexe & € B(0,7), alors /' est une isomorphisme bianalytique de
B(0,7) sur B(0, 1), car cest la composée de z +— ; avec un automorphisme bianalytique de
D (¢f théoreme IV.10) et log(|f'(z)|) = 0 pour z € C(0, ), si bien que le terme de gauche
est nul. Quand au terme de droite, il vaut

() () <o

— Si g € #(U) ne sannule pas dans B(0,7), alors on peut trouver ¢ € R de sorte que
B(0,7+¢) C U et que ¢ ne sannule pas sur B(0, 7 + ¢). Par la proposition VI.19, il existe

he 7 (B(0,R +¢)) telle que g = ¢”. Donc, par la formule du corollaire II1.12,
Ec(o,)(loglgl) = Ec(o,,) (R (h)) = R(E(h)) = R(h(0)) = log(|g(0)))-

D’autre part, les deux termes sont additifs pour le produit de fonctions. En général, on écrit
donc

ot/ = B(0,7) NF~1({0}) est un ensemble fini puisque B(0, 7) est une partie compacte de U etg
désigne une application holomorphe sur U qui ne s'annule pas dans B(0, 7). La formule découle
donc des cas particuliers considérés auparavant. ]
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On peut généraliser ce résultat aux fonctions méromorphes :

Proposition VIIL3. — Soit U un ouvert de C, soient [ € M (U), a € U et r € Rpp tel que

Bla,7) C U. On suppose que f nest pas identiquement nulle sur B(a,r). Notons D ez ockzk le
développement DL, (f). Alors

EC(a)r)(log]fD = log |‘Zvﬂ(f)| +v,(f) log(r) + Z v,(f) 10g< r >

2€B(a,r)~{a} |z o ﬂ'

. , . . 1-%2 . X
La preuve est essentiellement la méme en introduisant des facteurs —*/ pour traiter les poles

de f.
Corollaire VIIL.4. — Avec les notations de la proposition VIII. 1, Notons pour tout 7 €10, [r,
N()= D3 vl
2€B(a,r")

Alors pour tour B € 11,400, on a la majoration

r 1 ”f”C(a,r)
“(5)<m 1g<—<f>>

r r

|, ()]
Démonstration. — De la proposition VIII.1, on déduit la majoration
N<%> < Z vzgf)log<|—r|>
z
zEB(a, B)
r
< 37 oulf 1o 5 ) < EcunoglfD— ol ) — sl gt
2€B(a,r)
On conclut avec la majoration E¢;(, (logf|) < log |]f||C(d),). Il
Définition VIIL.5. — Soit f une fonction entiere qui n'est pas la fonction constante nulle. Alors

lordre de f est défini comme

ordre(f) = T o8 Wllcon)

r—+0Q l()g(}")

€ [0, +oo].

Proposition VIIL.6. — Soit | € 7 (C)=—{0}. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) ordre(f) < B;
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SBe

(i) YeeRY, |l =0 )

Exemple VIII.7. — La fonction expoexp est d’ordre +00.

Théoréme VIIL.8. — Sif est une fonction entiere d'ordre < B, alors la série D -+ | ((Z) converge
pourt € B, +ool.

Démonstration. — Soit ¢ € |, +00[. La série considérée est une série a termes positifs. Posons

= %& Alors

S SR
k=1 ‘

zeC* lz|<1

Le corollaire VIII.4 appliqué avec r = & et B = e, fournit la majoration

Sk+1)(B+e
NN P ¢ = (D)
N(€ ) N(€ ) \log<C€U()(][)(k+l)> ﬁ(e )

oi1 C désigne une constante réelle. Donc (N (¢F)— N (#71)) [(/e 5= = 0(¢7%) ce qui prouve que

la série converge. ]

VIIL.2. Facteurs de Weierstrafl

Définition VIIL.9. — Pour tout entier 7 strictement positif,

n—1 uk

W(wn)=(1—u)e 2ot

Remarque VIII.10. — Notons que I'application W (-, z) est entiere avec un zéro simple en

W
u = 1. D’autre part >/ . 1 7 est le début du développement de —Log(1 —#), ce qui explique

que la valeur de 7 (u, n) soit trés proche de 1 pour les petites valeurs de #. Comme le but est de
faire des produits infinis de tels facteurs, cette propriété sera cruciale par la suite.

Nous allons utiliser diverses majorations de ces facteurs

Proposition VIII.11. — Soient n un entier strictement positif et u € C.
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a) Si|u| < %, alors
| (1, m)| < 2"
|W(u n)[t < A
W (1, ) — 1] < 4]u]”;
b) Si|u| > 5
I (1,m)] < (1 + )2
o Silu| =2

—1
W n) " < Al

Notons qu'en particulier # (u, 7) est d’ordre n — 1.

Z ’ ’ b M . 1
Démonstration. — Démontrons I'assertion a). Soit # € C avec |#| < 5. Dans ce cas 1 —u €
C—]—o0,0] et
W
(1—u) = ebos(l=) = =21 T
Donc

Or || = e olal e

+00 k +0o0 n

|Z Z|’€|

Donc W (1,n) < 2" . Comme |e_ | < e|”|, on obtient également |77 (1, n)| ! < 211"
D’autre part

<20
Iul

+00
le! —1] < Z < 24|
k=1
si |a| < 1. Donc
+o0 k
W () — 1| <2 Z% < 4|ul”.
k=1

Passons a I'assertion b). Soit # € C tel que |«| > % Par définition
gl
G )] < (1 a5
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Mais on a également la majoration

n—I1

|u|k n—1 = 1 n—1
27<|2”| Z_k<|2”| :
k=1 k=12

Démontrons enfin I'assertion c). Soit # € C avec || > 2, alors

— —1 1
el " < Al

a1

| ()7 = e

VIIL.3. Décomposition des fonctions entiéres

Proposition VIIL12. — Soit (z,),cN une suite de nombres complexes tels que |z,,)| tend vers +00
quand n tend vers +00. Alors il existe une application entiére f telle que

VzeC, v,(f)=Card{reN|z, =z}
Autrement dit, (z,)),cN la suite des zéros de | comptés avec multiplicité.

Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas ou z,, 7! 0 pour tout » € N. Dans ce cas, prouvons
que le produit infini

+00 .
(14) | | W\ —j
z
définit une application entiere qui convient. Soit K une partie compacte de C. Démontrons que

la série
z
w <—, n> — 1'
zn

(15) >
converge uniformément sur K. Comme la suite (|z,,|) ,en tend vers +00, il existe N € N tel que

neN
z

2,
obtient

z n

< % pour tout entier 7z > NN et tout z € K. Par l'assertion a) de la proposition VIII.11 on
1
<4

1 W<z >
zn’n 27

ce qui prouve la convergence uniforme de la série (15) sur K. Par le théoréeme VIL.7, le pro-
duit (14) définit donc une application entiere. Comme

z

L }

zi’l

b, @j W<zinn>> - gvz<W<zinn>> = Card {n eN
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Le produit convient. 0

Remarque VIII.13. — Remarquons que le fait d’utiliser 7 (-, ) pour le n-¢me terme de la
suite assure la convergence du produit mais fais tendre 'ordre des produits partiels vers I'infini.
Autrement dit 'application obtenue croit trés rapidement, un peu comme expoexp lorsque |z
tend vers I'infini, ce qui n’est pas optimal. La proposition suivante permet d’obtenir un meilleur
résultat de ce point de vue.

Proposition VIII 14 — Sous les hypothese de la proposition VIII. 12, soit b € |1, +00[. On suppose

que la série 3 jeN —p converge. Alors il existe une application entiére dordre < B qui vérifie la
= )

conclusion de la proposztion VIIIL12.

Démonstration. — A nouveau, il suffit de traiter le cas ot1 z 7-[ 0 pour j € N. Soit » = [B],
Cest-a-dire le plus petit entier qui majore . Nous allons demontrer que le produit

(16) f=§W<Zik,n>

converge dans .7(C) et définit une application d’ordre < P. Par l'assertion a) de la proposi-
tion VIIL.11 on obtient

et cette série converge.
Majorons maintenant 'ordre du produit. Rappelons que € ]z — 1, #]. Les majorations de la
proposition VIII.11 donnent la majoration

n—1 n
P 2z 2| &
< 1+ )el * %
[f(2)] kl_[ < - >e 1_[ e
eN keEN
|2 <2z] l21>2lz]
Choisissons une constante C > 1 telle que
log(1+a) + a1 < Ca®

pour tout 2 € [%, +00[. On obtient alors

Clzf?

(z) < | | Zk 0 |Zk|g

Donc log([f (2)]) = €(|z]®). O
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Remarque VIII.15. — En fait, log(|f(z)]) = o( |z|B). En effet fixons ¢ > 0 et prenons N tel que

Zk—N +1

1
<, alors
|B

2
log(|f <Z<log<l+—>

|2

z n

+2=
2k

z

n—I1 +00
>+ > 2 -

k=N+1

La premiere somme qui est finie est un 0(|z|(3 ) et la seconde somme est majorée par 22|z|?’.
Les résultats précédents nous permettent d’écrire toute fonctions entiere comme un produit :

Théoréme VIIL16. — Soir [ € (C). Soit ny = vy(f). Soit (z,),eN une suite de nombre

complexes non nuls telle que
VzeC*, ou,(f)=Card{n€N]|z,=2}.

converge unifor-

Alors il existe une suite d'entiers (ny,) N tel que la somme D N ‘ W =, n/e> —1
mément sur tout compact de C et une application entiére g € 7€ (C) de sorte que

wec s T (Zm)

keEN
Si lapplication f Z/éVlﬁE en outre les deux conditions suivantes

(@) log([[f1lc(0.)) = 0(””);
(ii) La série Z+ 0 W converge, alors on peut prendre nj, = n pour tout k € N et g est une

application polynommle de degré < n.

Remarque VIIL17. — Si application f est d’ordre < 7, alors elle vérifie les conditions (i) et
(ii).

VIIL.4. Le théoréeme de MITTAG-LEFFLER
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IX. Théoreme de la représentation
conforme de RIEMANN

IX.1. Lespace topologique .77 (U). — Notre objectif est de munir 'espace 77 (U) d’une dis-
tance de sorte qu’une suite de fonctions holomorphes (f)),,cn converge pour cette distance si et
seulemement elle converge uniformément sur tout compact K de U.

Remarque IX.1. — Notons €(X,Y) 'ensemble des applications continues d’un espace topo-
logique X dans un espace topologique Y. Remarquons que I'application

v#(U)— ] ¢&C)

KcU
K compact

qui envoie une application £ sur la famille des restrictions (f| ) est injective et que || - ||g défini

une norme sur chaque espace vectoriel €’ (K, C). On peut donc munir le produit de la structure
d’espace topologique produit. La topologie recherchée sur 57 (U) peut alors étre définie comme
celle pour laquelle une partie /" de 77 (U) est ouverte si et seulement si 1(J7) I'est. Mais il est
plus pratique de définir une distance sur .7°(U) qui va donner la topologie souhaitée.

Lemme IX.2. — Soit U un ouvert de C. Pour tout n € N, posons

K,=B(0,n)N{x€C|d(x C=U)>

b

n+1

alors
a) Pour tout n €N, la partie K, est un compact de U et K, CK,, | ;
b) U= UnGNKn;
©) Pour tour compact K de U, il existe n €N tel que K C K.

Démonstration. — Lassertion a) résulte du fait que K, est une partie fermée et bornée de C.
Démontrons l'assertion c). Par le corollaire A2.3, la distance d(K,C— U) est strictement

positive et K est borné. Il existe donc un entier 2 € N tel que K C B(0, ) et % <d(K,C=U).
Donc K CK,,.
Lassertion b) résulte de 'assertion c) appliquée au compact {z} pourz € U. ]
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Notation IX.3. — Soit U un ouvert de C. On définit 4 : #(U)* — R, par la formule

min(|lg—f1[g , 1)
dfg) = > o

neN

pour tous f,¢g € 7 (U).
Remarque IX.4. — Notons que ||g—f||Kn =0si K, =0.

Proposition IX.5. — Luapplication d est une distance sur 7€ (U) qui munit 7€ (U) d’une topologie
telle quune suite (f,),eN deléments de 7 (U) converge vers f € F(U) si et seulement si la sioye
() neN converge uniformément vers f sur tout compact de U.

Démonstration. — Prouvons tout d’abord que 'application 4 est une distance.
La symétrie, c'est-a-dire la relation d(f,¢) = d(g, /) résulte de 'égalité ||/ — ¢|| K,= lle—71| K,
pour f,g € H(U).
Soient f; g € .7 (U) alors on a les équivalences
dfg)=0 <= VneN min(L|lg—f]lg)=0
<~ VneN |lg—fllg, =0
= f=g

ol la derniere équivalence résult du fait que U = U, oNK,.
Démontrons maintenant I'inégalité triangulaire. Notons que pour 2,6 €R,, on a

min(1L, 2+ ) < min(1, 2) + min(1, 4).

En effet si 1 <a et 1 < b, alors I'inégalité s'écrit 1 < 25 si a2 < 1 < b elle découle de I'inégalité
1<a+letsia<leth<1,delinégalité min(l,a+b) <a+b.
Soient f, ¢, h € 7 (U). On obtient les majorations

min(||h — — R
-3 (Il g;g flx, 1)

neN
min(lh—gll +lle—Fllg 1)
271

~X

neEN
min(}—gllg. 1)+ minlg—llg. 1)

<> X

neN
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<d(fg)+d(gh).

Il reste & prouver que cette distance vérifie la condition souhaitée. Soit (f;)),cn une suite
d’éléments de S (U) qui converge vers f € 2 (U) pour la distance 4. Autrement dit d(f,,f)
tend vers 0 quand 7 tend vers +00. Soit K un compact de U. Par 'assertion c) du lemme , il
existe un entier N € N tel que K C K. Or min(|V—f”||KN, 1) < ZNd(fn,f) donc la valeur
de min(||f'—£,|| Ky’ 1) tend vers 0 quand 7 tend vers +00. En particulier elle est strictement
inférieure 3 1 pour # assez grand et donc égale a |[f' — £, ||z, - Donc [[f =[x, et, a fortiori,

|l — /.|| tendent vers 0 lorsque 7 tend vers +oco.
Réciproquement soit (f;),cn une suite de fonctions holomorphes sur U qui tend unifor-
mément vers f € ' (U) sur toute partie compacte de U. Alors pour tout # € N, la suite

(il Kk)neN converge vers 0. mais

N min(L[If,~fllg) 1

k=0
pour tous 7z, N € N. Il en résulte que d(f,, /) tend vers 0 quand 7 tend vers +00. [

Dans la suite 77 (U) est muni de la topologie définie par d.

Théoréme IX.6. — Lespace 7 (U) est complet et pour tout k € N, lapplication [ — ) g5z

continue.

Remarque IX.7. — Rappelons qu'un espace métrique est dit compler si les suites de Cauchy
convergent.
Démonstration. — Soit (f,)),cn une suite de Cauchy dans J#(U). Cette suite vérifie donc la
condition :

Ve€RLIANENYpg€EN, (p=Netg>N)=d(f,f) <«

Nous allons démontrer que cette suite converge. Par d “finition de la distance, pour tout partie
compacte K de U la suite (fn| K neN est de Cauchy dans €'(K, C) qui est un espace vectoriel
normé complet. Elle converge donc uniformément vers une application f. En particulier la
suite (f;)),en converge simplement vers une application " dont la restriction 4 K coincide avec
fx pour toute partie compacte K de U. Comme cette la convergence est uniforme sur tout partie
compacte de U, la suite (f,,),,cn converge vers f dans J2(U).

105



Cours Théoréme de la représentation conforme de RIEMANN Chap. IX

Démontrons la continuite de I'application f +— f *), Soient fig€ H(U), soita € U et soit
r € R tel que B(a,7) C U. Alors pour tout b € B(a,7), on a la formule

®) (5) = k1 f S &
f ( ) Clan) (z—b)k+1 2

Doncssi 7 €10, 7].

OO /E”f_gHC(ﬂ,r)
I3 g ”B(O,/) <A 1 (7_7/)k+1 r
On peut alors recouvrir n'importe quel compact K par un nombre fini de telles boules. [
IX.2. Théoréeme de MONTEL. — Nous allons démontrer le résultat suivant, conséquence du

thérome d’Ascoli (théoréme A2.12).

Théoréme IX.8 (Montel). — Soit A une partie de 7€ (U). Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

() Ladbérence A est compacte;
(ii) Pour toute partie compacte K de U, ['ensemble des restrictions A K = {f| wf €4 } est borné
pour||||g-

Démonstration. — Comme l'application de .77 (U) — R donnée par /' — ||f||x est continue, la
condition (i) implique la condition (ii).

Pour la réciproque, démontrons tout d’abord que pour tout partie compact K de U, I'en-
semble A K des restrictions de A est équicontinu. Soit 2 € U et 7 € RY tel que B(a,2r) C U.
Cette partie est bornée. Comme

1
/
“f ||B(a,r) < ;”f”C(ﬂ,Zr) < Ca,r

pour un nombre C,, € R indépendant de /' € A, linégalité des accroissements finis (théo-
réme 1.15),

Vf €4 Nyz€Bar), [f()—f ()< Cpply—2]
Comme le compact K peut étre recouvert par un nombre fini de telles boules, on obtient que
A K st équicontinu et bornée. Par le théoréme d’Ascorr (théoreme A2.12), on en déduit que
Z|I( est compact dans €'(K, C).

Notons .# (U) l'ensemble des parties compactes de U. Donc en appliquant le théo-
reme de TYKHONOV, qui assure qu'un produit d’espaces topologiques compacts est compact,

HKE%/(U)AU( est compact.
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Reprenons I'application t de la remarque IX. 1. Alors ((4) est fermé dans lespace [ [ gc (1) ¢ (K C).

. . , - -1 — > .
En effet, il existe un fermé F de cet espace tel que 4 = 1 (F) et ((4) est 'intersection de F avec
les fermés définis par

{(f[()Keji/(U) e 1] O ki, = Fi) ki, }

Ker (U)
Donc (4) est une partie fermée du compact [ g 2 (U) 1_4| x et donc il est compact. Or les

ouverts de .7 (U) sont 'image réciproque d’ouverts par . Donc A est compact. ]

IX.3. Théoréme de la représentation conforme de RIEMANN

Théoréme IX.9 (RIEMANN). — Soit U un ouvert connexe et simplement connexe de C, différent
de C. Alors pour tour a € U et tour o € U, il existe une unique application biholomorphe D —- U

telle que (0) = a etf/(O) eRjo.

Remarque IX.10. — Le théoréme est valide mais sans intérét si U est vide. Sa conclusion est
fausse si U = C. En effet s'il existait une application biholomorphe £ : D — C alors £~ serait

une application entiére bornée et non constante, ce qui contredit le théoréme de LiouviLLE
(théoréme IV.2).

Prenve du théoréme. — Démontrons tout d’abord lwunmicité. Si les applications f; et f,
conviennent, alors fz_l o f1 est un automorphisme bianalytique du disque unité D et par
I'unicité dans le théoreme 1V.10, £, o ; = Idp ce qui donne £, = /5.

Comme U 7-1 C, on choisit 2 € C—U. Lapplication f : 2 — z—a est holomorphe sur U
qui est simplement connexe et ne sannule pas. Par le corollaire VI.20, il existe une application
holomorphe g € 7 (U) telle que f = g*. Lapplication g ne sannule pas et comme f est injective,
et que f est la composée de ¢ et de Papplication [J : z — 22, I'application g est injective. Donc
¢ est un isomorphime bianalytique de U sur U; = ¢(U). Supposons qu’il existe z € U] tel que
—z € U,. Alors il existe x et y € U tels que g(x) = z = —g(y). Mais alors f(x) zg(x)2 zg()/)2 =
/(). Donc x = y et z = —z. Par conséquent z = 0 ce qui contredit le fait que I'application ¢
ne s'annule pas. Soit wy € Uj et soit » € R} tel que B(wy, r) C U; Alors B(—wg,7) C —U; C
C—U,. Lapplication § : C— B(—wy, 7) — D—{0} donnée par z — ==

g et un isomorphisme

bianalytique de réciproque z — g—wo. En composant avec un automorphisme de D, on obtient
alors un isomorphisme bianalytique ¢ de U sur Uy C D tel que ¢(a) = 0.
Notons

A={feH(U,)|f(U;) CD, f(0) =0 et f est injective } U {0}.
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Alors l'injection naturelle Uy — D est un élément de 4. Par définition pour toute partie com-
pacte K de U, Ajg est bornée. Par le théoreme de MoNTEL (théoréme IX.8), A est compact.
Prouvons que A est fermé. Soit (f,),cn une suite d’éléments de A4 qui converge vers f dans
H(U). Par le théoreme de Hurwrtz (théoreme VII.4), Iapplication f est injective ou constante.
Comme (0) = 0, si elle est constante, elle est nulle. Si z € D, alors |f;,(z)| < 1 donc f(D) C D.
Mais si / n'est pas nulle elle est injective, auquel cas /(D) est une partie ouverte donc /(D) est
contenu dans lintérieur de D, Cest-a-dire dans D. Donc feAd

Donc A est compact. Par le théoréme IX.6, Papplication £+ |f7(0)| est continue, elle atteint

donc son maximum sur 4. Soit f € A telle que ]f/(0)| est maximal. Prouvons que f(U3) = D.
Dans le cas contraire, soit & € D—f( U3) et considérons, pour 4 € D, '’homographie S, : D — D

donnée par z — ld__z . Par le théoreme IV.10, c’est un automorphisme de D. Comme S, 0 f :
—az
U; — D ne sannule pas et que Uj est simplement connexe puisqu’il homéomorphe a U, il

existe une application h telle que S, 0f = gz. Comme Sy, of est injective, il en est de méme de ¢
et g(Uz) C D. soit c = g(0) et F = S, 0g. Alors F € A et vérifie la relation

f= (Sb_l oDoSc_l)oF

Lapplication ¢ = Sb_l ODOS[_1 : D — D envoie 0 sur 0 mais nest pas une rotation. Par le lemme

de Scuwarz (proposition 22), il en résulte que ¢'(0) < 1 Donc
(0] =g ()] < [F'(0)] < |[F'(0)]
ce qui contredit la maximalité de |f7(0)|. O

Remarque IX.11. — On pourra reprocher a cette preuve son manque d’effectivité : elle ne
donne pas de méthode pour trouver /.
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X. La fonction zéta de RIEMANN

X.1. Définition

Définition X.1. — La fonction zéta de RIEMANN est, sur I'ouvert {s € C| R(s) > 1}, la somme
1

de la série de fonctions D, N e

1 . . .
< = si R(s) > 4, la série converge uniformément sur tout

Remarques X.2. — i) Comme "

n
compact de 'ouvert considéré.

ii) Cette fonction est tres utilisée en théorie analytique des nombres, en particulier parce qu'on
peut 'écrire comme un produit sur 'ensemble des nombres premiers. Lobjectif de ce chapitre
est de prouver que la fonction { se prolonge en une fonction méromorphe sur C et de démontrer
que ce prolongement vérifie une équation fonctionnelle.

X.2. Produit eulérien

Notation X.3. — On note & I'ensemble des nombres premiers.

.. . 1 . ,
Proposition X.4. — Le produit | | pePp T converge uniformément sur tout compact de {s €
—P

C | R(s) > 1} et sur cet ouvert

=] —

PpEZ 1—p—

Démonstration. — Comme |1—(1—p )| =|p°| <p~* si R(s) >4, le théoreme VIL.7 montre
que l'inverse du produit converge uniformément sur tout compact de {s € C| R(s) > 1} et la

., > . 5. A 1
continuité de I'application z+— 1/z assure qu'il en est de méme de [ ) » Fa—r
-

Soient py,..., p; des nombres premiers deux a deux distincts. alors

1 +00 e
szzpi :

1 _Pj_ k=0
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Donc on peut écrire

- = -~

donc

/
©W-Il—== >

neN
PeP=~{p1,..ps} pln

X.3. Polynémes de BERNOULLI

Définition X.5. — Les nombres de BERNOULLI sont définis par
B
> 2217 =DTy (s ).
7! £—1
neN
Les polynémes de BERNOULLI sont définis par

ZB”—(JC)T”ZDTO<zr—> e >

= n! £—1

Remarque X.6. — Un calcul donne By =1, B = —% et B, = %

Proposition X.7. — Les polyndémes de BERNOULLI sont donnés par la formule
n
n
Bw=> < k)kan_k-
k=0
Démonstration. — Cela résulte du calcul du produit des développement de TayLor en O :

<Z %T"> x <Z§T”> =Z<Zn: <Z> (fZ_Z)!%f) . -

neN neN "’ n€N \ k=0
Proposition X.8. — Le valeurs en O et 1 des polyndmes de BERNOULLI sont donnée par
1 1
B(0)=—=  B;(1)==
0= B)=]
et
B,(0)=B, B,(1)=8,

51'717(1.
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Démonstration. — Cela résulte des égalités
77 T —1)

2 B,(1)=B,0)—=—F——=T

neN ) et —1
et de la valeur de B,(0). [
Proposition X.9. — Pour tout entier n > 1 on a la relation

B n= nB n—I1

Démonstration. — 1l sutht de dériver la relation définissant les polyndmes de BERNOULLI :

/ 2 Tx +
Z B, (x) o T v Zo‘j Bn_1 X)
n!

neN

Proposition X.10. — On a la relation

ka m+1 Bm+1(0)

m+1
Démonstration. — La définition des nombres de Bernoulli donne Iégalité
+00 T
7 T —1)
S8, 0m—B, ) 2 = 1O
m=0 ! e —

T(1+ el +--r 4 70T

Z@ km_l>'>Tm
S () e

111
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App. 1 Topologie générale

Cours

Dans cet appendice, nous reprenons diverses notions de topologie générale qui nous sont
utiles dans le cours. Toutefois cet appendice ne constitue pas un cours complet de topologie.
Lidée centrale de la topologie générale est d’exprimer toutes les notions classiques de topologie
(continuité, connexité, compacité,. . .) a partir des ouverts.

Al.1. Espace topologique

Définition Al.1. — Un espace topologique est un ensemble X muni d’un ensemble %y de
parties de X appélées ouverts de X vérifiant les conditions suivantes :

(0O1) XE%X;
02) YU Vvey, UNVeEU:;

(03) Pour tout famille (U;);c; d’ouverts de X, la réunion Ul. <7 Ui appartient a %y

Un fermé de X est le complémentaire d’une partie ouverte de X.

Remarques A1.2. — i) Si I = (), alors UZ. Ui = (. La condition (0O3) implique donc que
0e uy.

ii) Par récurrence, il découle de la condition (O2) qu’une intersection d’une famille finie
d’ouverts est ouverte.

iif) On peut également définir la topologie de X en se donnant 'ensemble % des fermés
de X qui doit vérifier les conditions suivantes :

(F 1) 0 €7 X
(F2) La réunion de deux fermés de X est un fermé de X.

(F3) Lintersection d’une famille de parties fermées de X est un fermé de X, avec la convention
que si (F;);q est la famille de parties de X indicée par 'ensemble vide, alors ﬂi i =X.
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Exemples A1.3. — i) Un ensemble X muni de I'ensemble de ses parties est un espace topo-
logique dont toutes les parties sont ouvertes et fermées. Cette topologie est appelée la ropologie
discrete.

ii) Un exemple X munit de {{, X} est un espace topologique. Cette topologie est appelée la
topologie grossiere.

iii) Si Y est une partie d’un espace topologique X dont I'ensemble des ouverts est %y, alors

{UNY, Ue U}

définit une topologie sur Y appelée topologie induite. Sauf mention explicite du contraire, lors-
quon considere une partie d’'un espace topologique comme un espace topologique, il est muni
de la topologie induite.

Notons que si U est un ouvert de X, alors les ouverts de U pour la topologie induite sont les
ouverts de X contenus dans U.

Le premier exemple amene 2 poser la définition suivante :
Définition A1.4. — Un espace topologique X est dit discrer s'il vérifie les conditions équiva-
lentes suivantes :
(i) Toute partie de X est ouverte;
(ii) Toute partie de X est fermée;

(iii) Pour tout 2 € X, le singleton 4 est ouvert.

Démonstration. — Les assertions (i) et (ii) sont équivalentes par définition des fermés. Si la
condition (i) est vérifiée, la condition (iii) est vraie. Enfin pour toute partie ¥ de X, on a I'égalité

Y= J{ah
acY

Donc si les singletons sont ouverts, toute partie est ouverte. ]

Al.2. Intérieur et Adhérence
Définition A1.5. — Soit X un espace topologique et soit ¥ une partie de X.
Lintérieur de Y est la réunion Y des parties ouvertes de X contenues dans Y.

Ladhérence de Y est 'intersection Y des fermés de X qui contiennent Y.
On dit qu'un point x € X est adhérent 3 Y sil appartient a son adhérence.

Remarque A1.6. — Lintérieur d’une partie ¥ est un ouvert; cest le plus grand ouvert contenu
dans Y.
De méme, 'adhérence d’une partie ¥ est un fermé; c’est le plus petit fermé contenant Y.
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Notons que, par définition, pour toute partie ¥ d’un espace topologique X, on a les formules
X=Y=X-Y (X=Y)°=X-7Y.
Définition A1.7. — Soit Y une partie d’'un espace topologique X. Un point daccumulation

de Y est un point x € X qui est adhérent & ¥ —{x}.

Al.3. Continuité
Définition A1.8. — Soit X et ¥ des espaces topologiques une application continue de X dans Y

—1
est une application / : X — Y telle que f (V) est un ouvert de X pour tout ouvert ¥ de Y.
Remarque A1.9. — La composée de deux applications continues est continue.

La réciproque d’une application continue et bijective n’est pas toujours continue. Comme
exemple, il suflit de considérer 'application Idg de R muni de la topologie discrete dans R
muni de la topologie usuelle.

Définition A1.10. — Soient X et Y des espaces topologiques. Un homéomorphisme de X sur ¥
est une application / : X — Y continue, bijective et dont la réciproque est également continue.

Al.4. Connexité

Définition A1.11. — Un espace topologique X est dit connexe s'il vérifie les conditions équiva-
lentes suivantes :

(i) @ et X sont les seules parties ouvertes et fermées de X ;

(i) Toute application continue /' : X — {0, 1} ot {0, 1} est muni de la topologie discrete est
constante.

Exemple A1.12. — Les parties connexes de R sont les intervalles de R.

Proposition et définition A1.13. — Soit X un espace topologique et soit a € X. La réunion des
parties connexes de X qui contiennent a est connexe et sappelle la composante connexe de a. C'est
une partie fermée de X.

Si on suppose que X est localement connexe, cest-a-dire que tout point de X admet un voisinage
connexe, la composante connexe d’un point de X est également ouverte.

Lemme Al.14. — Soit (4;),c; une famille de parties connexes de X telles que
Vijel A4;N4;#0,

alors Ul. c [Az' est connexe.
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D'e’mo.mtmtion‘. — On munit {0, 1} de la' topologie discrete. Soit f ﬂ%. c I.Ai — {0, 1} une ap-

plication continue. Pour tout 7 € I, la partie 4; est connexe, donc la restriction f| 4. €st constante.
7

Soit ¢; la valeur def|/4i' Siij €1, choisissons ;i €4, ﬂAj 7!@, on obtient ¢; :f(ﬂi,j) = donc

Papplication f est constante.

Lemme A1.15. — Ladhérence d’une partie connexe est connexe.

Démonstration. — Soit C une partie connexe. Soit f . C — {0, 1} une application continue
—1
f|C est constante, soit ¢ sa valeur. Comme {c} est fermé, il en est de méme de f ({c}). Or
— -1 —
C cf1({c}), donc C C £ ({c}). Autrement dit, /' est constante. Donc C est connexe. O

Preuve de la proposition. — Le lemme Al.14 donne la premiere assertion. Le lemme Al1.15
donne la seconde.

Supposons maintenant que X est localement connexe. Notons C,, la composante connexe de 2
et soit x € C,,. Par hypothese, il existe un voisinage /” de x qui est connexe. commex € C, NV,
cette réunion est connexe et contient 4. Par définition de la composante connexe, C,NV C C,.
A fortiori, ¥ C C, et donc C, est un voisinage de x. Cela prouve que C, est ouvert. O

Al.5. Chemins
A1.5.1. Définition

Définition A1.16. — Soit X un espace topologique. Un chemin dans X est une application
continue 7 : [0, 1] — X. Le point y(0) s'appelle L'origine du chemin, on le note o(y) et y(1) son
terme, noté £(y).

On dit qu'un chemin y est un /lacez si £(y) = o(y).

Remarque A1.17. — 1l nous arrivera de d’appeler chemin de x 4 y un chemin d’origine x et de
terme j.

Exemple A1.18. — Si x € X, l'application ¢ — x définit un chemin dans X, appelé chemin
constant en x et note e,..

A1.5.2. Opérations sur les chemins
Définition A1.19. — Soit X un espace topologique

a) Soienty; ety, des chemins dans X. On dit que les chemins y; et y, sont juxtaposables si
o(y,) = t(y;), Cest-a-dire y; (1) =7,(0);
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t(y1) = o(y2)

T2

71
o(y1) £(y2)

FIGURE 14. Juxtaposition des chemins

b) Siy; ety, sont des chemins juxtaposables, la juxtaposition de y; et de v, est le chemin
Y1 %73 : [0, 1] = X donné par

¢) Soit y un chemin dans X, le chemin inverse est le chemin ¥ : [0,1] — X donné par
t—y(l—1z).

Remarque A1.20. — Notons que o(y) = #(y) et #(y) = o(y). Donc les chemins y et ¥ sont
juxtaposables de méme que les chemins ¥ et y.

A1.6. Connexité par arcs

Proposition A1.21. — Soit X un espace topologique. La relation X sur X définie par
XKy <= « il existe un chemin dans X d’origine x et de terme y »

est une relation déquivalence sur X .

Démonstration. — Réflexivité. Pour tout x € X le chemin constant e, est un chemin de x a x.
Symétrie. Soit y un chemin dans X d’origine x et de terme y, alors ¥ est un chemin de y a x.
Transitivité Soient x, y et z des points de X. Supposons que xZy et yZz. Alors soit y; un

chemin de x a y et y, un chemin de y a z. Alors ces chemins sont juxtaposables et y; * v, est un

chemin de x 4 z. []

Définition A1.22. — Les classes d’équivalences pour cette relation sont appelées les composantes
connexes par arcs de X

On dit qu'un espace topologique est connexe par arcs si tous ses points sont dans la méme
composante connexe par arcs.
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Al.; . Espaces métriques. — Les espaces métriques sont dCS ensembles munis d’une distance
q
qU.i va permettre de déﬁmr une topologie.

Définition A1.23. — Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application d : X X X —
R, qui vérifie les conditions suivantes

(D1)
Vo,y€X, d(xy)=0x=y;
(D2) (Symétrie)
VeyeX, dxy)=d@x);
(D3) (Inégalité triangulaire) Vx, 9,2 € X, d(x2) <d(x,y)+d(y,2);
Un espace métrique est un ensemble X muni d’une distance dy.
Soient X un espace métrique, 2 €EX et r € Ri. La boule ouverte centrée en 4 et de rayon 7 est
la partie
B(a,r)={x€X |d(xa) <r}.
On munit X d’une topologie en définissant un ouvert comme une réunion de boules ouvertes

de X.

Définition A1.24. — Soit X un espace métrique, de distance 4. Soient ¥ et Z des parties non
vides de X. La distance de ¥ 2 Z est définie comme le nombre réel
A, Z)=inf{d(y,z), y€ Y, z€Z}
Si x € X, on note également d(x, ¥) pour d({x}, ).
Lemme A1.25. — Soient X un espace métrique de distance d, Y une partie non vide de X et soient

x1,%y €X. Alors
|d(X1, Y)—d(xz, Y)| § d(xl,xz)

En particulier lapplication x — d(x, Y') est continue.
Démonstration. — Soit y € ¥ la majoration
d(x, Y) <d(xp,y) <d(xpx) +d(x5,9)

donne l'inégalité d(x,,y) > d(x1, Y) —d(x}, x,). Comme cela vaut pour tout y € Y, on obtient
d(x5,Y) > d(x),Y) —d(x},x;) ce qui fournit la majoration d(x,Y) —d(x,, ¥) < d(xp,x).
En échangeant x| et x,, on obtient également 'inégalité d(x,, ¥) —d(x, ¥) < d(xy,x,) ce qui
fournit le résultat.
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App. 2 Compléments sur les espace
vectoriels normés

A2.1. Topologie des espaces vectoriels normés

Rappel A2.1. — Soit E un espace vectoriel réel ou complexe muni d’une norme || - ||, alors on
peut munir E de la distance donnée par (x,y) — ||y — |-
Pour 2 € E et r € RY, la boule ouverte de centre a et de rayon r est notée

Bp(a,r) = {x€E | |lv—al <.

Lorsqu'aucune ambiguité n'est & craindre, on notera B(a, r) pour Bg(a, 7). La boule fermée de
centre 7 et de rayon r est notée

Bla,7) = {x€E||x—4|| <7).

Un ouvert de E est une partie U de E vérifiant une des deux conditions équivalentes suivantes :
(i) La partie U est réunion d’une famille (éventuellement infinie ou vide) de boules ouvertes;

(ii) Vx€e U Ir€R, Bx,r)C U

A2.2. Parties compactes en dimension finie
On rappelle la description des parties compactes dans un espace vectoriel réel de dimension

finie :

Théoréeme A2.2. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit K une partie de E. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La partie K est compacte;

(ii) La partie K est fermée et bornée.

Corollaire A2.3. — Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, soit K une partie compacte
de E et soit F une partie fermée de E. Alors il exisre x € K ety € F tels que

(K, F) = d(s,y).
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Démonstration. — Par le lemme A1.25, lapplication x — d(x, F) est continue. Il existe donc un
x € K tel que d(x, F) = d(K, F). Notons § = d(x, F). Alors F N B(x, 3 + 1) est fermée et bornée.
Elle est donc compacte. En outre comme d(x, F) < 8 + 1, on obtient I'égalité

A(K,F) = d(x,f) = d(x, B(x, 8+ 1) N F)
Par continuité de la distance, il existe y € B(x, 8+ 1) N F tel que
d(x,y) = d(x, B(x, 8+ 1) N F) = d(K, F).
O

Corollaire A2.4. — Soit U un ouvert de C et soit K C U une partie compacte alors d(K, C—=U) >
0.

Démonstration. — Comme U est ouvert, la partie C="U est fermée et, comme K C, l'intersec-
tion K N (C=U) est vide. Le résultat découle alors du corollaire A2.3. O]

A2.3. Théoréme du point fixe

Définition A2.5. — Soit E un espace vectoriel normé et soit F une partie de E. Soit f : F — F
une application et soit £ € ]0, 1[. On dit que /" est k-contractante si

Vayek  ||f(x) =/ I < kllx—yll
Remarque A2.6. — Une application k-contractante est continue.

Théoréeme A2.7. — Soit F un fermé non vide d’un espace vectoriel normé complet et soit k € 10, 1].

a) Soit [+ F — F une application k-contractante alors il existe un unique a € F qui est un
point fixe de f, cest-a-dire tel que f'(a) = a. En outre, cet élément sobtient de la fagon suivante : soit
NEF, soit (u,),cN la suite définie par

wy=r et YneN, u, =f(u,
alors la suite (u,,),cN converge vers a quand n tend vers +00.

b) Soit (f),),,eN une suite de fonctions k-contractantes de F vers F. On suppose que la suite de
fonctions (f,),,eN converge simplement vers une application f. Soit a,, le point fixe de f, pour tour
n €N. Alors [ est également k-contractante et la suite (a,),cN converge vers le point fixe de f .

Démonstration. — a)) Démontrons d’abord I'unicité si f'(2) = a et f(b) = b alors

lla— bl = [|f (@) =/ (DI < klla—b]|

Comme # < 1 cela donne ||[a—b|| = 0 et donc 2 = b.
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Pour prouver I'existence, fixons A € U et considérons la suite («,,),cn de I'énoncé. Comme
application f est k-contractante, on a les relations

||un+2_”n+1” = ”f(”n+1)_f(”n)” < k||un+1 _un”

pour tout 7z € N. Par récurrence, on en déduit que
141 = 4| < K[y — o ]|

pour tout z € N, ce qui prouve que la série D (%,,, | —u,,) est absolument convergente. Donc la
suite (z,, _MO)nEN’ qui est la suite des sommes partielles de cette série est convergente. Notons 4
la limite de la suite (#,),,cN. Alors 2 est aussi la limite de la suite (f(#,)) ,en- Comme F est une
partie fermée de £, la limite 4 appartient aussi & F et, comme /" est continue, 2 = f'(a).

b)) Soient x, y € F. Pour tout entier » € N, on a I'inégalité

1) =1, 0 < Al =2l

Par passage a la limite lorsque 7 tend vers + 00, cela donne

V) =F O] < Al e =l
ce qui prouve que f est bien £-contractante. En outre les relations
lla—a,[| = If () =1, (a,)l| < |f (@) = £, @) + 11, (@) =f ()l < |If (@) =/, (@)l| +Klla —a,|

nous donne la majoration explicite

la—a,)| < I @~ @I

ce qui prouve que la suite (2,)),,cN converge vers 4. O

A2.4. Parties localement finies

Proposition et définition A2.8. — Soit U un ouvert d’un R-espace vectoriel de dimension finie.
Soit X une partie de U. Les assertions suivantes sont équivalentes :

() La partie X est discréte et fermée dans U ;

(ii) La partie X nadmet pas de point d'accumulation dans U ;

(iif) Pour toute partie compacte K de U, lintersection K N X est finie;

(iv) Pour tout a € U, il existe un voisinage W de a tel que X N W est fini;
(v) Yae U 3reR}, Blar)NX={a}NX.

On dit alors que X est une partie localement finie de U.

$ Il faut prendre garde au fait que la partie X n’est pas forcément fermée dans E. Par exemple

on peut prendre U = B(0,1) dans Cet X = {1— %, n € N'}. Cette partie est localement
finie dans U, mais n’est pas fermée dans C (figure 15).
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FiGURE 15. Ensemble localement fini dans la boule

Preuve de la proposition. — Démontrons tout d’abord I'implication —(i) = —(i). Soit ¢ un
point d’accumulation de X dans U. Si £ & X, alors £ € X =X et X nest pas fermé. Si £ € X,
alors

VreR,, Blr)NX={l}#0
Donc {¢} n’est pas ouvert dans X, ce qui prouve que 'ensemble X n’est pas discret.

Démontrons 'implication —(ii) = —(ii). Soit K une partie compacte de U telle que K N X
n'est pas finie. Il existe donc une suite (#,),cn d’éléments deux a deux distincts de K N X.
Comme K est compact, on peut en extraire une suite qui converge vers £ € K C U. Mais alors
le point £ est un point d’accumulation de X dans U.

Démontrons maintenant 'implication (4i7) = (iv) Soita € U et soit » € R} tel que B(a,7) C
U. Comme l'espace E est de dimension finie, la boule fermée B(a, 7) est bornée et donc com-
pacte. Par la condition (iii), I'intersection X N B(a, %) est finie ce qui prouve que le voisinage
W= 73(4%) convient.

Pour prouver I'implication (iv) = (v), soit /¥ un voisinage de 4 tel que W NX est fini. Il
existe alors 7y € R} tel que B(a,7y) C W. Lensemble X N B(a, 7)) est également fini. Posons

r=min({ro} U{||z —4l||z € B(a,ry) N X —={a}}).

Comme I'ensemble de droite est fini, le nombre » appartient a cet ensemble donc » > 0. Mais,
par construction, B(a,7) N X C {a}.

Démontrons enfin (v) = (7). Sia € U—X, alors il existe » € R} tel que B(a,7) C U=X. Cela
prouve que U =X est ouvert et donc X est fermé dans U. Siz € X, alors il existe » € R} tel que
B(a,r)NX ={a}, ce qui prouve que {a} est ouvert dans X. Donc I'ensemble X est discret. [

Exemples A2.9. — i) Un ensemble fini est localement fini.
ii) Plus généralement la réunion d’un nombre fini de parties localement finies d’un ouvert U
est localement finie dans U.
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A2.5. Théoreme d’Ascoli

Définition A2.10. — Soit K un espace métrique compact et soit £ un R-espace vectoriel de
dimension finie muni d’une norme || - || . Une partie 4 C €' (K, E) est dite éguicontinue si

VeeR, PR,V €4 VxyeK, diplxy) <d=>||fx)—fO)g<e

Remarque A2.11. — Le point important dans cette définition est que le nombre réel 6 ne

dépend pas de f € 4.

Théoréme A2.12 (Ascoli). — On munit € (K, E) de la norme donnée par ||f || g = max, c |[f ()|
Soit A une partie de € (K, E). Les conditions suivantes sont équivalents :

(i) La partie A est équicontinue et bornée;

(ii) Ladhérence A est compacte.
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App. 3 Homotopie et groupe de Poincaré

A3.1. Homotopie entre applications continues. — Une homotopie peut étre vue comme
un chemin dans 'espace des applications continues d’un espace topologique X vers un espace
topologique Y.

Définition A3.1. — Soient V" et X des espaces topologiques. Soit y, et y; des applications
continues de 7 dans X. Une homotopie d'origine v, et de terme y; (ou plus simplement une
homotopie de vy & 1) est une application continue H : ¥ x [0, 1] — X qui vérifie les conditions
suivantes :

H(v, k) =v,(v)
pour tout # € {0, 1} et tout v € V. S’il existe une homotopie de vy 2 y; on dit que les applications
Yo et yq sont homotopes
Dans le cas o1y, et y; sont des chemins, cest-a-dire dans le cas ott 7 = [0, 1], ont dit qu'une
homotopie H dey, a7y, est stricte si, en outre, les applications # — H (0, %) et u — H(1, ) sont
constantes. On dit alors que y et y; sont strictement homotopes

AN
RS \ <
N Y2
Coroy -
Sorase XX
. 71

Figure 16. Homotopies libres et strictes

Remarque A3.2. — Notons que pour des chemins y, et y; strictement homotopes o(y,) = o(y;)
et (o) = 1(71)-

Proposition A3.3. — La relation « est homotope i » (resp. « est strictement homotope i ») est une re-
lation d’équivalence sur l'ensemble € (V, X) des applications continues de V dans X (resp. l'ensemble
des chemins).
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Démonstration. — Notons ~ une de ces deux relations.

Démontrons d’abord la réflexivité : Soity € €' (¥, X). Lapplication H : V" x [0, 1] — X donnée
par (x, #) — () est un homotopie de y 2 y qui est stricte si ¥ = [0, 1].

Pour la symétrie, soient y et y; € € (V,X) telles que yy ~ y;. Soit H : V' x [0,1] — X une
homotopie de y4 4 v;. Alors Papplication H : ¥ x [0, 1] — X donnée par (x, ) — H(x, 1 —x)
est une homotopie de y; ayg qui est stricte si '’homotopie H I'est. Donc y; ~ y,.

Prouvons la transitivité. Soient v, y1 et v, des applications continues de 7~ dans X telles que
Yo ~ Y1 €t Y1 ~ V3. Soient H; (resp. H,) une homotopie de v, a y; (resp. de y; a y,) alors
lapplication Hy «x H, : V' x [0, 1] — X définie par

H,(x,2u) siu € [0,%],
(x, ”) — 1
Hy(x2u—1) siue [z: 1}
est une homotopie de y ay, qui est stricte si Hy et H; le sont toutes deux. ]

Proposition A3.4 (Changement de parameétre). — Soir ¢ : [0,1] — [0, 1] une application
continue telle que p(0) = 0 et (1) = 1. Soity un chemin dans un espace topologique. Alorsy etyo ¢
sont strictement homotopes.

Démonstration. — 11 suffit de prendre 'homotopie donnée par

(6 1) —> y(1—u)t + up(2)).
O

Lemme A3.5. — Soientvy|, v, etvys des chemins dans un espace ropologique telles que t(y1) = o(y,)
et t(y,) = 0(y3). Alors le chemins (v xv,) x5 eryy * (yo *v3) sont strictement homotopes.

Démonstration. — Décrivons explicitement les chemins obtenus par juxtaposition :
v, (42) sit€ |:O, %], v1(22) sit€ [O, %],
(Y1#72) %73 :2— { 12 (42—1) Sile[i%} ety *(yp*y3) 12— { 12(42—2) SUE[%’%}
13(26—1) site[%,l 13 (42 —3) site[%,l].
Considérons alors I'application ¢ : [0, 1] — [0, 1] définie par

. 1
2t SIIEI:O,Z}

1 . 11
r— I+Z SIZ'EI: ’i]’
1 . 1
i+i Sll'el:z,l].

Alors I'égalité (y1 *7y,) %3 = (y1 * (y2 *73)) 0 ¢ permet d’appliquer la proposition A3.4. O

U
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Lemme A3.6. — Soity un chemin. Les cheminsy, e, *y ety e, sont strictement homotopes.

Démonstration. — 11 sufhr d’appliquer la proposition A3.4 aux applications de [0, 1] — [0, 1]
définies respectivement par

t'_){o sire[0,3], . t'_){y sire [0
1] 1

2t—1 ﬂte[% ] 1 ﬁte[% }
O
Lemme A3.7. — Soity un chemin. Le lacetyxY (resp. YY) est strictement homotope i ¢,y (resp.
“ly):
Démonstration. — On considere application Hy : [0, 1] = [0, 1] définie par

u(2t) sitéE [O,%],
(%t)'_){u(l—Zt) site[%,l].

(¢f figure 17). Alors H = yo H,) fournit une homotopie de e,(,y 2 y*7. En faisant le changement

) = o)

e
oy
o(y) = (%)

Figure 17. Aller-retour

de variables # = 1 —# on obtient le résultat analogue pour y * . [

Lemme A3.8. — Soient vy, 1, 'y6 et 'y/1 des chemins tels que yq ety (resp. ')/6 et 7/1 ) sont juxtapo-
sables ety (resp. yg) est strictement homotope vy (resp. yll ). Alorsyy vy, est strictement homotope
A

ayy*v]-

Démonstration. — Soit Hy (resp. H;) une homotopie stricte de yy ay; (resp. de y6 a y/l) Alors
Papplication H : [0, 1]> — X donnée par
. 1
<tr< 5
iy 0 s0ic
H(2t—1u) siy<t<1,
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est continue. En effet les homotopies étant strictes et les chemins juxtaposables,
Lapplication H est une homotopie de yq *y; a y6 * 7/1' [

Lemme A3.9. — Sovient V, X et Y des espaces topologiques et soit [ : X — Y une application
continue. Soient vy : V — X etyy : V — Y des applications continues. Si vy est homotope (resp.
strictement homotope) iy, alors il en est de méme de f oy (resp. f oyy).

Démonstration. — Si H est une homotopie de yy 4 vy, alors /' o H est une homotopie de H o,
aHo Y1- ]
A3.2. Homéotopie. — Compte tenu du lemme A3.9, les constructions reposant sur ’homo-

topie des chemins vont donner des résultats similaires pour des espaces homéomorphes. Nous
allons maintenant définir une notion plus faible qui préserve également ces objets.

Définition A3.10. — Soient X et Y des espaces topologiques. On dit que X et ¥ sont homéo-
topess’il existe des applications continues f : X — Y et g : ¥ — X telles que la composée go f
est homéotope a Idy et f o g est homéotope a Idy. On dit alors que I'application f est une
homéotopie de X vers Y.

Ondit que 'espace X est contractile sil est homéotope 4 un point.

Exemples A3.11. — 1) Soit E un espace vectoriel normé et soit U une partie de E. Soita € U.
On dit que U est étoilée autour de a si pour tout x € U, le segment [4,x] est contenu dans U.

Démontrons maintenant qu'une partie écoilée est contractile. Soit /' : {a} — U l'application

FiGure 18. Partie étoilée
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d’inclusion et ¢ : U — {a} l'application constante. Alors gof = Idy,y et a fortdori g o f est
homotope 2 Id{ﬂ} et lapplication H : U X [0, 1] — U donnée par
(v, u) —> ux+ (1 —u)a

est une homotopie de f o g a Id;;.
ii) Le plan épointé C* est homéotope au cercle unité U. En effet, on prends pour /': U — C*
Papplication d’inclusion et pour g : C* — U l'application donnée par z — |ﬁ Alorsgof =1dy

7|
et 'application donnée par
(%) —> uz+ (1 —u)g(z)
est une homotopie de f o g a Id .
A3.3. Groupe de Poincaré. — Nous allons commencer par quelques rappels sur les ensembles

quotients

Définition A3.12 (Rappel). — Soit X un ensemble et # une relation d’équivalence sur X.
Pour tout x € X la classe d'équivalence de x est la partie

[x]={y€eX|y%x}
de X.

Lensemble quotient, noté X/ est I'ensemble des classes d’équivalences
X/Z ={[x),xeX}.
Lapplication w: X — X/Z% donnée par x — [x] est appelée la projection canonigque

Comme souvent en mathématiques, ce qui compte ce n’est pas la construction ensembliste de
I'ensemble quotient, mais la propriété qu’il vérifie.

Propriété universelle du quotient. — Soit X un ensemble, soit X une relation déquivalence
sur X et soit Y un ensemble. On note 7 : X — X/ la projection canonique. Lapplication p — pom

est une bijection de 'ensemble Y X/ (s applications de X/ X dans Y sur lensemble
{fe YA | Vua € X, x%x = fx) =f()).

Sif : X — Y appartient & cet ensemble, on dit que «f passe au quotient » et l'unique application
[ X/R — Y telle que f = f o sappelle Uapplication déduite de /' par passage au quotient.

Théoréme et définition A3.13 (Groupe de Poincaré). — Soit X un espace topologique. Soit
x € X. Soit Q. l'ensemble des lacets d'origine x. On note w{ (X, x) lensemble quotient de Q. par la
relation d’homotopie stricte. I/ existe une unique loi * sur w; (X, x) telle que

[y1]* v2] = [y1 *72]
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pour tous y1,7, € Q... Elle munit w)(X, x) d'une structure de groupe. Ce groupe est appelé groupe
de Poincaré ou groupe fondamental de X en x.

Démonstration. — Lunicité de la loi résulte de la surjectivité de la projection canonique. Le
lemme A3.8 prouve que la loi * est bien définie. Le lemme A3.5 prouve que * est associative.
Le lemme A3.6 montre que la lacet constant e, est un élément neutre pour %, et le lemme A3.7
prouve que, pour tout y € Q, la classe [y] est un inverse de [y]. Cela prouve que 7 (X, x) muni
de la loi * est un groupe. [

Commengons par un exemple élémentaire :

Exemple A3.14. — Si X est un singleton {x}, alors le groupe 7;(X,x) = {[e,]} est réduit 2
Iélément neutre.

Proposition et définition A3.15. — Soitf : X — Y une application continue et soit x € X. I/
existe une unique application

form(X2) = I (L (%))
telle que f.([c]) = [f o c). Cest un morphisme de groupes.

Démonstration. — Cela résulte du lemme A3.9 et de 'égalité fo(yy xy,) = (foy;)*(foy,). O

Pour définir le groupe de Poincaré, on a besoin d’un point base x. Il est naturel de se demander
ce qui se passe quand on change de point base.

Proposition A3.16. — Soit X un espace topologique. Soient x, y € X. On suppose donné un chemin
¢ d'origine x et de terme y. Alors lapplication b, de | (X, x) vers | (X, y) définie par la relation

h([y]) = [exyx*c]
est un isomorphisme de groupes dont la réciproque est donnée par
—1 _ —
b ([v]) = [exy 2]
Démonstration. — Comme le lacet ¢ * ¢ est strictement au lacet constant €, et ¢ au lacet

constant ¢, les deux applications sont bien réciproques 'une de I'autre. [

Remarque A3.17. — Si X est connexe par arcs, changer de point base donne un groupe qui
est isomorphe au premier. Il faut néanmoins prendre garde au fait que I'isomorphisme entre les
groupes m; (X, x) et (X, y) dépent du chemin choisi entre x et y. On ne peut donc pas parler
d’isomorphisme canonique entre ces groupes.

Théoréme A3.18. — Soitf une homéotopie d’un espace ropologique X vers un espace topologique Y .
Soit x € X. Lapplication f, est un isomorphisme de groupes de (X, x) sur w; (X, f (x)).
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xy

p

Ficure 19. Changement de point base

Démonstration. — Lapplication f est une homéotopie. On fixe donc une applicationg: ¥ — X
et une homotopie Hy (resp. Hy) de gof a Idy (resp. de f o g a Idy). Il convient de noter que
ces homotopies sont susceptibles de bouger les points x et f'(x). Soit ¢ : [0, 1] — X 'application
donnée par #— Hy(x, #) Cest un chemin d’origine g o /(x) et de terme x. Démontrons que

g ofi 1 (X x) — 1 (X, gof (x))
est donnée par g, of; ([y]) = [c*(y*c)]. Pour cela considérons 'application H : [0,1]x [0, 1] — X

/

FiGure 20. Invariance par homéotopie

donnée par

Hy(x, 21u) S0<r< 5,
(tu)— { Hy(y(dr—2),u) siy<r<3,
Hy(x (4—40)) si2 <r<1

est une homotopie stricte du lacet Egof (x) * (gofoyx egOf(x)) au lacet ¢ (y*7). Donc [¢x (y*7)]
est égal a [gof oy]. Mais par la proposition A3.16, 'application qui 2 la classe d’un chemin
y associe [ (y )] est un isomorphisme de groupes. Cela prouve que g, o f; est bijective. En
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échangeant les roles de X et ¥ (resp. f et g), on en déduit également que f, o g, est bijective.
Donc £, est bijective. Cest donc un isomorphisme de groupes.

Définition A3.19. — Soit X un espace topologique connexe par arcs. On dit que X est simple-
ment connexe si m; (X, x) = {[e,]} pour unx € X.

Remarque A3.20. — Comme X est supposé connexe par arcs, il résulte de la proposition A3.16
que le groupe m(X; x) est alors trivial pour tout x € X.

Corollaire A3.21. — Un espace topologique contractile est simplement connexe.
Démonstration. — Cela résulte du théoreme A3.18 et de 'exemple A3.14. 0

Remarque A3.22. — En particulier tout ouvert étoilé de C est simplement connexe.

A3.4. Indice. — Nous allons traiter un exemple essentiel pour le cours d’analyse complexe.

Théoréme A3.23. — Soit a et b deux nombres complexes distincts. Lapplication de Z dans w;(C—
{a}, b) qui envoie un entier n sur la classe du lacet

t—a+ (b—a)ezmm

est un isomorphisme de groupes.

La preuve de ce résultat pourtant simple demande un peu de travail et nous allons la décom-
poser en plusieurs étapes.

Préliminaires de la prenve. — Tout d’abord z+— 4+ (b—a)z définit un homéomorphisme de C*

sur C— {d} qui envoie 1 sur b. Cela nous permet de nous ramener au cas ot 2 = 0 et b = 1.
Z

D’autre part, on a vu dans I'exemple A3.11 ii) que l'application z — T st un homéotopie de
C* sur le cercle unité U, qui envoie 1 sur 1. Il nous suffit donc de démontrer que I'application
T:n+— [0,] ol o, est le lacet

¢ eantl

définit un isomorphisme de groupes de Z sur 7 (U, 1). [

Lemme A3.24. — Lapplication v est un morphisme de groupes.

Démonstration. — Soient p et g des entiers relatifs. Soit ¢ : [0, 1] — [0, 1] 'application définie
par
i i 1
I p+q2t 5116[0,2]
4 r—1)+-L sire [1 1]
p+q ptq 2
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alors 0, , 0 ¢ = 0, % g, Il résulte alors de la proposition A3.4 que les lacets o, , et 0, 7, sont
strictement homotopes. On a donc

p+q) =0y, =0, x0,] = (p) x7(g)
Donc 7 est un morphisme de groupes. O

Il nous reste & prouver que ce morphisme est injectif et surjectif. Nous allons pour cela utiliser

des relevements des lacets. On note e : R — U l'application 7 — ¢™!, Cest une application
continue et un morphisme de groupes de noyau Z.

Lemme A3.25. — Soity : [0,1] — U un chemin dorigine 1. Alors il existe un unique chemin

¥ : [0, 1] — R vérifiant les conditions
(i) Lapplication releve v, cest-a-direy = eoy;
(i) ¥(0) =1

Démonstration. — Démontrons d’abord 'unicité : Si les applicationsy; ety, vérifient les condi-
tions (i) et (ii), alors y = €0y, = e0%y,. Comme e est un morphisme de groupes, il en résulte que
eo (Y, —7,) = 1. Doncy; —7, est une application de l'intervalle [0, 1] qui est connexe dans Z,
partie discrete de R. Elle est donc constante. Comme ¥ (0) = 0 =7,(0), on obtient que y; =7,.

Démontrons maintenant |'existence. Pour cela, on définit 'ensemble 4 C [0, 1] comme I'en-
semble des nombres ) tels qu'il existe une application continue %), : [0,1] — R vérifiant les deux
conditions

® 702y = €3
(i) 3.(0) = 0.
En posant ¥, : 0 — 0, on obtient que 0 € 4. D’autre part si %, vérifie les deux conditions, pour
u € [0,2] sa restriction a [0, u] permet de prouver que 1 € 4. Donc I'ensemble A est un intervalle
de [0, 1].
Notons 2 = sup(A). Par ce qui précede {0} U [0, 2] C 4. Comme y est continue, il existe un
nombre réel 1 strictement positif tel que

Vee[0,1],  |t—a| <n=>[y(t) —y(a)| < L.

On pose 4’ = max(O, a—%) etd’ = min(l, a+ g) Alors 4 appartient 4 4 ce qui nous fournit une

application 74/ qui vérifie les conditions (i) et (ii). Nous allons maintenant étendre ce relevement

a Pintervalle [0,4”]. La définition de n fournit, pour tout # € (4, d"], les inégalités

(&) — ()| < y(8) —y(a)| + [y(a) —y(d)| < 2
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En divisant par y(2’) € U, on obtient

y(2)
(@)

—1|<2

y(2)

Ce qui prouve que, pour # € [4,4'] le quotient ) appartient 3 U= {—1}. Rappelons que
v(a
Papplication argument est continue de C—]—00, 0] est continue. Soity / : [0, 4] — R lappli-
cation définie par
(2) sire[0,4]

v/
~ 1 t .
Y, () + 7= Arg <%> sireld,d’]

Les deux expressions donnent bien le méme résultat pour # = 4 puisque Arg(1) = 0. Lapplica-
tion 74// est donc continue. Les égalités

eoy u(t)=e <7ﬂ/ @)+ Arg< Y(t/) >>
(@)

o~ 1 y(2) >>
=e(y /(a el — Ar
(‘Yﬂ ( )) X <27f g<')/(ﬂ/)

= y(a/) X exp <A1‘g< Y(t/) >
(@)

t—

permettent de prouver que ¥ 4 est un relevement de y. Donc il = min<1,a + §>e A. Mais

comme 4 = sup(A), il en résulte que 2 + g ¢ A et donc 1 € A4 ce qui prouve I'existence. [
Lemme A3.26. — Le morphisme de groupes T est surjectif.

Démonstration. — Soity un lacet de U d’origine 1. Le lemme précédent nous donne un chemin

Y : [0, 1] — R d’origine 0 tel que eoy = y. En particulier e(¥(1)) = y(1) = 1 et donc (1) € Z.
Notons H : [0, 1] x [0, 1] — U l'application définie par

(6 ) — e((1—u)y(2) + uty(1)).
Cette application est continue, comme composée d’applications continues. et vérifie H(z0) =

e(Y(2)) = y(#), H(t 1) = e(y(1)?) = 0'7(1)(1‘) pour ¢ € [0,1] ainsi que H(0,#) = €(0) = 1 et
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H(1,4) =e(¥(1)) = 1. Donc H est une homotopie stricte de y 2 o5(1)- Par conséquent T(¥(1))

[y] et T est surjective. O
Pour démontrer la surjectivité, nous allons relever les homotopies :

Lemme A3.27. — Soit H : [0,1] X [0,1] — U une applz’mjion continue telle que H(0,u) = 1
pour u € [0, 1]. Alors il existe une unique application continue H : [0, 1] X [0, 1] — R qui vérifie les
deux conditions suivantes :

() Lapplication H releve H | cest-a-dire e o H=H ;

(ii) H(0,#) =0 pouru € [0, 1].

Démonstration. — Lunicité ce démontre que dans le lemme A3.25.

Pour l'existence, notons que pour tout # € [0, 1], l'application H,, : # — H (z, ) est un chemin
d’origine 1, auquel on peut appliquer le lemme A3.25 ce qui fournit une application continue
ITIM : [0, 1] — R qui vérifie les conditions (i) et (ii). Soit H:[0,1* >R lapplication (4 «) —
]:}u(z‘) Elle vérifie les conditions (i) et (ii). Il reste 2 démontrer qu’elle est continue. Comme
[0, 1]% est compact et H continue, il en résulte que 'application H est uniformément continue.

Autrement dit pour tout ¢ € R}, il existe n € R tel que
Ve, ud €[0,1], (t=7| <net|lu—i| <n) = |H(u)—H({E d)| <

En appliquant cela avec ¢ = 2 on obtient y € R tel que pour tous % 4’ € [0, 1] vérifiant
|u—4'| < on ait
Vee(o1], |H@pu)—H(nd) <2
Par conséquent, % € U—{1} deés que |u—#'| < n. Fixons « € [0, 1]. Par unicité de I?u/, on
U

obtient I'égalité

I:}(t, W)= ITI(t, u)+ iArg(H(t’ u/)>

H(t,u)
pour 4,4 €[0,1] avec |«' — | < . Comme le terme de droite est continu en (5, #), il en résulte

que H est continue. []
Lemme A3.28. — Le morphisme de groupes t est injectif.

Démonstration. — Soit k € Ker(), cest-a-dire que [o] = [0},] Soit H une homotopie stricte
de o a gy, et soit H le relevé de H 3 R donnée par le lemme précédent. Lapplication IZIO :
t— H(50) releve g Par unicité du relevé c’est donc I'application constante nulle. De méme
ﬁll it ﬁl(t, 1) est I'application # — k¢. Mais pour tout # € [0, 1], on a eOITI(I, u)=H(l,u)=1.
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=

Ficure 21. Calcul d’indice

CR NN

Ficure 22. Algorithme de calcul

Donc H (1,u) € Z. Comme u — H (1, %) est continue, elle est constante. Ce qui donne £ =0 et
prouve que Ker(t) = {0}. Le morphisme de groupes t est donc injectif. O

Définition A3.29. — Soity un lacet de C eta € ([0, 1]). alors U'indice dey en a, noté Ind ,(y) est
lentier correspondant a [y] € n; (C—=—{a},7(0)) par la bijection définie dans le théoréeme A3.23.

Dessin A3.30. — Sur la figure 21, on a représenté un lacet et sur chaque composante connexe
C de C=7([0,1]) le nombre indiqué est la valeur de Ind,(y) pour 2 € C. Dans le cas d’un
chemin de classe ! par morceaux, l'algorithme pour calculer ces valeurs est le suivant : Si on
suit une droite A orientée par un vecteur # de sorte que, pour tout P € A, il existe au plus un
r€[0,1] tel que y(¢) = P, la dérivée de y en 7 est bien définie et /() et # ne sont pas colinéaires,
Alors la base (Y/(z), ) est soit directe soit indirecte, et la valeur de I'indice augmente de 1 si elle
est directe, diminue de 1 dans le cas contraire.
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Exercices

Exercice 1. Soit » € N. Démontrer que tout sous-ensemble convexe de R” est simplement
connexe.

Exercice 2. Démontrer que pour tout entier 7 > 2, la z-sphére
n+1

Sn:{(xl,...,xn+1)€R”+l |Zx12= 1}
i=1

est simplement connexe. On pourra commencer par démontrer que tout lacet de §” qui évite au
moins un point de §” est strictement homotope 4 un lacet constant.

Exercice 3. 1. Démontrer que R et R” ne sont pas homéomorphes pour tout entier 7 > 2.

2. Démontrer que R” privé d’un point est simplement connexe pour tout entier 7 > 3 mais
pas pour z = 2 ou 3. En déduire que R? et R” ne sont pas homéomorphes pour tout
n=3.

Exercice 4. Soit T =S! x §! (Cest-a-dire le tore vu comme produit de deux cercles). Calculer
le groupe de Poincaré m (T, #) pour £ € T.

Exercice 5 On pose U = C—{4,b} avec a # b. On pose r = |ﬂ;b| et X = Cla,r)UC(b7r)

appelé bouguer de deux cercles. On note x le point d’intersection de ces deux cercles.

1. Démontrer qu'il existe une surjection du groupe de Poincaré 7, (U, x) sur le groupe Z2.
2. Démontrer que U et X sont homéotopes.

3. Démontrer que le groupe de Poincaré 7 (U, x) n'est pas abélien.

Exercice 6. Soit y: [0, 1] — C défini par # — (1 + #(1 — 1)) Verifier que 7 est un lacet et
calculer Ind((y) ; interpréter le résultat en dessinant 7.

Exercice 7. Soit y un lacet dans C*. On pose g : z — 2" pour un » € N, Démontrer que
Indy(g o) = 7Indy(y).
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App. 4 Examens des années précédentes

A4.1. Partiel 2019

C désigne le corps des nombres complexes, R celui des nombre réels, Z 'anneau des entiers,
R" 'ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Question de cours. Enoncer le principe du maximum local pour une fonction holomorphe.
Exercice. On considére la détermination principale du logarithme
Log:C—]—00,0] = C.
1. Démontrer qu’il existe une unique application holomorphe f : C—=R" — C telle que
F(z) = % pour z€ C=R" et f(—1) = i.
2. Déterminer la composée exp of .
3. Donner une expression simple des valeurs de la fonction /' — Log sur C—R.

4. La fonction z — % admet-elle une primitive sur C—{0}?

Probléme. Dans tout ce probleme, la lettre T désigne un nombre complexe dont la partie
imaginaire est strictement positive. On note A I'ensemble des nombres complexes z tels qu’il
existe des entiers relatifs 7, » € Z tels que z = 7 + nt. On note également

2.={z€C|Ixy) €[0,1[5z=x+yr}.
Soit X un ensemble. On dira qu'une application / : C — X est A-périodique si
YreAVzeCf(z+2) =f(2).
Une fonction elliptique pour A est une fonction méromorphe qui est A-périodique.
1. Démontrer que pour tout z € C, il existe un unique couple (z,,z,) € A X Z_ tel que
z2=2z,tz,.

2. (a) Démontrer qu'une fonction continue f : C — R qui est A-périodique admet un maxi-
mum.

(b) Décrire 'ensemble des applications elliptiques holomorphes.

3. (a) Pour tout entier M > 0, déterminer le cardinal de 'ensemble des (12, #) € 72 tels que
max(|m|, |n|) = M.
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(b) Démontrer qu’il existe un nombre réel ¢ > 0 qui ne dépend que de 7 tel que
V(mn)€Z?  |m+nt| > cmax(|m|, |n|).
(c) Démontrer que la série > 5 cp- (0} # converge pour ¢ > 2.

4. Dans cette question, K désigne une partie compacte de C contenue dans 'ouvert C— A.

(a) On note R un nombre réel tel que K C B(0, R/2). Soit A € A tel que [A| > R. Prouver
qu’il existe un nombre réel ¢ > 0 qui ne dépend que de R tel que

_r 1
(z—2)?% W2

c

VzeK < —-
0

(b) Démontrer que la somme

11 >
leg{o}<(z_>‘)2 S

converge normalement sur K au sens suivant : pour tout ¢ € R}, il existe une partie
finie I de A contenant 0 telle que

v 1
el (G NES
La fonction p de Weierstraf§ de C dans PY(C) est définie par
1 1 1 .
p(Z) _ {z_z +Z)\€A—{O} <(z_)\)2 _)7> SZZ¢A’

%) sinon.

VzeK, <e

5. (a) Prouver qu’il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que, pour tous nombres complexes non
nuls 2, z(), on ait

1 1 _z—z |z —z,|*

——=+
2 2 3
k4 ZO ZO

(b) Démontrer que p est holomorphe sur C— A de dérivée donnée par

, —2
p(2) :Zm)

AEA

< :
min(Jz], |z |)*

pour z € C—A.
6. (a) Démontrer que p(—z) = p(z) pour z € C.
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(b) Démontrer que p est une fonction elliptique pour A.

7. Pour tout entier j 2> 3 on pose
1
GA)= > 7
ren—{0}
(a) Démontrer que G](A) est nul si j est impair.
(b) Démontrer que le développement en série de Laurent de p en 0 est donné par

1
P2) = 5 + D (2k+1)Gyy (M),
2 k1
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A4.2. Corrigé du partiel 2019

Question de cours. Soit U un ouvert connexe de C. Soit /' € 7 (U). Si la fonction |f| admet
un maximum local en 2 € U, alors f est constante.

Exercice. 1. Unicité. Si /] et f; conviennent, alorsfll —le =0. Or, pour toutz€ C—R, le
segment [—1,z] est contenu dans C—R_, ce qui prouve que C—R_ est connexe. Donc
f1— /> est constante. Comme f(—1) = imw = f5(—1), il en résulte que /] = 5.
Existence. Vérifions que l'application /' : z +— Log(—=z) + im convient. Pour tout z €
C—R,,on af'(z) = =l % et f(—1) =Log(1l) +im =im.

—z

2. Soit z € C—R, .. Avec la construction de la question précédente, on a les égalités

exp of (z) = exp(Log(—z) +im) = (—z) X T =z
Donc expof = IdC—R+-

3. Comme f et Log ont la méme dérivée, f —Log est constante sur les composantes connexes
de C—R i savoir le demi-plan supérieur H = {z € C, §(z) > 0} et le demi-plan inférieur
—H. Mais en utilisant la formule de la premiére question,

b

f(6) —Log(i) = Log(—i) + in—Log() = —i +in—i =0

et
f(—i) —Log(—¢) = Log(i) + im— Log(—i) = 2.
Donc l'application /' — Log est 'application de C—R dans C définie par

0 si 3(z) >0,
Z—> .
27 sinon.

4. Soit ¢ une primitive de I'application z — 1/z définie sur C—{0}. Quitte a la remplacer
par ¢ —¢(1), on peut supposer que g(1) = 0. La fonction g coincide alors avec Log sur
R—]—00,0]. Comme /" et Log coincident sur le demi-plan supérieur, le raisonnement
de la premiere question prouve que f est la restriction de ¢ 8 C—R_. Mais cela implique
que g(—#) = f(—i) # Log(—i) = g(—i) ce qui donne une contradiction. Par conséquent,

la fonction z — - n’admet pas de primitive sur C—{0}.

Probléme. 1. Soit z € C. Comme 3(t) > 0, la famille (1, 7) forme une base du R-espace
vectoriel C. Par conséquent, il existe un unique couple (2, 5) € R? tel que z = 2 + br.
Analyse. Supposons que z = z, + 2, avec 2, € A et z, € Z_. Alors on peut écrire
z,=m+ntavecmn€Letz, =x+yravecx,y € [0, 1[2. Donc

z=(m+x)+(n+y)T
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ce

qui prouve que a =m+xetb=n+y. comme 0 < x< l,onam<a<m+1ce

qui prouve que 72 est nécessairement la partie entitre |2 J de 4 et x sa partie fractionnaire
x={a} =a—|a]. De méme n =|b] et y = {b}.

Syntheése. Inversement

z,=|a|+|b]r et z,={a}+{b}r

e

conviennent.

2. (a)

(b)

3. (a)

(b)

Lensemble
={zeC|A(xy) €[0,1]5z=x+yr}
est une partie compacte de C, en tant qu'image de [0, 1]? par une application linéaire

continue. Donc / admet un maximum sur cette partie, notons 2 € 7. tel que

f(a) = max{f(z),z € @T }.

Il suffit de démontrer que /() est un majorant des valeurs de /. Soit z € C. Par la

question 1, on peut écrire z =z, +2z, avecz, € Aetz, € @T C @T. Commef est
A-périodique, f'(z) = f(z,) < f'(a). Donc

f a) =max{f(z),z€ C}.

Une fonction elliptique entiére est continue et A-périodique. Donc, par la question
précédente, |f| est majorée. Donc f est une fonction entitre bornée et donc constante
par le théoreme de Liouville.

Pour tout M > 0, on a Iégalité

Card({ (m, n) € 7> | max(m, n) < M }) = Card{—A1,... M}2 (2M + 1)
DoncsiM > 1,
Card({ (m, n) € Z* | max(m, n) = M }) = (2M +1)> — (2(M — 1) + 1)> = 8M.

et

Card({ (m, n) € 7’ | max(m,2) =0}) = 1.

Lapplication qui un nombre complexe z = a + bt associe max(|a|, |6|) est une norme
sur C, le résultat découle donc de I'équivalence des normes sur une espace vectoriel
réel de dimension finie.

Si on veut expliciter la constante, notons que si 7 + nt = x + yi alors # = 30 et
m + nR (1) = x ce qui donne
B R (1)
m=x— 30 y
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et donc les inégalités

R(r
max(|m|, |n|) < max< ! ©

—
A
N—

(il b
< max<%, 1+ ((:) > |7 + n|.

(c) Soit # un nombre réel tel que # > 2. Les questions précédentes fournissent les inégalités

ZL: S 1

t t
renmoy M (mm)€Z2={(0,0)) 2+ ]

K

(320l

N
=

Z 1 <1 8M

r X 7
(m,n)€Z2={(0,0)} max(|m|, [n|)" ¢ M

et cette dernitre série converge, ce qui implique la convergence de la somme de
nombres réels positifs considérée.

4. (a) Soitz€ K. On a les égalités

1 1

1 W —(z—2)?
(z—0)?% 2

(z—1)*\?

B 20—z
(z—1)*\?

Or |z—\| = [M|—]z| > A\|/2 puisque |z <B Pleepy > R Donc pa—22| < X(R+E).
puisq 272 2

En définitive, on obtient I'inégalité

1
(z—N)?% 2

_6R
P>

(b) Soit e € R}. Par la question 3 (b), 'ensemble
Iy={r€ A={0} | \| <R}

est fini. Par la question 3 (c), il existe un ensemble fini I} tel que D> hcp—s # &

<
Compte tenu de la question (a) 'ensemble 7 = /[, N I; donne la majoration voulue, ce
qui prouve la convergence normale.
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5. (a) Soient z et z( des nombres complexes non nuls. On a les relations

1 1 Z2—2 2(3) _Zozz + Z(Z_Zo)zz
33t 3 = 2.3
=z 2y 27z
( —zoz—zé +22°
— 20 2.3
2z
2z+z
VR 0
= (z—z) 35
0
Ce qui donne I'inégalité
1 1 z—z 3
S—=5+2 30 < |z —zo|f ————
: 4
27 z5 2 min(|z], |z|)

(b) Soit 2 € C—A. Soit » un nombre réel strictement positif tel que B(a,7) C C—A.
Si [A| > 2|a|, on a I'inégalité SR TP s qui entraine que la série D hcp 1
a2 PP A Paf?

converge. Soit z € B(a, 7). On peut alors écrire

b —p(a) + (i—a) > —2

deA (a=2)
1 1 zZ—a
— 2
%((H)Z @ <a—x>3>
=N :

fea min(ls =2, Ja—2))*

Sih > 2(|a] +7), alors min(|z—2|, [a—2|) > @, D’autre part, comme B(a,7) C C—A,
il existe un nombre réel 1 > 0 tel que pour A € A avec 'k < 2(|a| +7), on ait I'inégalité

min(|z—2A, |a—2|) > .

Par conséquent, la somme >3 cp 7 admet un majorant M lorsque 2

3
min(|z—)],|a—)\|)
décrit B(a, 7). Autrement dit, on obtient I'inégalité

< M)z —z,|*
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6. (a)

(b)

pour z € B(a, 7). Ceci prouve que la fonction p est holomorphe sur C— A, de dérivée

donnée par
/ —2
pe) = -
)%:\ (z—2)3

Siz€e C—A,alors—z€ C—Aet

+

1 1
(= XEAZ_{O} <<—z—1>2 RS >

1 1
& 16%%0} <<z— (0% <—x>2> P

puisque A — —\ est une bijection de A sur A. Légalité vaut également pour z € A.

Soit u € A. Le raisonnement de la question 5 (b) prouve que I'application z +— p(z) —

1 , 5 . . ,

o holomorphe en p. Par conséquent I'application p est méromorphe en p,
S
comme somme d’applications méromorphes.

Comme A — A + p est une bijection de A sur A, la formule de la question 5 (b)

démontre que p’(z + 1) = p’(z) pour z € C. Par conséquent l'application z — p(z +
u) —p(z) est constante sur C— A. Mais la question précédente donne la relation

o(-5)-+(3)

ce qui prouve que la valeur de cette fonction constante est 0. Donc la fonction p est
elliptique pour A.

. Comme A — —) est une bijection de A sur lui-méme, si j est un entier impair GJ-(—X) =

—Gj(k) et donc GJO\) =0.
Notons p = min{ [A|, A€ A=—{0} }. Soit z€ C— A et'A € A. On peut écrire
1 1 1 1 1 z\”
() s
(z=2) 22 <<1_§)2 > *AZ,; X
Soit 7 < p et soit z € B(0, 7). Alors

|2|” < 1 1 >
n+1 < -
Z Z( + )|—>x|n+2 Z (r_p\l)z |—>x|2

AeN-{0} n=>1 ren-{0}

%‘ <L <1.Donc
p

146



Analyse complexe Examens des années précédentes -

et cette somme converge d’apres les calculs de la question 4(a) et la question 2(c). On
peut donc échanger les sommes et

ORETID MDA TS TS RN (D I B

2 den-{oyrn>1 n>1 reA-{0}

ce qui démontre I'expression annoncée pour le développement de Laurent en 0,
compte tenu de la question (a).
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A4.3. Examen 2019

C désigne le corps des nombres complexes, R celui des nombre réels, Ri I’ensemble des
nombres réels positifs strictement positifs et N* I'ensemble des entiers strictement positifs.

Question de cours. Enoncer le théoréme de I'application conforme de Riemann.

Exercice. Soit R un nombre réel strictement positif. On note y un chemin qui parcourt le
bord du rectangle de sommets —R, R, R + im,—R + 7.

1. Résoudre I'équation 2% = —1.

2. Déterminer 'ensemble des poles de la fonction f de C dans P!(C) donnée par
P

Z—> .
Ete ?

3. Calculer le résidu de /" au point %
4. Calculer fYR f(2)d=.

5. Démontrer que f [ ] /'(z)dz tend vers 0 quand R tend vers +00. Que peut-on dire de

R,R+im
/ —R—R+in}] (2)dz?
6. (a) Prouver I'égalité
J+OO Eix C]x=J+(>O COS(x) s
—00 f+€_x —00 f+€_x
(b) En déduire la valeur de
+00
J cos(x) de

oo e ”

Probléme. Dans tout ce probléme, on note ¢ une application de N* dans C. A une telle suite
on associe la fonction § o Ry —C définie par la relation

5,(00=>¢(n)

n<t

(n)
ho(s) = Z §Dn5

=1

pour # € R, . On note également

S

o @ est appelée la série de Dirichlet

pour tout s € C pour lequel la série converge. La série >
associée a la fonction ¢.

On note R(s) la partie réelle d’'un nombre complexe s et arg(s) son argument.
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Généralités
1. Soit sy un nombre complexe tel que la série 3777 i(;é) converge.
(a) Démontrer que, pour tout s € C tel que R(s) > R(sy), la série 22‘13 V}i’? converge.

(b) On pose oy = R(sy). Démontrer que la convergence est uniforme sur le demi-plan
fermé

1_)‘70 ={s€C|R(s) =0y}
(c) Démontrer que la restriction de la fonction h? a 'ouvert
D, ={s€C|RE) > o)
est holomorphe. Donner sa dérivée.

2. Dans cette question on note 7 la série de Dirichlet associée 4 la fonction 7 — (=1L,

(a) Démontrer que la série définissant #(s) converge absolument si et seulement si R(s) >
1.

(b) Soit ¢ € R. Démontrer que la série définissant (o) converge si et seulement si ¢ > 0.
3. (a) Soientz € R ets€ C tel que R(s) > 0. Démontrer la relation

®_50 wad
0

[T g .

k<t
(b) Soient 1 < p < g des entiers et s € C tel que R(s) > 0. Prouver la relation
9 ¢(k) _ S¢(q)_S¢(p_1) ngp(t)_Sgp(p_l)
S f ) s,
k= p

4. On suppose dans cette question que la série ZZ:? ¢(k) converge. Soit 8 € 10, 3[.

dz

(a) Soit ¢ € R Démontrer qu’il existe 4 € R* tel que, pour tout £ ¢ € R qui satisfont
+ q + que, p q
t>Aet? > A, on ait Iinégalité
S (1)—=S ()] < ecos(B).
% %

(b) On conserve les notations de la question (a). Soient p,g € N* tels que p > A+ 1 et
g > A+ 1 et soit s € C—{0} tel que |arg(s)| < 6. Démontrer I'inégalite

q
S p(k)
7 <eE
k=p
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5. On suppose que la série de Dirichlet associée 4 ¢ converge en s € C.

(a) Démontrer que pour tout § € ]0, 7[ la série de Dirichlet converge uniformément sur
{s€C={so} |arg(s—so)| < 6}.
(b) Soit oy = R(sy). Démontrer que la restriction de /JSD au domaine
D, = {s€eC|R() >0y}
est une fonction holomorphe.

Le cas des fonctions arithmétiques. — On dit qu'une application ¢ : N* — C est multiplicative si
elle vérifie la condition

Va,b eN*, pgcd(a,b) = 1= p(ab) = o(a)p(b).
Soient ¢ et ¥ des applications de N* dans C. On note ¢ * ¥ 'application de N* dans C définie

par
VneN',  pxu(n) =D o(a)¥(n/a).

aln
On note & I'ensemble des nombres premiers et on rappelle que tout entier » € N* s'écrit de
maniére unique 7 = Hpeyp”p(”) avec {pe 7 | vp(n) #0} fini.
1. Soient ¢ et ¥ des applications de N* dans C et soit s € C tel que les séries de Dirichlet

pour ¢ et V convergent absolument en s. Démontrer que la série de Dirichlet pour ¢ s
converge absolument en s et que

h?*\l/(s) = hg,(s)h\l,(s).
2. Soit ¢ une application multiplicative. Démontrer que ¢(1) € {0, 1} et que
o) = [ ] oo™
peZ
pour tout 7 € N*.

3. Soit ¢ une fonction multiplicative telle que

(17) (") < C
pour tout nombre premier p et tout £ > 0.
(a) Démontrer que ¢(7) = O(»n®) pour tout ¢ > 0.

(b) Démontrer que la série de Dirichlet associée a4 ¢ converge uniformément sur tout

compactde D; = {s€ C|R(s) > 1}.
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4. On suppose que @ est une fonction multiplicative non nulle qui vérifie la condition de la
pposc q p q
question précédente.

(a) Démontrer que le produit

[1(3%)
k
pEP \k=0 P !
converge uniformément sur tout compact du demi-plan D;.

(b) Démontrer I'égalité

+00 k
)
0= T1(322)
PEP \k=0 P
pour s € D;.
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A4.4. Partiel 2020

Ce devoir doit étre fait seul, sans aide extérieure. Les seuls documents autorisés sont le poly-
copié du cours et vos notes issues des cours et des TDs.

La partie IV est optionnelle et ne rapporte au plus que deux points de bonus. Le lettre C désigne
le corps des nombres complexes, R celui des nombre réels, Z 'anneau des entiers, N 'ensemble
des entiers positifs ou nuls et R} I'ensemble des nombres réels strictement positifs.

Probléme 1. Lobjectif de ce probleme est lié a 'étude, pour un nombre complexe ¢ fixé et un
nombre complexe z de la suite de nombre complexes (,,),,cn caractérisée par les relations

uyg=a et un+1=ui+6,

2 4 ¢. Etant donné un

ensemble X et une application /" : X — X, on note f °0 =14 yetf=fof on—1 pour un entier
n > 1. La suite ci-dessus est donc donnée par «,, = 9" (a).
Dans ce probléme, on note également D le disque unité, U le cercle unité dans C et

2 =C=]—o00,0].

On rappelle que Z est un ouvert connexe de C.

pour tout z € N. On notera ¢, : C — C I'application donnée par z +— z

Partie |. Racine carrée
1. Soit 7z un entier avec 7z > 2.

(a) Démontrer qu'il existe au plus une fonction continue 7, : 4 — C vérifiant les deux
conditions suivantes :

(i) Vz€C  7,(2)" =z;
(i) r,(1)=1.
(b) Démontrer qu’il existe une telle fonction 7,. Exprimez cette fonction a 'aide de la
détermination principale du logarithme.
(c) Démontrer que 7, est holomorphe et calculer sa dérivée.
Dans la suite on pose r = ry et on note [z pour r5(z).
2. A-t-on la formule ,/z;z, = ,/z;,/Z; pour tous nombres complexes 21,2, € Z tels que
212y €D
3. Soient p € R} et 8 € ]—m, «[. On pose z = pe'®. Exprimer /z— +/Z en termes de p et 6.

Calculer la limite de cette expression pour un p € R} fixé lorsque 8 tend vers .

4. Pour quelles parties 2 de C contenant & existe-t-il une application continue 7: Z — C
qui prolonge »?
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5. (a) Pour tout z € Z, prouver que R(4/z) > 0. En déduire que |1 + /2| > 1.
(b) Pour tout » € C—]—o00,—1], démontrer I'inégalité

[V1+h—1|<|h]
6. Pour tout 2 € R et tout £ € N on définit
4 1 k—1
(i)-aTe—
ia
En particulier, () = 1. Démontrer la formule
\/_1+h=Z<1/2>h”
7n>0 &
pour tout » € D.

Partie Il. Etude d’une application
On fixe dans cette partie un nombre complexe c.
1. Déterminer 'ensemble des # € C tels que 1 + cu* € ]—o0,0].
On notera U, le complémentaire de cet ensemble. Et on note g, : U. — C lapplication donnée par

u— .
LY 1+fu2

2. Vérifier que U, est un ouvert de C et que g, est holomorphe.

3. Démontrer la majoration

2
— 1| < |eu
1| <1
pour tout # € U, —{0}.

4. On note V. = C=—[—1y,1y], ol v est une racine carrée de c. Démontrer qu’il existe une
¢ Y Y q
unique application holomorphe £, : V. — C qui vérifie les deux conditions suivantes :

(i) f:(2)* = 2% + ¢ pour toutz € V.
(i) f(z) =2+ O(ﬁ) quand |z| tend vers I'infini.
Exprimer cette application 4 I'aide de g, (indication : on pourra poser # = 1/z).

3. Démontrer que /. est injective.

4. Démontrer que £, définit un isomorphisme bianalytique de ¥, sur son image.
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Partie Ill. Etude de cas particuliers

On utilise les notations données en introduction au probleme. En particulier ¢ désigne un
nombre complexe. On dit qu'un élément 2 € C est prépériodique pour ¢, s'il existe deux entiers
distincts j, £ € N tels que

7: (@)= p(a).
Sia € C est prépériodique, sa période est le plus petit entier strictement positif p tel que
JeN, pl@)=97"(a)
1. Dans cette question on suppose que ¢ = 0
(a) Démontrer que pour tout entier 72 > 0 il existe deux entiers j et £ distincts tels que 72
divise 2/ — 2%,
(b) Déterminer I'ensemble des points prépériodiques pour gj,.
(c) Démontrer que, pour tout entier p > 0, il existe au moins un point prépériodique pour
9, de période p.
(d) Soit p > 0. Lensemble de points prépériodiques pour ¢, de période p est-il fini?
2. Dans cette question on suppose que ¢ = —2. On considére 'application 4 : C* — C définie
parz—z+ .

(a) Vérifier la relation

pour tout z € C*.
(b) Démontrer que la restriction A de I'application 5 a I'ouvert
C—D={z€Cle>1}
est injective.
(¢) Prouver que 5(U) C [—2,2]. Soit # € [—2,2]. Déterminer 51 ({z}).

(d) Démontrer que A définit un isomorphisme bianalytique de C—D sur C—[—2,2].
On note H ! sa réciproque.

(e) Soit z € C=[—2,2]. Donner une expression simple de ¢ (2) en utilisant —1(2).
(f) Soit z € [—2,2]. Utiliser la question (c) pour donner une expression de gp?z (2).

(g) Déterminer 'ensemble des points prépériodiques pour ¢_,.
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Partie 1V. Ftude i Pinfini

Dans cette partie, la lettre ¢ désigne & nouveau un nombre complexe arbitraire. On note 2 un
nombre réel avec 2 > max(2, 4/2|c|) et on pose

W,={z€C||z| >a} =C—B(0,4).

La lettre 72 désigne un entier strictement positif.

1.

2
. . . . z a
Soit z € W,. Justifier les minorations |z* + ¢| > % > 52|. Pour un tel nombre z prouver

que [¢Z”(2)] > (3)" |2l-

. Expliquer pourquoi on peut définir une application F,, : W/, — C donnée par

c
Zr——>7r)m 1 +T>
< SDC( 1)(z)2

ol I'application 7,m est définie dans la partie I.

. Démontrer que, pourz € W, ,ona la majoration

2>2(m_1) |c|

a

. On définit une application H,, : W, — C par la formule

m
H, =zX l_[Fk(z).
k=1

(a) Vérifier que H; est la restriction de I'application £. définie dans la partie II.
q 1 pp c p

(b) Démontrer la relation

H (z)2 =H _l(z2 +¢)

n n

pour tout z = 2 et toutz € W.

. Démontrer que la suite de fonctions (#,)),,~; converge uniformément vers une applica-

tion H sur W, c'est-a-dire que
VeeRLANEN,YVZEN, (n>=N)=—= (Vz€ W ,|H,(z) —H(z)| <¢)

(On pourra éventuellement utiliser la question 3 et une majoration de | Log(1 + /)| pour

h € B(0, %) pour majorer | LogoF, |).
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6. Démontrer que H vérifie I'équation
H(z)* = H(z* +¢)
pourz€ W,.
7. En déduire une expression simple de H (" (z)) en termes de H (z).

8. Démontrer que H est holomorphe (indication : commencer par démontrer qu’elle est
continue et qu’elle vérifie la formule de Cauchy. On pourra faire référence a une preuve
du cours pour conclure, sans qu'il soit nécessaire de refaire cette preuve).

9. Démontrer qu'il existe un 2 € R tel que A définit un isomorphisme bianalytique de /7,

. . , R .. 1
sur son image. (Indication : étendre par continuité 'application # — m)

Note : apres la fin de 'épreuve vous pouvez voir une représentation de ces applications H via le
lien https://www-fourier.univ-grenoble-alpes.fr/ “peyre/images/julia.mp4
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A4.5. Corrigé du partiel 2020

1. (a)

(b)

(o)

Probléeme 2. Partie I.

Si les applications /' et ¢ conviennent, alors pour tout z € Z, on a g(z)” =z # 0 donc
application ¢ ne s’annule pas sur 2. Il en résulte que f/g : 2 — C est une application
continue a valeur dans 'ensemble des racines #-¢mes de I'unité :

1,(C)={z€Cl2" =1}

qui est une partie finie de C et donc discrete. Comme Z est connexe, I'application f/¢
est constante. Mais, par la condition (ii),

Loyt _1_
g(l)_g(l) 1h

Donc les applications f et ¢ sont égales.

Pour toutz € Z, on a
1
exp(; Log(z))” = exp(Log(z)) =z

et exp(%log(l)) = exp(0) = 1. Lapplication continue z — exp(%Log(z)) convient

n

donc. Dans la suite on posera 4/z =r,(z) pour tout z € 4.

Lapplication 7, est holomorphe car c’est une composée d’applications holomorphes.
Compte tenu de la formule donnée dans la question précédente, sa dérivée est donnée

par
1z

nz

r; (z) = 1 exp(é Log(z)) =

nz

. 6. .
2. Pre.nons 2= avecH € |—m, «[. Alors Vz=e2'.Doncsib € ]%,'n[, alors 4/z X 4/z = ee‘,
mais comme 26 € |, 2n[, on obtient

V2 = A/ 282w _ B _ _ 60

3. Comme z = peei, son logarithme est donné par Log(z) = log(p) + 6i. La formule de la
question (b) donne donc

Ve—Vz= ﬁ(ggi )= J/p2isin <§>

Cette expression tend vers Zﬁi lorsque 6 tend vers .
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4. Soit ¢ € R%. Si |2| < €2, alors |4/2| < ¢ donc 4/Z tend vers 0 quand z tend vers 0, ce qui
prouve qu'on peut prolonger 'application r en une application continue 7 sur Z U {0} en
posant 7(0) = 0.

Réciproquement, soit & une partie de C contenant & et 7 : 2 — C une application

continue qui prolonge r. Soit z € 9= P. Alors z = —p pour un p € R}. Alors F(pe™)
—6i convergent tous deux vers 7(—p) lorsque 6 tend vers 7. Donc la différence
—ei)

et 7(pe
Fpe®) —7(pe %) tend vers 0 quand 6 tend vers 7. Compte tenu de la question précédente,
cela impose que 2,/pi= 0 et donc p = 0.

Donc 7 est égaled Z oua 27U {0}.

. 6.
5. () Siz= peel avec p € R} et 6 € |—m, n[, alors 4/z = ﬁeil. Comme % € ]—g,
obtient que

[, on

[N

6
R(/z) = \/ECOS<E> > 0.
Par conséquent
1+ /2] = [R(1+/2)| > 1.
(b) Sihe C—=]—o0,—1], alors 1 +h € Z. Linégalité |V 1+5h + 1| > 1 donnée par la

question précédente donne donc la minoration
|h| = ‘<V1+}J—1><\/1+}1+ 1)‘ >|V1+h—1]

pour tout » € C—]—o0,—1].
6. Pour obtenir le développement de Taylor en 1 de 7, il nous faut calculer ses dérivées

: . / 1 Z 1~y
successives. On a déja obtenu dans la question 1.(c) que 7' (2) = 5 X ‘/7_ Démontrons par
récurrence sur 7 que la dérivée z-e¢me est donnée par

19=(L ) ) £ =(T1G )l (s

pour z € Z. Clest vrai pour 7z = 0 et z = 1. Supposons le résultat vrai pour 7 alors

06 (T139) ) (3= (5 -)1ox)

J=0

-(T16-))

Jj=0
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A7 (1)

ce qui prouve le résultat pour 7 + 1. En particulier, cela donne — = = ( 1£2>. Comme la

boule B(1, 1) est contenue dans Z, le rayon de convergence de la série > ueEN < 122) T” est

> 1 et on obtient
VheD, Vi+h=>(Y2)p"

7220

Partie Il.

1. Si ¢ =0, cet ensemble est vide. Sinon soit y € C tel que ¢ = y2. Alors 1+ cu? € ]—00,0]
équivaut a c* € ]—o00,—1] et donc a lexistence de k. € [1, +00] tel que u* = —7;\. Mais
cela équivaut a 'existence de d € [1, + 00 tel que # = i% oun= —i%. Lensemble recherché

est donc la réunion des deux demi-droites é[l, +o00o| et —i [1,+00].

2

2. Comme lapplication # — 1+ cu” est continue et I'ensemble ]—00,0] fermé dans C,

I’ensemble
{#eC| 1+ €]—00,0]}

est fermé dans C. Donc U, est ouvert. Lapplication # — v/ 1+ c#? est holomorphe comme
composée d’applications holomorphes et ne s'annule pas sur U,. Lapplication g, est donc
le quotient de deux applications holomorphes. Elle est donc holomorphe.

3. SiueU,— {0}, ona ﬁ =41+ c® 1l résulte donc de la question 1.5.(b) que

u 2
— 1| < |en”|.
Rt R
4. Si les applications f et g conviennent, alors % = ¢g* et g(z) # 0 sur V.. Doncg est une

application continue a valeur dans {—1,1}. Or 7, est connexe, car c’est la réunion des
parties iy(Z + 1) et —iy(Z + 1) qui sont connexes et sintersectent. Le quotient f/¢ est
donc constant. Or, par la condition (ii) /¢ tend vers 1 quand |z| tend vers I'infini. Donc
f =g ce qui prouve 'unicité.

Par la question 1, si z € V. alors 1/z € U, et

159



- Examens des années précédentes App. 4

(18)

. Soient 2y, 25 € V,. Par définition si f;(z;) = f.(z,), alors z

. Comme f; est injective et holomorphe, elle définit un isomorphisme bianalytique de 7,

ce qui donne

1 2
«(2)

Soit f': ¥/, — C lapplication donnée par z — g,(1/z) L. Par la question 3,
1
«(3)

@:1+0<#>.

Donc f(z) =z + O< ﬁ) Donc 'application /' convient.

N =

%+c:z%+cetdonczl=z2 ou

2] = —2,. Mais comme £(z) = ¢,(1/z) "}, on en déduit, par définition de g, que z; = z,.
Lapplication f, est donc bien injective.

c
sur son image.

Partie IlI.

. (@) Comme m est strictement positif, 'ensemble Z/mZ est fini. Donc il existe deux en-

tiers 7 et & distincts tels que 2/ et 2% ont la méme classe dans Z/mZ (ou, ce qui revient
au méme, le méme reste dans la division euclidienne par 72). Donc 27 = 2k [m] Cest-a-
dire 2 divise 2/ — 2.

) . , , . k
(b) Lapplication g, est donnée par z — z*. Donc ¢8/€ est l'application z — 2> . Donc le
nombre complexe z est prépériodique pour ¢ si et seulement s7il existe deux entiers
distincts j et & tels que

Quitte 4 les échanger on peut supposer j > 4. Si z = 0, alors 0! = 0% donc 0 est

ik
prépériodique. Si z # 0, alors I'équation (18) nous donne 2?=2" = 1 donc z est une

160



Analyse complexe Examens des années précédentes -

(c)

(d)

2. (a)

(b)

racine 2 — 2f-¢me de I'unité. Donc z appartient a I'ensemble des racines de Punité

dans C :
P‘oo ={z€C|E|n€N—{O}z”=1}
Réciproquement, supposons que z est une racine de I'unité. Soit 72 > 1 tel que 2” = 1.

Par la question (a), il existe deux entiers distincts j et  tels que 7 divise 2/ — 2%, Donc
A o la = qui prouve que z est prépériodique pour @,.

Lensemble des points prépériodiques pour ¢ est o, (C) U {0}.

Sip=1alors 0 et 1 conviennent.

On suppose maintenant p > 2. Soit z une racine primitive 22 — 1-¢me de l'unité

21’ 1

dans C. (Autrement dit, z = 1 mais 2¥ 7-[ 1si0<k<2’—1; on peut prendre

z = eXP(ZP 1 >) AlOI‘S Z =z, Cc qu1 prouve que z est pl‘CpCI‘lOdquC ct que sa pCl‘lOdC

k

d vérifie d < p. Soient j et £ des entiers tels que A =2 Alors 22 o et, en
effectuant la division euclidienne de 2/ —2* par 22 — 1, on en déduit que 22 —1 divise
2 —2F. Soit b (resp. by) le reste de la division euclidienne de j (resp. £) par p. On
peut écrire j = pa + bj. Donc 2 = 22**% = (22)* x 2% qui est congru 2% modulo
2? —1. Donc 22 — 1 divise également 2% — 2bk Mais 0< b <pet0< by, <p. Donc
|2 7 —Zbk| < 2771 <22 —1 puisque p > 2. Donc 2 bi = Zb/e ce qui implique b = by,
Donc p divise j — £ ce qui prouve que 4 > p et donc que p est la période de z.

Soit £ € N. Si z # 0 est prépériodique de période p, alors toute racine 2%-¢me de

z lest également. Or il existe 2% telles racines. Donc il y a une infinité de points
prépériodiques de période p.

Les égalités

2
h(z)2:<z+l> =z2+i2+2:b(z2)+2
z z

donnent h(2%) = h(z)> — 2 pour z € C*.
M 71 7 ~ . 1
Soient z; et z, des éléments de C—D tels que H(z{) = H(z,). La relation z; + o=
1
Bt donne
Z%Zz +Z2 = ZIZ% +Z1
et donc (2729 — 1)(z] —2,) = 0. Donc z; = 2, ou 212, = 1. Mais comme |z;| > 1 et

25| > 1, on obtient |z12,| > 1 et donc 22, # 1. Par conséquent, I'application H est
injective.
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()

(d)

(e)

(f)

()

0i

. L, . 1
sl z € U alors on peut écrire z sous la forme z = ¢”' avec 6 € R. Donc z + z =

Ay i 2cos(0) € [—2,2]. Inversement si ¢ € [—2, 2], 'équation z + é =t équivaut

32%—tz+1=0. Elle a donc deux solutions si #% ;f 4, une sinon. Soit 6 = arccos(#/2),
on obtient que b~ ({#}) = {¢/%, ¢ 75},

Comme H est holomorphe et injective, elle définit un isomorphisme bianalytique de
C—D sur son image.

Mais pour 2 € C—=[—2, 2], I'équation H (z) = 4 équivaut a I'équation z + % =a et donc

12> —az+1=0. Soit 21 € C une solution de cette équation. Alors z; # 0 et h(z;) = .

Comme 4 ¢ —2,2], il résulte de la questlon précédente que 2 ¢ U. Donc |z1| 7( 1.
1

Or h(zy) —b<z1> =aet|z|>1ou

dans 'image de H.

> 1. Cela prouve que C—[—2, 2] est contenu

Par la question précédente, [—2, 2] n'intersecte pas cette image, ce qui donne l'inclu-
sion inverse.

Donc H définit un isomorphisme bianalytique de C—D sur C—[—2,2].

Si z € C—D, alors 2> € C—D. On a donc la relation H(z?) = H(z)*> —2 pour
z€ C—D, qui se réécrito_,(H(2)) = H (%) = H(z*). Démontrons par récurrence la
formule

0™ (2) = H(H 1 (2)*")

pour z € C—[—2,2]. Elle est vraie pour # = 0 et » = 1. Supposons-la pour 7. Alors
il résulte de I'hypothese de récurrence que 2% (z) € C—[—2,2] et en appliquant la
formule obtenue pour 7z =1,

211+1

o (2) = o, (HH (2)2) = H(H (0¥ )?) = HH T (2)*" ).

On peut écrire z = 2 cos(f) = h(eei) pour un nombre réel 8. La relation h(#?) = h(u)>—
2 pour # € C* donne, comme dans la question précédente que ¢°”, (h(x)) = h(u®").
Donc ¢ (2) = 2 cos(2"6).

Lapplication H est bijective de C—D sur C—[—2,2]. Siz € C=D, il résulte donc
de la question (e) que z est prépériodique pour ¢_, si et seulement si A —1(2) est
prépériodique pour @,. Par la question 1.(b), il en résulte que z n’est pas prépériodique.
Siz = 2cos(0) alors z prépériodique si et seulement sil existe deux entiers distincts ; et
k tels que cos(2/6) = cos(Zke) ce qui implique que (2 — 256 ou (2 + 2%)9 est divisible
par 2m. Par conséquent, il existe # € Q tel que 6 = 7.
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Réciproquement, si § = 7 avec £ € Q, alors ¢ = koo (C) est un point prépériodique

pour ¢, d’apres la question 1.(b). Donc z = h(e'®) est prépériodique pour ¢_,.

Partie IV.
1. La seconde inégalit¢ triangulaire donne la minoration |22 + ¢| > |2|> — |c|. Si |2| > 4, alors
2
|z] > /2|, ce qui donne || < % Donc
2|

a
[+ > == > Slel.

Comme |z2 + > %|z|, |z| >a et a > 2, on obtient que |z2 +¢| > a et donc SDC(Wa) cw,.
Par récurrence sur 7z > 1 on obtient alors que

@1 > (5) lel

2. Sim =1, alors |¢f(m_1)(z)2| = |z|2 >at > 2|¢| Donc, dans ce cas,

c

1
- <=
—1
ol VER| 2
et donc .
1+ E €9
—
Pc (z)
Sim > 1, par la question 1,
m—1 2
e @I () Rl S 21
Donc on a également
c
14+ ——— € 9.

—1
o2 (o2
3. Par la question L.5.(b), |v/ 1+ h— 1| < |h|. Donc, par récurrence sur 7, on en déduit que
lron(1+h)—1| = |r"(1+h)— 1| < |h].

Donc

|F,,(2) —1| <
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App. 4

En appliquant la question 1, on obtient alors la majoration

el 2y d
|F,,(2) — 1] < ((%)m_l |z|>2 <a> |z|2

4. (a) Des égalités

on déduit que H; =f,.
(b) La suite d’égalités

H (2)* = 2><<1+i>xm 1l 1+ ‘
SRS T

k=2
=(z"+¢) X rop| 1+ ——
=1 %(/6 1)(z2+c)2
=H, (z"+¢)

fournit le résultat.

5. La question 3 fournit la majoration

(19) IF, ()—1] < <3> <

a

pour tout z € W,. Or pour z € B< L %), I'inégalité des accroissements finis donne
1
[Log(1 +A) < max, <—> e
MGB(LQ) |u|
Donc pour toutz € W,
2(m—1) |C|

ER

| LogoF,,(2)| < 2<%>

a
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En particulier, la série de fonctions >, -\ LogoF,, converge normalement sur /¥, et on
définit H comme l'application qui a z € W, associe

H(z) = zexp <Z Log oFm(z)> )

n=0

2(m—1 —
Posons M = Zm>0<§> (m ). Comme |exp(z)| < exp(M) pour z € B(0, M), l'in-

égalité des accroissements finis donne que |exp(x) — exp(y)| < exp(M)|x —y| pour x,y €

B(0, M).

2(n—1
Soite € R}. Soit N € N tel que Zn}N(%) (=) < Texp@D) ex;(ZM)

et tout z € W, on obtient

. Alors pour tout z > N

|H (2) = H,(2)| = el x | JIFa(@)] %
k=1

exp <Z Log oFk(z)> —1

k>n

< Jz] exp(M) exp(M) | D LogoFy(z)

k>n

|2
Ceci prouve la convergence uniforme de H,, sur I¥,.
6. Cela résulte de la relation de la question 4.(b) en passant a la limite lorsque 7 tend vers
I'infini.

7. Comme Hogp, = ¢, 0 H, on en déduit par récurrence sur z que H o ¢.” = ¢7” o H. Donc
271
H(g"(2) = H(z)" .

8. Comme une limite uniforme d’applications continues est continue, I'application H est
continue. Soit & € W, et R € R} tel que B(b, R) C W,. Soit ¢ € B(b, R) Alors la fonction

1 , . . H, (z
2+~ — est bornée sur le cercle C(4, R) donc la suite de fonctions z — Z”_( C)

H(z)

Z—C

converge

uniformément vers la fonction z — sur ce cercle. Comme les applications H,, sont

holomorphes, I'égalité

J B8 o b
C(b,R)

Z—cC
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vaut pour tout 7z € N. Soit ¢ > 0 et soit N € N tel que

Hn(z)_H(z) o ¢

z—¢ z—c|  2mR
pour zn > N etz € C(b, R). Alors
H
J n(z)dz_ H(z)dz <
CbR) ¢ C(bR) *—¢

pour z > N. Donc

f H@ 4 me
C

(bR)* ¢
Cela prouve que H vérifie le formule de Cauchy. Mais la preuve de 'analyticité des fonc-
tions holomorphes prouve que toute application qui vérifie la formule de Cauchy est
analytique et donc holomorphe. Donc H est holomorphe.
9. Soit G l'application définie par
1 .
1N Slu 7! 0
w4 H(5)
0 sinon.

Alors G est holomorphe sur B<1, %) — {0}. Mais il résulte des majorations de la ques-
tion 5 que H(z) =z + 0(%) quand |z| tend vers l'infini. Donc G est dérivable en 0 de

7.2 , N . . . . / . .
dérivée 1. Dong, par le théoreme d’inversion locale, il existe 2 > 0 tel que G induise un

isomorphisme bianalytique de B(0, 2) sur son image. Comme z — - est un isomorphisme
bianalytique de C* sur lui-méme, I'application H induit un isomorphisme bianalytique
de Wa/ sur son image.
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