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Compactification d’espaces de repesentations
de groupes de type fini.

Anne Parreau

Abstract Let I' be a finitely generated group a@&be a noncompact semisimple
connected real Lie group with finite center. We consider theee.2"(I",G) of con-
jugacy classes of semisimple representations ioto G, which is the maximal Haus-
dorff quotient of Hont/", G) /G. We define théranslation vectoof g € G, with value

in a Weyl chamber, as a natural refinement of the translagingth ofg in the sym-
metric space associated with We construct a compactification ¢t'(I",G), in-
duced by the marked translation vector spectrum, generglizhurston’s compacti-
fication of the Teichrniller space. We show that the boundary points are projeetivi
marked translation vector spectra of actiong obn affine buildings with no global
fixed point. An analoguous result holds for any reductiveugi@ over a local field.

Keywords Moduli spaces of representationdigher teichniiller theory- Reductive
groups: Symmetric spaceskuclidean buildings Asymptotic cones

1 Introduction

Espaces de repsentations.Soit/” un groupe infini de type fini. Sofs un groupe de
Lie semisimple &el, connexe, non compact, de centre fini. On &lie$se I'espace
R(I,G) = Hom(I",G) des repesentations dé dansG, muni de la topologie de
la convergence simple et de I'action @epar conjugaison. L'espace topologique
quotient RIM,G)/G n’étant pas &pak, on le remplace par son plus gros quotient
sepaé 2 (I",G) = R(I,G) / G, que I'on peut écrire de la maire suivante (voir
section 5.1, et [Parb]).

On consigére I'action deG par isongtries sur son espace sgtrique (sans facteur
compact)X assocg. On not&d. X le borda I'infini de X. Une repésentatiop : 1 —
G est ditecompktement eductible(cr) si pour touta € d.X fixé parp, il existe
B € d.X fixé parp et oppog a a (ie. jointa a par une gocesique dan¥). Cette
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propriete geonetrique (introduite par J.P Serre [Serre]) éqtivalente aux notions
algébriques classiques deductivie ou semisimplici.

Lespace? (I',G) s'identifie alors naturellement au sous-espagé/RG)/G de
R(I,G)/G formé par les classes de régentations cr. Cet espace est coméidle
manere classique dans la Bitature. Il estégerement “plus gros” que le quotient
algébro-geonetrique usuel (voir section 5.1).

On s'interesse aussi plus &pialement au sous-espadiy(,G) de Z2°(IM,G)
formeé des classes de ré&sentations figles et disates.

Quelques exemplesi I est le groupe fondamental d’une surf@ceonnexe orien-
tée fernee, de genrg > 2, etG = PSLy(R), alorsX est le plan hyperboliquE?, et
I'espace de Teichiiller .7 des structures hyperboliques (maggs) surz s’iden-
tifie naturellement I'une des composantes connexes #&l",G), incluse dans
f%d(r’G)'

SiIr =m(2) etG=PSL,(R), alors d'apes [Hit] et [Lab] la composante de Hit-
chin de I'espace des modules @dibrés plats suf est une composante connexe de
Z (I, G), incluse dansZty(I", G), et c’est une cellule de dimensigag — 2) dimG.
Pourn = 3 Goldman et Chioont monté dans [ChGo] qu’elle s’identifia I'espace
des structures projectivesalles convexes (margas) sur la surfacE.

Par contre, si” est un éseau ireductible d’'un groupe de Lid semisimple &el,
connexe, sans facteurs compacts, de centre fini, ave¢Hang 2, le treoeme de
super-rigidie de Margulis [Mar] entfime que I'espace?” (", SL,(C)) est fini pour
toutn (voir aussi [Bass]).

Les teseaux des groupes de L&ets semisimples (connexes, sans facteurs com-
pacts, de centre finiH de rang 1 non localement isomorphe®Sly(R) (comme
Sy(n,1) pourn > 3) n'ont pas de @formations non triviales en de8seaux dans
H par les esultats de rigidé de Mostow [Mos]. Par contre ils ont dans certains cas
de riches espaces défdrmations fiéles et dis@&tes dans d’autres group&s cor-
respondant par exemple aux structures confori@es SOy(n+ 1, 1)) et projectives
réeelles G = PGL,.1(R)) marqees sur une vagte M de groupe fondamental (voir
par exemple [JoMi]).

Objectif. W. Thurston a construit une compactification de I'espace elehfiiller
(voir par exemple [FLP]). Plusaméralement, Morgan et Shalen (voir [MoSh], [Mor],
[Chi]) puis Bestvina [Bes] et Paulin [Paul], onémgrali€ la compactification de
Thurston pourZty (I, G) avecG = Sy(n, 1). Les points du bord proviennent d’ac-
tions del” sur desarbres reels a “petits” (i.e. virtuellement cycliques) stabilisateurs
d’arétes. L'un des outils fondamentaux essfpeectre margé des longueurs

Le but de ce travail est deégeraliser cette compactification po@® de rang
superieur ouégala 2. La possibilié d’'une telle compactification&é envisage aupa-
ravant par de nombreuses personnes (Gromov, Paulin [Releftjer-Leeb, ...). En
rang sugrieur ouégala 2, il convient de remplacer les arbrégls par une cagorie
plus gerérale d'espaces @triques, lesmmeubles affine®u encoresuclidiens Ex-
pliquons maintenant plus eretil le sultat pesené dans cet article.

Pour compactifie?” (I",G), on introduit (en section 4) un raffinement de la no-
tion de longueur de translation, Vecteur de translationOn se fixe une chambre de
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Weyl fermee¢ de X. On consigére la projection naturell@ : X x X — &, qui raffine

la distance usuelle. Leecteur de translation(g) € ¢ deg € G est I'unique vecteur

de longueur minimale dans I'adrence dg d(x,gx), x € X}. Algébriquement, c’est

la “projection de Jordan” dg [Ben]. PourG = SL,(R), cet invariant de conjugaison

estégala la suite écroissante des logarithmes des modules des valeurs pagge
On consi@re I'application suivante

—r
y. X6 —T
[] = vop

SoitPE le projectifie dec’ , c'esta-dire I'espace topologique quotient@’é —{0}
par multiplication dan®*, etP: T - {0} — P la projection canonique. On
démontre alors le #o©eme suivant (voir thoeme 5.2 pour ugnone plus pecis).

Théoreme 1 L'application continue
Po¥ : 2 (,G)— ¥ 10) — PE

induit une compactificatio@(l‘,G) de Z (I ,G), dont le bordd 2" (I ,G) C P
est forng de points de la forme=x [vo p], ol p est une action d€ sur un immeuble
affine (pas Bcessairement discret), sans point fixe global.

L'action du groupeOut(I") des automorphismes éxieurs del" sur 2°(I",G)

s’étend naturellemerit 2° (", G).

Si" n'a pas de sous-groupe d’indice fini pédant un sous-groupe &lien dis-
tingué infini (par exemple si” est un sous-groupe discret fortemengdtuctible de
SLn(R)), alors le sous-espacgiq(I",G) des classes de regmentations figles et
disctetes est un ferinde 27 (I",G) (section 6.3). La compactification d& (I",G)
construite induit donc une compactification natur%(l’,G) de Z:4(l,G). Dans
ce cas, F. Paulin aéinonté que les actionp dont proviennent les points du bord
sonta stabilisateurs de germes d’appartements virtuellenésotubles [Pau3].

En particulier, lorsqué est un groupe de surface@t PSL,(R), ceci donne une
compactification de la composante de Hitchin. Gatadé dans [Parl] des exemples
de cegerérescences de structures projectivieslles (cas @ n = 3) par pliage, et
calcuk les spectres limites correspondants.

Sur la structure de la preuve.es actions sur des immeubles affines sont obtenues
par passaga des énes asymptotiques, comme dans [Pau3] et [KaLe]. Lessenti
de la difficul& consiste ici, prerdrementa demontrer la continué du vecteur de
translation par passageun ®&ne asymptotique (Prop. 4.4), et degkxiement, que le
spectre limite obtenu est non nul, fait crucial pour cettepactification.

Cette derrére propréte est obtenue en utilisant un nedd algbrique pour le
cdne asymptotiqgue. On peut en effet voir I'action limite coemmprovenant d’'une
repiesentationp : ' — SLy(Ky), agissant sur son immeuble de Bruhat-Tit8, o
K est un corps vaky ni localement compact, aivaluation dis@te, obteni partir
deR par un proéde de passageun ®ne asymptotique (en utilisant un ultrafilag.
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Cette construction estéthillee dans la section 3. La non nidlilu spectre @&coule
alors de I'absence de point fixe global par [Par3].

On obtientegalement lesasultats analogues dans le cadre des growgzhsctifs
sur les corps locaux non archéaiens.

2 Préliminaires

Cette section est conséer des peliminaires @onetriques. On introduit les no-
tations utili€es et on rappelle ou @tablit les propétes dont on aura besoin, d’abord
pour les espacesétriqgues CATO) (section 2.1), puis plus ggifiguement pour les
espaces syatriques et les immeubles affines (section 2.2). Enfin onaléela notion
de dne asymptotique d’un espacetrique et les propéites des dnes asymptotiques
des espaces syatriques et des immeubles qu’on utilisera (section 2.3).

2.1 Espaces atriques CATO)

Dans cette sectiod est un espace @triqgue CAT0). On renvoiea [BrHa] comme
réference grérale. Etant dor#sx, y € X, on notergx, y| ou bienxy'unique segment
géocesique joignank ay. Etant donBsx,y,z € X avecy,z # X, on noteraix(y, z)
I'angle de comparaison enentrey etz, et<ix(y, z) I'angle enx entrey etz

LespaceX se cecompose canoniguement en prodggtx X/, oll Xg est eucli-
dien etX’ est un espace @triqgue CATO) sans facteur euclidien. Les iséinies de
X préservent cette&omposition [BrHa, Thm 11.6.15]. On appelleXa le facteur
euclidien (maximaljle X.

Le groupe I1$X) des isonétries deX est muni de la topologie de la convergence
uniforme sur les bores (qui est ratrisable). Lorsqué& est propre (i.e. si ses boules
fermées sont compactes)(}) est localement compact, et agit proprement Xur
(c’esta-dire que sk € X etM > 0, alors{g € Is(X), d(x,gx) < M} est un compact).

Faisceaux.Soitr : R — X une ggocksique. Lefaisceau F est la Bunion des go-
déesiques paratlesar. C'est un sous-espace convexe et il seampose [BrHa, Thm
[1.2.14] canoniqguement en un prod@it x r, ou C, C X est un convexe €x} x r est
une geocesique paradllear pour toutx € C;. Si X est complet, alork; etC; aussi.

2.1.1 Deplacement et longueur de translation [BrHa, 11.6].

Soitg € Is(X). On appelle fonctiomle ceplacementieg la fonction convexe

x — d(x, 0¥

etlongueur de translationdeg le réel positif

£(g) = inf dg(x).

XeX



Compactification d’espaces de répentations 5

L’ ensemble minimaleg est le convexe fertn(eventuellement vide)

Min(g) = {x € X, d(x,9X) = £(9)} -

On dit queg estsemi-simplesi Min(g) # 0, paraboliquesinon. Dans le premier cas,
ou bien si¢(g) = 0 etg pos&de un point fixe d est alors diteelliptique) ou bien
£(g) > 0, et translate alors unégcesique @ est alors ditewxiale).

Si g envoie une gocesiquer sur une godesique paradlle, alors le faisceal =
C: x r est stable pag etg agit dessus comm@/',t) ou g € Is(C;) ett € R désigne la
translatiorr (s) — r(s+t) der. On a alors Mirig) = Min(g') xr C F; et

0(9) = L(gR) =/ 4(g)>+12. 1)

On montre facilement que pour toxite X la limite limy_ ;e %d(x7 g“x) existe et
ne cepend pas de € X (voir [BrHa, 11.6.6]). Commetd(x,g*x) < dg(X) pour toutk,
on a de plus

lim d(xg%) < (0) @
avecégalié sig semisimple.

On obtient aiément les propéites suivantes.

Lemme 2.1 Soit g, — g dansls(X).
1. Ona @, — dg uniformément sur les boks de X.
2. (semicontinué&) On alimsup ¢(gk) < £(Q).

3. Soit M I'ensemble des valeurs d'@&thnce des suites)x dans X telles que
Xk € Min(gk) pour tout ke N. Alors M C Min(g).

En particulier, si X est propre et #ilin(gx) est non vide et restedistance borée
de x € X fixg, alors quittea extraireMin(gx) converge (pour la topologie de Haus-
dorff pointe [Gro2]) vers un sous-ensemble non vide Nvile(g). En particulier g
est semisimple &{g) = lim £(gk). O

2.1.2 Bord a l'infini.

On suppose @ormaisX complet. On noter@., X le bord @ l'infini) de X et
X =XUdxX. Sir: R, — X est un rayon gocesique, on note(«) le point ded., X
défini parr, qu’on appellera Extremigeder.

Définition 2.2 (Ombre Ox(y,D) d’une boule) Soitx € X. Pour touty € X, et pour
toutD > 0, on noteraDy(y, D) I'ombre vue du point x de la boulé\BD), c’esta-dire
'ensemble des(+), ol r est une gocesique issue detelle qued(y,r) < D.

L'espaceX est muni de la topologie de$res [BrHa, 11.8.6]. L'action de [X)
s’étend contifiment suiX. Soient€, &’ € X. Pourx € X, on noterady (&, &’) 'angle
enxentre et&’. On noteraqt(&,&’) = supx <ix(&,&’) I'angle de Titsqui est une
meétrique sud, X (voir 11 9.4 et 9.5 dans [BrHa]). §§ " eté ~ sont les deux exémités
d’'une geocksiquer, on dira que ™ eté ~ sontoppo®set on noterd; -+ = F; (alors

< (E7,&1) =m).
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2.1.3 Quelques propeies des isoitries relatives au bord I'infini.

Proposition 2.3 (Points fixesa I'infini d’'une isom étrie axiale) Soit ge Is(X) trans-
latant (non trivialement) une@pcesique r. Notong ~ =r(—o) et {T = r(+). Si
g fixe& € duX, alors<r(§~,&) + <r(&,&€T) = m. En particulier, sié est oppos a
E-,alors& =&,

DémonstrationOn a<r(§~,&) =lim <) (§ ~, &) quand — —oo, voir [BrHa, Prop.
11.9.8]. Notons? = ¢(g), et x = r(0) ety = r(¢). En faisant agirg" pourn € Z
on obtient quex(§, &) = <y(&7,8) = <7(&7,¢&) et<r(&,EF) = a(€,&T). Or
(&7, &) +<ax(&, &) > met<x(&,y) +<y(x, &) < m, ce qui conclut. 0

Définition 2.4 (Points attractif et répulsif) On dira queg € Is(X) a despoints
fixes attractifet répulsifa I'infini s’il existe EJ,EQ‘ € 0w X oppo®s (recessairement
uniques) tels que pour un (toutk X on aitgx — E(; etg kx — &g quandk — +oo.
Alors Eg+ eté, sont clairement figs parg.

Remarque 2.5 Si g est axiale, alors les exmites d’'un axe dg conviennent. SK
est un immeuble affine complet, ils existent doms djue’(g) > 0 par le tleoeme
2.14. On verra que c’'egigalement le cas lorsqeest un espace syatrique de type
non compact (proposition 2.15).

Proposition 2.6 Soit ge Is(X) fixant deux points oppésé~ et &+ dansdeX. On
note g= (¢',t) la déecomposition de g sur E Fz- s+ =C xR.

Sion at=/(g), ou, de maréreéquivalente par (1), sit- Oet/(g’) =0, alors g
a des points fixes attractif egpulsifa I'infini, et ce son€ * et& .

DémonstrationSoitx = (x',0) dansF. Alors £d(g*x, (X, kt)) = £d(X, (¢)*X), qui
tend vers 0 caf(g') = 0 par (2). Dongx — & etg kx — &~ quandk — 4. O

Proposition 2.7 Soit g ayant des points fixes attractif @pulsifé = et £~ a I'infini.
Pour tout xe Fy et tout D> 0, pour tout voisinage V dé* dansd.,X on a pour
k suffisamment grand
g"(0s- (x,D)) C V
En particulier,& ™ est le seul point fixe de g dadsX qui est opposa é .

DémonstrationSoitx € Fz- ¢+ etD > 0. SoitV un voisinage dé " dansd»X. Suppo-
sons par I'absurde qu'il existe une suf&)x dansOg¢ - (x,D) et une suite croissante
(nk)k d’entiers aved, = g™ ¢ V pour toutk. Soity dansFs - ¢ tel qued(x,yk) < D.
Commegx — &7, on a aussg™y, — &, card(g™yk, g«x) < D. Par conéquent
(€T, g%yk) — 0 et<x(&,g%yx) — 1. On en @duit que<gyy, (x,§~) — 0, puis
que <gwy, (X, &) — Tr(car<tgwy, (€, &) = 1), puis que<ix(g™yk, §) — 0. Comme
(&7, &) < <x(E7,9™Yk) +<x(g™ Yk, &), on a<ix(§ T, &) — 0 etéy — &, contra-
diction. O

Proposition 2.8 Soit ge Aut(X) fixant deux points oppésé™,&~ € d.X. Notons
(d',t) la décomposition de g sur E Fz- ¢+ = C x R. On suppose que g p@sie des
points fixes attractif etépulsiféy et&; dansdeX. Alorséy, &5 € dwF et

(g)

tan(arr (& ,€1)) < -
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DémonstrationSoitx € F. Commeéy” = limn_. . g"xetg(F) = F, on a§g" € d.F.
De pIuqu(Eg*,E*) = <1X(EQ+,E+) = limp_ e <x(g", 1) et pourx = (X,0) on a
tan(<ix(g"™, £ 7)) = Zd(X, (g)"X). Or limn_ 4 2d(X, (¢)"X) < £(¢) par (2). O

2.2 Espaces syatriques et immeubles affines
2.2.1 Geréralitées

Espaces sy#triques. Les espaces sy@riques consigreés dans cet article sont sans
facteurs compacts. On renvadHel] et [Ebe] commeé&férences grérales.

Soit X un espace syatrique. Rappelons qu¥ est une vaéte riemannienne
compkte simplement connexa courbure sectionnelleéegative ou nulle. En particu-
lier X est un espace @trique CAT0) complet et propre, et on reprendra les notations
de la section 2.1.

On noteXy le facteur euclidien d&X et X = Xg x X’ la décomposition corres-
pondante. On appellera groupe degomorphismesle X et on noteraG = Aut(X)
la composante neutre du sous-groupe des &oes deX agissant par translation
surXp. Le groupeG agit proprement et transitivement stiet c’est un groupe de Lie
réel. On &G = Go x G' oll Gp = Aut(Xp) = (R, +) (aveck = dimXo) etG' = Aut(X’)
est semisimple de centre trivial.

Sir est une gocesique deX alorsF et C; sont des sous-espaces totalement
geocksiques de&.

Si X’ est un sous-espace totalemegbdesique deX, alors X’ est un espace
symétrique sans facteur compact, et la composante neutre He(Xta agit surx’
par automorphismes, transitivement.

On fixe unplat (sous-espace totalementagesique euclidien) maximal (pour
l'inclusion) A de X. Les restrictionsa A desélements deG seront appéls plats
maximaux margesde X.

Immeubles affined._es immeubles affines cong&ids dans cet article sontatriques,
pas recessairement localement compacts, ni discrets, a*eate qu’ils n'admettent
pas recessairement de structure de complexe (poly)simpli€igl Pour leur c&fini-
tion, on renvoiea [Par2], @l elle estetudiee en étail. On reprendra le vocabulaire et
les notations de cet article, auquel on remvi@galement pour les progtes utilies
et non &montées ci-dessous (notamment pourguivalence avec laéfinition de
Kleiner-Leeb [KILe], dont on aura besoin pour l&teme 2.20).

On se fixe un espace vectoriéleuclidien de dimension finie et un groupe de
réflexions finiW agissant sui (c’est-a-dire un sous-groupe fini d’iscgtries vecto-
rielles deA, engende par deséflexions). On fixeegalement une chambre de Weyl
ferméed de A. SoitW un groupe deéflexions affine de typéA, W), c’esta-dire un
sous-groupe d'isoatries affines dé\, de projection vectoriell@, tel qu'il existea
dansA tel queW = TW;, ou W, fixe a et T est un sous-groupe de translationside
(ou, de margreéquivalente, engenéipar deséflexions affines).

Soit X un immeuble affine, modelsur(A,W). On notes son syéme d’appar-
tements marges aussi appés plats maximaux mardes Un automorphismele X
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est une bijection dX dans lui-néme qui péserves/. On rappelle quéX,d) est un
espace ratrique CAT0) (pas recessairement complet).

Sous-immeublegOn dira qu’un groupe deeflexions(A’,W') est unsous-groupe de
réflexionsde (A, W) si A’ est un sous-espace affine dleet lesélements d&V’ sont
les restrictionsa A’ d’éléments daV stabilisantA’. On dira alors qu'un immeuble
(X', 27') modek sur(A’,W’) est unsous-immeublde X si X’ C X et si les apparte-
ments margés deX’ sont les restrictiona A’ d’appartements marés deX. Alors
X’ est un sous-espace convexe(ded).

Par exemple, sX est un produit d'immeublegX;, «4) modeks sur(A;j, W), on
vérifie facilement que les facteurs sont des sous-immeulkel&s Wn autre exemple
de base est le suivant. Soitine geocesique deX, incluse dans un appartement (ce
qui est toujours le cas s¥ est le systme d’appartements maximal)Xt= F;. Alors
X’ est la Bunion des appartements ¥econtenant (+) etr(—o) dans leur borc
I'infini. Soit u € A un vecteur tel que estégaleat — f(a+tu) pour un plat maximal
margwe f : A — X deX etunac A. SoitW’ le sous-groupe deésdéments d&V fixant
(vectoriellementy. On peut @montrer (par exemple en suivant [KILe, prop. 4.8.1])
queX’ est un sous-immeuble demodek sur(A,W'). Les plats maximaux margs
de X’ sont les plats maximaux marggif : A — X deX tels quet — f(tu) est une
géockesique paradllear.

2.2.2 Espace assdxa un groupe éductif
SoitK un corps valé, ou bierégalaR ou C, ou bien ultrardtrique.

Groupe Eductif surK. SoitG un groupe algbrique lireaire connexeéductif cfini
surK. On peut supposer qu&est un sous-groupe d@grique @fini surk de SL,.
Dans le cas 0 K = R, on suppose qué& est un sous-groupe fedrde G(R)
contenant sa composante ne®@)°. SiK # R, on suppose qué = G(K)
Le groupeG est muni de la topologie induite par celle Be C’est un groupe
topologique natrisable a base @nombrable, localement compacisi’est.

Espace sy#trique asso&a un groupe eductif archingdien. On suppose quE =R
ou C (notons que, sK = C le groupeG est le groupe des pointéels duR-groupe
reductif connexéd obtenua partir deG par restriction des scalaires).

Soit K un sous-groupe compact maximal @e Alors I'espace homagneX =
G/K est un espace syatrique sans facteur compact, @gsoceé a G, pour toute
meétrique riemannienn&-invariante suiX (cela cecoule de I'existence d’'une involu-
tion de Cartan déG,K), voir [Bor, 24.6(a)] et [Hel]). Le group& agit proprement,
transitivement, par automorphismes, Xur

Immeuble d’'un groupeaductif non archiradien [BrTil, BrTi2]. On renvoie par exemple
a [Rou] pour plus de &tails. On suppose quE est ultrangtrique et que les hy-
potheses de [BrTi2, 4 ou 5] sont satisfaites. Rappelons que sEsimment le cas
dans les deux situations suivantes :

- G est teployeé sur le corpX (par exemples = SL,).
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- K esta valuation dis@te, henslien (par exemple complet), de corEsiduel
parfait (par exemple fini).

On peut alors construire I'immeuble de Bruhat-Tigdafgi) X = #(G,K) de G
surK. C'est un immeuble affine, pagoessairement discret ni complet. Le groupe
G agit contimiment, par automorphismes e transitivement sur les appartements
margues, cocompactement sxir SiK est un corps local, alobs est propre et I'action
deG surX est propre [Tit2, 2.2].

2.2.3 Type des segments

On suppose @&ormais queX est un espace sygtrique ou un immeuble affine
(voir section 2.2) et on not& = Aut(X). On fixe une chambre de Weyl feame
du plat mogle A. C’est un domaine fondamental strict pour I'action du geudle
Wey!l (vectorie)W surA. On note® : A — € la projection correspondante, guin
vecteur dang\ associe sotypedanse. On notev®P? = @(—v) typeoppogav c ¢.

Sixy € X, il existe un unique vecteur d& appeé letypedu segmenky (ou la
¢-distancedex ay) et no€ d(x,y) ou dxy, tel qu'il existe un plat maximal margu
f:A— X, etdeux pointd\etBdeA, avecf (A) =x, f(B) = yetAB= o(x,y).Ona
clairement|o(x,y) || =d(x,y) etd(y,x) = d(x,y)°PP pour tousx,y de X. Les automor-
phismes deX préservent le type des segments. Dans le cas des espadasigyeas
G agit transitivement sur les segments de type éonn

Remarque 2.9 LorsqueX est I'espace assdea un groupe &ductif G sur un corps
local (voir section 2.2.2), 4 est un sous-groupe compact maximalGlet xo € X
est le point fie parK, alors, pourg dansG, le vecteurd(xo,g%) € € s'identifiea la
projection de Cartan dgassocteaK (voir par exemple [Ben, 1.1 et 2.3]).

On renvoiea [Par4] pour de plus fines proptis du type des segments. On utili-
sera la prop#@te suivante.

Proposition 2.10 [Par4] Le type estl-Lipschitz en chaque coordo@e, plus péci-
sement pour tous,¥, X,y de X, ona

En particulier,d : X x X — € est continue O
Etant donk g € Aut(X), on notedy I'application continue

X —¢
%' X — O(X,gX)

On utilisera la propgte suivante, qui@coule de la proposition 2.10.

Proposition 2.11 Soit g — g dansAut(X). Alors &, — Jy uniformément sur les
bornés. O
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Propriétes fonctorielles.Si X est euclidien, alord. = X, W = {id}, €= A = X, et
O(x,y) = Xy pour tousx, y de X. Si X = X3 x Xy est un produit de deux espaces
symétriques ou immeubles affinés. Alors A = A1 & A, ol Aj est un plat maximal
deX;, W = W1 x W, ol W; est le groupe de Weyl d&;j, et¢ = &3 + ¢, oli ¢ est une
chambre de Weyl ferée deA;. Les plats maximaux margsf : A — X sont de la
forme f = (f1, f) ol fi : Aj — X est un plat maximal mar@u Sid; : X x Xi — ¢
est le type des segments ¥eon a

O(X,Y) = (X1, Y1) + & (X2, Y2) 3)

pour tousx = (x1,X2) ety = (y1,y2) deX.

Soit X’ un sous-espace sytrique ou un sous-immeuble de Soit A’ un plat
maximal deX’, etW' son groupe de Weyl, & une chambre de Weyl fei@e de
A’. Alors A’ s’identifiea un sous-espace totalemeabgesique ded, et lesélements
deW' sont des restrictiona A’ d’élements daV stabilisantA’. Par congquent, si
5 : X' x X' — € estle type des segments¥& on a

0=00¢ 4)

en restrictiom X’ x X'.

Type de directionNotons dA I'ensemble des vecteurs unitaires fe identifie a
'ensemble des demi-droites dg muni de la distance angulaire, &t A — JA
la projection correspondante. Powt’ € d¢ (qui est I'ensemble nétAmqq dans
[KILe]), on noteD(7,7’) 'ensemble fini des angles possibles entet V' de A de
types respectifs et 7’.

Si X est un immeuble affine, alors il y a rigidides angles [KlLe, 4.1.2] : pour
tousx,y,z€ X avecy,z# xon a<ix(y,z) € D(1,17’) avect = 9d(x,y) ett’ = 9d(x, z).

Le type (de directionPr d'une geocesique (ou d’'un rayon) estdd(r(s),r(t))
pour touts < t. Deux geocesiques paradles ont néme type. Les automorphismes de
X préservent le type desgcesiques.

Dans le cas des espaces §rgues, le stabilisateur Stafx) dansG dex € X
agit transitivement sur lesgdesiques de type dogrissues de.

2.2.4 Structure du bord I'infini

On suppose quX est un espace syatrique ou un immeuble affine complet.

Type d'un point l'infini. Deux rayons §ocesiques asymptotes oneme type. On
peut donc éfinir le type (nok égalemen) dansd< des points ded.,X. Notons
(0X) le sous-ensemble des pointsd@leX de typert € €.

L'action de AutX) surd.X préserve le type des points.

Dans le cas des espaces &rigues 'action deG sur d.,X est transitive sur
(0=X)r pour toutt € ¢, et sié € dwX, alors(d-X); = GE s'identifiea la varete
G/P, ou P est le sous-groupe parabolique %6&b) deG.

Si X est complet, son bor@.,X muni de la distance de Tits (doaa par<tt)
est isonétrique a la alisation @onetrique modede sur(dA,W) [Par2, section
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2.6] d'un immeuble spérique. Les chambres de cet immeuble sont les bords des
chambres de Weyl d¥, et ses appartements sont les bords des plats maximaux
de X. Si &,&' € d.X, il existe un plat maximalA de X tel queé, &’ € doA, voir
[Ebe, 2.21.14], [Par2, 1.2, (A4)]. Pour toute A, on a<ix(&,&') = <«1(&,&') €
D(©(&),0(&")). En particulier skt (&,&") = m, alorsé et &’ sont oppoés.

Dans le cas des espaces &frijues AutX) agit transitivement sur les couples
de points du bord oppés, de types doi@s.

Points visuellement presque oppesSi X est un immeuble affine, §i—, & € d.X
sont visuellement presque opggsenx € X, alors ils sont effectivement oppes
enx : plus péciment, en notant et T°PP les types respectifs dé~ et £, si
<x(€7,&1) > maxD(1,7°PP) — {r1}) alorsx € Fz—¢+ (par rigidite des angles).
Dans les espaces s@tniques on a la progte analogue plus faible suivante.

Proposition 2.12 Soitt € ¢ et T°PP |e type oppos. Pour tout D> 0, il existee > 0
tel que pour tous —, & € 3., X de types respectifs et T°PP, et pour tout xc X, si
W(&, &) >m—ealorsd(x, Fz-g+) <D.

DémonstrationSinon il existeD > 0 et pour toutk € N un pointx, € X et Elj,g‘l;
dansd.. X de types respectifset T°PPtels quey, (& , &) — metd(x, FEgEk*) >D.
Pourk assez grandFE(E; est non vide (cakix(é~,&T) > max(D(t,1°PP) — {m})
implique <1 (£~,&™) = m). Soityy la projection dex S”rFngk*' Quittea appliquer
des automorphismes, on peut supposer que les syités et &' sont constantes,
respectivemenégalesa y, £~ et £*. Soit z € [X,Y] tel qued(z,y) = D. On a
WY€) Sz (1, €7) S Fet<ty (,€7) < <1 (y,€7) < 5. Commedy, (§7,&F) <

< (%, €7) + <ix (, ), on @ doncay, (v, &) — T ainsi quey (y,€+) — I. Quitte
a extraire on @& — zavecd(z,F;-z+) =D > 0 et<z(§ ~,&") = I, impossible. O

Ombres vues de I'infini.

Proposition 2.13 Soit§ € d.X et r une g@odesique telle que(r-o) = &. Notons
&~ =r(—»). Les ombres @ (r(t),D), avec tc R et D > 0, forment une base de
voisinages dé€ dans(d.X)r, ou T est le type dé€.

DémonstrationOn a clairement toujour®; - (r(t),D) C (0-X). Soitx=r(0). Les
ombresOx(r(t),D), avect € Rt etD > 0, forment une base de voisinagesédeans
O-X, par cefinition de la topologie desbnes. Soient € R% et D > 0. On \érifie
facilement queO; - (r(t), %D) C O(r(t),D). Soit e > 0 donré par la proposition
2.12. Soit 0< D’ < tan(g) t. Alors Ox(r(t),D’) N (9= X); estinclus dan®; - (r(t),D).
En effet si’ est dany(r(t),D’) N G¢E, alors

ax(r(t),&") < <ax(r(t),&’) < arctariD'/t) < €

D’apres la proposition 2.12, comngé est de néme type qué eté ~ de type oppos,
on aalorgd(x,F;-¢) < D, c'esta-dire’ € O(r(t),D). O
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2.2.5 Isongtries

Dans les immeubles affines complets, on aéuitat suivant (qu’on utilisera de
mangre cruciale en section 4).

Théeoreme 2.14[Par2, Theoreme 4.1]) Soit X un immeuble affine complet. Il existe
K > Otel que pour tout g= Aut(X) et pour tout x= X, on a dx, Min(g)) < Kd(x,gx).
En particulier g est semisimple.

Dans les espaces sgiques, la situation n’est pas si simple maiséaamposi-
tion de Jordan va nous permettré@tiblir quelques progtes dont on aura besoin en
section 4.

On suppose &sormais qu& est un espace syatrique.

Décomposition de JordarOn renvoiea [Ebe, 2.19] pour plus deéthils et pour
le rapport avec la &omposition de Jordan usuelle dans le groupealie, via la
repesentation adjointe d& = Aut(X).

Sir est une gocesique deX ett € R, il existeg € G, appeé transvectiorle long
der de longueut, réalisant le transport parale le long de der(s) ar(s+t), voir
[Hel, IV, thm 3.3 et remarque]. $i= 0 on a Ming) = K. De plus [Ebe, Prop. 4.1.4]
le centralisateuZs(g) deg dansG agit transitivement sur Mifg). On dit queg € G
esthyperboliquesi g est une transvection [Ebe, 2.19.21].

On dira queg € G estunipotentsi I'adhérence de sa classe de conjugaison dans
G contient I'identié [Ebe, 2.19.27]. Alors on a clairemefty) =

Pour toutg € G, il existe une unique @&ompositiorg = heudansG, appeée la
décomposition de Jordatheg, telle quee, h etu sont respectivement elliptique, hyper-
bolique et unipotent, et commutent deuxeux [Ebe, 2.19.24]. Orévifie aigment
que sih=id alors/¢(g) = 0.

Isorretries des espaces sgtriques. Soitg € Aut(X). Soitg = heula decomposition
de Jordan dg. Notons¢ = euetFy = Min(h), qui est stable pdr, eetu. Si¢(g) >0
on noter une geocesique translée parh (alorsFy = F).

Proposition 2.15 On suppose qué&(g) > 0. En restrictiona Fy =C; xr on a h=
(id,2(9)), ¢ = (¢,0) et g= (¢,4(g)). En particulier¢(g) = ¢(h) et g pos&éde des
points fixes attractif etépulsifa I'infini, qui sont les extiemigs de r.

DemonstrauonSur Mln =R onah=(id,¢(h)) avec/(h) > 0,¢ = (¢',t). Ona

alors 0=¢ \/ +t2 donct Oet¢’ = ¢ surC,. On adong = (¢,¢(h))
surkg, doncﬁ \/ )2+ ¢(h)2 = £(h). On conclut par la proposition 2.6. O

On aura besoin en section 4 de céfer la distanceéx Min(h) en fonction du
déplacement, avec le lemme suivant.

Lemme 2.16 Pour toute > Oil existen] > O tel que si xc X verifie dy(x) < 4(9)+n,
ety est la projection de x sugFalors
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1. d(gy;hy) <e.
2. d(x,Min(h)) < ¢

DémonstrationC’est trivialement vrai st(g) = 0, car alordh=id etFy = Min(h) =
X. Supposons qué&(g) > 0, et soite > 0. Le point 1 @coule dedy(y) < dg(x) et
¢(9)2+d(gy, hy)? (proposition 2.15).

Pour le point 2, on raisonne par I'absurde. Sinon il existe smitex, € X telle
quedy(xc) — ¢(g) etd(xc,Min(h)) > €. On notey la projection dex sur Min(h).
Alors d(hyk, gy) — 0. Fixonsy € Min(h). Comme le commutateufs(h) de h agit
transitivement sur Migh), on peut choisig, € Zg(h) telle quezcyi = y. Soitx, = X«
etgy = zgz L. Alors gy — hy. Soitry le rayon gocesique issu dg et passant par

X O
\ e |
K)/ r 9y Min(h)
R

Y, £(9g) hy

X, etry = gr. Alors quittea extrairery — r avecr orthogonah Min(h) eny, etr, —

r’ avecr’ orthogonak Min(h) enhy. Pour O< t < ¢ fixé etk suffisamment grand, on
al(gk) < d(r(t), ri(t)) < d(X, gex)- Ore(gi) = £(9) etd(¥, aex) = dg(x) — £(0).
On adond(r(t),r'(t)) = £(g) = d(y,hy). Par conéquent, la §ocesique passant par
r(t) etr’(t) est paraklea celle passant parethy, qui est translde part. On a donc
r(t) € Min(h), ce qui est impossible carest orthogonah Min(h). O

2.3 nes asymptotiques

On renvoie par exempke[KILe, 2.4] pour les &sultats rappék et non @montés
dans cette section.

Ultrafiltres. Voir [Bou, Ch. 1]. Dans tout cet articley désigne un ultrafiltre sul,
plus fin que le filtre de Fachet. c’est-dire une mesure de probal#lifiniment ad-
ditive définie sur toutes les parties d& a valeurs dang$0, 1}, nulle sur les parties
finies. Une suite(xc)ken dans un espace topologique quelconfuadmetx € E
comme limite suivant l'ultrafiltrev (w-limite) si pour tout voisinag® de x dansk,
on axg € V pour w-presque touk. Cette limite est I'une des valeurs d'a@tiences de
la suite(xy), et elle est unique & est £paé. On notera alors ligixx = X OUXg — ¢ X.
Une suite contenue dans un compact admet toujourswdimaite. Les w-limites des
suites eelles sont prises dans le complaeto, +o0]. On dit qu’une suitei dansR est
w-majotee (respw-borrée) si lim, xx < 40 (resp. si—oo < lim X < +). On note
= la relation déquivalence &gali€ w-presque partout”.
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Ultraproduits. On utilisera dans la section 3 le formalisme suivant.

Si E est un ensemble, on noteld sonultraproduit, c'esta-dire 'ensemble des
suites délements d&, modulo=,,. On note [x]] la classe de la suife)keny modulo
=u. L'ensembleE se plonge canoniqguement dags via les suites constantes. On
identifieraE et son image lorsque cela n’engendre pas de confusida.eBF sont
deux ensembles et &fy ke €St une suite d’applications d&edansF, on note[[ fy]]
I'application quia [[x]] € E* associd]fx(x)]] € F*.

SiF est un espace topologique compact, on notg lfgt E* — F I'application
[[X]] — limg, f(X«). C’est la compose de lim, : F* — F et de][fy]].

Ultralimites d’espaces #triques poings. Soit (X, dy, *k)keny Une suite d’espaces
meétriques poirés. On note

X' = {(X)ken € I_xLXk | di(*k, X«) est boriée}
ke

'ensemble des suite@-bornées Il est muni de la pseudo-distandg définie par
dow((X), (Yk)) = limy, di(X«, Yk)- Le quotient deX’ par la relation &tre a pseudo-
distanced,, nulle” est un espace @trique(Xy,dy ), Point enx, = [+, appeé ultra-
limite de la suite(X, dk, *k)ken- Pour(x) € X', on note[x] le point deX,, assoce.
Si Ac C X on note[Ay] = {[x]; (X) € X’ etVk,xx € Ac}.

Proposition 2.17 L'espace ratrique X%, est complet. [KILe, Lemma 2.4.2] O

Cbnes asymptotiques d'un espacetngue. On se fixe @sormais un espaceatnique
X, une suitex, € X, et une suite\y € R* , avecAx — +o. On se donné&galement
un groupeG agissant par isogtries surX. Le cone asymptotiquée X, suivantow,
par rappor lasuite de points d'observatiofxy)ken €ta lasuite de scalaire$Ay )k
est par éfinition I'ultralimite (X, dyw, *w) de la suite d’espacesétriques poirtts
(K¢, Ok = ledv *k)keN- Remarquons que Xi est euclidien, alorX,, est isongtriquea
X (car il existe des applications dédans lui-néme envoyant un point doarsursx
etd sur )led)-

SoitX’ un autre espaceétrique, et une suitg, € X’. NotonsX,, le cdne asymp-
totique de(X’, (), (Ax). Une suite d’applications isoatriquesfy : X’ — X est
dite w-borrée si fy(x) estw-bornee dansX. Alors on peut éfinir son w-limite
fo 1 X}, — Xw, Note aussjfy], par f,([%]) = [fk(X)]. Elle est isoratrique.

En particulier, sX’ =R, une suite, : R — X de ¢coesiques dX estw-borrée
sila suiterlkd(*k,rk(O)) estw-borré. Sonw-limite s'identifiear,, : t — ri(Agt)] et
c’est une @ocesique dex,,.

On noteG' I'ensemble des suitdgk) ke d'€lements des telles quedy (+k, Oyxk)
estw-borré. Pour(gk) € G/, on note(gy] : ] — [gkx«] Iisométrie assockede X,
On noteG,, le sous-groupe de (X,,) formé par ces isogtries.

Codnes asymptotiques d'espad@AT(0). On suppose @&ormais quX est CAT0).

Proposition 2.18 1. Le ®ne asymptotique XestCAT(0).
2. Les @ocesiques de g sont lesw-limites des §ocesiques de X.
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3. Pour tous % = [X], Yo = [Vk] €t Z» = [z] dans X%,, on a

Txo (Yoo Zeo) = 1M < (Yieo %) €t o (Yoo, Zeo) = 1M o (Y, Z)-

4. Soit i une suitew-bornée de gocesiques et = [ri]. La projection orthogonale
sur rg, est law-limite de la suite des projections orthogonales sur r

DémonstrationLe point 1 et 2 écoulent du lemme 2.4.4 de [KILe].

La premére assertion du point 3 est facl@oir en regardant les triangles de com-
paraison dans le plan (car les angles sont inchapgr homotéties). La deuxime
en cecoule. En effet soient, = [y;| etz, = [z] avecy| €], Yi] etZ €]xc,z]. On
a <y (Vio 2 = < (Vi Zo) et <t (Vi &) = <t (Yk, Z) pour toutk. Donc en passarit
la limite suivantw on a%xb(yw,dv) > lim <t (Y, Z). On conclut en passaatla
limite poury,, — X etz, — Xq.

Le point 4 cecoule du fait que les angles augmentent (point 3). O

Bordal'infini. Il estclair que lego-limites de rayons asymptotes restent asymptotes.
A toute suite(&y)k dansd.X on peut donc associer un poif, = [&k] danSdwXe,
défini de la mareére suivante. Soity une suitew-borrée de rayons dX tels que

&k = ri(o0) etrg = [rk]. Alors &, = r(). Tous les points dé. X, sont de cette
forme.

Longueur de translationLe lemme suivant seérifie ai€ment.

Lemme 2.19 Soit g une suitew-bornée dands(X) et g, = [gk]- On a

1. limg, 5 dg, = dg,

2. limg 3 £(g) < £(9w)-

3. [Min(gk)] € Min(gy).

4. Siz-d(xk,Min(gc)) estw-borné, alorsMin (ge) # 0 etlime, - £(gk) = £(gw) O

Cdnes asymptotiques d’espaces éynmques et d'immeubleOn suppose dénavant
gueX est ou bien un espace sgtrique, ou bien un immeuble affine, et q@est un
sous-groupe feridu groupe des automorphismesd®©n se fixe un plat maximal

deX, de groupe de Wey et une chambre de WegldeA. Une suitef, : A — X de

plats maximaux mards estw-borrée si la suitefi(0) I'est, et sonw-limite est alors
I'application isongtrique[fy] : A — X, a — [fx(Aka)]. On note«, I'ensemble
desw-limites des suiteso-borrées de plats maximaux maggideX.

Théoreme 2.20 (Kleiner-Leeb [KILe]) Le ddne asymptotique ¥ muni du sysi-

me d’'appartements margs <,, est un immeuble affine complet, de typeW).

Le groupe G, agit sur X,, par automorphismes. Si G agit cocompactement sur X,
alors G, agit transitivement sur 4. Si G agit transitivement sur les plats maximaux
marques de X, alors @ agit transitivement surz,. a

On termine par deux projites du type des segments dont on aura besoin par la
suite, et qui se &rifient ai€ment.
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Proposition 2.21 Pour tous X, = [X] et Y = [yk] de %,, on a dans®

1
O (X, Yeo) = lim /Tk5(Xk7Yk) :
0

Proposition 2.22 Soit 1, une geocesique de ¥. Il existe une suitéry) w-bornée de
géodksiques de X de type constadfr,,) telle que[ry] = ry. Si G agit cocompac-
tement sur X et transitivement sur les plats maximaux néqgie X, alors @ agit
transitivement sur les@pesiques de 4 de type dona. O

3 Cbnes asymptotiques d’espaces syatriques : Modele algebrique

Soit K un corps valé ou bienégala R ou C ou bien ultrangtrique (la valuation
n'est alors pas &cessairement disete). On note | la valeur absolue dE. On note
X(K) ou X I'espace assoeia G = SLy(K) (voir section 2.2.2).

Cette section est cons@&ea montrer que toutine asymptotique dé(K) s’'iden-
tifie aX(Ky,) (theoeme 3.21), pour un corps v&@mon archirddien ad ho&, qu’on
construit pealablement (dont la valeur absolue prend toutes les \&iegltes).

La preuve repose sur I'utilisation du meld des “bonnes normes” de volume 1
surK" pourX(K), qu'on expose au palable en section 3.2.

3.1 Pseudo-valeurs absolues et pseudo-normes

On commence par clarifier quelques notions de base qu’oniliseuplusieurs
fois par la suite. Soif un corps eE un espace vectoriel sii.

Définition 3.1 (Pseudo-valeur absoluePn appellergpseudo-valeur absolusurF
une application} | : F — [0, +o0] telle que pour tous, b dansF on a

1. 10/=0
2. |ab| = |a] |b| (lorsquelal, |b| < o)
3. J[a+ bl <|al+1b|

On dira quég | estultramétriquesi elle \érifie en outrda+ b| < max(|al, |b)).

Si le corpsF est muni d’'un ordre totak, on dira que| | estcompatibleavec
I'ordre si pour tousa,b € F tels que 0< b < a, on alb| < |a|.

Une pseudo-valeur absolyi¢ est unevaleur absoluesi elle \érifie |a] < +oo et
|aj = 0=-a=0. On dira qu'elle estriviale si |a| = 1 pour touta # 0.

Proposition 3.2 On suppose quéF, <) est un corps totalement ordo@ret que| |
est une pseudo-valeur absolue §ucompatible avec 'ordre.

1. Si| | est ultrangtrique, alors pour tous @ > 0 dansF, on a

la+b| = max(a], |b])
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2. Si| | esttriviale sur le sous-corps premier Healors elle est ultraratrique. O

DémonstrationLa premere assertion est claire. Soienb > 0 dangF. On peut sup-
poser québ < a. On a alors X a+b < 2adonc|a+b| < |2a] = |2||a| = |a. O

On suppose &ormais qué est muni d'une pseudo-valeur absolye On cé-
montre sans difficults les ésultats suivants.

Proposition 3.3 (Corps valie asso@) NotonsF' = {ac F | |a| < 4} etFp =
{a€F | |a] =0}. AlorsF’ est un sous-anneau deet Fy est un ial maximal de
. La pseudo-valeur absolye passe au quotient en une valeur absolue sur le corps
quotientF | =T /Fo.

Si le corpsF est muni d'un ordre totaK compatible ave¢ |, alors < passe au
quotient en un ordre total sur le corf#, | compatible ave¢|. O

Définition 3.4 (Pseudo-norme)On appellerapseudo-normeurE (compatible avec
| [) une applicatiom : E — [0, +0] telle que pour tous,V € E etac F on a

1. n(0)=0
2. n(av) = |aln(v) (lorsque cela a un sens)
3. n(v+v) <n(v)+n(v)

On dira quen estultramétriquesi on a en outre)(a+b) < maxn(a),n(b)).
On dira quen est unenormesi | | est une valeur absolue et igivérifie en outre
n\v) < +ewetn(v)=0=v=0.

Soitnn une pseudo-norme skr(compatible avec ).
Proposition 3.5 (Espace vectoriel norré asso@) On a deux sou¥ modules E=
{ve E | n(v) < +o} et B = {ve E | n(v) =0}. La structure passe au quotient en
une structure déf ;| |-espace vectoriel sur i = E'/Ep, etn passe au quotient en
une norme sur [, compatible ave¢|. O

On utiliseraégalement la propgié analogue suivante.
Proposition 3.6 Soit A une algbre nornée surf et N une pseudo-norme sur A sous-
multiplicative. Notons A= {u€ A | N(u) < +o} et Ap={ve A| N(u) =0}. La
structure passe au quotient en une structurefde-algebre surer)y = A'/Ag, etn

passe au quotient en une norme sous-multiplicative syrcampatible ave¢|. O

Définition 3.7 (Pseudo-norme d’endomorphismespn cefinit lapseudo-norme N
sur EndE) assocéean par

Nj(u) =inf{M € [0,4+] ; W€ E,n(u(v)) <Mn(v)}

On \érifie que c’est une pseudo-norme sous-multiplicative sk E).
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3.2 Espac&X = .#1(V) des bonnes normes de volume 1

On expose ici la construction de I'espaXessock a SL,(K) comme espace de
normes suik" (voir aussi [Par2]).

OnnoteV =K" ete = (&1,...,&n) sa base canonique.

Dans le cas®K = R ouC, on dira qu’une normeg surV est unébonnenorme si
elle esteuclidiennec’esta-dire si elle est de la forme— /q(v), ou g est une forme
quadratique sK = R, hermitienne sk = C, définie positive suV. On dira qu'une
basee= (ey,..., &) deV estadapeean si elle estorthogonalepour n, c’esta-

diresionan (3 ae)=1/31n(e)?|a |2 pour tousay, ..., a, dansk. La bonne

normecanoniqueng deV est la norme provenant du produit scalaire canonique.
Dans le cas 0K est ultrangtriqgue, Une basedeV est diteadap&ea une norme

ultramétriquen sion an (¥ ae) = imla>§]n(a) || pour tousay, ..., a, dansk.

On dira quen estadaptablesi elle admet une base adeet (ce qui est toujours le
cas siK est un corps local [Golw]). Unbonnenorme est une norme ultra@tmique
et adaptable. La bonne norroenoniqueestno : (a, ..., an) — mlax |a]-

I=1..n

On dit qu’'une bonne norme est devolumel si on a[]{; n(&) = 1 pour toute
base(ey, ..., &) deV adapéean, de ceterminant 1. On notet % (V) I'espace des
bonnes normes de volume 1 ar

Le groupeG = SL,(K) agit naturellement sur¥*(V) parg.n = nog=* pour
g € SLn(K) etn € #L(V). Le stabilisateur deo est S@n) si K = R, le groupe
SU(n) siK = C, et SLy(0) si K est ultrangtrique etd’ = {a € K, |a] < 1} est son
anneau des entiers.

Dans le cas®K = R ouC, I'espace# (V) s'identifiea I'espace syi@triqueX
assock a SLy(K) (voir 2.2.2). Dans le casloK est ultrangtrique, I'espacet (V)
est alors un immeuble affine (voir par exemple [Par2]), gidesitifiea 'immeuble
de Bruhat-TitsX de Sl,(K), voir les tleoemes 2.11 et 2.11bis (dans I'appendice) de
[BrTi3].

Rappelons maintenant quelques préj@s dont on aura besoin par la suite.

Plats maximaux mardgs. Le plat maximal modle de.# (V) est identife &
A={(a1,.... ay) €R", ¥ a1 =0}

muni de la netrique euclidienne canonique &&'. Soit e une base d¥ de ceter-
minant 1. Le plat maximal mar@ufe : A — 4#(V) de #}(V) assock a e est
défini par :n = f(a) est adagteaeetn(g) = e % pouri =1...n. Tous les plats
maximaux margés de.#1(V) sont de cette forme. Pour togtc SLn(K), on ago
fo= fge.

Les distances d etd Sin,u € .4#1(V) eteest une base adde commune, alors

2

: (5)

n

d(n,p) = ;

u
|Ogﬁ(3)
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Un autre distance naturelle plus simple sui*(V) est
d”(n,u) = sup
v#£0

Les distanced etd” sontéquivalentes, car [Par2, prop. 3.12]
d® <d<nd® sur/HV). (6)

log%(v)

Estimations.SoitN = N, la norme sur En@l/) assodgea o. Pour toutg € SLy(K),
onasuprl?(v) = N(g™*) et donc
v#£0

d*(no,g.1o) = max{logN(g), logN(g™*) } @
(n—1) logN(g)
Le lemme suivant sera utifisen section 3.6.

Lemme 3.8 Soitn € .#1(V) etge SLy(K). On a
d°(n,g.n) < log (1+ €M max{N(g—id), N(g™~id)}) .

IN

DémonstrationPour toutv € V non nul, on &.n(v) < n(v)+n((g~t —id)v), eten
posanh=g ! —idona

n(hv) < e ng(hv) < e (MN(h)no(v) < € IN(h)n (v)

donc suphl (v) < 1+ (1MN(g~1 —id). On conclut erechangeam etg.n. O
v#0

On se fixe desormais un ultrafiltre w sur N plus fin que le filtre de Fréchet
(voir 2.3) et une suiteA = (Ax)ken dans[l,+oof telle que A — oo.

3.3 Le ®ne asymptotiqu&, du corps valé K

Proposition 3.9 On munit I'ensemble
1/A .
Ko = {(a) € KV | |ag| est borre}/“mw‘akfbk‘l/,\k:o

de I'addition et de la multiplication terma terme. On plong&K dansK,, via les
suites constantes. Poug,a= [a] dansK,, on note

8| = lim [ay |/
w

Alors K, est un corps et |“ est une valeur absolue ultra@trique surKy,, triviale
sur K. Ce corps valé sera appd le cone asymptotiqude (K, | |) par rapporta la
suite de scalairegAy).

Dans le cas 0 K = R, on peut &finir une relation d’ordre total suk,, par
ayw < by & ak < bk w-presque partout

Alors | | est compatible avec I'ordre.
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Remarque 3.100n notera que, sik désigne la distance sii induite par la valeur

1
absolug |’ etd,, désigne la distance sii,, induite par la valeur absolyg®, alors
I'espace nétrique poiné (Ky,d,0) est l'ultralimite des espaceséatriques poirés
(K, dk, 0) (en particuliefK,, est complet).

DémonstrationOn utilise la description alternative d&, via l'ultraproduit K* de
K. On munitK* des ogrations termea terme, ce qui en fait un corps. Pa@yr=
([a]] € K* on c&finit|a,|? = lim, |a|Y/* dans[0,+]. La relation< surR* définie
par

[[ax]] < [[bk]] si et seulement six < bk w-presque partout

fait deR* un corps totalement ordoén

D’aprés la proposition 3.3, et la proposition 3.2, il suffit de preuque| | est
une pseudo-valeur absolue &, triviale surkK, compatible avec I'ordre €K = R.
On le \erifie sans difficukt. On a alors clairement qu&,,, | |) est le corps val@
canoniquement ass@cau corps pseudo-valK*, | |©). O

Remarque 3.111) Pour touta, = [ax] > 0 dansRy,, il existe un uniqueelement
positif deR,, de caré a,,, qui est,/a, = [/a] .-
2) Pour tousal, ..., a7, dansR,, on a

’\/Zinl(aiw>2

(cela decoule dd/a, | = v/|aw|® et]ag + be|“ = maxaw, be) pourag, be > 0).

= el ®

3.4 ne asymptotique de I'espace vectoriel néivn

L'espace vectorieV = K" est muni de sa norme canoniggg(voir section 3.2).

Remarque 3.12Siv = (a},...,a]) dansv = K", on érifie sans difficué (par (8)
dans le cas archiedien) que

: 1A _ : i 11/
lim no(vi) % = maxlim |a|

)
Proposition 3.13 On note

N 1/A .
Voo = {(Vi) € VI | no(wi) ¥/ est borre}/”mwno(vk_\/k)mkzo
Alors 'addition et la multiplication terme terme @finissent une structure d€,-
espace vectoriel sur)/ Pour v, = [w] dans \,, on note

ng’ (Vo) = lim No(vi) ¥/

Alors n& est une norme ultraétrique sur \,, compatible ave¢|”. Cet espace vec-
toriel normé sera appd le cobne asymptotiquee (V, o) par rapporta la suite de
scalaires(Ay).
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DémonstrationOn utilise 'ultraproduitv* deV, muni des oprations terma terme,
ce qui en fait un espace vectoriel S&it. Pourv, = [[vi]] € V* on céfinit ng’(v.) =
lim ¢, No(Vk)/* dans|0,+]. D’apres la proposition 3.5 il suffit de prouver qug’
est une pseudo-norme 4t compatible ave¢ |“. On le \erifie sans difficué. On a
alors clairement quév,,, n§’) est I'espace vectoriel no@rcanoniquement asséci
(V*,ng). Il est clair queng’ est ultrangtrique par la remarque 3.12. O

On notev,, = |w] le vecteur d&/, défini parv, = [[w]] € V'.

Identification ave¢K,)". La proposition suivante&@toule de la remarque 3.12

Proposition 3.14 Pour i=1...n, soitel, = [g]. Alors &, = (£l,)i—1..n €st une base
de \,. Elle induit un isomorphisme d’espace vectoriels nesnentre \, = (K"),,
muni deng’ et (Ke)" muni de la bonne norme canonique. Pluggiggment, pour
tout v, de \4, de coordonies(al,, ..., a},) dans la base,, on a

16 (V) = max e

On identifiera dognavant ces deux espaces, et on les ndtéra

3.5 ne asymptotique de EfMd) et de Sly(K)
L'algebre EndV) est munie de la normid assodkea np.
Proposition 3.15 (®ne asymptotique deEndV)) On note

EndV), = {(u) € EndV)" | N () Y est borré}/"mmN(uk_u,k)l/Ak:O
Les oferations terme terme @finissent une structure d&,-algebre surendV),.
Pour u, = [u] danseEndV),, on note

N (ug) = lim N (U ) Y/

Alors N® est une norme ultraétrique sous-multiplicative stendV),,, compatible
avec| |. Cette algbre nornée sera appél le cone asymptotiquele (EndV),N)
par rapporta la suite de scalaire§Ay).

DémonstrationDe méme qu’avant, il suffit de prouver qi¥°(u, ) = lim ¢, N(uy) ¥
définit une pseudo-norme sous-multiplicative sur 8hd compatible ave¢|“ (voir
proposition 3.6). On le&rifie sans difficul. O

Définition 3.16 (Cdne asymptotiqueSL,(K),de SL,(K)) SiU C EndV) on note
Uw = {[u] | Vke N,u, € U}. Alors GL(V),, est un groupe pour la loi induite par la
composition, et SK(K),, est I'un de ses sous-groupes.
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Identification deEnd(V),,, avecEndV,,). On rappelle qu&/,, = (K,)" est muni de
la bonne norme canoniqugy’. L'algébre EndVy,) ~ My(Ky) est munie de la norme
Ny = Nné*” qui véerifie

LW

No((alh)i) = max|al

Proposition 3.17 Soit u, = [u] € EndV),. On peut lui associer @ € EndV,,)
défini par
w

u®: v — [uk(v)] -

On note(aﬂ,)ij la matrice de & dans la base canonique, @E)ij la matrice de y
dans la base canonique, pour toutk. On a

1. Ny(u®) =N%(uy).
2. det(u®) = [detuy].

3. a'aj,: [a{j] pour tous j j.

DémonstrationVérifions tout d’abord que® est bien @éfini. Notonsu,. = [[u]] €
EndV)". On aN®(u,) < 4c0. Notonsu* : [[v]] — [[uk(vk)]] 'endomorphisme de
V* assock au,, qui est clairement bienédini.

On noteNy, la pseudo-norme sur E(M*) assodgea la pseudo-normgg’ surV*.
Montrons qu’'on &\, (u*) = N®(u,). En effet, pour touv, deV*,

no’ (U (v:)) < N®(u)ng’(va), (10)

doncNg(u*) < N®(u,). Soitv, € V tel queno(vk) = 1 etno(w) > %N(uk)r/o(vk). Si
Ve = [[w]] € VF onan{’(u*(vi)) > N®(u,)ng (vi), et doncNg, (u*) > N®(u,).

Par congéquentu* conserveV’ etVy. Doncu* passe bien au quotient en un en-
domorphisme d&/,, =V’ /Vo, qui est clairement®. De plus, siN®(u,) = 0, alors
u® =0 dans En@V,,) par (10). Donw® ne cepend que diu dans En@v),,. O

Corollaire 3.18 1. L'application

. EndV), — EndVy)
y: Uy U@

est un isomorphisme d€,,-algebres norrées.
2. Elle induit un isomorphisme de groupgs SLn(K),, — SLn(Kew). O

Remarque 3.191) SoitG un sous-groupe aéprique de S} défini surkK et G =
G(K). CommeK C K4, (via les suites constantes), on peut coésid le groupe
G(Kgw), eton a alorgy(Gy,) C G(Ky).

2) Soitl" un groupe de type fini, Gune partie ’gn’elratrice dg". Soitpx: [ —

G(K) une suite de repsentations telles que(py(s))* est borié pour touts € S,
Alors la suitepy induit une repesentatiorp,, : ' — G, définie parpy,(y) = [pk(Y)]
pour touty de . Par la remarque predentey o p,, est alors une repsentation de
I dansG(Ky) C SLa(Ky).
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3.6 Gdne asymptotique d¥ et immeuble de SK(K).

PourF = K ou K, on rappelle qu'on not&X(F) I'espace assoéia SLy(F),
qu’on identifiea .4 1(F") (voir section 3.2). On notera aus$i= X(K). On note
(Xw, *w,dy) le cdne asymptotique deX, no, dx = )led)-

Proposition 3.20 On peut @finir une action naturelle d&L,(K),, sur 'immeuble
Xw (par automorphismes) par

([9k] s [1k]) = [k ] -

DémonstrationSoit (gx) une suite dans SIK). Par la formule (7) de la section 3.2
on a queN(gy)Y* w-borré équivauta )led(r]o,gkno) w-borré. Alorsd,, : [nk] —
[Ok - Nk] définit bien un automorphisme d&, (voir section 2.3).

Il restea voir que si lim, N(gx —id)¥* = 0 alorsg, = idx,,. Soit alorsn, = [nk]
dansX,. D’apres le lemme 3.8, 0n a

2 4o 1 L
%dw(ﬂmgknk) <log <1+ e (no’nk)maX{N(gk*idV" N(gy *=id) })
K

1
Or A—lkdm(no7r7k) estw-borré et, comme lim N(gx — id)* = 0, on aégalement que
1
lim,N(get —id)% = 0. DoncA—lkd‘”(nk,gkr,k) —00, etgy,Nw = Ne- i
On notey : SLy(K),, — SLa(Ke) Iisomorphisme du corollaire 3.18.

Théoréme 3.21L'application

Xw(K) - X(Kw)

¢ g — limyn;

définit un isomorphisme d’'immeubles affingiséquivariant.

DémonstrationMontrons tout d’abord qué est bien @&finie. Pour toute suitg, =
[[nk]] dansX* on peut @finir N : V* — [0, 4o00] par n@([[uy]]) = lim ¢ Nk (uk) ¥/«
On voit facilement que “ est une pseudo-norme ultrétrique suiv*.

Soientn. = [[nk]] et 4 = [[4k]] dansX*. On consiére la pseudo-distand;
sur X* définie pardg(n., ty) = IimwA—lkd""(nk, L) Elle estéquivalentea d,, par la
formule (6). On suppose quis; (N, Ux) < +0. Soitv, = [[v]] € V*. Pour toutk, on
adansR

0 < e Pk e (vie) < mie(vie) < Mo py (v

Par congquent, on a darig*

0 < [[e” M) [[c(vil] < [[me(u)]] < (€% M) [[pae(wi)]

et en prenant la pseudo-valeur absdliféde chaque terme, on obtient dgfs+-o]

0 < e*dzs(’]*»“*)uw(v*) < rlw(v*) < edz(q*;ﬂ*)uw(v*) . (11)
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Supposons maintenant qdg(n., [[No]]) < +. En appliquant (11% u, = ng,
on voit quen®(v) < +o si et seulement $j§’(v) < + et quen®(v) = 0 si et seule-
ment sing’(v) = 0. Doncn® passe bien au quotient en une norme uléaigue
surV,,, qu'on noteraégalementn®. La formule (11) impligueegalement que si
d35(n., W) =0, alorsn® = u®. Par congéquenn ® ne cepend que du point, = [Nk]
de Xy, défini parn..

On a donc erifié que I'applicatioriny] — Iimwnkl/’\k est bien éfinie deX,, dans
'espace/ (V) des normes ultragtriques su¥,,.

Il est clair queg esty-equivariante. Comme SIK), agit transitivement sur les
appartements mar@s deX,, et SLy(Ky) agit transitivement sur les appartements
marques deX(K,), il suffit maintenant de montrer que, &P : A — X, est I'appar-
tement margé canoniquéf,], on ag o f¥ = fg,.

Soita = (ay,..., an) € A. Notonsn, = f:(Aka). Soita, = (a},,...,al)) dans
K1, avecal, = [a}]. Dans le casdK =R ouC, ona

o((a))(aw) = | [me(ak- -, aE)Hw:H\/m”w

- [V lewa (|

= max e |a'w|w = fe,(a)(aw)
i=1..n

d’'apres (8). Le caswK est ultrangtrique est clair. O

4 \ecteur de translation

Dans cette section, on suppose guest un espace syatrique ou un immeuble
affine complet (voir section 2.2, dont on reprend les hygs#ls et notations). On
introduit le vecteur de translation(g) d’'un automorphisme de X de manére go-
métrique, comme un raffinement de la longueur de transldtign Onétablit ensuite
des proptes de continué dev, la continuie asymptotique (Proposition 4.4).

4.1 Vecteur de translation d’'une iséme

Soitg € Aut(X). Si Min(g) # 0, ce qui est toujours le casXiest un immeuble
(theoeme 2.14), le typdy(x) = 5(x,gx) du segment joignant € Min(g) a gx est
constant (car deuxépcesiques translaes pag sont parakles donc dans uné&me
plat maximal). Levecteur de translatiode g est alors par éfinition v(g) = d(x,gx)
pour un (tout) pointx € Min(g). On peut le éfinir plus gréralement pour toug
grace au esultat suivant.

Proposition 4.1 Soit X un espace sygtrique et gc Aut(X). L'adhérence dang de
{d(x,9x), x € X} contient un unique segment de longueur minimale, qu’onvigle
et qu'on appellevecteur de translatiode g.
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DémonstrationOn a inkex || 0(x,gx)|| = £(g). L'existence est claire, montrons I'uni-
cité. Soitg = heula decomposition de Jordan dget € > 0. Soitnp donré par le
lemme 2.16. Sk € X est tel quedg(x) < ¢(g) +n et siy est la projection de
sur Min(h), alors la proposition 2.10 enfree que||dy(x) — dy(y)|| < 2d(x,y) < 2¢

et||Gg(y) — d(y)|| < d(gy.hy) < £. On en @duit quel|dy(x) — n(y)|| < 3&, ce qui
conclut card,(y) ne cepend pas dg € Min(h). O

Remarques 1. La notion de vecteur de translation est plus fine que cellod-
gueur de translation (cdfg) = ||v(g)|).

2. vestinvariant par conjugaison, et pour tguon av(g¥) = kv(g) pour toutk € N.

3. Dans le cas des espaces éymgues, on &(g) = v(h) ou h est la partie hyperbo-
lique dans la @composition de Jordan dg(d’apres la preuve de la proposition
4.1). Cet invariant cimcide donc avec lprojection de Jordameg (i.e. la projec-
tion deh sur¢, voir par exemple [Ben, 1.1 et 2.4]).

Exemple Dans le cas 0 X est I'espace syatrique assoéia G = SLn(R), on peut
choisir€ = {(ay,...,an) e R"S ;0 =0, a1 > ... > an} et pourg € G de valeurs
propresA1(g), . ..,An(g) on a alors

v(g) = (log[A1(g)[,- .-, 10g[An(9)1)

Propriétes fonctorielles.Si X est euclidien, alors on@= A = X, et toutg € Aut(X)
est une translation de vecteu(g).

Supposons qu¥ = X3 x X est le produit de deux espaces &frnigues ou im-
meubles affine¥;. SoitG; = Aut(X;). SoientA1, Ay les plats maximaux d¥; et X,
tels queA = A1 @ Ay, et¢; et les chambres de Weyl fegrs deA; et A, telles
qued = ¢; + &,. Soitv; : G — ¢ la fonction vecteur de translation dg. Alors
tout automorphismg de X est de la formégs,gy) ol g € G, et, d’apes la section
2.23,0na

V(9) = vi(g1) +V2(92)- (12)
SoitX’ un sous-espace syfrique ou un sous-immeuble He SoitG’ = Aut(X').
Soit €’ une chambre de Weyl fei@e deX’. Soitvy : G — € la fonction vecteur

de translation dX’. Sig € Aut(X) préeserveX’ etd = gx est un automorphisme de
X', alors d’apés la section 2.2.3 on a

v(g) = O (v (d)) (13)
Proposition 4.2 La fonction v. G — € est continue.

Remarques 1. Ceci entrine que, lorsqu&X n'a pas de facteur euclidien, la lon-
gueur de translation est continue suiX¥ . Cette prop@te n’'est pas vraie pour
tous les espaceséatriques CATO0). Par exemple, dans le plan euclidien, les trans-
lations non nulles sont limites de rotations.

2. PourG = SLy(R), il s’agit de voir que la liste des modules des valeurs prgpre
en ordre écroissant, &pend contiiment de la matrice, ce qui est bien connu.
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Nous allons donner maintenant unentbnstration puremeniggmétrique de la
continui€ dev, reposant sur la dynamique des isginmes suid.X.

DémonstrationSoit gy — g dansG. Montrons que quitté extrairev(gx) — v(g).

Si4(g) = 0, alors, par semi-contin@tsuggrieure de/, on af(gx) — O et donc
v(gk) — 0, ce qui conclut.

Dans le cas wd(Min(gk), Xo) reste bor@, ce qui est toujours le cas quaXdst
un immeuble affine (thoeme 2.14), cela&toule aiément du lemme 2.1 et de la
proposition 2.11.

On peut donc supposer qieest un espace syatrique et que/(g) > 0. Cela
découle alors duésultat plus fort suivant.

Lemme 4.3 Soit X un espace syatrique et ¢ — g dansAut(X) avec/(g) > 0. On
noteé ™ eté&~ les points fixes attractif eepulsif de g dané., X (cf. remarque 2.5) et
F = Fs—¢+. Alors pour k suffisamment grand il exidg et & oppo®s dansd..X,
de méme types quét et&—, tels que

1. flj' — &t et —¢&.

En notant F= Fé,:fk*’ on a ik — F pour la topologie de Hausdorff poieé.

o fixe&, " eté,, et, si g = (g, t) sur fc=Cy x R, on al(g}) — O et t — £(g).

(k) — V().

. En notant le point fixe attractif de gdansdeX, on a<r(&,&5) — 0, & €
OuFy et & est 'unique point de de &me type qué™ dans I'adterence de la
facette ouverte dé, X contenanf&;.

En particulier, si \{g) est egulier alorsMin(gx) — Min(g).

a b w D

Démonstration (Lemme 4.3oit p € F etD > 0. Il existe une boule topologique
ferméeB telle queé + ¢ BetBcC Os-(p, D) (voir section 2.2.4). D’ag#s la proposi-
tion 2.7, il existeN € N tel quegN(O; (p,D)) C B.

Notonshy = gl eth=gN. Onahy — heté(h) =N¢(g) >0, =Fy=F eté ™"
et &~ sont les points fixes attractif eépulsif deh.

On ah(B) B. Comme I'action de5 = Aut(X) surG¢E ™ est continue, il existe
K € N tel que pouk > K, on ahg(B) c B. Commeh est continue suB, elle admet
alors un point fixe,” dansB (donc de réme type qué ) par le tleoeme de Brou-
wer. Quittea extrairef,” — zdansB, fixé parh. CommeZ* est le seul point fixe de
h dansB (proposition 2.7), on a= £ . De méme, il existef,” € . X fixé parhy, de
méme type qué —, tel queé, — & . La proposition 2.12 entfae alors quéy — F.

On note(d',t) la decomposition dg surF =C x R. Alorst = ¢(g) et/(g) =0
(proposition 2.15). La @composition ddr surF = C x R est alors(h',s) avech’ =
(g)N et s= Nt. En notant(hj,s,) la decomposition déy surF = C¢ x R, on a
alors quehy — h etsc — s. Donc/(l) = N/(g') = 0 et limsup/(hy) < ¢(h’), donc
¢(hy) — 0.

Nous pouvons maintenant montrer le point 4. Shitune chambre de Weyl
fermee deFy et €, la chambre de Weyl ferée deCy telle que®y, = €, x R. No-
tons i, : Aut(F,) — € etvg, : Aut(Cy) — € les fonctions vecteur de transla-
tion. D’aprés (12) et (13), on & (hy) = v, (hy) + ¢ etv(hg) = ©(vg, (hy)). Comme
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O(sq) — v(h) etvg, (h) — 0, on en @duit quev(hy) — v(h), car© est continue.
Doncv(gy) = v(hg) — v(h) = v(g).

Pourk suffisamment grand, le point fixe attraofgt de g existe car/(gk) > 0
(par ce qui pecade) (cf. remarque 2.5), et il Bwide avec celui déy = gE. Les
deux premeres assertions du point Becbule de la proposition 2.8 (appliega hy),
car/(h;) — 0. La troiseme assertion enédoule par les progies des immeubles
spleriques. En effet, notons le type deé*. Le type de5h+k estx = dv(gk), qui
tend versdv(g) = T dans€. Donc pourk assez grand est dans I'adérence de la
facette ouverte d€ contenantry. Il existe donc un unique point, de de typer
dans l'adlerence de la facette ouverte dgX contenant.fgt. Alors <1T(Eg+k7ak) =
(1, T) — 0, donc<tr (o, &) — 0, et<tr(ak, &) est dans I'ensemble fid(t, 1),
doncay = £k+ pourk assez grand.

Il ne reste qua montrer le 3. Commeg fixe I'adhérence de la facette contenant
53;, on obtient -enfin- quey fixe Ek*. De nmeéme, on a quey fixe & . On a alors
hi, = (g)N etsc = Nt, ce qui conclut. O

4.2 Continuié asymptotique du vecteur de translation

Soit w un ultrafiltre sulN plus fin que le filtre de Fchet. Soi{Ax)ken UNe suite
de (éels positifs tendant verseo, et (x)x une suite de points d¢. Soit (X, *w, dew)
le cdne asymptotique deX, x, )led)k suivant 'ultrafiltre w (voir section 2.3).

Proposition 4.4 Soit (gk) une suite dans G telle quien,, ,led(*k,gk*k) < +o, Soit
0w = [gk] 'isométrie de X%, assocee. AIorsA—lkv(gk) — o V(gw) danse.

DémonstrationCommencons par le cas)ql;d(Min(gk),xo) reste bor@, ce qui est
toujours le cas quand est un immeuble affine complet d'aw le tleoeme 2.14,
qui se traite simplement de mané analogua la preuve de la continétdev. Alors
lime, 2-d(Min(gk), k) < +o. Soitx dans Mir(gk) tel que lim, ;- d(x k) < +.
Soitxe, = [X]. Le lemme 2.19 entiae quex, € Min(gy,). Par condquentdy,, (Xw) =
V(dw). D’aprés la proposition 2.21, on &,,(Xe) = Iimw)\—lkégk(xk), doncv(gw) =
limeo 2-V(GK)-

Supposons maintenant qXeest un espace syatrigue. CommeX,, est un im-
meuble affine complet (oeme 2.20), on sait qug,, fixe un point ou translate
une geocesique (tkoreme 2.14). On voit facilement que Ijgrj\l»kﬂ(gk) < l(gw). Par
con®quent, sg, fixe un point, on a lirg, A—lké(gk) ={(gw) =0, donc, commév(gy)| =
£(gk) pour toutk, on a lim, A—lkv(gk) = 0, ce qui conclut. On peut donc supposer
dorénavant quey,, translate non trivialement uneegdesiquer,, de X,. Quitte a
conjuguer chaqug, on peut supposer pour simplifier que la suiteest constante
égalea xp. Soitr une geocesique deX telle quer(0) = xp, de méme type que,,.
Alors il existe une suitéhy) dansG telle que lim, A—lkd(xo, hxo) < 40 ethy, = [hy]
envoie[r] : t— [r(Agt)] surry (proposition 2.22). Quitta conjuguer chaquegy par
hk, on peut donc supposer qug = [r]. Notonsé+ = r(+), £~ =r(—»).
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Lemme 4.5 (Contraction des ombrespPour tous Dt, € dans|0,+o[, on a
9k(Os-(r(0),D)) C Os - (r(t), &) pour w-presque tout k

DémonstrationOn raisonne par I'absurde. Sinon, il exifet, & > 0 et une suitey
dansd.,X avecz € Og-(r(0),D) etgkz ¢ O (r(t),€) w-presque partout. Sod
une geocesique def ~ a z telle qued(r(0), 0x(0)) < D. Alors les godesiques,
et g, = [0k] de X, sont confondues sy, 0], car elles sont asymptotes e et
dw(rw(0),00(0)) = ”mw,\*lkd(r(o), 0k(0)) = 0.

Ok
Ow
Ok Ok JwOw

& <D

I'(O) *w Jw*w

On a donc<t,, (rw(+%), 9uwow(+2)) = 0. Donc, comme le passage abne
asymptotique augmente les angles (proposition 2.18),411:@;(5*, OkZ) —w O (car
[r(t)] = *w). Par congquent<;)(§~, k&) —w 7, et doncd(r(t),Fs- g.5) —w O
par la proposition 2.12. Or par hypetked(r (t),Fs- g, ) > € pour w-presque touk,
contradiction. O

Fin de la preuve de la proposition 4.&oit D > 0. L'ombre Oz (r(0),D) est un
voisinage def ™ dans son orbitésé . CommeGéE™ est une vaéte, elle contient
donc une boule topologique euclidienBeontenan€ ™ dans son irégrieur. Comme
les ombre€O;- (r(t),€), t,e > 0, forment une base de voisinages&de dansG¢ *
(proposition 2.13), il existe> 0 ete > 0 tels queD;s - (r(t), &) C B. D’apres le lemme
4.5, on a alors, poun-presque touk, quegk(B) = B donc quegx admet un point fixe
&S dansO;-(r(t), &) par le tieoeme de Brouwer (cagy est continue sul).

Commeé,; = [§,F] est un point d&. X, oppoga[§ | =rq(—x) et fixé pargy,,
qui translater, il est recessairemerétgala r(+w) = [£ ] (proposition 2.3). On
peut donc supposer, quitkeconjuguer chaqugy, queé,” = &+, c'esta-dire quegy
fixe &1 pour w-presque touk. On peut aussi supposer (énhangeant ledles de
&1 et&) queg fixe £~ pour w-presque touk.

Pourw-presque touk, on a alors que preserve le faisceats s+ = F =C; xr
et gy agit dessus commig,,tx) (voir section 2.1). Soipx = gkXo €t gk Sa projection
surr. Alors gk = tyxo. Par la proposition 2.18, on a qgg = [d«] est la projection de
Ow* e SUIT . Or g € I'w, dONC 0N &y = Yok - Par con'equentA—lkd(xo, 0%0) —w
0, et donc lim, A—lké(g{() = 0. On en @duit que lim, A—lké(xo,tho) = O(*w, k) =
V(dw). _

Soit&r une chambre de Weyl feime de- = F; et&c la chambre de Weyl ferée
deC =C; telle que€r = €¢ x R. Notonsvg : Aut(F) — €¢ etvg : Aut(C) — &¢
les fonctions vecteur de translation. D’apr(12) et (13), on &= (gk) = Vc(gy) +tk et
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G
g% 9Xo
X0 t r

Ok

V(gk) = ©(V (gk)). Or on vient de voir que iy 5 v (gi) = 0 et que lim, O (5-t) =
V(de), donc,® étant continue, on %v(gk) — 0 V(gw). O

Remarque 4.6 On a en fait @monté de plus les propgtes suivantes. On suppose
que{(gy) > 0. Soitry, un axe deg,, et &, et &) ses extemites. On note (pouk
suffisamment grancﬂgt et les points fixes attractif eépulsif degk dansde.X (cf.
remarque 2.5), ef, (resp.£, ) l'unique point de types(ge,) (resp.v(gw)°PP) dans
I'adhérence de la facette ouverte @gX contenanﬁi (resp.ég). Ona:

L &b =[&q) etéo =&,

2. Il existe une suiteo-borree de @ocesiquesy deé, ?aEk+ telle query, = [ry]. En
particulierggry est parakleary et A—lkd(rk,gkrk) — 0.

En particulier, si(ge) est égulier alordMin (gk)] = Min(gg).

5 Compactification

SoitI" un groupe infini de type fini, discret. Sdit un corps local (notons gue
est ou bieR ouC, ou bien ultrangtrique). On suppose quzest un groupeaductif
surK et queX est I'espace assdxic’esta dire qu'on reprend les hypatkes et
notations de la section 2.2.2. On nageun point-base di.

5.1 Espaces de regsentations et quotient

On consi@re I'ensemble, nétR ou RI,G) des repesentations dé dansG,
muni de la topologie de la convergence simpleS®ist une partie geratrice finie
derl, I'espace R s’identifié un sous-ensemble feendeG® par I'applicationp —
(p(s))ses- L'espace R est gtrisable,a base @nombrable, localement compact. Le
groupeG agit contitiment sur R par conjugaison.

L'espace topologique quotient usuef® n’étant en §réral pas épaé, on le
remplace par son plus gros quotieapaé 2" = R // G, qui peutétre dbcrit, comme
nous allons le voir, soit comme le quotient de R par une mlatiéquivalence na-
turelle ~, soit plus explicitement comme unétraction sur un sous-espace naturel
Rer/G de R/G (la semisimplificatioh
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Repgésentations comptement eductibles.On dit quep € R estcompktement é-
ductible(cr) si, pour toutar € d., X fixé parp, il existe 3 € d-X, oppog a a, égal-
ement fixe parp. Cette notion, introduite par J.P. Serre [Serre] pour lé®@s sur
des immeubles sgghiques et les groupes &lgriques eductifs, est peu restrictive. On
renvoiea [Par5] pour uné@tude @onetrique et d’'autres caraaisations naturelles.
Du point de vue algbrique cela revieret dire que pour tout sous-groupe parabolique
P deG contenanp(I), il existe un sous-groupe de Levi Beontenanp(I") [Serre,
3.2.1]. Les repzsentations Zariski-denses sont cr. Dans le ¢a6 e- GLK, une
repiesentation est cr si et seulement si I'actioreéire surk" assocée est semi-
simple.

Si la caractristique du corpK est nulle, alorsp est cr si et seulement si la
composante neutre de I'aglilence de Zariski de(I") est un groupeé&ductif [Serre,
Proposition 4.2]. Cel&quivaut par [Rich demander que I'orbit& - p soit Zariski-
fermée dans la vagie algebrique RI™,G), ou encore par [Bre] que I'orbité - p soit
fermée dans R™,G).

Plus gros quotient&pare. On note I'espace R le sous-espace de R foenles re-
présentations cr, qui est stable s@sOn note R;/G I'espace quotient, muni de la
topologie quotient (dont on rappelle qu’elleinoide avec la topologie induite par
I'inclusion dans I'espace topologique quotient@® voir la proposition 10 de [Bou,
11, § 2]). Cet espace eatbase @nombrable car R I'est.

Le résultat suivant, qui montre que./RG est le plus gros quotienépaé de R
sousG, est bien connu pol = C, et pourK =R, il résulte de [Ric], [Luna] et [RiSI].
PourK de caradiristique O il Esulte de [Bre]. On en trouvera unérdonstration
directe, qui couvre aussi le cas de la cagastique non nulle, dans [Par5], auquel on
renvoie pour plus dedtails.

Théoreme 5.1 1. L'espaceR/G est &€pat et localement compact.

2. Toute orbite de G darRR contient dans son adinence une unique orbite ar(p)
(semisimplificatioi.

3. La propriete G- pN G- p’ # 0 définit une relation déquivalencep ~ p’ sur R.
La projection G-invarianterr: R — R¢;/G est continue, et induit un hdo-
morphisme h de I'espace quotiedR}/ G := R/ ~ surR¢;/G, tel querr= ho p, ol
p:R— R/ G estla projection canonique. En particuli®,/ G (resp.R¢;/G) est
le plus gros quotient&pare deR sous G (toute application continue G-invariante
f deR vers un espaceepaleé factorisea travers p).

On notera au passage que la topologie quotient issue de laisgtification
(utilisée dans la ligrature) cincide avec la topologie quotient usuelle dg/&. On
identifiera doenavant R/ G et R;;/G (et les projectiong et 1) via h. On notera cet
espace? (I',G) ou 2. On noterdp] la classe de € R pour~. Remarquons gque
image dansZ” d’un fermé G-stableF de R est un feria (carF est stable par la
semisimplificatiorr).

Lien avec le quotient akpro-geonetrique. En caradtristique nulle, il eskgalement
classique de travailler avec guotient al@bro-geonétrique R / G, qui est é&fini
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comme l'image canonique de R dans le quotienéhig-gonetriqgue RIM,G) / G
de la varete algebrique affine R™, G) sous I'action deG.

LespaceZ2” = R/ G consiceré dans cet article est un peu “plus gros” qug &,
dans le sens suivant. On peut identifi€¢fRG) / G a I'espace de&-orbites Zariski-
fermées dans {,G), et 2" a I'espace de&-orbites fernées dans R. La projection
canoniqué : R — R/ G factorise en I'application naturel: G-p— G- p de 2~
dans R/ G. Cette application (continue et surjective) est feeneta fibres finies (voir
[Luna], [RiSI] pourK = R et plus gréralement [Bre, 5.17] en carécistique nulle).

Action deOut(l") Le groupe Autl") des automorphismes de agit a droite, par
précomposition sur I'espace R. Cette action est continue mhugte avec l'action
deG, donc induit une action de AU ) sur.2". Le sous-groupe If ) des automor-
phismes inérieurs del” agit trivialement sur2”. On obtient donc une action (par
homéomorphismes) du groupe @Ot = Aut(l")/Int(l") sur 2",

On va maintenant construire une compactificationereposant sur la notion
de vecteur de translatioredelopee en section 4.

5.2 Spectre mardudes vecteurs de translation

On fixe un plat maximah de X, de groupe de Weyl vectorig¥, et une chambre
de Weyl ferneed de A. Le groupeG agit surX par automorphismes, donc le vecteur
de translatiorv : G — ¢ est bien &fini (voir section 4).

Remarque (Remplacement par les longueurdans tout ce qui suit, on peut rem-
placerv: G — € par la longueur de translatioh= ||v| : G — R dansX (cf.
section 2.1). Les compactifications obtenues sont alorasfoies.

On appelleraspectre margé des vecteurs de translatiafiune repesentation
: - ., —I . .
p :— G la fonctionvep : ' — €. L'espaceC est muni de la topologie pro-
duit, qui est netrisable de type @ombrable (mais pas localement compacte). Le
groupe Autl™) agit naturellement St . L'application V:p —vop de R dang”
est Au{")-équivariante, invariante sous I'action par conjugaisorGget continue
(carv I'est, proposition 4.2). Elle passe donc au quotient en ypdication continue
Aut(I")-équivariante
”f/ . % — Er
[p] — vop

5.3 Le theoreme de compactification

SoitPT le projectifé de€ , c’esta-dire espace topologique quotiedit — {0}
par la relation ddquivalencau ~ w si et seulement s'il existee R tel queu =
tw. Cet espace esépag, a base @nombrable (mais pas localement compact). On

note[w] la classe danB¢ dewe @ — {0}, etP: € — {0} — PC la projection
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canonique, qui est continue et ouverte. L'action de(l-il)ltsurEr passe au quotient
en une action (par hoeomorphismes) ST .

Théoréme 5.2 1. Le sous-ensembl&, = 7 ~1(0) est un compact.
2. L'application continue

PY =Po¥ : X — X — PC .

est “d'image relativement compactel'infini”, i.e. il existe un compact?” de
&', contenantZy, tel queP¥ (2" — %) est relativement compact.

En particulier, elle induit une compactification ennisable)ﬂffde Z ', dont le
bord 2 = 2 — 2 s'identifiea une partie ddP’Er, et caracérisée par la
propriété suivante : une suitéoy)x dans .2 converge dans?” vers [w] dans
0.2 CPE sietseulement $Pi]k sort de tout compact d&” et [vo p] — [W]
dansPe .

3. L'action naturelle déOut(I" ) sur 2" se prolonge contiiment au compact«’fiﬁf,
avec|].[w] = [wo ¢~ pour tousp € Aut(I") etwe T .

4. Silw] € 02", alors[w] = [vo p] avecp une action dg~ sur un immeuble affine
A de type(A,W), sans point fixe global. On peut de plus supposer que cette
action provient d’'une ref@sentation non boéep : ' — G(Ky,), avecK,, un
corps val@ ultranetrique etA un sous-immeuble de I'immeuble de Bruhat-Tits
deSLy(Ky).

Remarques 1. La compactification obtenue négend pas du choix du compakt.
Le corpsKy, est complet mais sa valuation n’est pas a priori @t(et 'immeuble
impliqué n’est pas simplicial).

2. (Un critere de rigidie) En particulier, s'il n'existe pas d’action de sans
point fixe global sur un immeuble affine de typa,W), ou s'il n‘existe pas de
representatiorp non borree del" dansG(Ky,) avecK,, corps val@ ultrangétrique,
alors I'espace?” est compact.

3. (Injectivite du spectre) L'applicatiott” n'est a priori pas injective suf” tout
entier, ne serait-ce que parce que toutes lesgmtations valeurs dans un sous-
groupe compacK de G ont le réme spectre (nul). On renvoee[DakKi] pour des
résultats sur I'injectivié (qui n'est pas utilise ici) du spectre des longueu#s (donc
de¥) et de son projectiéP.# (donc deP¥") pour les repgsentations Zariski-denses
dansG semisimple, dans le casi& = R.

Avant de @montrer ce thoeme (en section 5.6), on commence par expliquer
dans un cadre purement topologique la construction de Ipactification assoéea
une application éfinie hors d’'un compact, continue, d'image relativememhgacte
a l'infini.

5.4 PEgliminaires topologiques sur la notion de compactification

Dans cette sectioff désigne un espace topologique quelconque.



Compactification d’espaces de répentations 33

Définition 5.3 Une compactificatiorde & est une pairég, ~) ol & est un espace
topologique compact &: & — & un honéomorphisme sur son image, a\®e’)
ouvert et dense dan§. Le compkmentaire dey(&) dansé est apped le bord @
linfini) de& et No 9w

Remarque Pour ques admette une compactification étmisable), il est acessaire
gu'il soit localement compact(base dnombrable), en particulieepaké.

_ On suppose &sormais ques’ est localement compact, non compact. On pose
& = &U{»}, muni de la topologi@tendant celle d& ou les comptmentaires des
compacts def forment une base de voisinages deAlors (id,&’) est une com-
pactification des’, appeéecompactification d’Alexandroffe £. Si & est nétrisable,
denombrable I'infini, ou, de mangreéquivalente, st’ esta base @nombrable, alors
& est netrisable.

_ SoitC un espace topologiqueéesae et f : & — C continue. On dira qud :

& — C continue est uprolongement de & & si f og = f. Le prolongement est
unique s'il existe. On dit qu’une compactificatidn, &1) de & estplus finequ'une
compactification(gy, &2) de& sigz posde un (unique) prolongement contima &3

(qu'on appellera lenorphisme canoniqyeOn a alorh(&1) = & eth(0wd1) = 0-82.
Les compactificationgy et &> sontisomorphedi.e. &1 est plus fine qué’, et & est
plus fine quesy) si et seulement g1 est un horBomorphisme. La compactification
d’Alexandroff est la compactification la moins fine.

Compactifier hors d'un compacBoit.#" un compact d&’ et.7 le compementaire
de.# dansé&. Soit (h, ﬁ) une compactification de”. Soit & I'espace topologique
obtenu en recollan¥” et.7 sur le ferné d.# au moyen dé, -, etg I’ appllcatlon
de & dansé, égalea id sur.z” etah sur.#. On voit facilement queg, &) est une
compactification de?, dite induite par (h,.#), dont le bordd.& s 'identifie a celui
de.Z. Si (h,.%) provient (par restriction) d’une compactificatiog, &) de &, alors
la compactification d& induite par(h,.7) est isomorphe la compactification de
départ(g,&).

Compactification induite par une application contingeoir aussi [MoSh]). SoiC
un espace topologiqueegaé et f : & — C continue d'image relativement com-
pacte. Soit8’ = & U {o} le compactife_d’Alexandroff de£’. Soitg: & — &xC
I'application continuex — (x, f(x)), et& I'adhérence dgy(&), qui est compacte, et
de laformes = g(&) U ({o} x B) avecB C C. Alors (g, &) est une compactification
de &, dite assocke a ou induite par f, dont le bord s’identifiea B ¢ C. SoitC’ un
autre espace topologiquémae eth : C — C' continue. Alorsf’ = ho f induit une
compactificationd’,£”) de& moins fine que?.

Plus geréralement, supposons gfie E — C est seulementéfinie sur le com-
plementaires’ — o7 d’une partie relativement compacté de&’, continue, et d'image
relativement compact I'infini, i.e il existe un compact?” de & tel quef (& —.7")
est relativement compact da@s Alors, d'apes ce qui pecede, pour tout compact

2 de & contenantey dans son irérieur avecf(@@—%;) compact,f définit une
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compactification# de.# = & — f donc une compactificatiofi de £, diteinduite
par f. Cette compactification neégend pas du choix d&” (& isomorphisme @s).

Si & etC sonta base dnombrable, alor€’ est nétrisable. Une suitey de &
converge dang’ versb dansd# identifie & B C C si et seulement sig sort de tout
compact def et f (xx) — b dansC.

5.5 Fonctions de&placement

On introduit maintenant quelques outils sugpentaires venant de l&grétrie
CAT(0), dont on aura besoin en section 5.6 poemantrer le ttoeme de compac-
tification.

Soit S une partie grératrice finie dd”, et||-||g la longueur des mots surr as-
socée. On voitp : ' — G comme une action de surX (I'espace CATO0) assoce
aG). On appellefonction de éplacementle p (relativementa la partie @rératrice
S et on noted, la fonction convexe continue

dp . X — R+
X = ZSGSd(Xap(S)X)Z

On appelleminimum de @placemente p (relativement la partie @rératriceS) et
on noteA (p) le nombre éel positif

A(p) = inf dp(X),

XeX

qui est un invariant de conjugaison. La fonctibn R — R va nous permettre de
contdler les repesentations partaatlinfini dans le quotient?”, et de renormaliser
le spectre des vecteurs.

Proposition 5.4 Pour toutp € R,ona fop <A(p)|||g surl. O
Pour tout el positifD, notons B = {p € R | dp(Xo) < D}, qui est un compact
de R (car I'action dés sur X est propre), e2p = p(Rp), qui est un compact d¢".

On cemontre facilement la prof@# suivante.

Proposition 5.5 Il existe L> O tel que, pour tout D> 0, siA(p) < D, alors il existe
g € G tel que g p € Rp4L. En particulier[p] est dans le compactp. . O

Remarque On peut en fait montrer qué est continue sur R et passe au quotient en
une fonction continue propre s, voir [Par5, Proposition 25].

5.6 La cemonstration du #oeme de compactification 5.2

On commence patablir une version un peu plus faible, g@atit le comporte-
ment asymptotique d’une suite de repentations partaatl’infini dans.2".
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Théoréme 5.6 Soit (px)ken UNe suite dang telle queAx = A(px) — +o. Alors,
quitte & extraire, A—lkVO Pk — W dans@r, avec W= Vo p ou p est une action dé&

sur un immeuble affind de type(A,W), sans point fixe global. On peut de plus
supposer que cette action provient d’'une &gentationo non borrée del” dans
G(Ky) C SLa(Ky), ou K, est un corps val@ ultranétrique et qued est un sous-
immeuble de 'immeuble de Bruhat-Tits 8k,(K,), présene par GK,).

En particulier, w n’est pas identiquement nul.

DémonstrationCommeG agit cocompactement s, quitte a conjuguer chaque
repiésentatiorpy, on peut supposer qu'il existe un poitde X, a distance boree
parM > 0 dex, tel quedy, (%) < A(px) + Il Soitw un ultrafiltre sulN, plus fin que
le filtre de FEchet. On conskte le &ne asymptotiqué,, de (X, Xo, /led) suivant

I'ultrafiltre co (voir section 2.3). C’est un immeuble affine complet de typeW)
(cf. Thm 2.20). Pour toug de /", on ad(xo, Pk(¥)%o) < [[llsdpy (X0) < [I¥lls(A (o) +
Tl +2M+/19). doncrlkd(xo,pk(y)xo) est bor@ pourk € N. On peut donc cons@er

I'action asymptotiquep,, del” surX,,, qui est @finie parpy,(y) [ x| = [ok(Y)x] pour
tousy del” et[x] deX,. Pour touty, = [yik| € Xw, on adp, (Yo) = Iimw/\—lkdpk(yk),
doncdp, (Yw) > 1, avecégalie siy, = [X = [Xo]. Donc p, n'a pas de point fixe
global dansx,,.

Commev passe contiliment au dne asymptotique (proposition 4.4), pour tout
ydel, on aA—lkv(pk(y)) —w V(Pw(y)) danse. En particulier il existe une sous-suite

. 1 —r
extraite de)TkvO Pk convergeant vergo p, danse .

Dans le cas® K = R ou C, on peut supposer que est un sous-groupe feém
auto-adjoint de SK(K). En particulierX est un sous-espace totalemeaébgesique
passant paxo de I'espace sygtriqgueX, assock a SL,(K).

Dans le cas 0K est ultrangtrique, on peut supposer g@eest un sous-groupe
algébrique @fini surkK de Sl,, et d’'apes le tleoeme de plongement de Land-
vogt [Lan, Thm. 2.2.1], 'immeuble de Bruhat-Ti¥ de G surK se plonge par une
isométrie équivariante pat dans I'immeuble de Bruhat-Tit&, de SL, surK. On
identifie X a son image dans,.

Le cone asymptotiqu¥,, de (X, Xo, led) suivant I'ultrafiltre w est donc un sous-

immeuble du 6ne asymptotiquen, de (Xn, Xo, led) suivant l'ultrafiltre . D’apres
ce qui aété fait dans la section 3 (voir le corollaire 3.18 et la remarqui suit, et
le theoreme 3.21), I'action asymptotique provient en fait d’'unerésgntatiorp,, de
" dansG(K,,) C SLy(Kew), ou K, est un corps vakiultranetrique et Sk(K,,) agit
sur son immeuble de Bruhat-Tits. Comme cette action n’a pgsoiht fixe global
dansX,, donc dans{ye, qui est un immeuble affine complet (cf. Thm 2.26),(I")
n'est pas bora, et le spectre des longueurs py, ne peutétre nul [Par3, Coro. 3],
doncw = vo py, n'est pas nul. O

On en @duit imnediatement la propgte suivante, qui permet de codbler le
spectre des longueur® (doncégalement celui des vecteur§ en fonction dex, a
l'infini de 2.
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Corollaire 5.7 Il existe une partie finie F d€, un réel c> 0 et un el Oy > O tels
qgu’on a la proprété suivante.

Pour toutp € R, siA(p) > Dy, il existey € F tel quel(p(y)) > cA(p).
DémonstrationSoit K, k € N* une suite croissante de parties finies recouvfant
Supposons par I'absurde que pour togtN* non nul, il existep, € R tel queA (pk) >
k et pour touty € R on a3£(p(y)) > . Alors $¢0p — 0 dansR, ", ce qui est
impossible par le thoeme 5.6. O

Remarques 1) On a donc (pouh (p) > Do) I'encadrement
CA(p) < maxt(p(y)) < cA(p)

ou ¢’ = max.r | y|s (cf proposition 5.4).

2) Une autre coreqjuence directe du corollaire 5.7, que nous n’utiliserass p
mais qui nérite detre signade, est que I'applicatiott : 2~ — T est propre :en
effet, siQ est un compact d@r, pourD sugerieuraDg eta% max,crweq [W(y)|, ona
queA < D sur? ~1(Q). Donc? ~1(Q) estinclus dans le compagty ;| (proposition
5.5).

Démonstration (Fin de la preuve du&breme 5.2Nous pouvons maintenant mon-
trer 'existence du compack¥” tel que 2o C % etP¥ (2 — %) estinclus dans un
compact. SoiDg donré par le corollaire 5.7 dt donré par la propostion 5.5. On
prend alors# = 2p pourD > Do+ L. Notons?% = 2" — % et Y =p Y(%) =
R—p~1(.#). D'apres le corollaire 5.7, comme € Y implique A (p) > D —L > Dg
(d'apres la proposition 5.5), on a qu#V(Y) ne rencontre pas I'ensemblav €

Gl | Yy € F, |w(y))|| < c} qui est un voisinage de 0 das (en particulier.?
contient? ~1(0)). Donc I'adterenceC de %V(Y) dans¢ ne contient pas 0. O}V
est d'image relativement compacte, car incluse dans le aotfip,c {u € €; [ul| <
lvls} par la proposition 5.4. Don€ est un compact de’ — {0}, etP(C) est un
compact dé”@r, contenan]?’(/\lV(Y)) =PNV(Y))=P(¥(¥))=P¥(Z — %), ce
qui conclut.

La construction (purement topologique) de la compactificatle 2~ induite par
Py aéte cécrite en @tail en section 5.4. Le reste des assertions éomime 5.2
découle du tBo’me 5.6.

Pour I'action de Out™) : comme l'applicatio?? : 2~ — ¥ ~1(0) — PE est
Aut(l")-équivariante, I'action de AQF) sur 2" se prolonge continumerdt 2~ par
laction naturelle su¢ . Comme InfI") agit trivialement surZ”, donc sur?,

I'action induit une action de O(F ) sur. 2" par honeomorphismes. O

6 Représentations figktles et discétes

SoitI" un groupe infini de type fini, discret, & un groupe topologique locale-
ment compact. On dit qu’une reggentation d€ dansG estfidele et discete(fd) si
elle injective et d'image diséte. On note R(I",G) ou Ry I'espace des repsenta-
tions fd del” dansG.
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6.1 L'hypothese (H)

On dira qu’'un groupe abstrdit vérifie I'nypothese(H) s'il n'admet pas de sous-
groupe d’indice fini contenant un sous-groupélan disting@ infini.

Cette hypotkse n’est pasés restrictive dans notre cadre, comme le montrent les
exemples suivants.

Si " est un groupe commensuraldlé” (c’esta-dire silr NI’ est d’'indice fini
dansl” et dand™’), alorsI™ vérifie (H) si et seulement §i’ vérifie (H).

Sil" estun sous-groupe discret Zariski-dense (par exempleseau) d'un groupe
de Lie linéaire semimpléH, alorsI™ vérifie (H) par [GoMi, Lemma 1.2]. Plusé&g
néralement, ce qui suit montre que les groupes agissantgingnmt, par automor-
phismes, sans orbite finie au bord, sur un espaceesigne sans facteur compact
et sans facteur euclidierexifient I'hypothese (H). C’est par exemple le cas pour les
sous-groupes fortement @&ductibles de SK(R) (i.e. tels que tous les sous-groupes
d’indice fini sont iréductibles). Les groupes divisant des convexes fourrissau-
coup d’exemples de tels sous-groupes (voir [Ben2]).

Proposition 6.1 On suppose que X est un espaceéyique sans facteur compact.
Soitl" un groupe agissant proprement par automorphismes sur Xsgpast un sous
groupe alelien A disting@ infini. Alors il y a deux possibis.

1. A posede urélément parabolique non trivial. AloiS admet un point fixe global
dansd. X.

2. A n’'a que deglements semisimples. AlorsMnNacaMin(a) est non vide, et se
decompose de maie canonique en un produit €RK (avec k> 0 minimal), de
telle manére que tous legléements a de A @pent sur M comméd, &), ol & est
une translation d&R. Le groupe” stabilise M et péserved.,R¥.

En particulier” a une orbite finie dang..X.

Démonstration (Preuve de la propositiobg premier point écoule de [Ebe, Co-
rollary 4.4.5]. Supposons maintenant qden’a que deléments semisimples. La
premere assertion du dewdne point écoule de [BGS, Lemma 7.1]. Comnde
contient au moins ulément non elliptique (car sinok fixe M non vide donc est
fini), alorsk # 0. CommeA est distingé dand™, le groupd™ stabiliseM et pieserve
la decompositiorM = C x R, donc péserved.,RK non vide. Ord.,R¥ est inclus dans
un appartement dé.X. Le groupe” a donc une orbite finie dark, X. O

6.2 Fermeture

On suppose ici qu€ vérifie I'hypothese(H) et queG est un groupe de Lieeel
linéaire.

Théoreme 6.2 (Goldman-Millson)L'espaceRsy des repésentations figles et dis-
cretes dd” dans G est un ferinde I'espaceér des repésentations dé dans G.
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DémonstrationSi Ry est non vide, alor$ est lintaire donc il contient un sous-
groupe sans torsion’ d’indice fini, d'ap®s le lemme de Selberg [Alp]. Alofs' n'a
pas de sous-groupe&len disting@ non trivial (car il \erifie (H) et n’a pas de sous-
groupe fini non trivial), donc, par Goldman-Millson [GoMiemma 1.1], I'espace
Riq(I',G) est ferne.

Soit px € Ry, k € N avecpy — p dans R. La restriction dp al"’ est donc fd.
Comme kepN T’ = {e}, on a que kep est fini. Or 1€ G n'est pas limite c&lements
d’ordre inféerieura une constante doaa. La restriction dgy a kerp tend vers la
repesentation triviale, donc est constaat@artir d’'un certain rang. Comnys est
fidele pour toutk, on en é&duit que kep est trivial, autrement dit qup est fictle.
De plus, on voit facilement qu’un sous-groupe@eontenant un sous-groupe discret
d’indice fini est discret, donp est discete. O

6.3 Compactification

On suppose ici quE vérifie I'hypothese (H), et qué est un groupeéductif ieel
(voir section 2.2.2) agissant sur son espace&dyigue assoéiX.

Comme Ry est un ferng de R (Tleoeme 6.2), I'espace?iq = p(Rig) = (Rig N
Rer)/G estun ferne deZ2” = Re/G.

La compactification?” de 2" construite pecedemment (Teoeme 5.2) induit
donc une compactification @trisable)2ty de Z:4 (qui s’obtient en prenant simple-
ment 'adlerence de2iy dans%Z"). Elle est munie d’'une action naturelle de Qut
(car Ziq est stable sous Ot ), donc son adérence aussi).

En rang 1, cela redonne (par construction) les compactditatconnues, voir
[FLP], [MoSh], [Bes], [Paul].

Six est dans?m% C IP’EF, alorsx = [vo p], ol p est une action sans point fixe
global del" sur un immeuble affine de tygeé, W), sans point fixe global. Dans ce
cas, F. Paulin a@monté que cette action eat stabilisateurs de germes d’apparte-
ments virtuellementésolubles [Pau3].

Remarque En fait, on peut construire la compactification @84 un peu plus di-
rectement, caP¥” est cfinie surZzy tout entier, e@a valeurs dans un compact de

PE . En effet, on peut montrer que gi€ Ryy alorsfo p # 0 (on peut se ramener
par semisimplificatior p cr, et cela écoule alors du #oeme de Burnside, voir par
exemple [Bass], [Ben]). On peut aussi montrer que la fonciigeste suprieurea
€ > 0 sur Ryg. On montre alors de la@me margre qu’en section 5.6 qu%aV(Rfd)

est d’adterence compacte, incluse dafis— {0}.

RemerciementsJe remercie Fderic Paulin pour son soutien, sa disponikilibnstante et ses nombreuses
suggestions et corrections.
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