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ABSTRACT. Let F be a field endowed with a valuation v : F — RUoco. When v
is discrete, the classical construction of the Bruhat-Tits building A associated
with GLy (IF) relies on its simplicial complex structure, with vertices identified
with homothety classes of lattices in . When the valuation is not discrete
(dense or surjective), the affine building A is no longer simplicial. We first give
the construction of A using ultrametric norms of ", inspired by the work of
Goldman-Iwahori dealing with locally compact fields F. This approach allows
to unify the cases where the valuation is discrete, dense or surjective and to
give a concrete model for A.

After developing the basic properties of affine buildings, we prove the
following result, in a purely geometric way. Let A be a complete affine building,
with thick spherical building at infinity and no trivial factor. There exists a
constant K depending only on the type of A such that for every isometry g of
A, we have

d(z,Ming) < Kd(z, gz)
for all points z in A, where Ming = {z € A; d(z, gz) is minimal}. In particular
g either fixes a point or translates some geodesic.

The main difficulty lies in the case where F is not locally compact. An
application to non archimedean representations of group with bounded gener-
ation is given.

Introduction.

Les immeubles affines sont des objets géométriques, ayant en particulier une
métrique & courbure négative ou nulle, introduits par J. Bruhat et J. Tits (voir par
exemple [Tit]).

L’exemple fondateur est I'immeuble de Bruhat-Tits associé & un groupe algé-
brique semi-simple G sur un corps valué F (cf. [BrTil]). Il joue un role analogue
pour G a celui joué pour un groupe de Lie semi-simple réel par I’espace symétrique
associé, qui est une variété riemannienne simplement connexe & courbure négative
ou nulle.

Les immeubles combinatoires de type affine, ou “discrets”, qui sont des com-
plexes simpliciaux et correspondent au cas ou la valuation de F est discrete, sont
bien connus et ont fait ’objet d’expositions trés completes ([Bro], [Ron]).
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Mais, dans le cas ot1 la valuation de F n’est pas discrete, 'immeuble de Bruhat-
Tits de G est un immeuble affine plus général, “non discret”, qui n’admet plus de
structure simpliciale. Les immeubles affines qui nous intéressent ne sont en général
pas discrets. En particulier, les cones asymptotiques d’espaces symétriques (intro-
duits par M. Gromov), outils trés utiles dans I’étude des espaces symétriques, sont
des immeubles affines (voir [KlLe]) qui ne sont ni discrets ni localement com-
pacts. Ces immeubles font intervenir des corps valués F qui ne sont pas localement
compacts ni & valuation discrete. Les immeubles affines non discrets de dimension 1
sont les arbres réels (sans sommets terminaux) qui apparaissent par exemple comme
dégénérescences d’espaces symétriques de rang 1 (voir [MoSh]). Ces exemples mo-
tivent une étude des immeubles affines (et de leurs isométries) dans le cadre le
plus général (qui contient le cas particulier des immeubles affines discrets, plus
précisément les réalisations géométriques des immeubles combinatoires de type af-
fine).

B. Kleiner et B. Leeb ont développé une définition géométrique des immeubles
affines (complets) dans [KlLe]. Cependant elle est difficile & vérifier directement
pour les immeubles affines classiques. La définition (et le point de vue) de départ
adoptée dans cet article est celle de Tits (voir [Tit],[Ron, appendix 3]). On montre
que la définition de Kleiner-Leeb (élargie au cas non complet) est équivalente & celle
de Tits.

Dans une premiere partie (sections 1 et 2), on revoit la notion d’immeuble affine
(pas nécessairement discret). On établit proprement les propriétés fondamentales.
On donne les relations entre les différentes définitions des immeubles affines et des
caractérisations pratiques. Une partie de cela est sans doute bien connue, mais, a
notre connaissance, bien écrite seulement dans le cas discret.

Dans une deuxiéme partie (section 3), on donnera la construction directe de
I'immeuble de Bruhat-Tits de GL,,(F) par les normes ultramétriques. La construc-
tion usuelle de I'immeuble de GL,,(FF) dans le cas ou la valuation est discrete (voir
[Ser] pour n = 2, et par exemple [Ste] pour n > 2) s’appuie fortement sur sa
structure de complexe simplicial, dont les sommets s’identifient aux classes d’ho-
mothétie de réseaux de F”. Elle n’est donc pas valable pour une valuation non
discrete. L’approche choisie ici permet d’unifier les cas ou la valuation est discrete,
dense, ou surjective et de donner un modele concret pour I'immeuble de Bruhat-
Tits de GL,(F). La construction de cet espace est due dans le cas localement
compact & [Golw] (voir aussi [Ger]), mais leurs outils ne s’adaptent pas au cas
général. Bruhat et Tits ont vérifié dans [BrTi2], dans le cas général (et pour tous
les groupes classiques), que cet espace est isomorphe & I"immeuble de Bruhat-Tits
introduit dans [BrTil] (L’existence de [Ger] et [BrTi2] nous a été signalée par
F. Choucroun apres qu’une premiere version de cet article ait été écrite.). Ici, on a
tenté de vérifier les axiomes des immeubles affines de la maniere la plus directe et
élémentaire possible.

Enfin, dans la derniere partie (section 4), on démontre un théoréme de classifi-
cation des isométries des immeubles affines. Rappelons (voir par exemple [BrHal))
qu’on classe de fagon standard une isométrie d’'un espace métrique CAT(0) dans
I'un des trois types suivants: elliptique si elle a un point fixe, axiale si elle translate
une géodésique, parabolique si la borne inférieure de la distance entre un point et
son image n’est pas atteinte (voir I’exemple du plan hyperbolique H?).
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THEOREME 1. Soit A un immeuble affine, dont ’immeuble sphérique d linfini
est épais. Soit g une isométrie de A, alors g fixe un point ou translate une géodésique
du complété de A.

Plus précisément on donne (voir Théo. 4.1) une majoration (uniforme en le
type de I'immeuble) de la distance d’un point z & ’ensemble de déplacement mi-
nimal en fonction de la distance de = & son image par g (voir [Rou] pour des
résultats apparentés). Si g préserve les chambres de Weyl (par exemple si g est un
automorphisme), le résultat est valable sans ’hypothése sur 'immeuble & l'infini.

Ce résultat s’applique par exemple & I'action de GL,, (F) sur son immeuble affine
associé (voir section 3).

En dimension 1, il est dii & Serre (voir aussi [MoSh]). Dans le cas discret (voir
[Bri] pour un résultat plus général dans cette direction) ou localement compact, la
démonstration en est tres facile.

Il permet par exemple de montrer le corollaire intéressant suivant.

On dit qu’un groupe abstrait ' est de génération bornée par rapport a une de
ses parties finies F' §'il existe un entier k tel que pour tout élément v de T, il existe
des éléments 7, ..., 7 de F et des entiers ny,..., ny tels que v =", ..., 7.*.
Par exemple (voir [CaKe]), pour n > 3, le groupe I' = SL,(Z) est de génération
bornée par rapport & la partie finie F' formée des matrices unipotentes élémentaires.
Ces matrices sont de plus des éléments v de I" de longueur stable nulle, c’est-a-dire
que pour une (toute) longueur des mots |.| sur I', on a lim,, , [|¥™|/m = 0 (voir
par exemple [LMRY]).

COROLLAIRE 2. Soit I' un groupe de génération bornée par rapport d une de
ses partie finie F' formée d’éléments de longueur stable nulle de T'. Si I agit sur un
immeuble affine A par isométries préservant le type, alors T' admet un point fize
global dans le complété de A.

PREUVE. Le théoreme 1 ci-dessus entraine qu’un élément v de longueur stable
nulle de T' admet nécessairement un point fixe dans le complété A de A. En ef-
fet, il existe un point 2z dans A tel que d(x,y™z) = md(z,vyz), or d(z,y™z) <
17" g supses d(x, sz) (on1 S est une partie génératrice finie quelconque de T et |.| 4
la longueur des mots associée), dont on déduit en passant a la limite pour m — oo
que d(z,vx) = 0. Les éléments de F ont donc chacun un point fixe dans A. Il est
alors facile de voir en utilisant la propriété de génération bornée que les orbites de
' dans I’espace métrique CAT(0) complet A sont bornées, donc que I' admet un
point fixe global. O

COROLLAIRE 3. Soient F un corps valué et O son anneau de valuation. Soient
n et m deuzx entiers non nuls, avec n > 3. Soit p une représentation de SL,(Z)
dans SLy, (F). Alors p(SL,(Z)) est un sous-groupe borné de SL,,(F), et dans le cas
ot 'immeuble de Bruhat-Tits de SLy,(F) est complet, p(SL,(Z)) est conjugué dans
SL,, (0). O

Ce résultat est di & Margulis dans le cas ou le corps F est localement compact.
Il est par ailleurs bien connu que le groupe SLy(Z) agit sur des arbres sans point
fixe global, donc ’hypothese n > 3 est nécessaire.

Je remercie Frédéric Paulin pour ses commentaires. Je remercie également Yehuda Shalom
pour avoir attiré mon attention sur les actions de groupes de génération bornée, ainsi que Francis
Choucroun.
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1. Définitions et caractérisations des immeubles affines.

Nous allons tout d’abord définir les immeubles affines, puis établir un certain
nombre de leurs propriétés fondamentales, qu’on peut utiliser pour les caractériser.
Cette section est organisée dans le but de démontrer le théoreme 1.21, qui donne
différentes caractérisations des immeubles affines, qui seront utilisées dans la suite.
On utilisera sans démonstration les propriétés classiques des groupes de réflexions
finis et systemes de Coxeter (voir par exemple [Bou]), ainsi que des immeubles
sphériques (voir par exemple [Bro], [Ron]).

1.1. La structure modeéle. On renvoie par exemple a [Bro, Chapter 1] pour
les définitions et résultats énoncés ci-dessous.

Soit A un espace vectoriel euclidien de dimension finie. Un groupe de réflexions
fini est un sous-groupe fini W d’isométries vectorielles de A, engendré par des
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réflexions. On appellera parfois également la paire (A, W) un groupe de réflexions
fini, quand il est nécessaire d’expliciter I’espace vectoriel euclidien A sous-jacent, et
on dira qu'il est trivial si le groupe W est réduit & I'identité.

Soient (A, W) et (Ay,W5) des groupes de réflexions finis. Le produit direct
W1 x W agissant canoniquement sur la somme directe orthogonale A; ® Ay est un
groupe de réflexions fini. On dit qu’un groupe de réflexions fini est irréductible s’il
n’est pas trivial et ne se décompose pas en produit de groupes de réflexions finis
comme ci-dessus. Un groupe de réflexions fini (A, W) admet une décomposition
canonique en un produit (A, W) = (Ao ®---® A, Wo X ... x W,,) de groupes de
réflexions finis ol (A;, W;) est trivial pour i = 0 et irréductible pour i > 0.

On se fixe désormais un espace vectoriel euclidien A de dimension finie n et un
groupe de réflexions fini W agissant sur A.

Un hyperplan de A qui est ’ensemble des points fixes d’une réflexion de W
est appelé un mur (vectoriel) de A. Les murs vectoriels de A sont donc en nombre
fini. Une composante connexe du complémentaire dans A de la réunion des murs
(respectivement son adhérence) est appelée une chambre de Weyl (vectorielle) (res-
pectivement chambre de Weyl fermée) de A. C’est un cone polyédral convexe. Les
facettes (vectorielles) (respectivement facettes fermées) de A sont les facettes ou-
vertes (resp. fermées) de ces cones polyédraux. Elles forment une partition de A. Le
groupe W opére simplement transitivement sur les chambres de Weyl vectorielles
de A. On se fixe dorénavant une chambre de Weyl fermée C de A dite fondamentale.
C’est un domaine fondamental strict pour Paction de W sur A.

On appelle murs, chambres de Weyl, facettes, ... affines de A les translatés
des murs, chambres de Weyl, facettes, ... vectoriels de A (nos chambres de Weyl
et facettes correspondent respectivement aux quartiers et facettes de quartiers de
[Tit]).

Soit W un sous-groupe d’isométries affines de A, de projection vectorielle T,
tel qu'il existe a dans A tel que W = TW,, ou W, fixe a et T est un sous-groupe de
translations de A (ou, de maniere équivalente, engendré par des réflexions affines).

1.2. Définition des immeubles affines.

DEFINITION 1.1. Soient A un ensemble et .4 une famille d’injections de A dans
A, qu’on appelle appartements marqués. On appelle appartement 'image d’un ap-
partement marqué.

On dit que A muni du systéme d’appartements (marqués) A est un immeuble
affine modelé sur (A, W) si les axiomes (A1)-(A5’) suivants sont vérifiés.

(A1): Le systeme d’appartements marqués est invariant par précomposition
par W.

(A2): Soient f et f' deux appartements marqués. L’ensemble I = f'~1(f(A))
est un convexe fermé de A et en restriction a I, le changement d’appartement
f~' o f est la restriction d’un élément de .

(A3): Par deux points de A passe au moins un appartement.

Les axiomes (A2) et (A3) permettent de définir une fonction d de A x A dans
R*, telle que, pour tout appartement marqué f et tous points a et b de A, on a que
d(f(a), f(b)) est égal & la distance euclidienne de a & b dans A. On appelle chambre



6 ANNE PARREAU

de Weyl de A I'image par un appartement marqué d’une chambre de Weyl affine
de A.

(A4): Deux chambres de Weyl contiennent des chambres de Weyl contenues
dans un méme appartement.

(A5’): Pour tout point = de A et tout appartement A passant par z, il existe
une rétraction r de A sur A (c’est-a-dire une application de A dans A égale
a lidentité en restriction & A), diminuant d, et telle que r~'(z) = {z}.

REMARQUES. Cette définition est extraite de [Ron, Appendix 3], ol on trouvera
un historique de ’axiome (A5’). On notera que dans [Ron, Appendix 3] et [Tit],
le seul groupe W autorisé est le groupe W de toutes les isométries affines de A
de partie vectorielle dans W. Pour toutes les propriétés étudiées dans cet article,
cela revient au méme, comme on le remarquera ci-dessous. Notons simplement que
la définition donnée ici permet de caractériser les immeubles affines discrets de la
maniere naturelle suivante.

La paire (A, A) est la réalisation géométrique d’un immeuble combinatoire de
type affine (voir par exemple [Tit], [Ron] pour la définition) si et seulement si c’est
un immeuble affine modelé sur (A, W), au sens ci-dessus, avec W discret, et W
irréductible.

Remarquons que, si (A, .A) est un immeuble affine modelé sur (A, W), alors
(A,.Z) est encore un immeuble affine modelé sur (A, W), avec A = {fow; fe€
A, w € W} Toutes les notions (appartements, chambres de Weyl et facettes,
distance, ... ) et propriétés étudiées dans cet article ne dépendent que de .Z, aussi
supposera-t-on désormais, pour simplifier les notations, que W est le sous-groupe

de toutes les isométries affines de A de partie vectorielle dans W. On dira alors que
(A, A) est un immeuble affine de type (vectoriel) (A, W).

A partir de maintenant et dans tout le reste de la section 1, on suppose donné
un ensemble A muni d’une famille A d’injections de A dans A vérifiant les axiomes

(A1), (A2) et (A3).

REMARQUE. Pour que la fonction d définie ci-dessus soit une distance sur A,
il faut et il suffit que l'inégalité triangulaire soit vérifiée. On verra que c’est bien le
cas si A est un immeuble affine (cf. Prop. 1.3).

1.3. Premiéres définitions.

1.3.1. Type d’un segment. Le segment [z,y] d’un point = & un point y de A
est par définition le segment euclidien de z & y dans un (tout) appartement les
contenant. A chaque segment [z, y] dans A on associe le type O[z,y] de ce segment,
qui est 'unique vecteur de la chambre de Weyl fermée fondamentale C de A tel
que dans un appartement marqué f contenant x et y, on ait x = f(a) et y =
f(a + O[z,y]) avec a € A. Cette notion est bien définie car C est un domaine
fondamental strict pour ’action du groupe de Weyl vectoriel W sur I’espace vectoriel
A (voir paragraphe 1.1).

1.3.2. Facettes de A. Un complexe simplicial est un ensemble D partiellement
ordonné tel que

1. Deux éléments ayant un minorant commun ont une borne inférieure.
2. Le sous-ensemble des minorants, appelés facettes, d’'un élément donné F' est
isomorphe & ’ensemble, partiellement ordonné par l'inclusion, des parties
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non vides d’un ensemble fini {1,... ,r}. L’entier r—1 est appelé la dimension
de F'.

On dit qu’un complexe simplicial D est marqué si on a un morphisme de D
dans ’ensemble, partiellement ordonné par l’inclusion, des parties non vides d’un
ensemble fini fixé, qui est injectif en restriction au sous-ensemble des minorants de
chaque élément F' de D.

Un compleze de chambres est un complexe simplicial dont les éléments maxi-
maux, appelés chambres, sont de méme dimension et dont deux chambres quel-
conques peuvent étre jointes par une galerie, c’est-a-dire une suite de chambres
telle que deux chambres consécutives sont adjacentes, i.e. ont une facette de codi-
mension 1 commune.

L’ensemble ¥ des facettes vectorielles de A, muni de la relation “étre une facette
de”, c’est-a-dire par la relation d’inclusion sur les facettes fermées (voir par exemple
[Bro, Chapter 1]), est un complexe simplicial.

On appelle bord de A et on note A la sphere unité de A, munie de la distance
angulaire. On note 0 ’application canonique de ’espace vectoriel A privé du vecteur
nul dans JA.

Le groupe de réflexions fini W induit une partition de la sphere A par I’en-
semble ¥*° des bords OF des facettes vectorielles F non réduites a {0} de A, qui,
muni de la relation d’ordre induite par I’inclusion sur les adhérences, est un com-
plexe simplicial (isomorphe & ¥ privé de {0} dans le cas ou W est essentiel, & ¥
sinon).

Notons Y<c (resp. X¥) le sous-ensemble de ¥ (resp. de X°°) formé par les
facettes de C (resp. par les bords des facettes non réduites 4 {0} de C).

On appelle facette (ouverte) (resp. facette fermée) de A I'image F par un
appartement marqué f d’une facette affine ouverte (resp. fermée) a + F de A, ou
a € A et F est une facette vectorielle de A. Cette facette est dite de sommet
z si f(a) = z. La facette fermée F associée est alors I'image par l’appartement
marqué de la facette affine fermée a + F associée (cela ne dépend pas du choix de
Pappartement). Quitte & précomposer f par un élément de W, on peut supposer
que F est dans I'ensemble ¥<c des facettes de la chambre de Weyl vectorielle
fondamentale C. Alors F, qu’on appellera le type de F' et qu’on notera ©(F), et la
restriction & F de f(a + -), ne dépendent que de F.

On dit qu'une facette F' de A est dominée par ou est une facette dune facette
F de A si F et F' ont méme sommet et F' est incluse dans la facette fermée F
associée a F.

L’ensemble des facettes de A de sommet un point  donné est un complexe
simplicial marqué (par le type).

1.3.3. Germes de facettes en un point. Soient x un point de A et F', F' deux
facettes de A de sommet z. On dit que F et F' ont méme germe en x si leur
intersection est un voisinage de z dans F' et dans F'. C’est une relation d’équivalence
sur les facettes de sommet x. La classe des facettes ayant méme germe en z qu’une
facette F' donnée est appelée le germe de F en z et noté X, F. On dit que le germe
en  de F' domine celui de F' si F contient un voisinage de z dans F'. L’axiome
(A2) permet d’établir la proposition suivante.
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PROPOSITION 1.2. Soient F' et F' deuz facettes de sommet x de A telles que
F' contient un voisinage de x dans F'. Alors il existe une facette de F' ayant méme
germe en T que F'.

Si F et F' ont méme germe en x, alors elles ont méme type F. Soient f, f'
deuz appartements marqués et a, a’ dans A tels que F = f(a+F), F' = f'(a' + F)
et f(a) = f'(a') = x. Les restrictions & F de f(a +-) et de f'(a’ + -) sont alors
égales sur un voisinage de 0. O

On peut donc définir le type d’un germe en z de facette (non réduit a la seule
facette {2}) comme le bord OF € £, du type F d’un de ses éléments. On note
¥, A l'ensemble des germes en  des facettes de sommet z de A, non réduites & {x},
partiellement ordonné par la relation de domination. C’est un complexe simplicial
marqué (par le type).

Soit A un appartement de A passant par x. Le germe en x de A est le sous-
complexe de ¥, A formé par les germes en x des facettes de sommet x, non réduites
a {z}, de A.

Pour que le complexe simplicial ¥, A soit un immeuble sphérique modelé sur
¥ avec les germes d’appartements pour appartements, il faut et il suffit que
Paxiome (B1) de [Ron, IV,1 p. 76] soit vérifié (I’axiome (B2) de [Ron] découlant
directement de axiome (A2)), c’est-a-dire qu’on ait la propriété suivante.

(GG): Deux germes de chambres de Weyl de méme sommet sont dans un

méme appartement.

On verra que c’est bien le cas si A est un immeuble affine (cf. Corollaire 1.11).

1.4. Deux conséquences de ’axiome (A5’). Rappelons que A désigne un
ensemble muni d’une famille .4 d’injections de A dans A vérifiant les axiomes (A1),
(A2) et (A3) de la section 1.2.

PROPOSITION 1.3. Sil’aziome (A5’) est vérifié, alors la fonction d vérifie l'iné-
galité triangulaire et est donc bien une distance.

PREUVE. Soient z, y et z trois points de A. D’apres I’axiome (A3), il existe un
appartement A contenant z et y. D’apres I’axiome (A5’), il existe une rétraction r
de A sur A, diminuant d. On a donc d(z,7(2)) < d(z, 2) et d(r(z),y) < d(z,y). Or,
comme la restriction de d & A est une distance, on a d(z,y) < d(z,r(2))+d(r(2),y).
On a donc bien que d(z,y) < d(z,2) + d(z,y). O

On appelle racine (resp. vectorielle, affine) un demi-espace (resp. vectoriel,
affine) fermé de A bordé par un mur. On appelle demi-appartement 'image par un
appartement marqué d’une racine vectorielle A. Dans [Ron], on trouve l’axiome
suivant comme alternative a I’axiome (A5’):

(A5): Trois appartements tels que leurs intersections deux & deux sont des
demi-appartements ont un point commun.

PROPOSITION 1.4. Si l'axiome (A5’°) est vérifié, alors aziome (A5) est égale-
ment verifié.

PREUVE. On peut se ramener a étudier la situation suivante (les autres cas
étant évidents), illustrée par la figure 1. Soit M un mur vectoriel de A, délimitant
deux demi-espaces DT et D~. Considérons trois appartements marqués fi, fo et
f3 dans A tels que fo(D1) = f3(D7), fila+ D7) = fa(a+ D7), et f3(b+ D) =
filc+ D )Yavecae D~ ,be DY etc€a+ DT.
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fa(DF)=f3(D7)

T

I

A, As |

|

]

fl(a+D_) f2(a.+D CI
X

fa(b+DF)=F1 (c+DT) a !

A |

Ay '

Fia. 1. Prewve de laxziome (A5).

Soit € f1(A). D’aprés 'axiome (A5’), il existe une rétraction r de A sur
f1(A), diminuant la distance d, et telle que r—*(z) = {z}.

Soit g ’application de A dans A égale & f> sur D~ et égale & f3 sur DT (bien
définie car fy et f3 coincident sur M). D’apres ce qui a été fait ci-dessus, 'axiome
(A5’) entraine 'inégalité triangulaire pour d, donc g diminue la distance.

On considere la compactification canonique de I’espace euclidien de dimension
finie A par la sphere des directions A, en une boule fermée.

L’application ffl orog, de A dans lui-méme, fixe le demi-espace a + D~ point
par point (car r est l'identité sur I'image de fi, et ¢ = f2 coincide avec fi sur
a+ D7) et c’est la translation de vecteur ¢ — b en restriction au demi-espace b+ DT
(car f; ' o f3 est alors la restriction d’un élément de W qui envoie b+ D7 sur ¢4+ D).
De plus, elle diminue la distance euclidienne. On peut la prolonger continiment en
une application de la boule fermée AUOA dans elle-méme, égale a I'identité sur OA.
Elle est donc surjective. On a donc z € r (f2(A) U f3(A)), donc z € f2(A) U f5(A).
On en déduit que f1(A) C f2(A) U f3(A). O

1.5. L’immeuble a D’infini et les propriétés (GG) et (CO).. Dans cette
section, on suppose que (A, .A) vérifie, en plus des axiomes (Al), (A2) et (A3),
les axiomes (A4) et (A5), et que la fonction d vérifie I'inégalité triangulaire (c’est
notamment le cas pour les immeubles affines d’apres ce qui précede). On montrera
par la suite en 1.7 que ces hypothéses, a priori plus faibles, entrainent 1’axiome
(A5), donc que A est un immeuble affine.

1.5.1. L’immeuble sphérique & 'infini. On dit que deux facettes de A sont
asymptotes si elles sont a distance de Haussdorff finie pour d. C’est une relation
d’équivalence car d vérifie I'inégalité triangulaire. Une classe de facettes asymptotes
non réduites & un point est appelée une facette a ’infini de A. La facette & I'infini
définie par une facette F' (non réduite & un point) est appelée bord de F' et notée

Soient b et b’ deux facettes & l'infini de A. On dit que b domine b’ ou que
b' est une facette de b et on note b’ < b si pour tout F' € bet I/ € b/ on a
Sup,ep d(z, F) < co. L’axiome (A4) permet d’établir la proposition suivante.

PROPOSITION 1.5. Soient F' et F' deuz facettes de A telles que sup,cp d(z, F')
est fini. Alors il existe une facette de F asymptote o F'.

Si F et F' sont asymptotes, non réduites 4 un point, alors il existe une unique
facette ¥ de la chambre de Weyl fondamentale C et deux appartements marqués f
et f' tels que F = f(a+F), F' = f'(a' + F) avec a, a’ dans A. Les restrictions a
F de f(a+-) et de f'(a’ +-) sont alors a distance bornée. Le bord OF € £%5 de F
est alors appelé le type de F(o0) et notée O(F(c0)). N O
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On appelle sous-chambre de Weyl d’'une chambre de Weyl C' de A une chambre
de Weyl de A contenue dans C.

COROLLAIRE 1.6. Deuz chambres de Weyl de A sont asymptotes si et seule-
ment si elles ont une sous-chambre de Weyl commune. O

L’ensemble A des facettes a 'infini de A, muni de la relation de domination,
est un complexe simplicial marqué (par le type).

A chaque appartement A de A on associe son bord A(c0), i.e. le sous-complexe,
isomorphe & ¥*°, de A* formé des bords des facettes (non réduites & un point)
incluses dans A.

PROPRIETE 1.7. Le complexe simplicial A est un immeuble sphérique mo-
delé sur X°°, appelé immeuble a Uinfini de A. Ses appartements sont les bords des
appartements de A.

PREUVE. L’axiome (B1) de [Ron]| découle immédiatement de (A4), il suffit
de vérifier (B2”). Si une chambre & linfini ¢ est dans le bord & l'infini de deux
appartements A et A, alors il existe deux chambres de Weyl C' dans A et C' dans A’
de méme bord ¢. Les chambres de Weyl C' et C' ont donc une sous-chambre de Weyl
commune C"”. Il existe deux appartements marqués f et f' d’images respectives A
et A’ tels que le changement d’appartement f' o f=' est égal & l'identité sur leur
intersection, qui contient C"'. L’application induite du bord & l’infini de A dans le
bord & l'infini de A’ est un isomorphisme fixant leur intersection. O

Soient A; et Ay deux appartements de A. S’ils ont méme bord & infini, ils
sont, égaux. Si leurs bords s’intersectent suivant un demi-appartement, de A alors
Ay N Ay est un demi-appartement de A (prendre deux chambres de Weyl C; et
Cy communes & A; et Ay dont les bords sont dans A;(oo) N As(00), opposées
dans le premier cas, ayant deux faces de codimension 1 opposées dans le second.
L’intersection des deux appartements contient ’enveloppe convexe de Cy U Cy, qui
est appartement tout entier dans le premier cas, et un demi-appartement dans le
second).

1.5.2. La propriété (GG).

PROPOSITION 1.8. Soient ¢’ € A>™ une chambre a l'infini et C une chambre
de Weyl de sommet x € A. Alors il existe un appartement contenant un germe en
x de C et dont le bord contient ¢'.

PREUVE. Soit A un appartement contenant C. Par induction sur la longueur
d’une galerie allant de C(oc0) a ¢, il suffit de démontrer la proposition pour ¢’
adjacente & A(oo) (et n’y étant pas incluse). Le mur m de A(oo) contenant une face
de codimension 1 de ¢’ partage A(co) en deux demi-appartements hy et ho. Comme
A est un immeuble sphérique, il existe un demi-appartement A de A de bord
m et contenant ¢, et a; = h; U h est un appartement & 'infini pour ¢ = 1, 2.

Soit A; I'appartement de A de bord a;. Les trois appartements A, A1 et As
s’intersectent deux & deux suivant des demi-appartements. D’aprés axiome (A5),
ils ont donc un point commun. L’appartement A est donc la réunion des deux demi-
appartements A N A; et AN Ay. L’un des deux appartements Ay, As contient un
germe en = de C, donc convient. O

COROLLAIRE 1.9. Soit x un point de A. Pour toute facette F' de A, il existe
une unique facette F' de sommet x asymptote ¢ F. O
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COROLLAIRE 1.10. Soient F' une facette de A de sommet x et b un germe en
x de facette dominant le germe ¥, F de F en x. Alors il existe une facette F' de
sommet x ayant F pour facette et b pour germe en x. O

COROLLAIRE 1.11. On a la propriété

(GG): Deuzx germes de chambres de Weyl de méme sommet sont dans un
méme appartement. O

1.5.3. La propriété (CO) pour les chambres de Weyl opposées en un point.
Remarquons que deux facettes de méme sommet z sont opposées en z (i.e. de germes
en x opposés dans un appartement les contenant) si et seulement si elles contiennent
respectivement dans leur intérieur deux points y et z tels que = € [y, z]. La notion
de facettes opposées en leur sommet ne dépend donc que des trois premiers axiomes.

PROPOSITION 1.12. On a la propriété

(CO): Il existe un unique appartement contenant deux chambres de Weyl
données de sommet x € A, opposées en x.

PREUVE. L’unicité est une conséquence directe de ’axiome (A2), montrons
I’existence.

Soient C' et D deux chambres de Weyl de méme sommet 2z, opposées en z.
D’apres I’axiome (A4), il existe un appartement A contenant deux sous-chambres
de Weyl respectives C' et D' de C' et D. Soit [y, z] un segment non trivial contenant
zavecy € Cetz€ D.

Soit 7 : R — A tel que la restriction a Ry (resp. & R_) de r est le rayon
géodésique de C (resp. de D) issu de x passant par y (resp. par z), qui rencontre
nécessairement la sous-chambre de Weyl C” (resp. D’) en y' (resp. 2').

Montrons que le point = est sur le segment [z',y’], donc dans A (par 'axiome
(A2)), ce qui conclut.

Soit I I’ensemble des réels t négatifs ou nuls tels que la chambre de Weyl fermée
de A de sommet r(t) asymptote a C, notée C(t), contient r([t, +00[). C’est un inter-
valle contenant 0. Soit ¢ € I. D’apres la proposition 1.8, il existe un appartement A’
contenant un germe en r(t) de la sous-chambre de Weyl D(t) de D de sommet r(t),
donc contenant r([t — e, t]) avec € strictement positif, et contenant également C(t),
donc r([t,4+00] car t € I. Comme r minimise localement la distance, la restriction
a [t —e, +oo[ de r est un rayon géodésique dans I’appartement A', passant par r(t)
et y. Donc son image est contenue dans C(t —¢) et t —e € .

Donc I est un intervalle ouvert de la forme ]s,0] de R_ avec s < 0. Si s est fini,
alors, en appliquant la proposition 1.8 & la chambre & U'infini C'(0c0) et au germe de
chambre en r(s) opposé & celui de D(s), il existe € strictement positif, qu’on peut
supposer inférieur a —s, tel qu’il existe un appartement contenant r(s) et r(s + ¢)
(donc r([s,s +¢€])) et C(s +¢€), donc r([s + €, +00[) car s+¢€ € I. On a donc s € I,
ce qui est impossible. [l

Terminons par un lemme (qui sera notamment utilisé en section 2.6) qui géné-
ralise la propriété (CO).
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LEMME 1.13. Soient A un appartement de A, et F une fa- F
cette de A de sommet un point x de A. Soit F' une facette
de A de sommet x opposée a4 F en x, et D la réunion des DI 7
chambres de Weyl fermées de A de sommet z contenant F'. " @

11 existe un unique appartement contenant D et F. A

PREUVE. L’unicité est une conséquence directe de ’axiome (A2), montrons
I’existence.

Soient f’' € A d’image A et F une facette de la chambre de Weyl fondamentale
C de A telles que f'(0) = z et f'(F) = F'. Soient C' = f'(C) et B' = f'(wC)
ol w est le plus long élément du sous-groupe de Coxeter de W engendré par les
réflexions fixant F.

La facette F' peut se prolonger en une chambre de Weyl de sommet z opposée
en z & C' par le corollaire 1.10, donc il existe f € A tel que f(0) =z, f(C) = C’ et
f(=F) = F.Soit B = f(w(—C)), alors ’enveloppe convexe de F’ et B contient C".
Dans I'immeuble sphérique des directions en z, il existe un appartement contenant
les germes de B et de B' (par (GG)), donc 'unique galerie minimale allant de
Y. F' a4 ¥, B, qui contient le germe de C’. Les chambres de Weyl B et B’ sont
donc opposées en z, donc contenues dans un méme appartement A’ (par (CO)), qui
contient ’enveloppe convexe de F' et B (par I’axiome (A2)), donc C’.

Par conséquent A’'(oo) contient la réunion des galeries minimales de C’'(c0) &
B'(00), qui est D(00) (car ce sont des chambres opposées dans le complexe de Coxe-
ter link(F"(o0)) dont l’ensemble des chambres est ’ensemble D(o0) des chambres
de A(oc0) dominant F'(00)). On en conclut que A contient D. O

1.6. L’immeuble des germes en un point et la propriété (A3’). Dans
cette section, on suppose que (A, A) vérifie, en plus des axiomes (Al), (A2) et
(A3), les propriétés suivantes (qui sont notamment vérifiées sous les hypotheses de
la section 1.5, donc par les immeubles affines, d’apres la section 1.4).

(GG): Deux germes de chambres de Weyl de méme sommet sont dans un
méme appartement.

(CO): Deux chambres de Weyl de sommet z € A, opposées en z, sont dans
un méme appartement.

Notons que Pappartement de (CO) est nécessairement unique (par l’axiome
(A2)). On montrera par la suite en sections 1.7 et 1.8 que les axiomes (A5’) et (A4)
sont alors vérifiés, donc que A est un immeuble.

La propriété (GG) entraine la proposition suivante.

PROPOSITION 1.14. Le complexe simplicial ¥, /A est un immeuble sphérique
modelé sur X°°, appelé Iimmeuble des directions en x de A. Ses appartements sont
les germes des appartement de A passant par x. O

On a un morphisme canonique (de complexes de chambres marqués) de 'im-
meuble & infini dans 'immeuble des directions en =

Y A® — B A
défini par X, (C(o0)) = X,C pour toute chambre de Weyl C' de sommet z de A.

ProPOSITION 1.15. Soient C' et C' deux chambres de Weyl de A de méme
sommet x. Il existe un appartement contenant C et un germe de C' en z.
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PREUVE. Soit A un appartement contenant des germes en x de C et C'. Soit C"'
la chambre de Weyl de A de sommet x, de germe en x opposé & celui de C. Soit A’
Pappartement contenant les deux chambres de Weyl C' et C" (qui sont opposées en
x). Les germes en x de A et de A’ sont deux appartements de I'immeuble sphérique
¥,A qui contiennent les deux chambres opposées X,C et X,C". Ils sont donc
confondus, et par conséquent A’ contient un germe en x de C". |

PROPOSITION 1.16. On a la propriété

(A3%): Soient C et C" deuzx chambres de Weyl de A de sommets respectifs x
et y. Alors il existe un appartement contenant un germe en x de C et un
germe en y de C'.

PREUVE. Soit D une chambre de Weyl fermée de A de sommet z contenant y.
D’apres la proposition 1.15, il existe un appartement A contenant D et un germe en
x de C. Il existe une chambre de Weyl fermée D’ de A de sommet y contenant un
germe en x de C'. En réappliquant la méme proposition, on a alors un appartement
A" contenant D’ et un germe en y de C’, qui convient. O

REMARQUE. Les germes de facettes jouent un réle analogue pour A & celui des
simplexes pour les immeubles combinatoires. De ce point de vue, la propriété (A3’)
est la transcription de I'axiome (B1) de [Ron)].

1.7. Rétractions. Dans cette section, on suppose seulement que A vérifie
les axiomes (Al) et (A2), que A est couvrante (i.e. que A est la réunion de ses
appartements), et que A possede la propriété (A3’), qui est alors un renforcement
de l’axiome (A3). Ceci est en particulier le cas sous les hypotheses de la section 1.6,
donc quand A est un immeuble affine. On établit, suivant [BrTil], 'existence de
rétractions canoniques et en particulier que 'axiome (A5’) est alors vérifié.

PROPOSITION 1.17. Soient A un appartement, x un point de A et C une cham-
bre de A de sommet x. Il existe une unique rétraction r de A sur A, appelée
rétraction canonique de A sur A de centre C, telle que r conserve la distance en
restriction a tout appartement contenant un germe en x de C. Alors r envoie une
facette de sommet x isométriquement sur une facette de sommet x, et le morphisme
de I'immeuble Y, A des directions en x induit par r est la rétraction p de X, A sur
YA centrée en X,C. De plus r diminue la distance, et conserve la distance d x
(en particulier aziome (A5’°) est vérifié).

PREUVE. Pour tout appartement A’ contenant un germe de C, il existe (par
laxiome (A2)) une unique isométrie ¢4 de A’ sur A fixant leur intersection ANA'.

Soit y € A. D’apres la propriété (A3’) et puisque A est couvrante, il existe un
appartement A’ contenant y et un germe en 2 de C. Alors on pose r(y) = da(y),
qui ne dépend pas du choix de A’ (contenant y et un germe en z de C).

L’application r conserve bien la distance & z, et envoie un germe de chaque
chambre de Weyl de sommet z isométriquement sur un germe de chambre de Weyl
de A, donc envoie la chambre de Weyl toute entiere isométriquement sur la chambre
de Weyl de A correspondante. L’application induite sur 'immeuble des directions
en r est clairement la rétraction canonique.
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Il reste & voir que r diminue la distance. On utilise pour cela le lemme suivant
de [BrTil], dont la démonstration, incluse par souci de complétude, n’utilise que
la propriété (A3’).

LeMME 1.18. [BrTil, Lemme 7.4.21] Soient C une chambre de Weyl de som-

met © € A et y,z deuzx points de A. Le segment [y, z] est inclus dans une réunion
finie d’appartements contenant un germe en x de C.

PREUVE. Pour p € [y, 2[ (resp. dans ]y, z]), on considére une chambre de Weyl
C (resp. C, ) de sommet p contenant le segment [p, 2] (resp. [p,y]) dans son
adhérence. D’apres la propriété (A3’), il existe un appartement A; (resp. A, ) conte-
nant un germe en z de C' et un germe en p de C'p+ (resp. de C’;), donc un point p*
(vesp. p~) du segment ]p, 2] (resp. Ip, y]). Soit [y, y*[, Ipy,p{ [, , 1oy o[, 127, 2]
un recouvrement fini du segment [y, z] extrait du recouvrement de ce segment par
les segments ouverts [y,y [, ]27, 2], et [p~, p™[ pour p €]y, z[. Alors le segment [y, 2]

est inclus dans la réunion (finie) des appartements Aj, Ao, Af ..., A- Al
A7, qui contiennent chacun un germe en z de C. O

Soient y et z deux points de A. D’apres le lemme, la rétraction r est une
isométrie en restriction a chaque sous-segment d’une subdivision finie du segment
[y, z]. Son image est donc un chemin dans A de r(y) & r(z), de méme longueur
d(y,z). La distance d(r(y),r(z)) est la distance dans A entre r(y) et r(z), donc
inférieure & la longueur des chemins les joignant, donc & d(y, 2). O

1.8. Vérification de ’axiome (A4). On reprend les hypotheses de la section
1.6. On va montrer que ’axiome (A4) est alors vérifié. Commencons par établir la
propriété suivante (déja obtenue pour les immeubles affines en Prop. 1.8).

ProPOSITION 1.19. Par tout germe de chambre de Weyl passe au moins un
appartement contenant une sous-chambre de Weyl d’une chambre de Weyl donnée.

PREUVE. Soient C' une chambre de Weyl de A de sommet z et ¢ un germe
de chambre de Weyl de sommet y. Soit A un appartement contenant C. Soient z
un point de C' et C'y la sous-chambre de Weyl de C' de sommet z. Considérons
la rétraction canonique r de A sur A, centrée sur C (voir Prop. 1.17). Comme r
diminue la distance, 'image r(y) de y par r est dans la boule B de centre x et de
rayon d(x,y) dans A. On peut choisir z de telle manieére que la boule B soit incluse
dans la chambre de Weyl ouverte C'_ de A, de sommet z, opposée a C'y.

Soient A’ un appartement contenant ¢’ et un germe de Cy en z (qui existe par
la propriété (A3’)), et C la chambre de Weyl de A’ de sommet z opposée a X.C.
Alors r envoie C'_ sur C_. Comme r(y) € C_, on a que la chambre de Weyl ouverte
C' contient y, donc le germe ¢’ (car elle contient un voisinage de y dans A). Les
chambres de Weyl C_ et Cy sont opposées en z, donc contenues dans un méme
appartement (par la propriété (CO)). O

Notons que cette propriété permet de définir un autre type de rétractions ca-
noniques.

Par définition, le germe d linfini d’'une chambre de Weyl C de A est la classe
des chambres de Weyl ayant méme germe a l'infini que C, c’est-a-dire une sous-
chambre de Weyl commune avec C.

La proposition suivante se démontre de maniere exactement analogue a ce qui
est fait en section 1.7.
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PROPOSITION 1.20. Soient A un appartement et C' une chambre de Weyl de
A. Il existe une unique rétraction r de A sur A, appelée rétraction canonique de
A sur A centrée sur le germe a linfini de C, telle que r conserve la distance en
restriction o tout appartement contenant une sous-chambre de Weyl de C. De plus
r diminue la distance. O

Les rétractions canoniques définies dans les propositions 1.17 et 1.20 sont
différentes, comme le montre par exemple le cas des arbres (voir figure 2).

[\ ! [ 4

A c A c
Rétraction centrée en 3,C. Rétraction centrée en C(00).

F1a. 2. Cas des arbres.

Vérifions maintenant ’axiome (A4). Soient C' et C' deux chambres de Weyl de
A. Montrons que, quitte & passer & deux sous-chambres de Weyl, elles sont dans un
méme appartement.

Pour z € C', notons C, C, les chambres de Weyl de sommet z contenant des
sous-chambres de Weyl respectives de C et de C' (dont l’existence est assurée par
la proposition 1.19, et 'unicité par ’axiome (A2)). Notons d(z) la longueur d’une
galerie minimale allant du germe en z de C, & celui de C? dans I'immeuble sphérique
Y. A des directions en z.

Quitte & remplacer C par une chambre de Weyl de méme germe & infini et C'
par une sous-chambre de Weyl, on peut supposer qu’elles ont méme sommet z et
que §(z) est maximal (car d ne prend qu’un nombre fini de valeurs).

Soient, (par la proposition 1.15) A un appartement contenant C’ et un germe en
z de C, et C" la chambre de Weyl de sommet 2z de A opposée & X, C. Par (CO), soit
A’ Pappartement contenant les deux chambres de Weyl C et C"' (qui sont opposées
en 7). L'intersection de A’ et de C" est un convexe fermé de C’.

Soit z un point de cette intersection. Alors les chambres de Weyl C, et C7
de sommet z contenant des sous-chambres de Weyl respectives de C et C" sont
dans A’ par 'axiome (A2). Par hypothese, il existe une galerie dans I'immeuble
sphérique ¥, A des directions en z allant du germe en z de C, & celui de C7, de
longueur inférieure ou égale & §(x). Par ailleurs, comme C' et C" sont dans un
méme appartement A, on a §,(C.,CY) =6,(C',C") =d —6,(C,C") =d — §(z) on
d est le diametre combinatoire du complexe de Coxeter modele £*°. Donc X.C, est
sur une galerie de longueur minimale de ¥, A joignant les chambres opposées ¥,C,
et ¥,C?, donc dans I'unique appartement de ¥, A les contenant, qui est ¥, A’. Donc
A'NC" contient un germe de C".

On en déduit que A’'NC" est un convexe fermé de C’ contenant x, qui est ouvert,
dans C, donc que la chambre de Weyl C” est incluse dans A', ce qui conclut. [

La proposition suivante résume les différentes caractérisations des immeubles
affines qu’on a obtenu (la caractérisation par la propriété (A3’) sera utilisée dans
la partie 3).
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THEOREME 1.21. Soit A un ensemble muni d’une famille A d’injections de A
dans A vérifiant les axiomes (A1), (A2) et (A3) de la section 1.2. Les conditions
suivantes sont équivalentes.

— A est un immeuble affine, i.e. les axiomes (A4) et (A5’) sont vérifiés.

— les aziomes (A4) et (A5) sont vérifiés et d vérifie l'inégalité triangulaire.

— L’aziome (A4) est vérifié et A vérifie la propriété suivante.

(A3’): Deux germes de chambres de Weyl sont contenus dans un méme
appartement.

— A posséde les propriétés suivantes.

(GG): Deux germes de chambres de Weyl de méme sommet sont conte-
nus dans un méme appartement.

(CO): Deux chambres de Weyl de sommet x € A, opposées en x, sont
contenues dans un méme appartement.

O

REMARQUE. Si A est couvrante, la propriété (A3’) entraine l’axiome (A3).

2. Décomposition et propriétés géométriques
des immeubles affines.

2.1. Produits et décomposition. On dit qu’un immeuble affine (A, A) de
type (A, W) est trivial si le groupe de réflexions fini (A, W) est trivial, c’est-a-dire
si le groupe W est réduit a l'identité. Dans ce cas A n’a qu’une seule chambre de
Weyl vectorielle, qui est ’espace entier, et ’axiome (A4) entraine immédiatement
que A =Aet que A =W.

Soit (A1, A1) et (As, A2) deux immeubles affines de types respectifs (A;, W) et
(Ay,W5). Le produit A; x Ay est naturellement muni d’une structure d’immeuble
affine modelé sur (Ay @ Ay, Wi x Ws) de systeme d’appartements A; x Ay =
{(f1, f2); fi € A;}. La distance canonique de A est alors le produit euclidien des
distances canoniques des deux facteurs.

On dit qu’un immeuble est irréductible s’il n’est pas trivial et ne se décompose
pas en produit de deux immeubles comme ci-dessus.

PROPOSITION 2.1. Soient (Ay, W) eﬂAg,Wﬁ deuz groupes de réflezions finis
et (A, A) un immeuble affine de type (A, W) = (A; ® Ag, W1 x Wy). Il existe une
unique décomposition de (A, A) en produit de deux immeubles affines (A1, A1) et

(As, Az) de type respectifs (A, W1) et (Ay, Ws).

PREUVE. Soit i € {1,2}. On dit que deux points x et y de A ont méme i-
éme coordonnée si, dans un (donc tout, car W préserve le sous-espace vectoriel A;)
appartement marqué contenant x et y, le vecteur de x & y est orthogonal a A;.
On note alors z ~; y. Montrons que ~; est une relation d’équivalence. Soient x, y
et z trois points de A tels que z ~; y et y ~; z. Si ces trois points sont dans un
méme appartement, il est clair que = ~; z. Dans le cas général, par induction sur
la longueur d’une subdivision finie du segment [y, z] dont chaque sous-segment est
dans un appartement contenant x (cf. lemme 1.18), on obtient que x ~; 2.

Notons z; la classe d’équivalence de = pour ~;. Soit A; I’ensemble quotient
A/, et p; : x +— z; la projection canonique de A sur A;. Soit ¢ 'application
canonique x — (z1,x2) de A sur Ay x As. Si z et y ont mémes coordonnées,
c’est-a-dire si ¢ ~1 y et x ~» y, alors le vecteur de x & y dans un appartement les
contenant est orthogonal & A; et & Ay, donc nul, donc ¢ = y. L’application ¢ est
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donc injective. Soient z et y deux points de A et f un appartement passant par
x et y. Soient a = a; + a2 et b = by + by dans A tels que f(a) = z et f(b) = y.
Alors ¥(f(a1 + b2)) = (z1,y2). L’application 1 est donc surjective. On identifie
dorénavant les ensembles A et Ay X Ay par la bijection ).

Si f est un appartement marqué de A, on note f; Papplication injective de A;
dans A; telle que f; = p; o fia;. On a alors ¢ o f = (f1, f2).

Montrons que ’ensemble A; muni du systéeme d’appartements marqués (clai-
rement couvrant) A; = {fi, f € A} est bien un immeuble affine de type (A;, W;).
D’apres le théoreme 1.21, il suffit de vérifier les axiomes (Al), (A2), (A4) et la
propriété (A3’).

Soit W; le sous-groupe des isométries affines de A; de partie vectorielle dans
W,;. Le sous-groupe W des isométries affines de A = A; & Ay de partie vectorielle
dans W = W, x W s’identifie au produit Wi x Whs.

L’axiome (A1) est vérifié car A est invariant par précomposition par le sous-
groupe W; x {Id} de W, et on a (fow); = f;ow; pour tout f dans A et w = (wy, ws)
dans W.

On fixe une chambre de Weyl vectorielle C de A et les chambres de Weyl
vectorielles respectives Cq, Cy de A; et Ay telles que C = {a1+a2, a; € C; pour i =
1,2}

Montrons que (Aj,A;) vérifie Paxiome (A2). On montre tout d’abord une
partie seulement des propriétés demandées, c’est-a-dire que pour tous f et f' dans
A, le sous-ensemble I; = f; > (fi(A1) N fi(A;)) est une partie convexe de A; et
I’application f'1_1 o fl\h est une isométrie de I; dans A;. Soient a,b € I;. Soient
a' et b’ les deux points de Ay tels que f(a) ~1 f'(a’) et f(b) ~1 f'(b'). Soit f" un
appartement marqué dont 'image contient les deux points z = f(a) = f"(a) et
y = f'(t') = f"(c) avec ¢ € A. Alors le point f”(¢; + az) a mémes coordonnées
(y1, z2) que le point y = f(b), donc ils sont confondus, et de méme f"'(a; + c2) =
f'(a’") = '. Tl est alors clair que les segments [z,y] et [z, y'] ont méme longueur et
méme projection sur Ay, ce qui conclut.

Apres ce préliminaire, nous pouvons montrer la propriété importante suivante.

LEMME 2.2. Si f et f' sont deur appartements marqués quelconques de A,
alors il existe un appartement f" tel que ¥ o f'" = (f1, f3).

On aura donc bien YA = A; x As.

PREUVE. Les deux chambres de Weyl f(C) et f'(C) de A ont, par 'axiome
(A4), deux sous-chambres f(a + C) et f'(a + C) (avec a € C) dans 'image d’un
méme appartement marqué fY. En utilisant l’axiome (A2), on peut choisir f
tel que (fY)1 = fi en restriction & a1 + Cy et (f{)2 = f; en restriction & as +
Cs. On applique le méme procédé & la chambre de Weyl —C opposée a C et
on obtient un autre appartement marqué f”’ tel que (f”); = fi en restriction &
—a;—Cjy et (f)2 = (f")2 en restriction & —as — Co. En appliquant une derniére fois
I'axiome (A4) aux deux chambres de Weyl f/(a+ C) et f”(—a— C), on obtient un
appartement marqué f” contenant deux de leurs sous-chambres de Weyl f (a'+ C)
et f'(—a’ — C) (avec @’ € a + C) et on peut supposer que f" = f! sur o' + C.
L’ensemble I} = f; '(fi(Ay) N fI'(A1)), dont on a vu précédemment que c’est
une partie convexe de A, contient les deux chambres de Weyl affines de direction
opposées —a; — Cy et a} + C; de Ay, donc c’est A; tout entier. On a de plus

que l'application f{" coincide avec 'application f; sur la chambre de Weyl affine
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ai+Cy de A; donc lapplication f”fl o f1, dont on a vu précédemment que c’est une
isométrie, la fixe point par point, donc c’est l'identité. On en conclut que f{' = f;
et, par le méme raisonnement, que fY = fj, comme demandé. O

On peut maintenant terminer la vérification de ’axiome (A2). Soient fi, f{ €
A, d’apres ce qu’on vient de faire, on peut choisir des représentants f et f’ dans
A tels que fi = fo. Pour a,a’ € Ay, on a alors fi(a) = f{(a') si et seulement si
f(a) = f'(a’). I est alors facile de déduire les propriétés requises des propriétés
correspondantes pour f et f'.

La propriété (A3’) et 'axiome (A4) sont aisément vérifiés. Soient C; = f;(C;)
et Cf = fI(C;), avec f, f' € A, deux chambres de Weyl de A;. Alors par la propriété
(A3’) pour A, il existe € > 0 et un appartement A" contenant f(C N B(0,¢)) et
f'(CN B(0,¢)). L’appartement p;(A") de A; contient donc deux germes respectifs
fi(C; N B(0,¢)) et f{(C; N B(0,¢e)) de C; et C}, ce qui conclut la vérification de la
propriété (A3’) pour A;. Par ailleurs, par 'axiome (A4) pour A, il existe a € C
et un appartement A’ contenant les sous-chambres de Weyl f(a + C) et f'(a +
C). L’appartement p;(A") de A; contient donc les deux sous-chambres de Weyl
respectives p;(f(a+ C)) = fi(a; + C;) et fi(a; + C;) de C; et C}, ce qui conclut la
vérification de axiome (A4) pour A;.

On a donc montré 'existence de la décomposition souhaitée. L’unicité découle
de la remarque suivante. Supposons que (A, A) soit le produit de deux immeubles
affines (A1, A1), (Ag, As). Soient z = (x1,x2) et y = (y1,y=) deux points de A =
A1 X As. Alors, pour i = 1,2, pour la relation d’équivalence ~; définie au début de
la preuve, on a x ~; y si et seulement si z; = y;. En effet, en prenant par exemple
i =1, si on prend un appartement marqué f = (fi, f2) € A = A; x Ay contenant
x et y dans son image, et un point @ = a; + az de A = Ay ® Ay, tels que = = f(a),
alors z ~1 y si et seulement si y appartient & f(a+ A2) = {fi(a1)} X fa(az+A2) =
f(A) N{z1} x As. Il est alors clair que la décomposition de A en produit de deux
immeubles construite dans cette preuve est égale a la décomposition initiale. [l

COROLLAIRE 2.3. Un immeuble affine A de type (A, W) est irréductible si et
seulement si le groupe de réflexions fini (A, W) lest. O

COROLLAIRE 2.4. Pour tout immeuble affine A, il existe une unique (modulo
permutation des indices {1,... ,m}) décomposition A = Ag x [[;"; A; de A en
produit d’immeubles affines A;, ou Ag est trivial et A; irréductible pouri > 1. 0O

2.2. Automorphismes et isométries.

DEFINITION 2.5. Un automorphisme d’un immeuble affine A est une bijection
g : A — A tel que le systeme A des appartements marqués est invariant par
composition par g, i.e. pour tout appartement marqué f € A, les applications go f
et g~! o f sont dans A.

Les différentes propriétés énoncées dans les propositions suivantes sont immé-
diates.

PROPOSITION 2.6. Soit g un automorphisme d’immeuble de A. Alors g est une
isométrie de A et g conserve le type des segments.

L’isométrie de A™ induite par g est un automorphisme d’immeuble sphérique.
Si g fize un point x € A, lisométrie de X, A induite par g est un automorphisme
d’immeuble sphérique. O
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PROPOSITION 2.7. Soit g une isométrie de A conservant le type des segments.
Si A est un immeuble trivial, alors A = A et g est une translation de A. Si A
se décompose en produit Hf:o A; d’immeubles affines, alors g est de la forme
(g0,--- ,9r) 0L g; est une isoméirie de A; conservant le type des segments pour
tout i. Si g est un automorphisme d’immeuble de A, alors g; est un automorphisme
d’immeuble de A; pour tout i. O

Nous aurons besoin en section 4 de la propriété suivante.

PROPOSITION 2.8. Soit g une isométrie de A préservant les chambres de Weyl.
St A = Ag x A" est la décomposition canonigue de A en produit d’un immeuble
affine trivial Ag et d’un immeuble affine sans facteur trivial A', alors g est de la
forme (go,g') ot go est une isométrie de Ag, et g' est une isométrie de A" préservant
les chambres de Weyl.

PREUVE. Une chambre de Weyl de A de sommet z = (z,2’) est de la forme
C = Ag x C" ott C' est une chambre de Weyl de A’ de sommet z'. Le facteur trivial
Ag x {z'} est égal a l'intersection des faces de codimension 1 de C, et {zo} x C' est
son orthogonal en 2z, donc cette décomposition est préservé par g. On en déduit le
résultat souhaité. |

2.3. Géométrie CAT(0). Dans cette section nous rappelons quelques consé-
quences du fait qu’un immeuble affine est un espace métrique CAT(0). On trouvera
par exemple dans [BrHa] les démonstrations des quelques définitions et résultats
relatifs & cette notion rappelés ci-dessous.

Soient X un espace métrique géodésique et x, y, z trois points de X . Un triangle
de comparaison euclidien est un triplet 7,7,z de points du plan euclidien tel que
d(Z,y) = d(z,y) et de méme par permutations de z,y,z. L’angle de comparaison
<:(y,z) en x entre y et z est par définition I’angle euclidien <tz(7,%) en T entre §
et 2.

DEFINITION 2.9. Un espace métrique géodésique X est dit CAT(0) si ses tri-
angles sont plus fins que les triangles euclidiens correspondants dans le sens précis
suivant. Soient x,y, z trois points de X, et T, 7, Z un triangle de comparaison. Alors,
pour tout point p de toute géodésique entre x et y, on a d(p,z) < d(p,z) ou D est
le point du segment [Z, 7] tel que d(Z,p) = d(z, p).

PROPOSITION 2.10. (F. Bruhat-J.Tits) Un immeuble affine A est un espace
métrique CAT(0) (voir par exemple [Pau, Prop. 3.3]).

PREUVE. Soient x,y, z trois points de A. Soit Z,%,Z un triangle de comparai-
son. Soient p un point d’une géodésique entre x et y, et p le point du segment [Z, 7]
tel que d(Z,P) = d(z,p). Soit A un appartement contenant z et y. Soit p' le point
du segment [z, y] tel que d(x,p") = d(z,p) et d(y,p") = d(y,p). Soit r une rétraction
de A sur A, diminuant la distance, conservant la distance a p' (cf. Prop. 1.17).

Montrons dans un premier temps que p = p’. On a d(z,p) + d(p,y) = d(z,y)
donc d(z,r(p)) + d(r(p),y) est inférieur ou égal a d(z,y), donc r(p) = p'. Par
conséquent on a p = p’ car r conserve la distance a p'.

Les trois points z, y, r(z) forment un triangle euclidien dans A avec d(z,
d(z,y), d(z,r(2)) < d(T,z) et d(y,r(z)) < d(¥,z). On en déduit que d(p,r(z
d(p,z). Comme d(p, z) est égal & d(p,r(z)), on a bien 'inégalité d(p, z) < d(p,z)-

Y)
)

<
O
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Soit X un espace métrique CAT(0). Soient z,y, z trois points de X. Si y’ et 2’
sont deux points respectifs des segments [z, y] et [z, z], alors ’angle de comparaison
<. (y', 2') est inférieur & I'angle de comparaison <, (y, z). Sa limite quand y’ et 2’
tendent vers z est appelé angle en x entre y et z et notée <,(y, z). L’espace des
classes d’équivalence de segments géodésiques issus de z formant un angle nul en =
est appelé l'espace des directions en x de X et noté 0, X. Il est muni de la distance
angulaire induite par I’angle en z. Si A est un immeuble affine de type vectoriel
(A, W) essentiel, alors §,A est la réalisation géométrique de I'immeuble sphérique
combinatoire ¥, A.

L’espace des classes d’équivalence de rayons géodésiques asymptotes (i.e. a dis-
tance de Haussdorff finie) est appelé le bord de X et noté 0., X.

La distance d est une fonction convexe, c’est-a-dire que si o et ¢’ sont deux
géodésiques de X alors d(o(t),o'(t)) est une fonction convexe de .

Sir et r' sont deux rayons géodésiques asymptotes, alors d(r(t),r'(t)) est une
fonction décroissante de t. Par conséquent, I’énoncé suivant est un corollaire de la
proposition 1.5.

COROLLAIRE 2.11. Soient C de sommet q et C' de sommet q' deuzx chambres
de Weyl fermées asymptotes, alors pour tous x € C et x' € C" tels que les segments
[q,z] et [q',2'] sont de méme type, la distance d(x,z') est inférieure ou égale d la
distance d(q,q') entre les sommets des deux chambres de Weyl. O

On utilisera dans la partie 4 le fait bien connu suivant.

PROPOSITION 2.12. Dans un espace CAT(0) complet, une intersection décrois-
sante de convezes fermés bornés non vides est non vide.

PREUVE. Soit X un espace CAT(0) complet. Soit (Bj)nen une suite décrois-
sante de parties convexes fermées bornées non vides de X. Soient z un point de X
et y, sa projection orthogonale sur B,, pour tout entier n (voir par exemple [BrHa]
pour la définition et les propriétés de la projection orthogonale sur un convexe fermé
non vide). On va montrer que la suite (y,)n>1 est de Cauchy, donc convergente car
X est supposé complet, ce qui conclut, car sa limite est dans chaque B,,, donc dans
leur intersection.

La distance de = a y,, est croissante, majorée, donc convergente de limite R,
qu’on peut supposer non nulle car sinon z € B, pour tout n et on a fini. Soient ¢
non nul, inférieur & R et N un entier tel que pour n > N, la distance d(x,y,) est
comprise entre R — € et R. Soient p > n > N, alors d(yn,yp) < \/R? — (R —¢)?,
car sinon il existe un point du segment [y, y,] plus proche de z que y,, (comme on
le voit sur un triangle de comparaison), ce qui est impossible car le segment [yy, Y]
est inclus dans le convexe fermé B,, et y, est le point de B, & distance minimale
de z. La suite (y,) est donc une suite de Cauchy. O

2.4. Enveloppe convexe de Weyl de deux points.

DEFINTTION 2.13. On appelle polyédre de Weyl de A une intersection de racines
affines de A. L’enveloppe convere de Weyl d’une partie B de A, notée O(B) est le
polyedre de Weyl formé par I'intersection des racines affines de A contenant B.

REMARQUE. Dans [BrTil], les intersections de racines affines sont appelées
des parties closes, et O(B) est appelé enclos de B et noté cl(B).
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PROPOSITION 2.14. Soient x et y deuzx points de A et A un appartement les
contenant. L’enveloppe convexe de Weyl O(x,y) de {x,y} dans A ne dépend pas
du choixz de lappartement A contenant x et y. On l'appelle 'enveloppe convexe de
Weyl de {z,y}. FElle est contenue dans tout appartement contenant x et y.

PREUVE. Soient f un appartement marqué et a,b € A tels que f(a) = =z,
f(b) =y et b—a € C. Soit F la facette vectorielle ouverte de A contenant b — a.
Alors on a {(a,b) = (a+F)N(b—TF). Soit f' un autre appartement marqué tel que
f'(a) =z et f'(b) = y. Alors les facettes f(b—F) et f'(b+F) sont de germes opposés
en y car elles contiennent respectivement les extrémités x = f'(a) et z = f'(2b— a)
d’un segment contenant y. Elles sont donc contenues dans un méme appartement
f" par le lemme 1.13, avec f"(a) = = et f"”(b) = y. L’appartement marqué f"

coincide avec f' en a et sur b+ F, donc sur a + F et avec f sur b — F. Donc f et
f' coincident sur ¢(a,b) = (a+F)n(b—F). O

2.5. Isométries préservant le type des segments.

LEMME 2.15. Soit g une application d’une partie B de A dans A isométrique,
préservant le type des segments. Alors pour tous points a, b dans B, application g
coincide sur (lintersection avec B de) 'enveloppe convexe de Weyl de {a,b} avec
tout appartement marqué f tel que f(a) = g(a) et f(b) = g(b).

PREUVE. Supposons pour simplifier que le vecteur b — a est dans la chambre
de Weyl fermée fondamentale C et soit F la facette vectorielle ouverte de C le
contenant. Soit ¢ un point de B dans ¢(a,b), c’est-a-dire tel que les vecteurs ¢ — a
et b — ¢ sont dans F. Notons z, y et z les images de a, b et ¢ par ¢g. D’apres le
lemme 1.18, le segment [y, z] admet une subdivision finie yo = ¥y, y1,..., Ym = 2
dont chaque sous-segment est inclus dans un appartement contenant 2. On suppose
m minimal.

Soit f un appartement marqué tel que z = f(a), y = f(b) et y1 = f(b1) avec
by € A. On a Ofy,y1] = AO[y, z] avec X €]0,1], donc le segment [b, by] est de type
AO[b, c]. De plus <4(a,b1) = <y (z,2) < y(z, 2) = < (a,c).

Or pour tous vecteurs u,v de F, il n’est pas difficile de voir que v est 'unique
vecteur de Wuv tel que <t(u,v) est minimal.

On a donc nécessairement que by — b = A(c — b) et donc que by est le point
correspondant & y; sur le triangle de comparaison a, b, ¢ pour le triangle x,y, z de
A.

Si m > 1, en appliquant ce méme raisonnement & un appartement marqué
f'tel que z = f'(a), y1 = f'(b) et yo = f'(b2) avec bo € A, on obtient que
by — by = Aa(c— by) avec A2 €]0, 1], donc que by € O(a,by). Donc, comme f et f'
coincident sur ¢(a,by), on a f(by) = ya2, ce qui contredit la minimalité de m. On a
doncm=1,y1 =2, A=1et by =¢, dou f(c) = 2, ce qui conclut. O

COROLLAIRE 2.16. Une application g de A dans A est une isométrie préservant
le type des segments si et seulement si g est une limite inductive d’appartements

marqués, c’est-a-dire qu’elle coincide avec un appartement marqué sur toute partie
bornée de A.

PREUVE. Soit B une partie bornée de A. Il existe a et b dans A tels que leur
enveloppe convexe de Weyl ¢(a,b) contient B. Si g est une isométrie préservant
le type des segments, elle coincide avec un appartement marqué sur ¢(a,b) par la
proposition ci-dessus, donc sur B. O
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2.6. Le systéeme maximal d’appartements.

PROPOSITION 2.17. Soit (A, A) un immeuble affine modelé sur (A, W). Il exis-
te un unique systéme d’appartements A contenant A et mazimal pour 'inclusion. Il
est formé de toutes les applications g de A dans A qui sont des isométries préservant
le type des segments, ou, de maniére équivalente, des limites inductives d’éléments

de A.

PREUVE. Il est clair que tout systeme d’appartements contenant A est formé
d’isométries de A dans A préservant le type des segments, donc inclus dans A.
Montrons que (A, .A) est bien un immeuble affine. Les axiomes (A1) et (A2) et
les propriétés (A3’) et (GG) sont aisément vérifiés, car les éléments de A sont des
limites inductives d’éléments de A, donc par définition coincident avec un élément
de A dans tout borné de A. Montrons la propriété (CO), ce qui conclut d’apres le
théoreme 1.21.

Soient C' et C" deux chambres de Weyl de (A, A), de méme sommet z, opposées
en z. Soient f et f’ dans A tels que C = f(a+C),C' = f'(a—C) et f(a) = f'(a) =z
avec a € A. Soient b dans C et n un entier. Soit g, dans A tel que g,(a + nb) =
fla+nb) =yp et go(a—nb) = f'(a —nb) =y),. Comme C et C' sont opposées en
x, le point x est le milieu du segment joignant y, a y,,, donc, par ’axiome (A2),
gn(a) = z. Comme f et f' sont des isométries préservant le type des segments, par
le lemme 2.15, on a que g, coincide avec f sur ¢(a, a+nb) et avec f' sur O(a—nb, a).
De plus, pour tout p > n, on a que g, coincide avec g, sur B, = ¢(a —nb,a + nb).
Toute partie bornée de A est incluse dans B,, pour n assez grand, donc la suite
(g9») admet une limite inductive g € A qui coincide avec f sur a + C et avec f' sur
a — C, ce qui conclut. [l

PROPOSITION 2.18. Le systéme d’appartement est mazimal si et seulement si
tout rayon géodésique et toute géodésique est contenu dans un appartement.

PREUVE. Soit A’ un systeme d’appartements contenant A4 et f € A’. Soit
v € C. Si la géodésique t — f(tv) est contenue dans l'image d’un appartement
marqué g de A, qu'on peut choisir égal & f sur Rv par les axiomes (Al) et (A2)
pour A’, alors f et g coincident sur {(—twv, tv) pour tout ¢ (par la proposition 2.14),
donc sur A, et f € A, ce qui prouve une des deux implications.

Supposons que le systeme d’appartements est maximal. Comme deux chambres
de Weyl opposées en un point sont contenues dans un méme appartement, il suffit
de le montrer pour un rayon géodésique r : [0,+oo[ —> A. Notons z = r(0), et
pour tout n entier y, = r(n). Soient a dans A et b = O[xz,y,] dans une facette
ouverte F de la chambre de Weyl fondamentale C. Alors, pour tout n, il existe un
appartement marqué f, tel que f,(a + nb) =y, et fn(a) = z. Par le lemme 1.13,
on peut méme choisir f,, coincidant avec f; sur a — D, ou D est la réunion des
chambres de Weyl vectorielles fermées de A contenant la facette —F.

Pour tout p > n, on a alors que f, coincide avec f, sur I’enveloppe convexe B,,
de a + nb et a — D dans A. Toute partie bornée de A est incluse dans B,, pour n
assez grand, donc la suite (f,,) admet une limite inductive f, qui est un appartement
marqué car le systeme d’appartements est clos par limite inductive. L’image de f
contient z et y, pour tout n, donc le rayon r. [l

Rappelons que le bord 0A de A désigne la spheére unité de A, munie de la
distance angulaire (qui s’identifie au bord de A comme espace métrique CAT(0)),
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et 0 'application canonique de ’espace vectoriel A privé du vecteur nul dans QA.
Rappelons également que le complexe simplicial A> est marqué par le type O :
A® — 5%, ol T est I'ensemble des bords OF des facettes F non réduites a
{0} de la chambre de Weyl vectorielle fondamentale C.

La réalisation géométrique modelée sur (A, W) de I'immeuble sphérique com-
binatoire abstrait A® est l’ensemble X = {(f,z); f € A®, z € O(f)}, muni
de P'unique distance faisant des injections canoniques A — X induites par les
appartements de A des isométries.

On notera que cette réalisation géométrique est la méme que la réalisation
géométrique standard du complexe simplicial A* (voir par exemple [Ron]) si et
seulement si (A, T¥) est essentiel (n’a pas de facteur trivial). Dans le cas contraire,
on prendra garde que les chambres de cette réalisation géométrique ne sont pas des
simplexes sphériques, mais leur joint sphérique avec la sphere bordant le facteur
trivial de A, la réalisation géométrique elle-méme étant alors le joint sphérique de
cette sphere triviale et de la réalisation géométrique standard.

L’axiome (A4) et la proposition ci-dessus entrainent le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.19. Soit (A, A) un immeuble affine modelé sur (A,W). No-
tons 0o A le bord de A comme espace métriqgue CAT(0) (voir paragraphe 2.8). La
réalisation géométrique modelée sur (A, W) de limmeuble sphérique A & Uinfini
de A est isométrique au sous-espace (convexe) de O A , formé par les extrémités
des rayons contenus dans un appartement, muni de la distance induite par la dis-
tance de Tits (voir par ezemple [BrHa)] pour sa définition) sur OsoA.

Dans le cas ot le systéme d’appartements est maxzimal, le bord de A comme
espace métrigue CAT(0) est donc la réalisation géométrique modelée sur (OA, W)
de limmeuble sphérique A™>. O

2.7. La définition de Kleiner-Leeb. B. Kleiner et B. Leeb ont développé
dans [K1Le] une définition géométrique des immeubles affines complets. On donne
ci-dessous leur définition, légerement modifiée pour englober le cas non complet.

DEFINITION 2.20. Soit A un espace métrique CAT(0) vérifiant la propriété
suivante: de tout point est issu un rayon géodésique asymptote & un rayon donné.
Soit A une collection invariante par précomposition par W d’isométries de A dans
A appelées cartes, dont les images sont appelées appartements. On dit que (A, .A)
est un immeuble affine au sens de Kleiner-Leeb modelé sur (A, W) si les propriétés
suivantes sont vérifiées.

(EB3): Tout segment, rayon géodésique et géodésique est contenu dans un

appartement.

(EB4): Les changements de cartes sont induits par des éléments de W.

En particulier (A, A) vérifie donc les axiomes (A1),(A2) et (A3) de la section
1.2, et le type © des segment est bien défini (cf. paragraphe 1.3.1). On requiert
pour tous z, y, z dans A que

(EB2) Rigidité des angles.: L’angle <, (y, z) est dans I’ensemble fini, noté

D(©]z,y], 0|z, 2]), des valeurs prises par l’angle entre un vecteur de A de
méme type que le segment [z,y] et un vecteur de A de méme type que le
segment [z, z].

PROPOSITION 2.21. La paire (A, A) est un immeuble affine au sens de Kleiner-
Leeb si et seulement si c’est un immeuble affine au sens de Tits avec A mazimal.
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PREUVE. Soit (A, A) un immeuble affine, avec A maximal. Alors par définition
de la métrique canonique d sur A (voir 1.2), les appartements marqués sont des
isométries et A est alors un espace métrique CAT(0) (cf. Prop. 2.10). Montrons
que de tout point y est issu un rayon géodésique asymptote & un rayon r donné.
Par la proposition 2.18, le rayon r est inclus dans un appartement donc de la forme
t— f(a+tv) avec f € A, a € A et v dans une facette F de C. Par le corollaire 1.9,
il existe une facette de sommet y asymptote a la facette f(a + F), donc (voir Prop.
1.5) f' € Aet a' € A tels que la distance entre f(a + -) et f'(a’ +-) est bornée sur
F. Le rayon t — f'(a’ + tv) est donc asymptote a r, donc convient.

Comme deux segments issus de x ont des sous-segments issus de = contenus
dans un méme appartement (par la propriété (GG)), 'axiome (EB2) est clair, et
Paxiome (EB3) est vérifié d’apres I'axiome (A3) et la proposition 2.18.

Donc A est bien un immeuble affine au sens de Kleiner-Leeb.

Si A est un immeuble affine au sens de Kleiner-Leeb, on a les axiomes (A1),
(A2) (car les appartements sont des convexes fermés de A) et (A3). Si (A, A) est
un immeuble affine au sens de Tits, alors A est nécessairement maximal d’apres la
proposition 2.18.

D’apres le théoreme 1.21, il suffit de voir que les propriétés (CO) et (GG)
sont vérifiées. Cela découle des lemmes suivants de [K1Le], dont les démonstrations
n’utilisent que les propriétés énoncées dans la définition ci-dessus.

LeEmME 2.22. [KlLe, Lemma 4.1.2] Deux segments issus d’un point x ont des
sous-segments non triviauz issus de x bordant un triangle plat (si ces deur segments
sont opposés, ce triangle est dégénéré) . O

L’espace 6, A des directions en 2 de A comme espace métrique CAT(0) (voir
section 2.3), muni de la distance angulaire <, est donc égal & ’espace des germes
de segments issus de z. On a une application canonique 6, : A — {z} — §,A qui
a y associe le germe du segment Tgy.

LeMME 2.23. [KlLe, Lemmas 3.4.1, 3.4.2] Si C est une chambre de Weyl
ouwverte de A de sommet x, alors son image par §, est un ouvert de 6, A.

Deux chambres de Weyl C et C' de méme sommet x ont leurs images par 0,
disjointes ou égales . O

Notons que, comme une chambre de Weyl est I’enveloppe convexe de ses facettes
de dimension 1, qui sont des rayons géodésiques, en nombre fini, deux chambres de
Weyl de sommet z qui ont méme image par J,, ont méme germe en z (i.e. coincident
sur un voisinage de ).

Montrons maintenant que la propriété (CO) est vérifiée. Soient C' et C' deux
chambres de Weyl de sommet z, opposées en z. Soit p une géodésique telle que
p(0) =z, p(RY) C C et p(R™) C C'. D’apres (EB3), il existe un appartement A
contenant p. D’apreés le lemme suivant, A contient nécessairement C et C’, ce qui
conclut.

LEMME 2.24. Deux chambres de Weyl ouvertes C et C' de méme sommet x,
contenant un méme rayon géodésique r issu de x, coincident.

PREUVE. L’intersection C' N C est convexe et fermée dans C et contient r.
Pour tout y dans cette intersection, notons C), et Cj les sous-chambres de Weyl
respectives de C et C' de sommet y et r, le rayon de C paralléle & 7 issu de y, qui est
inclus dans C N C" par convexité. D’apres le lemme 2.23 ci-dessus, les chambres de
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Weyl ouvertes C) et CzI/’ qui contiennent r,, ont méme germe, donc coincident sur

un voisinage de y. Par conséquent C' N C ' contient un voisinage de y par convexité,
donc c’est un ouvert. On en conclut que C' = C". O

Montrons enfin que la propriété (GG) est vérifiée (on reprend les arguments
de la démonstration de [KlLe, Prop. 3.5.1]). Soient C' et C’ deux chambres de
Weyl ouvertes de sommet z, et y et z deux points respectifs de C et C'. D’apres
le lemme 2.22, on peut supposer que le triangle z, y, z est plat. On peut supposer
que <,(y,z) < 7 (quitte & changer z). L’image par ¢, du segment [y, z] est alors
un segment géodésique o de §, A pour la distance angulaire <.

Comme le germe de chambre 6,C" est un ouvert (par le lemme 2.23), il contient
o au voisinage de d;z. On peut donc prolonger o dans un germe d’appartement
contenant ¢,,C’ en une géodésique, jusqu’a un point §,y’ tel que <. (y,y') = 7. Soit
A un appartement contenant le segment [y, y']. D’apres le lemme 2.23 ci-dessus, I’ap-
partement A contient un germe de C. Comme d,C est un ouvert de d, A, il contient
0,2 pour z' €ly,z] suffisamment proche de y. Donc 6, A contient la géodésique
0:([2',9']) qui contient d,z par unicité de la géodésique entre deux points de §, A a
distance angulaire strictement inférieure a 7.

Donc A contient §,C’ par le lemme 2.23, ce qui conclut. O

On suppose désormais que le systeme d’appartements de A est maximal. La
proposition suivante et le principe de sa démonstration sont extraits de [K1Le].

ProprosiTiON 2.25. [KlLe, Prop. 4.6.1, Corollary 4.6.2] Tout sous-espace E
totalement géodésique, euclidien, de A est inclus dans un appartement. Les appar-
tements sont donc les sous-espaces totalement géodésiques euclidiens de dimension
mazimale. Une isométrie de A envoie donc un appartement sur un appartement.

PREUVE. Soient x un point de F et ¢ une géodésique de E d’origine z telle que,
si u € C est le type du segment [c(0),c(1)], la dimension de la facette vectorielle
ouverte F de A contenant u est maximale. Soit £ ’angle minimal dans A entre le
vecteur u et la réunion des facettes vectorielles fermées de A de dimension inférieure
ou égale a celle de F, différentes de F. On a £ > 0.

Soit A un appartement contenant c. L’intersection de A et de E est un convexe
fermé dans A et dans E. Soit r un rayon de F issu de z tel que ’angle en z entre
r et ¢ est strictement inférieur & . Montrons que r est inclus dans A.

Supposons qu’au contraire, I’ensemble des réels positifs ¢ tels que r(t) est dans
A, qui est un intervalle fermé de Ry contenant 0, est de la forme [0, s] avec s fini
(éventuellement nul). Soit ¢ la géodésique de E parallele & ¢, issue de r(s). Comme
¢’ est incluse dans ’enveloppe convexe fermée de r(s) et ¢ dans ’espace euclidien
E, elle est également incluse dans A. On en déduit que le type dans C du segment
[¢'(0),c'(1)] est u. Comme E est euclidien, Pangle en r(s) entre r et ¢’ est égal &
I’angle en z entre r et ¢, donc strictement inférieur & . Les rayons r et ¢’ sont
initialement contenus dans un appartement. Il existe donc un appartement marqué
f, un vecteur v unitaire de A et un réel strictement positif 5, tels que f(0) = r(s),
flnu) = '(n) et f(nv) = r(s +n). Soit F' la facette vectorielle de A contenant v.
Comme v est de méme type dans C que le segment [r(0),(1)], la dimension de
F' est inférieure ou égale a celle de F d’apres ’hypothese faite sur ¢. Or Pangle
dans A entre u et v est strictement inférieur & . On en déduit que F' = F, par
définition de €, donc que nv appartient a F. Or I’enveloppe convexe de Weyl de la
droite Ru de A est égale au sous-espace vectoriel engendré par F. Par conséquent
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limage de nv par f, qui est (s + n), appartient a tout appartement contenant ¢’
(par la proposition 2.14), donc dans A, ce qui est impossible.

Nous avons donc obtenu que A contient la géodésique ¢ et le cone ouvert de E
de sommet z, centré sur le rayon ¢(Ry) et d’angle ¢ > 0, donc A contient E tout
entier par convexité. ([l

Rappelons qu'un immeuble combinatoire est dit épais si chacune de ses facettes
de codimension 1 borde au moins 3 chambres distinctes.

Une géodésique de A est dite réguliére (resp. singuliére) si son type de direction
est dans lintérieur (resp. dans le bord) de la chambre de Weyl vectorielle fermée
fondamentale C de A. Une géodésique réguliere est contenue dans un unique ap-
partement de A (cela résulte de la proposition 2.14). Si A* est épais, la réciproque
est vraie, comme le montre la proposition suivante.

PROPOSITION 2.26. L’immeuble sphérique a l'infini A est épais si et seule-
ment si les géodésiques réquliéres sont exactement celles qui sont contenues dans
un unique appartement de A.

PREUVE. Si toute géodésique singuliere est contenue dans au moins deux ap-
partements distincts de A, alors tout mur de A est contenu dans au moins deux
appartements distincts de A*°, donc borde au moins 3 demi-appartements distincts,
ce qui entraine que A est épais.

Réciproquement, supposons 'immeuble sphérique a l'infini A épais. Toute
géodésique singuliere r est contenue dans un mur M de A contenu dans un appar-
tement A. Le bord & l'infini M (c0) de M est un mur de 'immeuble sphérique épais
A% donc il existe un demi-appartement & 'infini A bordé par M (co) non inclus
dans l'appartement & Uinfini A(co). Soient a1 et as les deux demi-appartements
de A(oo) bordés par M(co). Pour i = 1,2, soit A; 'appartement de A de bord
a l'infini appartement a; U h de A*. L’axiome (A5) entraine que l'un des deux
appartements A;, A (distincts de A) contient le mur M, donc la géodésique r. O

PROPOSITION 2.27. Supposons l'immeuble sphérique d Uinfini A épais. Alors
toute isométrie de A préserve les chambres de Weyl.

PREUVE. Soit g une isométrie de A. D’apres la proposition 2.25, I'image d’un
appartement par g est un appartement. Par conséquent, comme A est épais, la
proposition 2.26 entraine que g préserve les géodésiques singulieres.

Soit A un appartement de A. Les chambres de Weyl de A de sommet un point
2z donné sont les composantes connexes du complémentaire dans A de la réunion
des géodésiques singulieres de A passant par z. On en déduit que I'image par g
d’une chambre de Weyl de A est une chambre de Weyl de I’appartement g(A4). O

3. Construction de I'immeuble de GL,(F).

La lettre F désigne un corps muni d’une valuation v : F* — R & valeurs réelles.
On note |.| = exp(—v(.)) la valeur absolue ultramétrique sur F associée & v et A
le sous-groupe additif de R formé par les valeurs prises par la valuation. Le corps
F est muni de la topologie induite par la valeur absolue. On note O 'anneau de
valuation de F, défini par O = {a € F, |a] < 1}. On note V un espace vectoriel sur
F de dimension finie n, muni de la topologie induite par celle de F. On note PV
Pespace projectif de V. On note ¥,, le groupe des permutations de {1,..., n}.
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3.1. Normes ultramétriques. Dans cette section, apres avoir donné les dé-
finitions de base autour des normes ultramétriques, nous montrerons quelques
résultats techniques sur ces normes qui serviront & vérifier les axiomes pour I'im-
meuble de GL, (F).

DEFINITION 3.1. On dit qu’une application  : V — R, est une norme
ultramétrique sur V si elle vérifie

— n(v) =0 si et seulement si v = 0.
— n(av) = |a|n(v) pour tous a € Fet v € V.
- n(u + v) < max (n(u),n(v)) pour tous u,v € V.

On note N ’ensemble des normes ultramétriques sur V. On définit un ordre
partiel sur les normes ultramétriques par

n < n' si et seulement si n(v) < n'(v) pour tous v € V.

Le groupe G = GL(V) agit naturellement sur l’ensemble A" des normes ultra-
métriques par précomposition, avec g.n = no g_1 pour tout g dans G et pour toute
norme ultramétrique 7.

Soit F = (Vi, ..., Vin) une décomposition de V', c’est-a-dire une suite de sous-
espaces vectoriels non nuls de V telle que V = @:’;1 Vi. On dit qu’une norme
ultramétrique n est adaptée a la décomposition F de V si n(v; + -+ + o) =
Sup;—y_, N(v;) pour tous vy € Vi,..., v, € Vi,. Dans ce cas 1 est bien siur
également adaptée a toute permutation de la décomposition F, et pour toute nor-
me ultramétrique ', on a alors ' < 5 si et seulement si ' < 5 en restriction &
chaque V; pour tout entier ¢ compris entre 1 et m. Si ; est une norme ultramétrique
sur V; pour ¢ = 1,..., n, alors il existe une unique norme ultramétrique n sur V
adaptée a la décomposition F coincidant avec n; sur V; pour tout entier 2 compris
entre 1 et m.

Si m = n, alors F est un simplexe de PV (n points en position générale)
et on dit que F est une croiz de V. Soit £ = (e1,..., e,) une base de V. Si
F = (Fey,..., Fe,), on dit que £ est une base de F et que F est la croix associée a
£. On dit que la base & est adaptée a une norme ultramétrique 7 si la croix associée
a & lest, c’est-a-dire quand pour tous aq,..., a, € F on a

n
U(Zaiei)Z sup |a;|n(e;).
i—1 i=1l..n

Pour toute norme ultramétrique n’, on a alors ' < n si et seulement si
w(e) <mle)  Vie{l...n}

On dit qu’une norme ultramétrique n est adaptable s’il existe une base de V
adaptée a 1. Dans le cas ol le corps F est localement compact, toutes les normes
ultramétriques sont adaptables (voir [Golw]).

REMARQUE. Le vocabulaire utilisé est 1égerement différent de celui de [BrTi2].
Les normes de [BrTi2] correspondent aux logarithmes de nos normes ultramétri-
ques, et nos termes “adaptée”, “adaptable” correspondent aux termes “scindée”,
“scindable” de [BrTi2].

LEMME 3.2. Soient n une norme ultramétrique adaptable, et £ = (e1, ..., en)
une base de V adaptée an. Soit g € G de matrice (9;5)1<i,j<n dans la base . Alors
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on a
1) 951 < WD vije 1)
et
(2) |det g] ﬁn( ﬁ n(ge;)-
i=1 j=1
PrREUVE. Comme 7 admet ey, ..., e, pour base adaptée, on a

n(ge;) =n(>_ gijei) = sup |gijln(es) Vi€ {l,... n}
d’ott (1). Alors pour toute permutation o € ¥,,, on a

] 177(9 i)
H |90(J | < n(e:)

d’ou (2), car detg = Y €(o) H 9o(j); et donc

ocEX,

H;'L:1 n(ge;)

(3) |det g| < sup 9o(i)i| < -
H | G Hi:1 n(e:) 0

oEX 7 =1

COROLLAIRE 3.3 (Changement de base adaptée.). Soient £ et &' deux bases de
V et g € G tel que g€ = E'. Alors il existe une permutation o dans ¥, telle que
pour toute norme ultramétrique n adaptée a la fois ¢ € et a £' on a

(4) [In(ed) = Idet gl [T n(e:)
et
(5) 77(63) = |go(j)j| n(eo(j)) v.] € {17 s ,TL}.

PREUVE. Soit 7 une norme ultramétrique adaptée & £ et & £'. On applique le
lemme 3.2 4 € et g puis & £’ et g~!, et on obtient (4). Par conséquent, les inégalités
de (3) sont des égalités, en particulier on a |detg| = sup |l_[]'ga(j)j , et il existe

oEX,

donc une permutation o telle que

n n 77 e[,
1T l90Gys] = Idet gl = TT ( ].)

Vie{l,...,n}.
i i1 1(es(h)
Or d’apres (1), on a |ga(] | < n?(e’)) pour tout j, d’ou I’égalité pour chaque j,
c’est-a-dire (5). O

COROLLAIRE 3.4 (Stabilisateur d’une norme ultramétrique). Soit n une nor-
me ultramétrique adaptée a une base £ de V. Un élément g de G fixze n si et
seulement si

~—

n(e;
(ei)

max {|gi;] , |97 |} < Vi,je{l,...,n}

B
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ou, de maniére équivalente

n(e;)
n(ei)

ot (i) et (g¥7) sont les matrices respectivement de g et de g=' dans la base &.

|det g| =1 et |gs5] < Vi,je{l,...,n}

PREUVE. Comme & est adaptée & 7, on a n < g.n si et seulement si g='.n < p
si et seulement si n(ge;) < n(e;) pour tout entier j compris entre 1 et n. Or
n(ge;) = sup |gij|n(e;) pour tout entier j compris entre 1 et n, donc n < g.n si

i=1l...n

et seulement si e
n(e; .
| < Vi,j € {1,...,n}.
|gl]| — n(ez) J { }
De plus, si g conserve n, alors |det g| = 1 d’aprés (4) appliqué & &' = ¢g€. Enfin,

supposons que |det g| = 1 et que pour tous 4, j on a |g;;| < ZE?; Soient i et j deux

entiers compris entre 1 et n. Alors, comme g/ est égal, au signe pres, au déterminant
de la matrice extraite de la matrice (g;j)1<;,j<n Obtenue en supprimant la ligne j

. ii Hk¢i n(ex) _ n(ej)
et la colonne i, on a |9“| < [Tz nler) — mles)” -

3.2. Définition de I’'immeuble de GL(V). On dira que deux normes ultra-
métriques n et ' sont homothétiques s'il existe un réel strictement positif r tel que
n' = rn. On appelle classe (d’homothétie) de n et on note [n] 'ensemble des normes
ultramétriques homothétiques a 7.

Normalisation: On fixe un déterminant det sur V" (i.e. une forme n-linéaire

alternée non nulle sur V). Remarquons que pour toute base £ = (ey,..., e,) de
V, la base (ﬁel, ey en) est de déterminant 1. Soit  une norme ultramétri-
que adaptable. Soit (eq, ..., e,) une base adaptée a n, de déterminant 1. D’apres

Pégalité (4) du corollaire 3.3, la quantité

vol(n) = ITizim(e:)
qu’on appellera le volume de 7, est indépendante du choix de la base (ey,..., ey)
de déterminant 1 adaptée a n (car la matrice de passage d’une telle base & une autre
est de déterminant 1). On a vol(rn) = r™vol(n) pour tout réel strictement positif r.
Donc pour toute norme ultramétrique adaptable n, il existe une unique norme ultra-
métrique homothétique 4 7 de volume 1. On a également. vol(g.n) = |det g|~" vol()
pour tout g € G.

3.2.1. Points et action de G. On considere ’ensemble A des classes d’ho-
mothétie des normes ultramétriques adaptables sur V', qu’on peut représenter par
I’ensemble des normes ultramétriques adaptables de volume 1.

On appelle norme ultramétrique associée & une base £ = (e1,..., e,) de V, et
on note n¢, 'unique norme ultramétrique sur V' adaptée a la base £ et valant 1 sur
€ (i.e.ona nf(ilaiei) = Sup;_;..., |ai| pour tous ay, ..., a, € F). Remarquons que
ces normes ultzramétriques sont, exactement les normes ultramétriques adaptables
a valeurs dans I’ensemble des valeurs possibles de la valeur absolue sur le corps
de base F. Les classes d’homothéties de ces normes ultramétriques sont appelées
sommets de A. Si la valuation n’est pas surjective, il existe des points dans A qui
ne sont pas des sommets.

L’action naturelle du groupe G = GL(V') sur I’ensemble des normes ultramétri-
ques induit une action de G sur l’ensemble A. Le centre Z(G) = {ald, a € F*} de G
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agit trivialement sur A, donc ’action se factorise a travers la projection canonique
p: G — PG =PGL(V) =G/ Z(G).

On a g.ng = nye pour tout g dans G. Le groupe G agit donc transitivement sur
Pensemble des sommets de A (car transitivement sur les bases de V).

Un élément g de G de déterminant de valeur absolue 1 fixe un point [n] de
A si et seulement s’il fixe la norme ultramétrique n (car g conserve le volume des
normes ultramétriques) ou, de maniére équivalente, si pour tous 4,5 € {1,... ,n} on

a lgy] < 2
En particulier, I’élément g fixe le sommet [1s] associée a la base & si et seulement si
sa matrice dans la base & est dans GL,(O). Si un élément g de G, de déterminant
quelconque, fixe le sommet [ng], alors il existe a dans F* tel que ne o g% = |a|ne
(car ne est & valeurs dans ’ensemble des valeurs possibles de la valeur absolue sur
F). On a alors que ag conserve 7¢, donc ag appartient & GL,(0). On a donc que
Stabpg[ng] = PGLn(O)

3.2.2. Appartements. Soit n une norme ultramétrique adaptée a une croix F =
(Vi,..., V4). On considere 'application ¢, r de R” dans ’ensemble des normes
ultramétriques qui & un n-uplet (aq, ..., ay) associe 'unique norme ultramétrique
n' adaptée a la croix F telle que ' = e~ %n sur V; pour ¢ = 1...n. L application
¢n,F est injective et passe au quotient en une application injective fj,) » de A =
R" /e (1,...,1) dans A, ne dépendant que de la classe de 77, appelée appartement marqué
passant par x = [n] associé a la croix F. L'image de fj,;,» dans A est I’'ensemble
des classes des normes ultramétriques adaptées & F. Elle est appelée appartement
associé a la croix F et notée Ax. On note A I’ensemble des appartements marqués.

Pour tout élément g de G, on a g.fiy). 7 = fig.n],¢F donc G conserve le systéme
d’appartements marqués et agit transitivement sur les appartements (non marqués)
(car G agit transitivement sur les croix de V). Si g permute les sous-espaces vecto-
riels d’une croix F, alors g stabilise ’appartement associé.

Si & = (e1,..., ep) est une base de V', on note Fg = (Fey, ..., Fey) la croix
associée a £. On note ¢g = ¢y, 7. et fe I'appartement marqué f,, 7, induit, dit
associé a £. Notons que si a € G a pour matrice dans la base £ la matrice diagonale
Diag(a1,... ,a,), alors a.ng = ¢g(loglai],... ,loglas]). On a g.fe = fye pour tout
g dans GG, donc G agit transitivement sur les appartements marqués associés aux
bases de V' (qui sont exactement les appartements marqués passant en 1’origine par
les sommets de A).

Les sommets de A qui sont dans l'appartement associé a une croix F sont
exactement les images par 'appartement marqué associé a une base £ de la croix
F des points de A = R" /g(1,..., 1) provenant de A", ol A est le sous-groupe additif
de R formé par les valeurs prises par la valuation de F. Si la valuation est discrete
(resp. dense), ’ensemble des sommets est discret dans chaque appartement (resp.
dense). Si elle est surjective, alors tout point de A est un sommet, et en particulier
G agit alors transitivement sur A.

3.2.3. Points fizes dans un appartement.

, 0t (g4j)1<4,j<n €st la matrice de g dans la base £ (cf. Corollaire 3.4).

PROPOSITION 3.5. Soit g un élément de G tel que |det g| = 1. Soit £ une base
de V. L’ensemble des points fizes de g dans l’appartement associé a £ est l'image
par fe du polyédre de Weyl de A suivant,

(6) {a€e Al Vi,je{l,... ,n}, aj —a; <v(gi)}

0t (gij)1<i,j<n est la matrice de g dans la base E.
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PREUVE. Soit @ € A. On a g.fs(a) = fe(a) si et seulement si g.¢g () = pe(a)
(car g conserve le volume des normes ultramétriques) si et seulement si

Oéj—OéiSU(gij) VZ,]E{].,,TL}

d’apres le corollaire 3.4. O

On peut en déduire en particulier qu’un élément g de G de déterminant 1 fixe
I'appartement associé & une croix F de V point par point si et seulement si la
matrice de g dans une base £ de F est diagonale.

Comme une partie de A de la forme {a € A| Vi,j € {1,... ,n}, aj —a; < N\ij},
non vide, avec A;; dans A = v(F*) ou A;; = 400, contient nécessairement un élément
de [A™], nous pouvons déduire de cette proposition qu’un élément (et méme un sous-
groupe de type fini) de G de déterminant de valeur absolue 1 qui fixe un point fixe
nécessairement aussi un sommet, et, dans une base de V', sa matrice appartient
donc & GL,(O).

3.2.4. La structure modéle. L’espace A = R"” /R(L...,l) est muni d’une structure
naturelle d’espace vectoriel euclidien. On l'identifiera a ’orthogonal dans R” de la
droite R(1,... ,1), c’est-a-dire le sous-espace formé des (a1,..., a,) dans R tels
que Sa; = 0. Les restrictions & A des permutations de la base canonique de R™
forment un sous-groupe fini d’isométries vectorielles de A, qui est engendré par des
réflexions (les restrictions des transpositions). On le note W, il est irréductible. Soit
W le groupe de toutes les isométries affines de A de partie vectorielle dans W.

Nous allons montrer que la paire (A, A) vérifie les axiomes (A1), (A2) et (A4)
de la section 1.2 et la propriété (A3’) définie en section 1.6, avec (A, W) comme
ci-dessus. D’apres le théoreme 1.21, I’ensemble A, muni du systeme d’appartements
marqués A (qui est clairement couvrant), est alors un immeuble affine modelé sur
(A, W).

REMARQUE. En se restreignant aux appartements marqués associés a une base,
on peut prendre plus précisément le groupe W engendré par W et le sous-groupe
des translations de A de vecteur dans A" /g1, 1)-

3.3. Vérification de ’axiome (A1l). Montrons que le systéeme d’apparte-
ments marqués A est invariant par précomposition par W. Ceci découle du lemme
suivant.

LEMME 3.6. Soit n une norme ultramétrique sur V adaptée a une croiz F =
Vi, ..., V). Soit w un élément de W.

St w est une translation de A de vecteur a, alors l'application fi,; 7 o w est
Uappartement marqué passant en lorigine par fiy r(a) associé d la croiz F.

Siw fize 0, alors application f,; 7 ow est 'appartement marqué passant par

[n] associé a la croixz F' = oF = (Va(l)a--- , V,(n)) obtenue par permutation de
la croiz F, ot o est la permutation de {1,..., n} telle que w: (A1,..., Ap) —
(Aafl(l)a R )\0—1(”)) .

PREUVE. Soit A = (A1,..., A,) dans A. On note v la norme ultramétrique

¢n,7(w(N)), qui est adaptée & F.
Dans le premier cas w(A) = A+ « et on note ' la norme ¢, »(«). Pour tout i,
en restriction a V; on a

—(Aitai) =i

v=e n=e ‘¢ nzeikiﬂlz‘lﬁn’,f(k)-
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Donc les normes ultramétriques v et ¢,/ x(X), égales en restriction a chaque sous-
espace V; d’une croix adaptée commune F, sont égales.
Dans le deuxieme cas, pour tout i, en restriction a V;(;), on a

v = @_w()‘)v(i)r] = ei’\a’l(v(i))n = 6_)\i7] = ¢777]'—' (A)

La norme ultramétrique v étant adaptée & F', car adaptée & F, les normes ultramé-
triques v et ¢y, 7 (A), égales en restriction & chaque sous-espace d’une croix adaptée
commune F', sont égales. O

3.4. Vérification de 1’axiome (A2). Montrons que (A, A) vérifie ’axiome
(A2). Soient f et f' deux appartements marqués dont les images ont au moins
un point commun. On considére I’ensemble I = f'~! (f(A) N f'(A)). Montrons que
I est un polyedre de Weyl de A, donc en particulier un convexe fermé, et que
flo f’lI est la restriction d’un élément de W.

Quitte & précomposer f et f' par des éléments de W, on peut supposer que
f=fcet ff=feou&=(e,...,en)etE =(e,..., el) sont deux bases de V.
Soit g € G tel que g€ = &'. D’apres le corollaire 3.3, il existe une permutation o
telle que pour toute norme ultramétrique n adaptée & £ et £', on a pour tout j

1(€}) = |90y 1(ea(s))-

Quitte & permuter les éléments de &£’ et a diviser e; par g; (ce qui revient a
précomposer f et f' par des éléments de W), on peut supposer que ¢ = Id et
que g; = 1 pour tout i. Soit 7 une norme ultramétrique adaptée & £. Alors n est
adaptée & £' si et seulement si g.n = 1. En effet, si n est adaptée 3 £, i.e. si g~ '.nest
adaptée & £, alors comme g~'.n(e;) = n(e;) pour tout j, les normes ultramétriques
g 1. et n, adaptées & une méme base et coincidant sur les vecteurs de cette base,
sont égales.

Donc f(I) = f(A) N f'(A) est exactement ’ensemble des classes des normes
ultramétriques adaptées & £ et fixées par g. En utilisant (6) appliqué & f = fe, on
en déduit, que T est un polyedre de Weyl de A. On a f'~ "o f; = f~'g7 " f; =1d,
car g vaut identité sur f(I).

Ceci conclut la vérification de ’axiome (A2). O

3.5. Vérification de ’axiome (A4). Par définition, une chambre de Weyl
de A de sommet z est I'image par un appartement marqué fp,) = avec [n] = = d’une
chambre de Weyl vectorielle de A, qu’on peut supposer étre AT = {(ay,..., a,) €
Al ag > -+ > ap}. On notera cette chambre de Weyl C;; 7. On notera Cg la
chambre de Weyl fg(A™), dite associée & la base £. On a g(Cg) = Cye pour tout
g de G, donc G agit transitivement sur les chambres de Weyl de la forme Cg, qui
sont exactement les chambres de Weyl de A de sommet un sommet. Il est facile de
déduire de la proposition 3.5 la proposition suivante.

ProPOSITION 3.7 (Fixateur d’une chambre de Weyl). Un élément g de déter-
minant de valeur absolue 1 de G fize point par point la chambre de Weyl Cpyy 7 si
et seulement si la matrice de g dans une base £ de F est triangulaire supérieure et
vérifie de plus |gi;| < ZEZ’)) pour tous 1 < i < j <n.

En particulier, sin = ne, l’élément g fize point par point la chambre de Weyl C¢
si et seulement si sa matrice dans la base £ est triangulaire supérieure, 4 cefficients
de valeur absolue inférieur ou égale a 1. O
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Un drapeau de V est une suite croissante de sous-espaces vectoriels. On note
D(F)ledrapeau {0} c Vi cVidVo C---CVi®...BV,, =V de V associé a
une décomposition F =Vi,..., Vp, de V.

PROPOSITION 3.8. Deuz chambres de Weyl Cy, 7 et Cyr 7+ de A ont une sous-
chambre de Weyl commune si et seulement si les deux croiz F et F' ont méme
drapeau associé.

PREUVE. Soient F et F' deux croix de V, et = et ' deux points dans leurs
appartements associés respectifs. On choisit une base £ = (eq,..., e,) de F et une
base &' = (e},..., e},) de F'. Soient g € G tel que &' = g€ et P = (g;;) sa matrice
dans la base £.

Si F et F' ont méme drapeau associé, alors P est triangulaire supérieure et,
quitte & diviser e} par g;;, on peut supposer que g;; = 1 pour tout i. Soit b = g;; un
ceefficient de valeur absolue maximale. On a

b_j€;- = Z gi]'bi_jb_iei
i

avec o
|gib 7| < [b][b]"™" < 1 pour tout i < j.
Donc, quitte a diviser e;. et e; par b’ pour tout j, on peut supposer de plus que
P est a ceefficients de valeur absolue inférieure ou égale a 1. On a alors que g (qui
est de déterminant 1 car a coefficients diagonaux égaux a 1) fixe la chambre de
Weyl Cip.1,7 point par point (voir proposition 3.7), or gCl,.1,7 = Clgn.],¢7 donc
Clyel,7 = Clyey,7 - Les chambres de Weyl C, 7 et Cyr 7 contiennent respectivement
les chambres de Weyl C z N CY,,.1 7 et Copr 7 N Cpy,p, 70, qui sont incluses dans une
méme chambre de Weyl, donc ont une sous-chambre de Weyl commune.
Réciproquement, si les chambres de Weyl C,, = et Cr 5 ont une sous-chambre
de Weyl commune, montrons que les drapeaux associés aux croix F et F' sont
égaux. Quitte & passer & une sous-chambre et & changer de bases £ et £, on peut

supposer que x = z' = [ng] et Cp.r = Cp 7 donc que fe = fer = go fg en
restriction & AT . D’apres la proposition 3.7, la matrice de g dans la base £ est alors
triangulaire supérieure, donc F et F' = gF ont méme drapeau associé. |

Montrons maintenant (A4): Soient C' = Cy,y 7 et C" = Cp,q, 7 deux chambres
de Weyl. Considérons les drapeaux maximaux D et D' associés & F et F'.

Il est bien connu (voir par exemple [Bro, IV.2 exercise 2]) que pour tous dra-
peaux maximaux D et D’ de V, il existe une croix F" de V et une permutation o
(dite permutation de Jordan-Holder) telles que D est le drapeau maximal associé
a la croix F" et D’ celui associé & la croix oF". D’apres la proposition 3.8, il en
résulte que C (resp. C') a une sous-chambre de Weyl commune avec Cy» 7 (resp.
avec Cypr o 71), avec " € Arn quelconque. Ces deux sous-chambres de Weyl sont
incluses dans un méme appartement, car Agr = A 7. [l

3.6. Vérification de la propriété (A3’). On notera cp,) r le germe en z de
la chambre de Weyl C[;; 7. Le stabilisateur G'» du germe ¢ en z d’une chambre de
Weyl C' de sommet x est I’ensemble des éléments g de G qui envoient C' sur une
chambre de Weyl de méme germe en z. Il est inclus dans le stabilisateur G, de .

Notons G, le sous-groupe de GL,(F) formé des matrices (g;;) telles que

lgijle® ™% < 1pouri<jet |gjle ¥ <1pouri>j.
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LEMME 3.9 (Stabilisateur d’un germe de chambre). Soient n une norme ultra-
métrique adaptable et F une croix adaptée a n. Soit € = (e1,..., e,) une base de
F. Soit a; =logn(e;) pour tout i et a = [, ..., ap] € A. Alors un élément g de
G de déterminant de valeur absolue 1 stabilise le germe cpy) 7 si et seulement si sa
matrice dans la base £ appartient au sous-groupe G, .

PREUVE. Il est facile de voir que Cp; 7 = fe(a 4+ AT). Donc I’élément g de G
stabilise cp,) 7 si et seulement si g fixe les images par fe de @ et d’un point a + 3
avec 3 € AT, D’apres la proposition 3.5, I’ensemble des points fixes de g dans Ar
est I'image par fe du polyedre de Weyl

[Z{AEA; V’L,] S {1, ,n}, )\j -\ S’U(gi]')}.

Celui-ci contient « si et seulement si v(g;;) + a; — a;; > 0 pour tous i, j. Dans ce
cas, s'il contient a + 3 avec 3 € AT alors v(g;;) +a; —a; > 8, — B; > 0 pour i > j,
et réciproquement, si € = min;s ; v(g;;) + a; —a;; > 0, alors en prenant par exemple
B=2L(ne,...,c)onabiena+ el O

On établit maintenant un analogue de la décomposition de Bruhat (c.f. [BrTil,
Thm. 7.3.4]).

PROPOSITION 3.10. Soient o, 3 € A, alors GL,(F) = G,TGj, o T est le
sous-groupe des matrices monomiales (ayant un seul ceefficient non nul par ligne et
par colonne).

PREUVE. Soit g = (gi;)i,; € GL,(F). On veut se ramener & une matrice mo-
nomiale par des opérations de pivot sur les lignes et les colonnes correspondant &
la multiplication & gauche par des éléments de G/, et & droite par des éléments de
Gj. On peut donc

— ajouter a la ligne k de g, notée L, la ligne ¢ multipliée par ag;, & condition

que |ag;| < e* =% et méme que |ag;| < e** T sik > i.
— ajouter a la colonne [ de g, notée Cj, la colonne j multipliée par bj;, &
condition que |bj| < €% 7Pt et méme que |bj| < %Pt sij > 1.

Posons m;; = efi—ai gij] pour 1 <i,j < n. Soit m = maxy; my. Soit i le plus
grand des entiers k tels qu’il existe [ avec my; = m et j le plus petit des entiers [
tels que my = m.

Pour tout k # 4, on ajoute la ligne L; multipliée par ag; = —% a la ligne Ly
ij

(on a g;; non nul car m;; est maximal, donc non nul). On a bien

|gk]| <€ak—ai
lgii| —

|aki| = )
car

—a

L .
T |gij| = mpy <m = mi; = e

gl]| )
I'inégalité étant stricte si k£ > i. La nouvelle matrice a un seul ceefficient non nul
sur la colonne j qui est g;;.

De méme, pour tout [ # j, on ajoute la colonne C; multipliée par bj; = —ggz_'; a
la colonne ;. On a bien
|bji| = loal <elith,
|9i

car

6,31*011' Bi—a;

gitl =my <m=my; =e gijl s
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I'inégalité étant stricte si I < j. La nouvelle matrice a un seul ceefficient non nul
sur la ligne ¢ et sur la colonne j (qui n’a pas bougé), qui est g;;.
On reprend toutes ces opérations en supprimant la ligne ¢ et la colonne j. O

COROLLAIRE 3.11 (A8’). Deuz germes de chambre de Weyl de A sont conte-
nus dans un méme appartement.

PREUVE. Soient C' = Cp; 7 et C' = Cpy 0
deux chambres de Weyl. Soit g € G tel que F' =

gF. Alors 0" = g7 '.i est adaptée & F et C"" = o4
g~'C" = Cpyr), - Soient € une base de F et a, 3 €

A tels que n = fe(a) et 11" = fe(B). ”
D’apres la proposition 3.10, on a g = g1tg> ou les

matrices de g1, go et t dans £ sont respectivement

dans G, Gj; et T, donc g stabilise le germe de la
chambre de Weyl C, et g» celui de C”, et t stabilise
I’appartement A associé & F. Alors 'appartement
g1 A contient la chambre de Weyl ¢g;C de méme
germe que C' et, comme g1 A = g1tA = gg;lA, il
contient aussi la chambre de Weyl gg, 'C" de méme
germe en g.[n"] =[] que gC" = C". O

On a donc montré que (A, .A) est un immeuble affine. Son immeuble & I'in-
fini est bien I'immeuble sphérique associé & GL(V'), dont I’ensemble des chambres
est ’ensemble des drapeaux maximaux de V. En effet, la proposition 3.8 permet
de vérifier que ses chambres & l'infini correspondent aux drapeaux maximaux de
V', et on vérifie facilement (dans un appartement) que les relations d’adjacence
correspondent.

3.7. Distance et complété. Dans ce paragraphe, on assimile A & ’ensemble
des normes ultramétriques sur V' qui sont adaptables et de volume 1, inclus dans
I’ensemble N de toutes les normes ultramétriques sur V. Notons da la distance
dans I'immeuble affine A définie comme en section 1.2.

Notons dn, la distance uniforme sur A/, définie par d(1,n') = sup

veV*

log % (v)
pour tous 1,7 € N (c’est la distance considérée dans [Golw]).

PROPOSITION 3.12. La distance da est équivalente a la distance sur A induite
par do. Plus précisément, en restriction 4 A, on a

PREUVE. Soient i et ) deux normes ultramétriques dans A et £ = (eq, ..., ey)
une base adaptée commune. Vérifions tout d’abord que
!

(7) doo(n,n') = sup |log %(ei) .

i=1l---n

En effet, pour tous ai,..., a, dans F, on a n’' (3, a;e;) = sup |a;|n'(e;),

’

(ei) —
’;(ei)> x (i:si{pnlailn(ei))- Or sup lai[n(e;) =

qui est inférieur ou égal a ( sup
i=1--n

, et, en échangeant n et 7,

n (>, aie;), donc sup log "—I(v) < sup ‘log "—I(ei)
vEV* n i=1---n n
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on obtient ds,(n,n') < sup , ce qui donne le résultat désiré car autre

i=1--n
inégalité est évidente.

log % (i)

Par ailleurs, on a

n !

1
2\ 2
n
(8) da(n,n') = (Z log;(ei) ) :
i=1
donc . ,
sup 1og%(ei> <da(nn') <V sup 1og%<ei),
i=1---n i=1---n
ce qui conclut. O

Or P’espace N des normes ultramétriques sur V est complet pour la distance
uniforme, donc ’adhérence A dans A" de A est le complété de A.

Soit n € N. Notons N, la norme d’endomorphisme sur G = GL(V) associée
a la norme 7, définie par N,(g) = sup,cy- %f)) pour tout g dans G. Si n est la
norme ultramétrique associée & une base £ de V, alors on note Ng = IV, la norme

d’endomorphisme associée & &, et on a Ng(g) = sup |gi;| pour tout g dans G,
1<4,j<n
ou (gij)i<i,j<n est la matrice de g dans la base &.

COROLLAIRE 3.13. Soientn € A et g dans G de déterminant de valeur absolue
1. Ona

max (log Ny (g), log Ny(g™")) < da(n, g-n) < v/n max (log Ny (g), log Ny(g™")) -

PREUVE. On a dw(n,9.n) = sup max (log =l § (v), log %(gflv)) donc

veEV*
9) doo (1, g.1) = max (log Ny(g™"), log Ny(9)) ,
et l’encadrement souhaité se déduit alors immédiatement de la proposition 3.12
ci-dessus. O

On en déduit qu’un sous-groupe de G & éléments de déterminant de valeur
absolue 1 est borné (pour toute norme Ng associée & une base E) si et seulement
g’il est & orbites bornées dans A.

4. Classification des isométries.

4.1. Enoncés. Rappelons (voir par exemple [BrHa]) que si X est un espace
métrique CAT(0) et g une isométrie de X, on appelle longueur minimale de trans-
lation de g et on note £(g) le réel positif ou nul £(g) = inf,cx d(zx, gz). La fonction
dy: € A d(z,gx) est convexe. On appelle ensemble de déplacement minimal
de g et on note Min(g) le convexe fermé (éventuellement vide) formé des points x
de X tels que d(z, gx) = £(g). On dit que g est semi-simple si Min(g) est non vide.
Dans ce cas, g fixe un point si £(g) = 0 ou translate une géodésique si £(g) > 0.

Soit (A, W) un groupe de réflexions fini. Soit 1 une isométrie d’une chambre de
Weyl vectorielle fermée C de A dans une autre chambre de Weyl vectorielle de A.
Soit J C C l'ensemble des vecteurs unitaires de C orthogonaux & tout vecteur de
C fixé par 1. On remarquera que si ¢ ne fixe pas de vecteur non nul, alors J = 9C
tout entier. Notons que si W est irréductible, alors J est non vide si et seulement, si
1 ne fixe pas de vecteur non nul, car C est alors un céne sur un simplexe sphérique
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de diametre strictement inférieur a I (cela découle par exemple de [Bou, Chap. V,
§3, Lemme 6 et Prop. 7]), donc ne contient pas deux vecteurs non nuls orthogonaux,
et J est alors égal & OC tout entier.

Supposons que J est non vide (cette hypothese est notamment vérifiée, par la
remarque précédente, pour ¢ = —Id, qui ne fixe pas de vecteur non nul). L’angle
entre un vecteur u de J et son image par v est une fonction continue sur J compact,
non nulle, donc son minimum ag(¢)) est non nul. On note ao(WW) le minimum de
(1)) pour ¢ comme ci-dessus (avec .J non vide). Si W est essentiel, les chambres
de Weyl vectorielles de A, qui sont en nombre fini, sont des cones simpliciaux, donc
il n’y a qu’un nombre fini d’isométries ¥ d’une chambre de Weyl vectorielle de A
dans une autre chambre de Weyl vectorielle de A, et par conséquent ag (W) est non
nul.

Par exemple, si A est de dimension 1, et W = {Id, —Id}, alors on a clairement
ap(W) = m. Si A est de dimension 2, et W est engendré par deux réflexions par
rapport & deux droites formant un angle de %, avec p entier au moins égal & 2, alors

il est facile de voir que ao(W) = 7.

Dans cette section, on démontre le résultat suivant.

THEOREME 4.1. Soit (A, W) un groupe de réflexions fini essentiel, et ag =
ao(W). Soit A un immeuble affine de type (A,W). Soit g une isométrie de A
préservant les chambres de Weyl. Alors g induit une isométrie semi-simple du

complété A de ’espace métrique A, plus précisément, pour tout point p de A,

il existe, o distance inférieure ou égale a d;gz’&tzgg)) < sin(éoﬂ) d(p,gp) de p, soit

un point de A fixé par g, soit une géodésique de A translatée par g.

COROLLAIRE 4.2. Soit A est un immeuble affine complet. Alors toute isométrie
de A préservant les chambres de Weyl est semi-simple, i.e. fixe un point ou translate
une géodésique.

REMARQUE 4.3. Tout automorphisme d’un immeuble affine préserve les cham-
bres de Weyl, ainsi que (quitte & prendre le systéme d’appartements maximal, ce
qui ne change rien aux résultats étudiés ici) toute isométrie préservant le type des
segments.

Si 'immeuble sphérique a 'infini de A est épais, alors (pour le systeme d’ap-
partements maximal) toute isométrie de A préserve les chambres de Weyl (cf. Prop
2.27).

PREUVE DE 4.2. Le groupe de réflexions fini (A, W) se décompose en produit
d’un groupe de réflexions fini trivial (Ag, Wy = {Id}) et d'un groupe de réflexions
fini essentiel (A’ ,WI). L’immeuble affine complet A se décompose parallelement
(voir le corollaire 2.4) en produit d’un immeuble affine A trivial et d’'un immeuble
affine complet A’ de type (A' ,WI). Une isométrie g de A préservant les chambres
de Weyl est alors de forme (go, g") ou go est une isométrie de Ag, et g’ est une
isométrie de A’ préservant les chambres de Weyl (voir Prop. 2.8). On a Mina(g) =
Mina,(go) x Minas(g'). D’apres le théoreme 4.1 appliqué & A’ et g', 'ensemble
minimal Mina/(g') de ¢’ est non vide. D’autre part, une isométrie d’un espace
euclidien est semisimple, donc Mina,(go) est non vide. On en conclut que Mina (g)
est non vide. |

4.2. Démonstration du théoréme 4.1. Soit g une isométrie A conservant
les chambres de Weyl. Soit p € A. Supposons que p n’appartient pas & Min(g). Soit
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a un réel tel que £(g) < a < d(p,gp). Alors le convexe fermé non vide B = {z €
A/ d(z,gz) < a} ne contient pas p.

Soit A un appartement passant par p, rencontrant B. L’intersection de B et de
A est un convexe fermé non vide de A. Soit ¢ la projection orthogonale de p sur
BN A (dans I’espace euclidien A). Soit C' une chambre de Weyl fermée de A de
sommet ¢, contenant p (voir la figure 3).

)

FiG. 3.

Notons C" 'unique chambre de Weyl fermée de sommet gq asymptote a C et
¢ P'unique isométrie envoyant C' sur C’ en préservant le type des segments. Soit
p' le point de C” tel que p' = ¢(p). Comme C et C’ sont asymptotes, on a alors
d(p,p") < d(q,9q) < a d’apres le corollaire 2.11. D’ou d(p', gp) < d(p, gp) + a par
inégalité triangulaire. Soit o = <g4(p’, gp). Alors 2d(q,p)sin § < d(p', gp) par les
propriétés CAT(0).

Si a > ag, ce que nous allons montrer ci-dessous, on a sin § > sin 42, car a
et ap sont dans [0, 7] et la fonction sinus est croissante sur [0, 5]. Donc pour tout
a > {(g) on a alors

d(p, gp) + a
)< 2sin (ap/2)

d(p,B

N
B

S
AN
9q

Montrons que « > «p. Il existe, par la propriété (GG) (voir prop. 1.11), un
appartement A’ passant par gq contenant des des germes en gq des chambres de
Weyl gC et C" (voir la figure 4). On identifie A’ & A par un appartement marqué f
avec f(0) = gq. Soient u le vecteur unitaire de A tel que f(eu)) est sur le segment
joignant gq & p', pour € > 0 suffisamment petit, et 1) I'isométrie induite par go ¢~*
de la chambre de Weyl vectorielle C de A correspondant au germe de C’, dans la
chambre de Weyl vectorielle de A correspondant au germe de gC'. Soit v un vecteur
de A fixé par 1, montrons que v est orthogonal & u.

En effet, si v est non nul (sinon il est clairement orthogonal & u), quitte a
multiplier v par € > 0 suffisamment petit, ' = f(v) est dans C” et si x est le point
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gC

Fig. 4.

de C tel que ¢(z) = ', on a g = z'. Or, comme les chambres de Weyl C et C" sont
asymptotes et les segments [q, 2] et [gq, 2'] de méme type, on a d(z,z") < d(q,g9q) <
a par le corollaire 2.11, donc d(z,gz) < a et x € B. On a donc < (z,p) > § par
les propriétés de la projection orthogonale dans appartement A. Rappelons que,
pour un groupe de réflexions fini essentiel, une chambre de Weyl est un cone sur
un simplexe sphérique de diametre inférieur ou égal & 7 (voir [Bou, Chap. V, §3,
Lemme 6 et Prop. 7]). Donc <,(z,p) = 5. On a donc <y (z',p’) = T, donc v est
orthogonal & u. On en déduit que u appartient & ’ensemble J des vecteurs unitaires
de C orthogonaux & tout vecteur de C fixé par 1.

L’angle a = <(4q(p', gp) est égal a I’angle dans A entre le vecteur u et son image

par v, donc il est supérieur ou égal & ag par définition de ag.

Le complété A de A est CAT(0) pour la métrique induite, et g s’étend na-
turellement en une isométrie de A et on a inf, xd(z,gz) = £(g). Si on note
By(a) = {x € A/ d(z,gz) < a} pour tout a € RF, la famille {B,(a); a > {(g9)}
est une famille décroissante de convexes fermés non vides de A, d’intersection 1’en-
semble Minx(g) = {z € A/ d(z,gx) = £(g)).

Dans un espace CAT(0) complet, une intersection décroissante de convexes
fermés bornés non vides est non vide (voir la proposition 2.12).

Or on vient de montrer que pour tout a > £(g), la distance de p & B,

d(p,gp)+a
2 sin (ap/2)

on a By(a') C By(a), la distance de p & By (a) est inférieure & celle de p &
donc, en prenant la borne inférieure sur a’,

B d(p, gp) + £(g)
AP, By (@) < = G aor2)

,(a) est

car B,(a) contient B). Qui plus est, comme pour a' < a
g 1% s P S

B,

(@),

inférieure a

Alors pour tout a > £(g), l'intersection de B, (a) avec la boule fermée de centre

p et de rayon %, qui est un convexe fermé borné de A, est non vide. Donc

I'intersection de cette famille décroissante de convexes fermés bornés est non vide

et

d(p, gp) + £(9)

d(p, Min+ < ===
(p7 A(g)) = QSin (040/2) D
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