Université Grenoble Alpes MAT 404

Examen de rattrapage du jeudi 25 juin 2026

Durée : 2h.

Documents interdits a l'exception d’'une feuille manuscrite A4 recto-verso.

Calculatrice, téléphones portables, ordinateurs, objets connectés, oreillettes, casques, écouteurs. .. interdits.
Ce sujet comporte deux pages. Il est composé d’'une question de cours et de 3 exercices

Baréeme indicatif: 2, 6, 5, 7.

Exercice 1: Question de cours

Que peut-on dire des coefficients de Fourier d’'une fonction paire? Justifier votre réponse.

Exercice 2 : Matrice symétrique
On se place dans R* muni de la base canonique et du produit scalaire euclidien habituel.
On pose

1 2 2 1
2 4 4 2
M_2442
1 2 2 1

et on note ®: R* — R*, 'application linéaire de matrice M.

1)
2)
3)

4)
5)

Dire pourquoi la matrice M est diagonalisable et ses espaces propres sont orthogonaux deux a deux.

Déterminer le rang de la matrice M.

On pose
1 0 0
u 0 u ! u 0
71 o S S| 71
-1 0 -2

Montrer que ker® = Vect(uy, U2, u3). On notera Vj cet espace dans la suite.
Déterminer une base de 'orthogonal du noyau V; = VOl de V.

Diagonaliser M et en déduire une base de R* f = (fi, f2, f3, f1), constituée de vecteurs propres de M, et qui soit
orthonormée pour le produit scalaire canonique dans R*.

Exercice 3 : Produit scalaire

Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues de [—1, 1] a valeurs réelles muni du produit scalaire

1
<f|g>=f1f(t)g(t)dt

On notera e; € E la fonction constante égale a 1 sur [—1,1], e; € E la fonction définie par e,(t) = ¢, e3 € E la fonction
définie par e3(f) = cos(#). On pourra utiliser 1, ¢ et cos(z) pour désigner e, e, et e3 (abus de notation).

D
2)
3)

4)

Vérifier que e; L e, déterminer la norme de e; et e;.
Déterminer la projection orthogonale p de e3 sur I'espace vectoriel F engendré par e; et ey
Déterminer a, b € R tels que la valeur de I'intégrale
1
f 1(cos(l‘) —a- bt)2 dt

soit minimale.

On pose
1

a= inf (cos(t) —a—bt)*dt.
(a,b)eR? J-1

Quelle est la valeur de a?
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Exercice 4 : Série de Fourier

On souhaite calculer le développement en série de Fourier paire de la fonction impaire sinus. On définit donc la fonction
2n-périodique f sur [—m, [ par

NOTE.

D
2)

3)

4)

5)

6)

—sinx six<0

sinx six>0.

Formules de trigonométrie a connaitre :

2sinucosv =sin(u+ v) +sin(u—v) ; 2sin®(u) = 1 — cos(2u).

Tracer le graphe de f sur] —2m,2n][.

Quelle est la régularité de la fonction f?

Justifier que la série de Fourier S(f)(x) de f est convergente pour tout x € [—7, 7].
A-t-on S(f)(x) = f(x) pour tout x € [-m, 7] ?

Calculer les coefficients de Fourier réels de f sur [—, 7].
Déduire des questions précédentes qu'on a pour tout x € [0, 7]
2 4 & 1
sin(x) = ——— ) ——— cos(2kx).
(x) = k; 1z 7 Cos@kx)
En considérant les valeurs en 0 et 7/2, déduire de la question précédente les valeurs des sommes des séries sui-
vantes : r
= 1 < (-1
S1=Y ——; S=Y
= 4k? -1 = 4k? -1

(Question bonus) Quelles informations peut-on tirer de la formule de Parseval?
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