
UGA Mat404 2025

Examen de juin 2025, durée : 2h.

Documents interdits à l’exception d’une feuille manuscrite A4 recto-verso.
Calculatrice scientifique autorisée en mode examen.
Dans le cas où une calculatrice formelle est utilisée pour une réponse, indiquez-le et donnez le cas
échéant les commandes utilisées.
Téléphones portables, ordinateurs, objets connectés, oreillettes, casques, écouteurs. . . interdits.
Ce sujet comporte deux pages. Il est composé d’une question de cours et de 3 exercices
(barème indicatif : 3/7/6/4).

1 Question de cours

Soit V un espace vectoriel de dimension infinie muni d’un produit scalaire 〈.|.〉. On note ∥ ·∥ la
norme associée à ce produit scalaire.
Soit W un sous-espace vectoriel de V de dimension finie n.
On se donne une base orthonormée B = (w1, ..., wn) de W .
Pour tout v ∈V on pose pW (v) =∑n

i=1〈v |wi 〉wi .

1) Montrer que pW (v) ∈W , et v −pW (v) ∈W ⊥.

2) Montrer que ∥v −pW (v)∥2 = ∥v∥2 −∥pW (v)∥2.

3) Montrer que pW (v) réalise le minimum de la distance entre v et W , c’est-à-dire que

∥v −pW (v)∥ = inf
w∈W

∥v −w∥.

2 Forme bilinéaire symétrique

Soit V =C 0([−1,1],R), l’espace des fonctions continues de l’intervalle [−1,1] dans R.
Pour f , g ∈V , on considère l’applicationΨ définie par

Ψ( f , g ) =
∫ 1

−1
f (x)g (x)dx.

1) Montrer queΨ est une forme bilinéaire symétrique définie positive sur V .

2) On pose W = R2[X ], le sous-espace des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal à 2.
Calculer la matrice A deΨ dans la base (1, X , X 2) de W .

3) En utilisant le procédé de Gram-Schmidt, donner une baseΨ-orthonormée de W .

4) On considère la fonction g ∈ V définie par g (x) = sin(x). Déterminer l’unique polynôme P de
degré inférieur ou égal à 2 tel que Ψ(P − g ,P − g ) réalise le minimum des Ψ(Q − g ,Q − g ) pour
Q ∈R2[X ].

5) En déduire la valeur de

∆= inf
(a,b,c)∈R3

∫ 1

−1

(
sin(x)− (ax2 +bx +c)

)2 dx,

ainsi que les valeurs de a, b et c qui réalisent le minimum.

6) Bonus Démontrer l’inégalité sin2 > 10
11 .

Le sujet se poursuit au verso . . ./. . .



3 Série de Fourier

Soit f :R→R, la fonction 2π-périodique définie par

f (x) =
{
π+x si x ∈ [−π,0]

π−x si x ∈ [0,π].

1) Tracer le graphe de f sur l’intervalle [−2π,2π].

2) Montrer que f est paire, continue, de classe C 1 par morceaux.

3) Justifier que la série de Fourier de f est convergente en tout point de [−π,π].

4) Pour x ∈ R, on note S( f )(x) la somme de la série de Fourier de f en x. Quels sont les points
x ∈ [−π,π] où S( f )(x) ̸= f (x) ? (Préciser les résultats utilisés, et vérifier leurs hypothèses !)

5) Déterminer les coefficients de Fourier de f sur [−π,π].

6) Montrer que les séries suivantes sont convergentes

∑ 1

(2k +1)2
,

∑ 1

(2k +1)4
(k ≥ 0)

et calculer leurs sommes en utilisant les résultats précédents.

4 Matrice symétrique

Soit

M =
1 0 2

0 −1 0
2 0 1

 .

1. Soit q la forme quadratique dans R3 qui admet M pour matrice dans la base canonique.

(a) Exprimer q(v) en fonction des coordonnées d’un vecteur v =
x

y
z

 de R3.

(b) Effectuer une réduction de Gauss de q et en déduire une base q-orthogonale de R3.

(c) Quelle est la signature de la forme q ? est-elle associée à un produit scalaire ?

2. Déterminer une base constituée de vecteurs propres de M , qui soit orthonormée pour le
produit scalaire canonique dans R3.

3. Donner l’expression de la forme quadratique q en fonction des coordonnées de v dans la
base trouvée à la question précédente.

4. Ce résultat est-il compatible avec le théorème d’inertie de Sylvester ?


