L2- mat231 TP de maths 2009/10
Ce document propose un petit guide de référence de Xcagjgmignoncés de TP pour
6 séances de 1h30:

1. TP1: apprentissage de xcas
2. TP2: écriture sous forme matricielle des problemes dlaig lineaire)

3. TP3,4 : programmation du pivot de Gauss et applicatiomverse, base du
noyau/de I'image,

4. TP5 : polynome minimal et recherche des espaces propres
5. TP6 : codes correcteurs (peut etre donné sous forme deonoijeits ?)

1 Premiers pas avec Xcas

Pour télécharger Xcas, allez sur le site
http://ww«fourier.ujf-grenoble.fr/~parisse/install _fr.htm
Pour traiter les exemples, il est conseillé d’ouvrir Xcas :

— Sous Windows en installation locale, on clique sur l'icaie@sf r du bureau.

— Sous Linux avec Ghome, on clique sur Xcas du menu Educaiaon, ouvrir

un terminal et tapexcas &.

— sur Mac, cliquez sur Xcas dans le menu Applications du Finde
Lors de la premiére utilisation, choisiss¥zas lorsqu’on vous demande de choisir
une syntaxe (sauf si vous connaissez le langage Maple). tmusons ici seulement
le minimum de l'interface a connaitre pour commencer a @ogner. On consultera
plutot le manuel Débuter en calcul formel ou les autres mianimenu Aide) pour
apprendre a utiliser les fonctionnalités de Xcas en calouhél, géométrie, tableur,
etc..

Linterface apparait comme suit au lancemeniXdes.
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Vous pouvez la redimensionner. De haut en bas cette ineefédtcapparaitre :

e un barre de menu gris cliquabld=i ch, Edi t , Cf g, Al de, CAS, Tabl eur,
Graphe, Ceo,...

e un onglet indiquant le nom de la session, dunaned si la session n'a pas
encore été sauvegardée,

e une zone de gestion de la session avec un bodifmour ouvrir I'index de l'aide
un boutorSav e pour sauvegarder la session, un bow@onf i g: exact real
affichant la configuration et permettant de la modifier, untdoSTOP perme-
ttant d’interrompre un calcul trop long, un boutlhd pour faire apparaitre un
clavier ressemblant a celui d’'une calculatrice, qui pecitifar vos saisies, et un
boutonx pour fermer la session

e une zone rectangulaire blanche numérotée 1 (premieredigeemmande) dans
laguelle vous pouvez taper votre premiére commande (digugécessaire pour
faire apparaitre le curseur dans cette ligne de commande}l; suivi de la
touche "Entrée" ("Enter" ou "Return" selon les claviersg. ésultat apparait
au-dessous, et une nouvelle ligne de commande s’ouvre,rotépé.

Vous pouvez modifier 'aspect de I'interface et sauvegavdermodifications pour les
utilisations futures (menGaf g).

Vous n'avez pour l'instant qu’a entrer des commandes danigjiees de comman-
des successives. Si vous utilisez la version html de ce ceous pouvez copier-coller
les commandes proposées depuis votre navigateur. Chameede commande saisie
est exécutée par la touche "Entrée". Essayez par exemplécditer les commandes
suivantes.

1/ 3+1/ 4
sqrt(2)"5
resoudr e( x+3=1, x)
50!

Toutes les commandes sont gardées en mémoire. Vous pounez&nonter dans
I'historique de votre session pour modifier des commandéSrianres. Essayez par
exemple de changer les commandes précédentes en :

1/ 3+3/ 4
sqrt(5)"2

r esoudr e( 2* x+3=0)
500!

Notez que

— pour effacer une ligne de commande, on clique dans le nudenoiveau a
gauche de la ligne de commande, qui apparait alors en danwel. On appuie
ensuite sur la touche d’effacement. On peut aussi déplaeefigne de com-
mande avec la souris.

— Le menuEdi t vous permet de préparer des sessions plus élaborées guriune s
ple succession de commandes. Vous pouvez créer des graufigises de com-
mandes (sections), ajouter des commentaires ou fusiorseriekaux en un seul
niveau.

— Le menuPr g contient la plupart des instructions utiles pour programme



2 Les objets du calcul formel

2.1 Les nombres

Les nombres peuvent étre exacts ou approchés. Les nomiarets srnt les con-
stantes prédéfinies, les entiers, les fractions d’enttgrisie généralement toute expres-
sion ne contenant que des entiers et des constantes, cogqihé2) e (i *pi / 3) .
Les nombres approchés sont notés avec la notation scieetigigndard : partie en-
tiere suivie du point de séparation et partie fractionn@rentuellement suivie de
et d'un exposant). Par exempegest un entier exacg,. 0 est la version approchée du
méme entier 1/ 2 est un rationnel). 5 est la version approchée du méme rationnel.
Xcas peut gérer des nombres entiers en précision arbitrairayessle tapes00! et
comptez le nombre de chiffres de la réponse.

On passe d’une valeur exacte a une valeur approchéev@rf , on transforme
une valeur approchée en un rationnel exactgpaact Les calculs sont effectués en
mode exact si tous les nombres qui interviennent sont extecsent effectués en mode
approché si un des nombres est approché. Ainsi+1 renvoie un nombre approché
alors qued/ 2+1 renvoie un nombre exact.

sqrt(2)

eval f (sqrt(2))
sqgrt(2)-eval f(sqrt(2))
exact (eval f(sqrt(2)))*10"9
exact (eval f (sqrt(2)*1079))

Pour les nombres réels approchés, la précision par défaprashe de 14 chiffres
significatifs (la précision relative est de 53 ou 45 bits plesrréels flottants normal-
isés selon les versions de Xcas). Elle peut étre augmeniénrmant le nombre de
décimales désiré comme second argumerg\wdd f .

eval f(sqrt(2), 50)
eval f (pi, 100)

On peut aussi changer la précision par défaut pour tous lesle@&n modifiant la
variableDi gi t s.

Di gi ts: =50
eval f (pi)
eval f (exp(pi*sqrt(163)))

La lettrei est réservée & —1 et ne peut étre réaffectée ; en particulier on ne peut
pas l'utiliser comme indice de boucle.

(1+42*i)"2
(1+2%i )/ (1-2%i)
en(ixpi/3)

Xcas distingue I'infini non signé nf i ni ty (co), de+i nfinity (+oc)etde-i nfinity

(—0).



1/0; (1/0)72; -(1/0)"2

] Constantes prédéfinies

pi T~ 3.14159265359
e e ~ 2.71828182846
[ 1=+-1

infinity 0
+infinity +4oo
-infinity —oo

2.2 Les caracteres et les chaines

Une chaine est parenthésée par des guillemgtsUn caractere est une chaine
ayant un seul élément.

s: ="azertyui op"”

si ze(s)

s[ 0] +s[ 3] +s[ si ze(s) - 1]

concat (s[ 0], concat (s[ 3], s[size(s)-1]))
head(s)

tail(s)

m d(s, 3, 2)

| : =asc(s)

ss: =char (1)

string(123)

expr (123)
expr (0123)
] Chaines

asc chaine->liste des codes ASCII
char liste des codes ASCII->chaine
si ze nombre de caractéres
concat ou+ concaténation
md morceau de chaine
head premier caractere
tail chaine sans le lier caractére
string nombre ou expression->chaine
expr chaine->nombre (base 10 ou 8) ou expression

2.3 Lesvariables

On dit gu’une variable est formelle si elle ne contient awcwualeur : toutes les
variables sont formelles tant qu’elles n’ont pas été affest(a une valeur). L'affecta-
tion est notée =. Au début de la sessioa est formelle, elle devient affectée apres
l'instruction a: =3, a sera alors remplacé par 3 dans tous les calculs qui suivent, e



a+1 renverra 4Xcas conserve tout le contenu de votre session. Si vous voulelaque
variablea aprés l'avoir affectée, soit a nouveau une variable formélfaut la "vider"
parpur ge(a) . Dans les exemples qui suivent, les variables utiliséessmposées
avoir été purgées avant chaque suite de commandes.

Il ne faut pas confondre
e le signe: = qui désigne l'affectation
e le signe== qui désigne une égalité booléenne : c’est une opérationréigai
retourne 1 ou O (1 pour true qui veut dire Vrai et O pour falsevgqut dire Faux)
e le signe= utilisé pour définir une équation.

a==b
a: =b
a==b

sol ve(a=hb, a)
sol ve(2xa=b+1, a)

On peut faire certains types d’hypothéses sur une variablela commandassune,

par exemplassune( a>2) . Une hypothese est une forme spéciale d’affectation, elle
efface une éventuelle valeur précédemment affectée aikblarLors d’'un calcul, la
variable n’est pas remplacée mais I’hypothése sera @itisés la mesure du possible,
par exempleabs(a) renverraa si on fait 'hypothésea>2.

sqgrt (an2)

assune( a<0)
sqrt(an2)
assune(n,integer)
si n(n*pi)

La fonctionsubst permet de remplacer une variable dans une expression pamm n
bre ou une autre expression, sans affecter cette variable.

subst (a"2+1, a=1)
subst (a”2+1, a=sqrt(b-1))
anr2+1

Remarque: pour stocker une valeur dans une variable par référencexganple
pour modifier une valeur dans une liste (un vecteur, une aggirsans recréer une
nouvelle liste mais en modifiant en place la liste existameutilise I'instruction=<
au lieu de =. Cette instruction est plus rapide que l'instruction, car elle économise
le temps de copie de la liste.

2.4 Les expressions
2.4.1 Définition

Une expression est une combinaison de nombres et de variebs entre eux par
des opérations : par exempé2+2x x+c.

Lorsqu’on valide une command¥cas remplace les variables par leur valeur si
elles en ont une, et exécute les opérations.



(a-2) *x"2+a*xx+1
a: =2
(a-2)*x"2+arx+1

Certaines opérations de simplification sont exécutéesrmiiquement lors d’une éval-
uation :
e les opérations sur les entiers et sur les fractions, y canipnnise sous forme
irréductible
e les simplifications triviales comme+ 0 = 2,7 —x = 0, 2! = ...
e quelques formes trigonométriquesdas(—xz) = cos(z), cos(m/4) = v/2/2,
tan(w/4) = 1...
Nous verrons dans la secti@m.2comment obtenir plus de simplifications.

2.4.2 Développer et simplifier une expression

En-dehors des régles de la section précédente, il n'y a psismidification systé-
matique. Il y a deux raisons a cela. La premiére est que lgdifirations non triviales
sont parfois colteuses en temps, et le choix d’en faire owesblaissé a I'utilisateur ;
la deuxiéme est qu’il y a en général plusieurs maniéres dgli§ien une méme expres-
sion, selon l'usage que I'on veut en faire. Les principatesimandes pour transformer
une expression sont les suivantes :

e expand : développe une expression en tenant compte uniquementadis-la
tributivité de la multiplication sur I'addition et du déwglpement des puissances
entiéres.

e nornal etratnormal : d'un bon rapport temps d’exécution-simplification,
elles écrivent une fraction rationnelle (rapport de deuym@mes) sous forme de
fraction irréductible développéapr mal tient compte des nombres algébriques
(par exemple commeqrt ( 2) ) mais pags at nor mal . Les deux ne tiennent
pas compte des relations entre fonctions transcendardeexpmple comme
si netcos).

e factor : un peu plus lente que les précédentes, elle écrit une drastus
forme irréductible factorisée.

e sinplify :elle essaie de se ramener a des variables algébriquendépein-
dantes avant d’appliqueror mal . Ceci est plus colteux en temps et "aveugle
(on ne contréle pas les réécritures intermédiaires). lrapliications faisant in-
tervenir des extensions algébriques (par exemple dessacarrées) nécessitent
parfois deux appels et/ou des hypothesessQine) pour enlever des valeurs
absolues avant d'obtenir la simplification souhaitée.

e tsinplify essaie de se ramener a des variables algébriquement indépes
mais sans appliqueror mal ensuite.

Dans le menwat h du bandeau supérieur, les 4 sous-menus de réécriture ruoerie
d’autres fonctions, pour des transformations plus ou mepégialisées.

b:=sqrt(1l-anr2)/sqrt(1l-a)
rat nor mal (b)
nor nal ( b)

tsinmplify(b)



simplify(b)
sinplify(sinplify(b))
assune(a<l)
sinmplify(b)
simplify(sinmplify(b))

La fonctionconvert permet de passer d’'une expression a une autre équivalenge, s
un format qui est spécifié par le deuxieme argument.

convert (exp(i*x), sincos)
convert (1/(x"4-1), partfrac)
convert (series(sin(x),x=0,6), pol ynon)

] Transformations \
simplify simplifier
tsinplify simplifier (moins puissant)
nor mal forme normale
ratnormal  forme normale (moins puissant
expand développer
factor factoriser
assune rajout d’hypothéses
convert transformer en un format spécifié

2.5 Les fonctions
2.5.1 Fonctions usuelles

De nombreuses fonctions sont déja définies daes, en particulier les fonctions
classiques. Les plus courantes figurent dans le tableaqar&s-apour les autres, voir le
menuMat h.



] Fonctions classiques \

abs valeur absolue
round arrondi
fl oor partie entiere (plus grand entigl

ceil plus petit entiee>
abs module

arg argument

conj conjugué

sqrt racine carrée

exp exponentielle

| og logarithme naturel
I'n logarithme naturel
| 0g10 logarithme en base 10
sin sinus

cos cosinus

tan tangente

asin arc sinus

acos arc cosinus

at an arc tangente

si nh sinus hyperbolique

cosh cosinus hyperbolique

tanh tangente hyperbolique

asi nh argument sinus hyperbolique
acosh argument cosinus hyperbolique
at anh argument tangente hyperbolique

2.5.2 Fonctions algébriques définies par I'utilisateur

Pour créer une nouvelle fonction, il faut la déclarer a Baitiune expression con-
tenant la variable. Par exemple I'expressioh— 1 est définie pax”2- 1. Pour la
transformer en la fonctiofi qui ax associer? — 1, trois possibilités existent :

f(x):=xn2-1
fi=x->x"2-1
f:=unappl y(x"2-1, x)
f(2); f(anr2)

On peut définir des fonctions de plusieurs variables a valdamsR commef (X, y) : =x+2*y
et des fonctions de plusieurs variables a valeurs Bamr exempld ( x, y) : =(X+2xy, X-Y)

2.5.3 Distinguer expression et fonction

Sif est une fonction d’'une variable Etest une expressioffi E) est une autre
expression. Il est essentiel de ne pas confondre fonctierpession. Si on définit :
E: =x"2- 1, alors la variableéE contient I'expression:> — 1. Pour avoir la valeur de
cette expression en= 2 il faut écriresubst ( E, x=2) et nonE( 2) carE n’est pas
une fonction. Lorsqu’on définit une fonction, le membre daterde I'affectation n’est



pas évalué. Ainsi I'écrituré&: =x"2- 1; f(x): =E définit la fonctionf : 2 — FE
carE n'est pas évalué. Par contee = x"2-1; f:=unappl y(E, x) définit bien
la fonctionf : x — 2% — 1 carE est évalué.

La fonctiondi f f permet de calculer la dérivée d’une expression par rapparea
ou plusieurs de ses variables. Pour dériver une fongtiamm peut appliquedi ff a
I'expressionf(z), mais alors le résultat est une expression. Si on souhditardé
fonction dérivée, il faut utilisef uncti on_di f f.

E: =x"2-1

di ff(E)

f: =unappl y(E, x)

di ff(f(x))
f1l:=function_diff(f)

Il ne faut pasdéfinir la fonction dérivée pdrl( x) : =di ff (f (x) ), carx aurait dans
cette définition deux sens incompatibles : c’est d’'une paratiable formelle de dériva-
tion et d’autre part I'argument de la fonctibd.. D’autre part, cette définition évaluerait
di f f achaque appel de la fonction (car le membre de droite d'deetafion n’est ja-
mais évalué), ce qui seraitinefficace. Il faut donc soitseiff 1: =f uncti on_di ff (),
soitf 1: =unappl y(di ff(f(x)), x).

2.5.4 Opérations sur les fonctions

On peut ajouter et multiplier des fonctions, par exenfplesi n* exp. Pour com-
poser des fonctions, on utilise I'opérate@et pour composer plusieurs fois une fonc-
tion avec elle-méme, on utilise I'opérate@D

fi=x->x"2-1
fl1.=f@in
f2:.=f @
f3: =f B
fl(a)

f2(a)

f3(a)

2.6 Listes, séquences, ensembles

Xcas distingue plusieurs sortes de collections d'objets, s&ppar des virgules :
e les listes (entre crochets)

e les séquences (entre parenthéses)

e |les ensembles (entre pourcentage-accolades)

liste:=[1,2,4,2]
sequence: =(1, 2, 4, 2)
ensenbl e: =94 1, 2, 4, 2%



Les listes peuvent contenir des listes (c’est le cas desamg}yalors que les séquences
sont plates (un élément d’'une séquence ne peut pas étre quensé). Dans un en-
semble, I'ordre n'a pas d'importance et chaque objet egjumill existe une autre
structure, appelée table, dont nous reparlerons plus loin.

Il suffit de mettre une séquence entre crochets pour en fagdisie ou entre ac-
colades précédées @epour en faire un ensemble. On passe d'une liste a sa séquence
associée pawp, d'une séquence a sa liste associée en la mettant entreetsathavec
la fonctionnop. Le nombre d’éléments d'une liste est donnégiaze (ounops).

se:=(1,2,4,2)
li:=[se]
op(li)

nop( se)
nops(se)

% se%
size([se])
size(% se%)

Pour fabriquer une liste ou une séquence, on utilise des emtes d'itération comme
$ ou seq (qui iterent une expression) awkel i st (qui définit une liste a I'aide
d’une fonction).

1$5

k"2 $ (k=-2..2)

seq( k"2, k=-2..2)
seq(k”2,k,-2..2)
[kn28(k=-2..2)]
seq(k”2,k,-2,2)

seq( k"2, k, -2,2,2)

makel i st (x->x"2, -2, 2)
seq(k”"2,k,-2,2,2)

makel i st (x->x"2,-2, 2, 2)

La séquence vide est notBERILL, la liste vide[ ] . Pour ajouter un élément a une
séquence il suffit d’écrire la séquence et 'élément sépa@se virgule. Pour ajouter
un élément a une liste on utilisgppend. On accéde a un élément d’une liste ou d’une
séquence grace a son indice mis entre crochets, le prer@ieegt étant d’indice 0.

se: =NULL; se:=se, k"2$(k=-2..2); se:=se, 1
li:=[1,2]; (li:=append(li,k”"2))$(k=-2..2)
[i[o],li[1],1i[2]

Les polynémes sont souvent définis par une expression, fsafgeiivent aussi
étre représentés par la liste de leurs coefficients par deldegré décroissant, avec
comme délimiteurpol y1[ et] . Il existe aussi une représentation pour les polynémes
a plusieurs variables. Les fonctiosgnb2pol y etpol y2synb permettent de passer
de la représentation expression a la représentation parelisnversement, le deux-
ieme argument détermine s'il s’agit de polynémes en unebbgi(on met le nom de
la variable) ou de polyndmes & plusieurs variables (on mttéades variables).
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] Séquences et listes

E$(k=n..m créer une séquence

seq(E, k=n..m créer une séquence
[E$(k=n..m] créer une liste

makel i st (f, k,n,mp) créerune liste

op(li) passer de liste a séquence

nop( se) passer de séquence a liste
nops(li) nombre d’éléments

size(li) nombre d'éléments

sum somme des éléments

pr oduct produit des éléments

cunSum sommes cumulées des éléments
apply(f, 1) appliguer une fonction a une Iisﬂe
map(li,f) appliquer une fonction a une liste
pol y2synb polyndme associé a une liste
synb2pol y coefficients d’'un polyndme

2.7 Instructions graphiques

Toutes les instructions du me@ao ont un résultat graphique, par exempta nt (1, 2)
affiche le point de coordonnées 1 etdt,oit e( A, B) la droite passant par deux
points A et B définis auparavant. On peut donner des attributs graphmwesbjets
graphiques en ajoutant a la fin de I'instruction graphigaegimenaf f i chage=. . .
dont la saisie est facilitée par le meGuaphi c- >Attri but s.

Lorsqu’une ligne de commande contient une instruction lgoape, le résultat est
affiché dans un repére 2-d ou 3-d selon la nature de I'objeirgéé@n peut controler le
repére avec les boutons situés a droite du graphique, paupéxerthonormaliser avec
le bouton_| _. Si une ligne de commande contient des instructions graphéd non
graphiques, c’est la nature de la derniére instruction gaid# du type d’affichage.

Linstruction A: =cl i ck() permet de définir une variable contenant I'affixe d’'un
point du plan que I'on clique avec la souris.

2.8 Aide enligne

Les commandes de Xcas sont regroupées par themes dans les doebandeau
gris supérieur CAS, Gr aphi ¢, Geo, Cnds, Phys, ... Lorsqu’on sélectionne une
commande dans un menu,

— soit I'index de I'aide s’ouvre a la commande sélectionnige éxemple pour les
commandes du men@AS). Cliquez sur le boutoet ai | s pour afficher la
page du manuel correspondant a la commande dans votre teaviga

— soit une boite de dialogue s’ouvre vous permettant de fipeéleis arguments de
la commande (par exemple pour tracer une courbe depuis le @Gieaphi c)

— soit la commande est recopiée dans la ligne de commande.cBonaitre la
syntaxe de cette commande, appuyez sur le bo@t@m haut a gauche, ou
faites afficher la zone dbkessages (en utilisant le menCf g,). Vous pou-
vez aussi configurer Xcas (me@fig puisConf i gur ati on gener al e puis
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cocher la cas@&i de HTM. aut omat i que) pour que la page correspondante
du manuel s’ouvre automatiquement dans votre navigateur.
Le menuAi de contient les différentes formes d’aide possible : un guilBudilisateur
(interface), un guide de référendéanuel s- >Cal cul for nel , aide detaillée sur
chaque commande), umdex (liste des commandes classées par ordre alphabétique
avec une ligne d’entrée permettant de se déplacer facilgetaume recherche par mots
clefs.

Si vous connaissez déja le nom d’'une commande et que vousz&srifier sa
syntaxe (par exempleact or ), vous pouvez saisir le début du nom de commande
(disonsf act ) puis taper sur la touche de tabulation (située a gauche weithe A
sur un clavier francais) ou cliquer sur le boutden haut a gauche. L'index des com-
mandes apparait alors dans une fenétre, positionné a lagoeecomplétion possible,
avec une aide succinte sur chaque commande. Par exempeyaalez factoriser un
polynéme, vous supposez que le nom de commande commentagiay vous tapez
doncf act puis la touche de tabulation, vous sélectionnez a la sbags or (ou un
des exemples) puis vous cliquez sur OK.

\Vous pouvez aussi saisif act or pour avoir I'aide succinte en réponse. Sile nom
gue vous avez saisi n'est pas reconnu, des commandes praelgesont suggérées.

2.9 Temps de calcul, place mémoire

Le principal probléme du calcul formel est la complexité dasuls intermédiaires.
Elle se traduit a la fois par le temps nécessaire a I'exéeudiEs commandes et par
la place mémoire requise. Les algorithmes implémentés ldanfonctions deXcas
sont performants, mais ils ne peuvent pas étre optimauxtdasdes cas. La fonction
ti me permet de connaitre le temps d’exécution d'une commandee($émps est
trés court,Xcas exécute plusieurs fois la commande pour afficher un réspliest
précis). La mémoire utilisée apparait dans les versions dans la ligne d’état (en
rouge a bas a gauche). Si le temps d’exécution d’'une comnadéplesse quelques
secondes, il est possible que vous ayez commis une erre@isie. $\'hésitez pas a
interrompre I'exécution (bouton orangé op en bas a droite, il est conseillé de faire
une sauvegarde de votre session auparavant).

3 Programmation

Comme le texte définissant un programme ne tient en généraysaine ou deux
lignes, il est commode d'utiliser un éditeur de programnfsur cela, on utilise le
menuPr g- >Nouveau progranme de Xcas. Le mentPr g- >Aj out er facilite
aussi la saisie des principales structures de controleatggnmation.

3.1 Tests

On peut tester I'égalité de 2 expressions en utilisanttfircdion==, alors que =
teste si 2 expressions ne sont pas égales. On peut aussitedte entre 2 expressions
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avec<, <=, >,>=, il s’agit de I'ordre habituel sur les réels pour des donmémsériques
ou de I'ordre lexicographique pour les chaines de caraxtere

Un test renvoie 1 s'il est vrai, 0 s'il est faux. On peut conasife résultat de deux
tests au moyen des opérateurs logigt&get logique),| | (ou logique) et on peut cal-
culer la négation logique d’'un résultat de tegnégation logique). On utilise ensuite

souvent la valeur du test pour exécuter une instructionitondellesi ... alors ...

N.B. : Xcas admet aussi une syntaxe compatible avec le l@@ag
if (condition) { bloc_vrai } else { bloc_faux }.
Par exemple, on pourrait stocker la valeur absolue d’ururékeinsy par :

si x>0 alors y:=x; sinon y:=-x; fsi;

(on peut bien sur utiliser directement =abs( x) ).
Exemples : Tester si un triangle dont on fait cliquer les 3s@ts a I'utilisateur est
rectangle.

3.2 Boucles

On peut exécuter des instructions plusieurs fois de suitetiisant une boucle
définie (le nombre d’exécutions est fixé au début) ou indéflairombre d’exécutions
n'est pas connu). On utilise en général une variable de a@enfindice de boucle ou
variable de terminaison).

— Boucle définie

for(init;condition;incrementation){ instructions }

for ... from... to... do ... od

Exemple, calcul de 10!

f:=1; for (j:=1;)<=10;j++){ f:=f=j; }

f.=1; for j froml to 10 do f:=f*j; od;

Attention, vous ne pouvez pas utiliser comme indice de boucle, car est
prédéfini (comme,/—1)

— Boucle indéfinie

while (...) { ...}

Exemple, algorithme d’Euclide

while (b!'=0){ r:=irenm(a,b); a:=b; b:=r;}
Xcas accepte aussi I'arrét de boucle en cours d’exécutibn((. . . ) break; ) dont
'usage peut éviter I'utilisation de variables de controtenpliquées.

3.3 Fonctions (non algébriques)

La plupart des fonctions ne peuvent avoir une définition parfarmule algébrique.
On doit souvent calculer des données intermédiaires, daisetests et des boucles. |l
faut alors définir la fonction par une suite d'instructiodélimitéespaf ... }.La
valeur calculée par la fonction est alors la valeur calcpig@ela derniére instruction
ou peut étre explicitée en utilisant le mot-cteft ur n suivi de la valeur a renvoyer
(N.B. : I'exécution der et ur n met un terme a la fonction méme s'il y a encore des
instructions apres).
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Pour éviter que les données intermédiaires n'interfereat ées variables de la
session principale, on utilise un type spécial de varialssvariables locales, dont
la valeur ne peut étre modifiée ou accédée qu’a I'intériedadenction. On utilise a
cet effet le mot-clef ocal suivi par les noms des variables locales séparés par des
virgules. Si une fonction calcule plusieurs données on lgsutenvoyer dans une liste.
Exemple : le PGCD

pgcd(a, b): ={
| ocal r;
whil e (b!=0){
r:=irema,b);
a: =b;
b:=r;
}

return a;
}

On clique ensuite sur le bouton OK, si tout va bien, le prognermpgcd est défini et
on peut le tester dans une ligne de commande par exemppgpdi( 25, 15) .

Dans la section suivante, on va voir comment exécuter en paslé pas un pro-
gramme, ce qui peut servir & comprendre le déroulement dgamitnme, mais aussi a
corriger un programme erroné.

3.4 Exécuter en pas a pas et mettre au point

La commandalebug permet de lancer un programme en mode d’exécution pas a
pas. Elle ouvre une fenétre permettant de diriger I'exéoutiu programme passé en
argument. Par exemple, on entre le programme :

carres(n): ={

| ocal j,Kk;

k: =0;

for (j:=1;j<n+l;j++) {
k: =k+j 72;

}

return k;

b
On tape pour debugger le programo® r es ci-dessus :
debug(carres(5))

cela ouvre la fenétre du debugger. En cliquant sur le bos&in on peut exécuter
pas a pas le programme en visualisant I'évolution des valéess variables locales et
des parametres du programme. Cela permet de détecter Begrajorité des erreurs
qui font qu'un programme ne fait pas ce que I'on souhaiterides programmes plus
longs, le debugger permet de controler assez finement léwéicdu programme en
placant par exemple des points d’arrét.

Exercice : exécuter en mode pas a pas le prograpmeea pour quelques valeurs
des arguments.
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4 TP1 prise en main

1. Ecrire le polyndoméz + 3)7 x (z — 5)° selon les puissances décroissantes.de
2. Simplifier les expressions suivantes :

142 , 1 1
\/34+2v2, —Y /6 datar(-) — atan —

3. Factoriser :
2% — 327 — 2525 + 992° + 602" — 7562° + 13282 — 960z + 256
25 —223 41, (—y+2)® -y’ + 2%y
4. Calculez les intégrales et simplifiez le résultat :

/ emlf 1 dz, / xhi(x) In(In(z))dzx, /e”c2 dx, /:Esin(m)e‘” dx

Vérifiez en dérivant les expressions obtenues.
5. Déterminer la valeur de :

/2 1 /2 : a
T oNa — . ar
1 (1+x2)d 1 I3+1

6. Calculer les sommes suivantes

7. Développerin(3z), linéariser I'expression obtenue et vérifier qu’on ret®uv
I'expression initiale.

8. Calculer le développement de Taylorer- 0 a I'ordre 4 de :

In(1 + z)
exp(z) — sin(x)

exp(sin(z)) — 1

In(1 4z + %), o

; 1+e,

9. Trouver les entiers tels que le reste de la division euclidienneld8n par 256
soit 17.

10. Déterminer la liste des diviseurs de 45768.
Factoriser 100!

11. Résoudre le systéme linéaire :

r 4+ vy + az =1
r 4+ ay + z = 2
ax + Yy + z = 3

12. Déterminer I'inverse de la matrice :
1

A—

—Q = =
— = =
— ==

1
1
a



5 TP 2 : ramener un probleme d’algébre linéaire a un
pivot de Gauss

Les instructions de Xcas correspondantes sont dans le @mats+ >Al gl i n- >Gauss.
Exercice 1Ecrire le systéme linéaire sous forme matricielle :

r 4+ vy + az =1
r + ay + z = 2
ax + y 4+ z = 3

puis le résoudre avec l'instruction de réduction sous foéatelonnéer ef .

Exercice 2
Calcul de la somme de deux sous-espaces vectoriels.
On donne deux sous-espaces vectordglet £> deR™ par deux familles géneratrices
(c’est-a-dire une liste de vecteurs), il s’agit d’écrirealgorithme permettant

— de trouver une base dg + E,

— de trouver une écriture d’'un élément e + E5; comme somme d’un élément

de E; et d’'un élément dé’,

On pourra utiliser les fonctionsr ef ou/etker de Xcas. Tester avec deux sous-
espaces de dimension 2e. N'oubliez pas de rédiger une justification mathématique
de la méthode mise en oeuvre.

Exercice 3
Calcul de l'intersection de deux sous-espaces vectoriels.
On donne deux sous-espaces vectorglet £, deR™ par deux familles géneratrices
(c’est-a-dire une liste de vecteurs), il s'agit d’écrirealigorithme permettant de trouver
une base dé&’; U E». On pourra utiliser les fonctionsr ef ou/etker de Xcas. Tester
avec 2 sous-espace de dimension 3RdeN’oubliez pas de rédiger une justification
mathématique de la méthode mise en oeuvre.

Exercice 4
Mise en oeuvre du théoréme de la base incompléete. On donrfamiike de vecteurs
de R™ (liste de vecteurs), il s'agit d’écrire un algorithme pettast d’extraire une
base du sous-espace engendré, puis de compléter par desrsedin de former une
base d&R™ tout entier, et enfin d’écrire un vecteur B¢ comme combinaison linéaire
des vecteurs de la base complétée. On pourra utiliser lesidosr r ef ou/etker
de Xcas. Tester avec une famille de 3 vecteur®deN’oubliez pas de rédiger une
justification mathématique de la méthode mise en oeuvre.
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6 TP3,4: pivot de Gauss et applications

6.1 Programmation

On rappelle qu’en mode Xcas, les indices commencent a 0 (ele rmaple les
indices commencent a 1). Etant donné une matfvicayantL lignes etC' colonnes, on
demande de programmer I'algorithme du pivot de Gauss quedppelle :

1. Initialiser la ligne courantéet la colonne courantea 0

2. Tantqud < L etc < C faire

3. Chercher dans la colonmea partir de la lignd un coefficient non nul (appelé
pivot)

4. S'iln’y en a pas, incrémenteret revenir a I'étape 2

5. Silyenaun, échanger lalighavec la ligne du pivotr(owSwap( matri ce, | 1,1 2))

6. Pourlesligneg variantde +1aL—1oude 0aL—1 al'exclusion de laligné
(selon que I'on effectue une réduction sous-diagonale mpt&te), remplacer la
ligne L, parL; — «L; ou « est calculé pour annuler le coefficient de la colonne
cdeL; (mMRowAdd( coeff, matrice, |1 1,12))

7. Incrémentet etc et revenir a |'étape 2.

8. Normaliser a 1 le premier coefficient non nul de chaqueeligm divisant la ligne
par ce coefficient)

6.2 Inverse d’'une matrice

Pour calculer I'inverse d’'une matridd carrée de taille:, on peut résoudre simul-
tanément: systemes linéaires du typdxz, = y, ol y, représente (en colonne) les
coordonnées di-ieme vecteur de la base canonique pbuariant de 1 &. On écrit
donc la matriceM puis les colonnes des coordonnées dercescteurs, donc la ma-
trice identité de taille:. On réduit compléetement la matrice par I'algorithme du pivo
de Gauss. SM est inversible, les premiéeres colonnes aprés réduction doivent étre la
matrice identité de taille, alors que les colonnes qui suivent sont les coordonnées
desz;, donc ces: colonnes constituerdt/ —!. Ecrire un programme de calcul d’inverse
de matrice par cet algorithme.

6.3 Noyau d’'une application linéaire

Soit M la matrice d’une application linéaire dont on veut calculee base du
noyau. On réduit complétement par le pivot de Gauss. On enleve les lignes de 0
finales deM. Puis on insere des lignes de 0 pour placer les pivots (preroadficient
non nul de chaque ligne) sur la diagonale principale. Oreab&insi une matrice carrée
M, de taille le nombre de colonnes dé. On parcourt la diagonale d¥,., et chaque
fois qu’'on rencontre un 0, on ajoute un vecteur a la base dawae vecteur ayant
pour coordonnées la colonne actuelle ou on a remplacé le®dladonale par -1.
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6.4 Algorithme de Gauss-Bareiss

Lorsque les coefficients de la matridé = (m; ;)o<j<r,0<k<c SONt entiers, on
peut souhaiter éviter de faire des calculs dans les rationaepréférer utiliser une
combinaison linéaire de lignes ne faisant intervenir que aEefficients entiers. On
peut par exemple effectuer I'opération (bu désignent la ligne et colonne du pivot)

Lj —mycLj —mjcly

Tester la taille des coefficients obtenus pour une matricéealéatoire de taille 5 puis
10. L'idée est-elle bonne ?

On peut montrer qu’on peut toujours diviser par le pivotisgilpour réduire la
colonne précédente (initialisé a 1 lors de la réduction gedaniére colonne)

1
Pprec

Tester a nouveau sur des matrices carrées de taille 5, Iflevgue les calculs sont
bien effectués dang. Comparer le dernier coefficient en bas a droite avec le -déter
minant de la matrice (si vous avez vu les propriétés desmétants, démontrez ce
résultat. Plus difficile : en déduire qu’on peut bien diviper le pivot de la colonne
précédente en considérant des déterminants de matricages)t

Lj — (mu,cLj —myLy)

7 TP5: polynome minimal et caractéristique.

On propose ici quelques algorithmes de calcul du polynénménnail A/ et/ou car-
actéristiqueP d’'une matrice carréd de taillen. On peut bien sur calculer le polynéme
caractéristique en calculant directement le détermirgartéxemple avec I'algorithme
de Gauss-Bareiss pour éviter les fractions de polyndmess, cfest souvent plus cou-
teux que d’utiliser un des deux algorithmes ci-dessous.

7.1 Interpolation de Lagrange

On sait que le degré de estn, il suffit donc de connaitre la valeur deenn + 1
points distincts pour connaitié. Par exemple, on calcul(k) pourk = 0, ..., n, eten
utilisant I'instructionl agr ange de Xcas, on en déduit le polyndbme caractéristique.
Programmer cet algorithme et testez votre programme ena@mple résultat de votre
programme et de l'instructionhar pol y de Xcas sur quelques matrices.

7.2 Algorithme probabiliste.

Cet algorithme permet de calculer le polyndme caract§tisti’ dans presque tous
les cas, en recherchant le polynédme minimalde A (on notem le degré deV/). Cf.
le DM 3 pour un exemple de mise en oeuvre.

On sait queM (A) = 0, donc pour tout vecteus, M (A)v = 0. Si M(x)
> ey Mk, alors

0=MAv= Z M, A*y
k=0
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On va donc rechercher les relations linéaires qui existatredesn + 1 vecteurs
v, ..., A"v. Cela revient & déterminer le noyél de I'application linéaire dont la ma-
trice a pour colonnes, ..., A™v. On sait que le vecteut\ly, ..., M,,,0, ...,0) € R*+!
des coefficients dé/ (complété par des 0 si < n) appartient & ce noyali. Si le
noyauk est de dimension 1, alora = n, et les coefficients d&/ sont proportionnels
aux coefficients du vecteur de la base du noyau calculé. Oadantdlors le polynéme
minimal M et commen = n, et aussi le polynéme caractéristigtie= M.

Programmer cet algorithme en prenant un vectealéatoire. Attention, pour cal-
culer A¥v on formera la suite récurrentg = Avy,_ 1, pourquoi ?

Si on n’a pas de chances dans le choixvgden trouvera un noyau de dimension
plus grande que 1 bien que le polynome minimal soit de deg@n peut alors recom-
mencer avec un autre vecteur. On peut aussi chercher lenetit degré minimal pour
unwv donné (elle apparait automatiquement comme premier vedéda base dans I'al-
gorithme de calcul du noyau donné au TP2), prendre le PPQMs polynomes pour
2 ou 3 vecteurs aléatoires et conclure s'il est de degf&rogrammer cette variante.

Si le polynome minimal est de degré < n, on peut tester si le PPCW est le
polynome minimal en calcularf®(A) mais ce calcul est couteux. On peut aussi faire
confiance au hasard, supposer que le polynome minimal esibie- P et essayer de
déterminerC'/M par d’autres moyens, par exemple la trace st m + 1. On dispose
alors d’'un moyen de vérification en calculant I'espace daratique correspondant a
la valeur propre double. Programmer cette variante.

8 TP6 : codes correcteurs linéaires.

La transmission (ou la lecture) d’information de maniéerél&aa pris une impor-
tance grandissante avec le développement des réseauxatigues, la numérisation
des données (y compris audio et vidéo) mais aussi la comatiorica grande distance
(par exemple sonde spatiale sur Mars). Il a fallu trouvermdegens économiques :

— de détecter des erreurs de lecture ou de transmission

— de corriger une erreur de lecture ou de transmission sairse@soin de la relire

ou de la réémettre (pour éviter une coupure dans la lecture ftlix audio ou

vidéo, ou un délai trop long par exemple pour communiquec ave sonde

spatiale)
On présente dans ce TP quelques méthodes de détection ettioorrd’erreurs qui
utilisent de l'algebre linéaire et des polynémes dont lesffanents au lieu d’étre
des réels ou des complexes sont des entiers modulo un nomdméep en général
2, qui forment un corps. Dans Xcas, on représente les nonawrdss vecteurs ou
les polynébmes modulo 2 en ajoutambd 2 ou %2, par exemplel9?, [ 1, 2] %2,
(x"3+3x+1) "R

On appellera symbole d’information I'unité de base trarsangu’on supposera
appartenir a un corps fid{', par exemple pour un bit un élément Be= Z /27 (pour
un octet on pourrait utiliser un élément du corps a 256 élésngn= GF'(2, 8) mais
I'étude de ce corps est hors programme).

On veut coder un message de longukwavec des possibilités de détection et de
correction d’erreurs, pour cela on rajoute des symbolesitéd a partir des précédents,
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et on envoie un mot ayantsymboles (avee > k).

8.1 Le bit de parité.

On prendk = 7 bits etn = 8 bits. On compte le nombre de 1 parmi les 7 bits
envoyés, si ce nombre est pair, on envoie 0 comme 8ieme hinsi. Au final le
nombre de bits a 1 de I'octet (1 octet=8 bhits) est pair. On pdi détecter une erreur
de transmission si a la réception le nombre de bits d'un @steimpair, mais on ne
peut pas corriger d’erreurs. On peut aussi dire que l'oeptésente un polyndme a
coefficients dan& /27 divisible parX + 1.

Exercice: Ecrire un programme Xcas permettant de rajouter un bit desgaune
liste composée de 7 bits. Puis un programme de vérificatipmogepte ou non un octet
selon sa parité. On peut convertir un entier en une listetdgphiconvert (j , base, 2)
(le bit de poids fort est a droite) puis en un polynome agob2pol y. On peut ef-
fectuer la vérification de deux maniéres, en comptant le memé 1 ou avec l'instruc-
tionrem

8.2 Codes linéaires

Définition : On multiplie le vecteup desk symboles a transmettre par une matrice
M a coefficients dan& de taillen x k et on transmet I'imag@/v. Pour assurer qu’on
peut identifier un antécédent unique & partir d’'une imagluil queM corresponde
a une application linéaire injective (ce qui entraing> k). On dit qu’un vecteur de.
symboles est un mot du code s'il est dans I'image de I'apfitindinéaire.

Pour assurer I'injectivité tout en facilitant le décodage,utilise souvent une ma-
trice identiték, k comme sous-bloc de la matriegk, par exemple on prend l'identité
pour lesk premiéeres lignes d&/, on ajoute ensuite — & lignes.

Pour savoir si un vecteus est un mot de code, il faut vérifier qu'il est dans 'image
de M. On peut par exemple vérifier gu’en ajoutant la colonne deceesdonnées a
M, on ne change pas le rang dé& (qui doit étrek) ou, lorsqueM a comme premier
sous-bloc une matrice identité, on testevsést bien I'image de I'antécédent calculé a
partir desk premieres coordonnées de

Exercice: créez une matricé/ de taille 7,4 injective. Puis un programme qui teste
si un vecteurw est un mot de code et en extrait alors la partie avant codéegt; &
dire le vecteun tel que Mv = w. Vérifiez votre programme : si on prend un vecteur
v € K* etw = Mv, on doit retrouver a partir dew.

Instructions utiles i dn (matrice identité)ker (noyau d’'une application linéaire),
rank (rang),t r an (tranposée), ... Pour créer une matrice, on peut colleigees de
2 matricesA et B par[ op(A), op(B)] ouavedl ockmat ri x.

8.3 Codes polynomiaux

Définition : Il s’agit d’'un cas particulier de codes linéaires. On serdomn polynéme
g(z) de degré — k, On représente le message de longue@icoder par un polynéme
P de degré — 1 dont les coefficients sont les symboles du message. On rilitp
parz™*, on calcule le rest& de la division euclidiennt d&z"* parg. On émet
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alorsPz™~* — R qui est divisible pay. Un des intéréts des codes polynomiaux est que
la vérification d’appartenance au code est trés simple : t#s de code correspondent
a des polynémes divisibles par

Exercice: écrire de cette facon le codage du bit de parité. Puis ureggwwe Xcas
de codage utilisanf = X7 + X3 + 1 (ce polyndme était utilisé par le Minitel).

8.4 Détection et correction d’erreur

Si le mot recu n’est pas dans I'image de I'application linédliy a eu erreur de
transmission. Sinon, il n’y a pas eu d’errelétectabl€il pourrait y avoir eu plusieurs
erreurs qui se “compensent”).

Plutét que de demander la réémission du mot mal transmisuiceetait par ex-
emple impossible en temps réel depuis un robot en orbitaiad® Mars), on essaie
d’'ajouter suffisamment d’'information pour pouvoir corrigies erreurs en supposant
que leur nombre est majoré par un enfiér

Remarque :

Si les erreurs de transmissions sont indépendantes, latphtd d’avoir au moins
N + 1 erreurs dans un message de longyeest> ) ., (7)€" (1 — )P, ole
est la probabilité d’'une erreur de transmission. Par exengaur un message dé?
caractéres, chacun ayant une probabilité d’erreur dertrigsn del0—3, si on prend
N = 3, alors la probabilité d’avoir au moins 4 erreurs est de 0(@t®ndi par exces) :
P(N, eps, p) : =sun( conmb( p, k) xeps™k*(1-eps) *(p-k), k, N+1,p):;
P(3, 1le- 3, 1073)

Selon la nature du message, on acceptera une probabiligrdia moinsV +1 erreurs
plus ou moins petite.

Exemple: On ne peut pas corriger d’erreur avec le bit de parité.

8.5 Distances

La distance de Hamming de 2 mots est le nombre de symbolesfgredt. (il
s’agit bien d’'une distance au sens mathématique, elle e€ifégalité triangulaire).

Exercice: écrire une procédure de calcul de la distance de Hamming&2 (la
fonction Xcas correspondante s’appéiendi st ).

La distance d'un code est la distance de Hamming minimalenetg différents du
code. Pour un code linéaire, la distance est aussi le nombmat de coefficients non
nuls d’'un vecteur non nul de I'image. Pour un code polynontéadlistance du code est
le nombre minimal de coefficients non nuls d’'un multiplegdge degré inférieur a.

Exercice: quelle est la distance du code linéaire que vous avez cuééplt ?

Majoration de la distance du code :

La distance minimale d’un code linéaire est inférieure cal&gn — k + 1 : en effet

on écrit en ligne les coordonnées des images de la base qarofte qui revient a
transposer la matrice) et on réduit par le pivot de Gausspwitapplication linéaire
est injective, le rang de la matrice dstdonc la réduction de Gauss crée- 1 zéros

dans chaque ligne, donc le nombre de coefficients non nulgsle lignes (qui sont
toujours des mots de code) est au pluside k + 1.
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Exercice: si votre code linéaire n’est pas de distance 3, modifiez ldsrBieres
lignes pour réaliser un code de distance 3. On ne peut pasiobte distance, — k +
1 =4 avecn = 7 etk = 4 dansZ/2Z, essayez | Essayez sfif37Z etZ/5Z.

N.B. : Pour les codes non polynomiaux, par exemple convs|u# distance n’est
pas forcément le parametre le mieux adapté a la correcternedirs.

8.6 Correction au mot le plus proche

Une stratégie de correction basée sur la distance condisiewr le mot de code
le plus proche d’'un mot donné. Sila distance d’'un code egtreeyre ou égale & +1,
et s'il existe un mot de code de distance inférieure ou égal@uamot donné, alors ce
mot de code est unique. On corrige alors le mot transmis ezni@lacant par le mot
de code le plus proche.

Exercice : écrivez un programme permettant de corriger une erreus darmot
dans votre code linéaire.

On dit qu'un codet-correcteur est parfait si la réunion des boules de centre un
mot de code et de rayon(pour la distance de Hamming) est disjointe et recouvre
I'ensemble des motgy{(™).

Exercice : votre code linéaire suf/27Z (celui de distance 3) est-il un code 1-
correcteur parfait ?

Remarque :

Pour avoir un systéeme de codage efficace, la correction cBaeir au mot le plus
proche doit pouvoir étre effectuée plus rapidement queqmrarche d’'un mot de code
parmi les mots ayant 1, 2, .t.symboles différents du mot recu. Certains codes poly-
nomiaux le permettent. Il en est ainsi pour les codes de Bedumon, utilisés par ex-
emple pour corriger des erreurs de lecture sur les CD audigotithme de recherche
du mot de code est une version modifiée de I'algorithme de @¢mur les polyndmes
(avec des coefficients dans le corps fini a 256 éléments).
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