UJF 2012-2013 UE MAT237
Examen du 10 janvier 2013 de 8h a 10h

Calculettes, documents et portable interdits.
Une feuille A4 recto-verso de résumé de cours autorisée.
Le baréeme n’est qu’indicatif de l'importance relative des exercices.

Exercice 1 (10 pts) (Les parties A et B peuvent étre abordées indépendamment)

A (4 pts)
On consideére sur R? la forme différentielle w = (322 + y?) dx + 2(x — 1)y dy.

1) La forme w est-elle fermée 7 exacte ?

2) Calculer l'intégrale [ = fﬂ/w de la forme w du point A = (1,0) au point B = (1, 1) le long du
chemin v(t) = (1 +t — t*,t) pour 0 < ¢ < 1. Pouvez vous expliquer le résultat trouvé ?

t? t3
3) Vérifier que la courbe I' paramétrée z(t) = T y(t)= e est une courbe intégrale de w.

B (6 pts)
t2 t3

— ——— ), t €R.
1+ t2’ 1+t2>’

On considere toujours la courbe I' paramétrée M (t)=(z(t),y(t)) = (

1) Calculer 2/(t) et y/(t). En déduire I'existence sur la courbe I' d’'un point singulier S dont on
déterminera la nature.

2) Déterminer une droite asymptote a I

3) Etudier la convexité de I
[on pourra calculer la dérivée de g(t) = v/(t)/x'(t)]

4) Préciser la symétrie permettant de réduire I’étude de " & [0, +00].

5) Dresser un tableau de variation de x(t) et y(t) sur [0, +oo[ puis tracer la courbe T'.



Exercice 2 (9 pts) (Les parties A et B peuvent étre abordées indépendamment)
Si C' est une courbe paramétrée s €] — 1, 1[— f(s) = (z(s),y(s)),

on notera u(s) = 2/(s) et v(s) = y'(s).

A (4 pts)

Soit k(s) une fonction de classe C* définie sur | — 1, 1[. On suppose que u et v sont solutions du
systeme différentiel

avec la condition initiale u(0) = 1,v(0) = 0.

1) Montrer que la courbe C' est paramétrée par longueur d’arc.
[Calculer la dérivée de u?(s) + v3(s)]

2) Déterminer le repere de Frenet (£(s),7i(s)) de C' au point f(s).

3) Montrer que k(s) est la courbure signée de C' au point f(s).
B (5 pts)

On se donne la fonction k(s) = Vi définie sur | — 1, 1] et on cherche une courbe C telle que
-5
u(s) = 2'(s) et v(s) = y/(s) vérifient (S) avec les conditions z(0) = y(0) = 0 et u(0) = 1,v(0) = 0.

1) Le systeme (S) vérifie-t’il les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz? Que dit ce
théoreme dans ce cas?

2) En posant u(s)=cos ¢(s) et v(s)=sin¢(s), déterminer ¢(s) pour que (u(s), v(s))soit solution
de (.9).

1
[On rappelle que (arcsin s)’ =

V1-— 82]
3) Déduire de 'expression de (s) les fonctionsu(s) et v(s) puis par intégration les fonctions
x(s) et y(s).
1
[On pourra admettre ou montrer que v/1 — s2 a pour primitive 5(3\/ 1 — s2 + arcsin s)]

Exercice 3 (5 pts) (Les trois questions peuvent étre abordées indépendamment)

On cherche parmi les fonctions y(t) de classe C? définies sur [0,1] et telles que y(0) = /3 et
1
y(1) = 24/2 une fonction yo(t) rendant l'intégrale I = / y?(1 + y*) dt minimale.
0

1) A T'aide de I’équation d’Euler-Lagrange montrer qu’une telle fonction, si elle existe, satisfait
une équation différentielle du type

(E) v*(y?—1)=c

ou ¢ est une constante.

2) Résoudre 1’équation (E.) avec les conditions y(0) = v/3 et y(1) = 2v/2.

1
3) Vérifier que yo(t) = Vt? + 4t + 3 rend effectivement [ = / y*(1+y”) dt minimale parmi les
0

fonctions y(t) de classe C? définies sur [0, 1] et telles que y(0) = v/3 et y(1) = 2v/2.
[Poser y*(t) = ya(t) + u(t) avec u de classe C? telle que u(0) = u(1) = 0.]
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Exercice 1 A) On considere sur R? la forme différentielle w = (322 + y?) dz + 2(x — 1)y dy .
1) La forme w est exacte on a w = dV ou V(z,y) = 2% + zy* — y>.
2) D’apres le cours, comme w=dV, I'intégrale [ = fv w=V(B)-V(A)=V(1,1-V(1,0)=1-1=0.

t2 t3
3) Avec x(t):—l et y(t) =17 on a o 2
t t°—t°(1+t¢
V(x(t),y(t)) = 2%(t) + z(t)y2(t) — v*(t) = i a —|—t2()3+ ) _ 0 donc T' est une courbe de
niveau de V' ce qui revient d’apres le cours a I' courbe intégrale de w = dV'.
t? t3
B) On considere toujours la courbe T" paramétrée M (t)=(x(t),y(t)) = (—1 il t2>’ t eR.
£ / L
z(t) = v =205 w1
1+ ¢2 (1+t PR _y(t)__ 2
On a ) = /3 ) t2(3+t2) d'on g(t) = O 2t(3+t )
W= Tre (1+12)?

1) 2/(t) = y'(t) =0 <= t =0 et le développement limité en ¢ = 0 donne

M(t) = (24 0(t?))(1,0) + (3 + 0o(t*))(0,1) donc p = 2 et ¢ = 3. Le point singulier S = (0,0) est
un point de rebroussement de liere espece.

2) Quand t — +o00, on a z(t) — 1 et y(t) — oo donc la droite D d’équation z = 1 est
asymptote a I'.

/ t i t ol t / t 3
3) La convexité de I" est donnée par le signe de ¢'(t) = 7Oy )/2(;; y'(t) = 5(1 + %) > 0.
x
La courbe I' tourne donc toujours du coté gauche.

4) On a z(—t) = z(t) et y(—t) = —y(t) donc I' est symétrique par rapport a Ox et on peut donc
réduire I'étude de I' a [0, 4-o00].

5)
t |0 +00
{0 + 0
x |0 2 1
y 10 + 1
y |0 N +o0

Ry
B

Graphe de I




Exercice 2
Si C' est une courbe paramétrée s€|—1, 1[— f(s) = (z(s), y(s)), on note u(s)==z'(s) et v(s) =y'(s).

A) Soit k(s) une fonction de classe C' définie sur | — 1, 1[. On suppose u et v sont solutions de
w'(s) = —k(s)v(s)
(5) {

avec la condition initiale u(0) = 1,v(0) = 0.
1) On a (u?(s) +v%(s)) = 2(u(s)u/(s) + v(s)v'(s)) = 2(—u(s)k(s)v(s) +v(s)k(s)u(s)) = 0 donc
u?(s) + v%(s) = Cte et comme u(0) = 1,v(0) = 0, on a u*(s) + v?(s) = 1 c’est-a-dire que la
courbe C' est paramétrée par longueur d’arc.

2) ts) = (u(s),v(s)) et 7i(s) = (~v(s), u(s)).
3) La courbure signée (s) est définie par la premiére formule de Frenet #(s) = (s)7(s) or on
at(s) = (u(s),v'(s)) = (—k(s)v(s), k(s)u(s)) = k(s)ii(s), donc k(s) est bien k(s) la courbure
signée de C' au point f(s).
1

1-—s
telle que u(s) = 2'(s) et v(s) = y/(s) vérifient (5) avec les conditions z(0) = y(0) = 0 et
u(0) = 1,v(0) = 0.
1) Le systeme (S) est sous la forme résolue (u(s),v(s)) = (—k(s)v(s), k(s)u(s)) = g(u(s),v(s),s)
ol g(u,v,s) = (—k(s)v, k(s)u) est une application de classe C' car k(s) est de classe C', il
satisfait donc les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz. Ce théoreme dit qu’alors il y a
au moins un intervalle |a, b] avec a < 0 < b et une unique courbe solution paramétrée sur |a, b.

B) On se donne la fonction k(s) =

définie sur | — 1,1[ et on cherche une courbe C

2)3) On pose u(s)=cos p(s) et v(s)=sinp(s).

Les fonctions u(s) et v(s) sont solutions du systeme (.S) si et seulement si :
u'(s) = (cos p(s))’
O(s)=k(s)= Vi = (arcsin s)’ <= ¢(s)=arcsin s + Cte

et comme v(0) = 0, on a ¢(s)=arcsin s.

D'ott u(s) = V1 — 52 (u(0) = 1) et v(s) = s et donc comme z(0) = g(O) =0:

S 1 s
x(s) = / V1 —t3dt = 5(3\/ 1 — s? + arcsin s) et y(s) = / tdt = %
0 0

Exercice 3

—¢'(s)sinp(s)=—k(s)v(s)=—k(s)sinp(s) <

=l

On cherche parmi les fonctions y(t) de classe C? définies sur [0,1] et telles que y(0) = /3 et
1
y(1) = 2v/2 une fonction yo(t) rendant l'intégrale I = / y*(1 + y®) dt minimale.
0

1) Le lagrangien f(y,2) = y*(1 + z?) ne dépend pas de t, I’équation d’Euler-Lagrange s’écrit
3}
alors y’a—f(y, y') — f(y,y') = Cte ce qui donne ici 2y?y? — y*(1 + y?) = y*(y> — 1) = c ol c est
2
une constante.

2) L’équation (E,) y*(y? — 1) = ¢ & résoudre est & variables séparées. Elle peut s’écrire

/
(yy')? = y? + c ou encore yy' = 1/y? + ¢ soit % = (Vy?+c¢) =1 cest-a-dire
y“+c
\VY? +c=1t+doud est une constante.

Avec les conditions y(0) = v/3 et y(1) = 2v/2, il vient 34 ¢ = d? et 8 + ¢ = (1 + d)? ce qui
donne par différence 5 = 1+ 2d <= d = 2 puis ¢ = 1. La solution y(t) est donc déterminée
par y2(t) = (t +2)? — 1 sur [0, 1] soit y(t) = V{2 + 4t + 3 pour t € [0, 1].



3) Posons yo(t) = V12 + 4t + 3 et si y(t) est de classe C? définies sur [0, 1] et telles que y(0) = /3
et y(1) = 2v/2 écrivons y2(t) = y2(t) + u(t) avec u de classe C? telle que u(0) = u(1) = 0
1 1

Montrons que Iy = / ya (1 + y2) dt = / (v + yaylt) dt = est minimale.
0 0

On o+ (s 4Py =y + () = g3 +durt (g +u) ) =4+ (53 +ut-2(53) '+,

1 1
Donc 41 = / (Ayg+ (43))? +4u+2(y) v +u'?) dt =41, +/ (du+2(y3) v +u'?) dt
0 0

1

Il reste & vérifier que J = / (4u + 2(y2)'u' + u*) dt est positive et nulle seulement si u = 0.
0

On a:

1 1 1
J = / 4udt + / 2(ya) v dt + / u* dt et par intégration par partie
0 0 0
1
| 2ty de= (2084l - |
0

0
et (Y2) = (> +4t+3)" =2.

1

1 1
2(y3)"u dt:—/ 2(y2)"u dt:—/ 4udt car u(0) = u(1) =0
0 0

1
Donc J = / u dt est bien positive et nulle seulement si v/ = 0 ce qui entraine v = Cte = 0.
0

Notons que sauf erreur la valeur minimale [ est 26/3.



