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Partie I

1) On a:
VteR, u'(t) = (ui(t), ub(t)) = (ua(t), —ui(t) — qui(t)®),

donc u est solution de I’équation différentielle (E) z' = f(¢,z), o :

f:RxR — R2, (t;z1,22) — (T2, —21 —qx?).

2) En notant z = uy + iug, on a, pour tout t € R :
2'(t) = ul () +iub(t) = ua(t) — i (£) = —i(ui (t) +iua(t)) = —iz(t).

Par résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, & coefficients constants et
sans second membre, il existe donc C' € C tel que :

VteR, z(t)=Ce .
En notant C = a +ib, (a,b) € R2, on obtient :
Vit eR, ui(t)+ius(t) = z(t) = Ce 't = (a+ib)(cost—isint) = (acost+bsint)+i(—asint+bcost),
donc :
u1(t) = acost + bsint
VteR,
us(t) = —asint + bcost.

On conclut, :
J(a,b) € R*, Vt € R, u(t) = (acost+ bsint, —asint + bcost).
L’arc paramétré u est le cercle de centre O(0,0), de rayon Va2 + b2, parcouru dans le sens indirect.
3)a)Ona:

!
(:c% + gx‘ll + :c%) = 2ay2) + 2qa3 2] + 2xoxh = 2(xy + q2d)x) + 2202

=2(xy + qr) s + 272 (—21 — qz}) = 0.

1l existe donc p € R tel que :

xf-l—%x‘f-l-x%:p.

Autrement dit, I'image de u est incluse dans la courbe

g

Cp = {(561,562) e R?; CU%‘F 5

x‘1*+x§ :p}.

3) b) Il est clair que : p =27 + gx‘f +22>0.

De plus, si p =0, alors 1 = 22 = 0, donc u est constante égale & (0, 0).



3) c¢) La courbe C), est symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées et par rapport a
I'origine, elle ressemble a un cercle ovalisé.
En notant
F:R> — R, (z1,2) — F(x1,22) = 27 + %az‘ll + 23,

la tangente en un point de C) est normale au gradient grad F'(z, 22 ).

En particulier, en chaque point d’intersection de C, avec un axe de coordonnées, la tangente a C,
en ce point est parallele & I'autre axe de coordonnées.

3) d) L’application z : t € R —> uy(t) + iuz(t) € C est de classe C* sur R car u; et uz sont
dérivables et, d’apres le systeme différentiel, u] et u), sont aussi dérivables, donc continues.

De plus, comme p > 0, on a, pour tout t € R, (uq(t), u2(t)) # (0,0), donc 2(t) # 0.
z(t)
|2(t)]

D’apres le théoréeme de relevement, il existe # : R — R de classe C' sur R telle que :

Ainsi, Papplication Z : t € R — Z(t) = est de classe C' sur l'intervalle R.

VteR, Z(t)=e"",
En notant p:t € R — |2(t)] € R, p est de classe C* sur R, & valeurs > 0 et on a :

VteR, z(t)=p(t)e?®,

d’olr :
wi(t) = p(t) cos O(t
ViER 1(2) = p(t) cos 0(t)
u2(t) = p(t) sinO(t)
3)e)eOna
ul = uo — {p’cosQ—pG’sinQ:psinG cosf | —sinf
uh = —uy — qui p'sind + pb' cosf = —pcosh — gp®cos3 0| sinf | cosh

En combinant ces deux équations avec les coefficients indiqués, de facon & éliminer # dans les
premiers membres, on déduit :

p' = —qp>cos®Hsinf
p0 = —p—qp®cos' 6,
d’ol1, puisque p ne s’annule en aucun point :

6 = —1— qp®cos*h.

e Ilen résulte: VieR, 0'(t) <—1,dou:
t
VteR, 6(t)=6(0) +/ 0'(t)dt < 0(0) —t
0

et donc : B(t)t . T
— 400

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, §(R) est un intervalle commencant en —oo.
En particulier, (R) contient au moins un intervalle de longueur > 2w, donc C, est décrite en
entier ; c’est-a-dire que la trajectoire de u est exactement C),.



Partie II
1) L’application g : [a;b] — R, t +— g(t) = e K!h(t) est dérivable sur [a;b] et :
Vi€ [a;b], ¢'(t)=e X (K (t) — Kh(t)) <O.
Il en résulte que g est décroissante, donc :
vielastl, e Kth(t) = g(t) < g(a) = e *h(a) =0,

d’otr :
Vtea;b], h(t) <O0.

2) a) Puisqu’on raisonne ici par ’absurde, on suppose qu’il existe t* > to tel que : t* € T N J et
a(t*) > u(t*).
Considérons F = {t € [to;t*]; u(t) = a(t) }.
Comme a(ty) < u(to) et a(t*) > u(t*) et que a et u sont continues sur Uintervalle [tg ; t*], d’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, appliqué & « — u, il existe to € [t ;t*] tel que
a(tz) = u(tz). Ceci montre : F # @.

D’autre part, F' = (a — u) 1({0}) est I'image réciproque du fermé {0} par Papplication continue
a — u, donc F' est fermé dans R.

Ainsi, F' est une partie fermée bornée non vide de R, donc F' est un compact non vide de R.
Il en résulte que F' admet une borne supérieure t; dans R et que ¢; € F.
On a alors :
ot #t* car u(ty) = a(t) et u(t*) < a(t*)
o u(ty) = afty)
eVie|t;t*], t¢ F,donc Vtelt;t*], u(t) < alt).
2) b) Puisque f est localement lipschitzienne en z, il existe £ > 0 et C > 0 tels que :
Vte [ty —e;ty +e], Var,ze € [u(ty) —e; u(ty) +¢l, |f(t,xl) — f(t,x2)| < Clzy — 2.
Puisque a et u sont continues en t1, il existe n > 0 tel que :

n<e et n<tr—1

u(t) —u(t)] < e
<

V 1— Nt 9
vl st {mm—amn

E.
En notant to = t; + 1, on a alors : ¢5 € |t1 ;t*] et, pour tout ¢ € [ty to] :
[t —ti| <ta—t1=n<e
lu(t) —u(t)| < e
la(t) —a(t)] <&,

d’oti :

£ (t, ) = f(t,u(®)] < Cla(t) —u(t)].



2) c¢) e On a, pour tout ¢ € [t1 ;o] :

a'(t) —u' (1) <o (8) —u' (D) = | £ (£, b)) = F(t,u(t))] < Clat) —u(t)| = Clalt) - u(t)).

D’apres 1), il en résulte :
Vi€ [tr;ta], alt)—u(t) <0,

ce qui contredit :
Vit e [t;t"], u(t) <alt)

obtenu en 2) a).

e Ce raisonnement, par I’absurde montre :

Vizty, telnJ = aft) <ull).

1
3) a) L’application a: I =]—0c0;A\[ — R, t+— a(t) = P est dérivable sur I et, pour tout
tel, (t,a(t)) € U =R?. Enfin :
1
VEel o'(t)= g = (o) < (2(0)” + (sin (ta(1))” = £ (t,a(0).

On conclut : « est une barriere inférieure de (E).

3) b) Soit u : I — R une solution de (E) et to € I tel que u(tg) > 0. Il existe A € R tel que :
1 1
A #toet alty) = P u(tp). En effet, il suffit de prendre A =ty + ——. Alors, d’apres a),
—to

u(to)

« est une barriere inférieure de (E), donc, d’apreés 2), si I n’est pas majoré :

1
Vit >ty, u(t)>alt)= P

Mais alors u(t) — 400, contradiction avec u continue sur [tg; +00].
t — AT

1l en résulte, par raisonnement par l’absurde, que I est majoré.

4) e Définition d’une barriére supérieure
On suppose que [ est un intervalle réel non trivial et § : I — R une application dérivable telle
que, pour tout ¢ € I, le point (t,ﬂ(t)) appartient a U et que 'on, ait 'inégalité 8'(t) > f(t,ﬂ(t)).
On dit alors que 8 est une barriere supérieure de 1’équation (E) sur l'intervalle I.
Enoncé du lemme de la barriére supérieure

Soit u : I — R une solution de (E), § une barriere supérieure de (E) sur I, to € I N J tel que
B(to) = u(tg). On a alors :

VielIndJ, t>ty = B(t) > ult).

Démonstration du lemme de la barriére supérieure

Analogue & la démonstration du lemme de la barriere inférieure, en changeant de sens certaines
inégalités.

Ou bien encore, appliquer le lemme de la barriére inférieure a g : (¢,z) — — f(t,—z).



5) a) Soient u; : J; — R, us : Jo» — R deux solutions de (E) telles qu’il existe to € J; N Jo tel
que ug(to) = ua(to)-

e D’apres le lemme de la barriere inférieure, avec a = uy et u = uso, on déduit :
Yt>ty, te 1 N Jy = ul(t) < U,Q(t),
puis, par roles symétriques :
Vt>tg, teJ NJ, = ul(t) = UQ(t).
e Comme on le verra plus loin en IIT 5) a), application v : —J — Rt — u(—t), ou —J =

{t € J; —t € J}, est solution de z' = —f(—¢,z). On peut appliquer le résultat précédent a cette
nouvelle équation différentielle, puis revenir & —t pour ¢t € —.J, et on déduit :

Vi<ty, teJy NJy, = ul(t) = UQ(t).
Finalement : u; = u».

5) b) i) D’apres les théorémes généraux, f est continue sur R2.

Mais f n’est pas localement lipschitzienne en xz. En effet, si f ’était, il existerait e > 0et C > 0
tels que :

Vi,x € [—e;el, |f(t,2) = f(t,0)] < Clal.

Mais :
t,x) — f(t,0 1
fm) - fe0)| VR 1
|| || V]z| = —0
contradiction.
5) b) ii) On suppose ici u > 0. Alors :
UI
u =\/|u| <= ﬁzl — (2vu)' =1
t+C\2
< JCER, 2Vu=t+C <= ICER, u= (+T) .

Comme u > 0, la valeur t = —C' est exclue.
De plus, v’ = y/u > 0, donc u est strictement croissante.

On conclut que les solutions strictement positives de (E) sont les applications :

t+C\2
telIC]—C;400] — R, t+—>(+T), CelR
5) b) iii) Les applications
0 si t<0
up :R— R t— ui(t) =< 42 s
7 Sit>
0 si t<1
ur :R— R, t+— ua(t) = (t—1)2 G i1
2 =

sont solutions de (E), coincident en 0, mais ne sont pas égales.



Partie III

1) Par hypothese, il existe M € Ry tel que : Vit €lp;q[, |9'(t)] < M.
D’apres 'inégalité des accroissements finis, on a alors :

VY (u,v) €lp;al?, |g(u) — g(v)| < Mu—v|.

€

Soit 0.E tant n =
oit € > n notant 7 M+1’O

n a :

V(u,0) €lpsal’, (Ju-vl<n = lg(u) - gv)| < =),
En particulier :

lu—gq| <n {q—n u
—
<N

<q
= |lu—v|<n = [g(u) —g(v)| <Le.
v — q q—n <q

<
<v

¥ (u,v) €]p;ql?, {

Ceci montre que g satisfait la CNS de Cauchy d’existence d’une limite (finie) en ¢, donc g
admet une limite finie en gq.

2) a) Soit t > tg, t € I N J. On peut appliquer le lemme de la barriére inférieure au couple (a, u)
et le lemme de la barriere supérieure au couple (3, u), puisque a(ty) < u(tg) < B(tp). On a donc,
pour tout ¢ >t tel que t € I N J : a(t) < u(t) et u(t) < B(t), cest-a-dire (¢, u(t)) € A.

2) b) Raisonnons par I’absurde : supposons que I N [to ; +oo[ n’est pas inclus dans J.

Il existe alors t; € I tel que I N J N [tg;+0o[= [t ;t1], intervalle ouvert ou fermé en ¢;.

D’aprés a) : Vit € [to;t1], a(t) <u(t) < B(t).

Comme « et [ sont continues en ¢, a et S sont bornées au voisinage de t;, puis u est bornée
au voisinage de t;. Comme f est continue sur U, ’application composée ¢t — f(t,u(t)) est alors
bornée au voisinage de ¢;, donc u' est bornée au voisinage de ¢;. D’apres 1), il en résulte que u
admet une limite finie ¢ en t;.

o fu®) st oteftost] L . L
L’application w:t / est dérivable en tout point de [tg ;t1[, vérifie (E) sur
si t= t1
[to; t1], est dérivable en t; grace au théoréme limité de la dérivée, et, toujours par le théoréme
limite de la dérivée, vérifie I’équation différentielle (E) sur [to;¢1], ce qui contredit la maximalité

de u, cf. la définition de .J.
On conclut : T N [tg;+oo[C J.

3) a) Les applications a, 3 sont dérivables sur R et, pour tout ¢ € R :
alt) =t—de7t <t+ et = B(t)
) =X""+1=(t—a)+1< f(t,alt)) caralt)
Bt)=1-xeT" = (t=B(t) +1> f(t,8(1) car B(2)

Ceci montre que « et [ définissent un entonnoir sur R.

<t
> t.

3) b) Soit (tg,70) € R%, u : J — R une solution maximale de (E) telle que u(tg) = zo.
Soit A > 0 & choisir ultérieurement. On a :

alty) <ulty) < Blty) < to—Ae™® K<xp<tg+Ae ™ = — e ® Lxp—tyg < Ae ™

<~ —Ag(mo—to) t°<>\<=>)\ |$0—t0|e

Il existe donc un tel A > 0, par exemple \ = |z — to]efo + 1.



D’apres le théoreme de l’entonnoir, on a alors I N [tg; +00[C J, c’est-a-dire, puisque I = R :
[t() 5 +OO[C J.
Ceci montre que toute solution maximale de (E) est définie sur un intervalle non majoré.

De plus, pour t > tg: t—Ae ! <wu(t) <t+ e t, donc u(t)—t — 0.
t — 4+
Ceci montre que la représentation graphique de toute solution maximale de (E) admet la premiere

bissectrice pour asymptote, lorsque t — + oo.

4) Raisonnons par ’absurde : supposons que (E) admette au moins deux solutions u,us sur I,

différentes, telles que :
Vtel, (t,ui(t)) €A et (t,us(t)) € A

S’il existe o € I tel que u(to) = v(to), alors d’aprés l'unicité dans le théoréme de Cauchy et
Lipschitz, u = v, contradiction.
Donc: Vte I, u(t) #v(t).
L’application u — v est continue sur l'intervalle I et ne s’annule pas, donc, d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires, u — v garde un signe strict fixe sur I. Quitte a échanger u et v, on
peut supposer : YVt € I, v(t) > u(t).

0 0
Soit t € I. Puisque 6—1; > 0, en particulier, O—J;(t, ) > 0, donc f(t,-) est croissante sur Ju(t) ;v(¢)],

d’ou :

\Y

Fto(®) = f(tu®) = f(t,) (v(t) = () (u(t) > 0.

Ceci montre v' — v’ > 0, donc v — u est croissante sur 1.
Mais 0 < v(t) —u(t) < a(t) —B(t) — 0, donc v(t) —u(t) — 0.

t — i, t — by
On déduit, sur un voisinage & gauche de ¢y : v(t) — u(t) = 0, contradiction.
On conclut : il existe au plus une solution u de (E) sur I telle que : VYt eI, (t,u(t)) € A.

5) a) Il est clair que u est dérivable sur .J si et seulement si @ est dérivable sur —J et qu’alors :
Vte —J, u'(t) = —u'(-t).
Supposons que u satisfait (E) : Vi € J, u'(t) = f(t,u(t)). Alors :
Vte —J, u'(t)=—u'(—t) = —f(—t,u(-t)) = —f( —t,u(t)).
En notant IZz {(t,x)Ae R2;(—t,z) €Ul et f:U — R, (t,2) — — f(—t,z), on voit alors que
u satisfait (E) : =’ = f(¢, ). R

De méme pour la réciproque, ou bien encore, on remarque que (J, u, f) — (=J, @, f) est invo-
lutive.

5) b) On a, pour tout t € —1I :

~

B'(t) = —B'(~t) < —f(—t,8(~1)) = F(t,B(t))
a'(t) = —a'(=t) = —f(—t,a(=t)) = F(t,a(t)).

Ainsi, 3 et @ définissent un entonnoir de (E) sur 'intervalle —1I.



5) ¢) L’équation (E) admet au moins une solution maximale u : J — R. Il existe tg € J tel que
(to, (to)) € A. L’application @ est alors solution maximale de (E) et —to € —J, (—to,u(—to)) € 4,
olt A est I'entonnoir de (E) défini par 3 et @. D’apres 3), ]—o0;—to] N (=I)C —J et :

Vi< —tg, t€—I = (t,a(t)) € A,

donc [tg;+oo[NT C .J et :
Vt>ty, tel = (tu(t)) € A

Pour chaque n € N, il existe deux solutions maximales Uy, V,, de (E) telles que : Uyp(—ty) = a(ty)
et Vi.(—t,) = B(tn) et U, et V,, sont définies sur [—t, ; +0o[N I, donc u,, = U, et v, =V, sont
deux solutions de (E) telles que : u, (t,) = a(tn) et v, (tn) = B(t,), définies sur [to ;t,] au moins.

5) d) e Soit n € N. Il se peut que up41 = Up. SUPPOSONS Uy i1 F Up.

Comme u,, et u,; sont solutions de (E), d’aprés le théoréeme de Cauchy et Lipschitz, on a
alors : Vt € I, uny1(t) # un(t), et en particulier : wupy1(to) # un(to)-

Supposons 11 (to) > un(te). Comme w11 — uy, est continue sur intervalle I et ne s’annule pas,
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, on a: Vt €1, upi1(t) > un(t).

En particulier : wpni1(tn) > un(tn) = B(tn),
en contradiction avec : Vt € I, B(t) < upt1(t) < aft).

Ce raisonnement par 1’absurde montre : u,1(to) < un(to).
On conclut : la suite (un(t)), est décroissante.

e Par la méme méthode, on montre que la suite (v, (to)), est croissante.

eSoitn €N. Ona:  uy(ty) = aty) = B(tn) = va(ts).

Comme u,, et v, sont deux solutions de (E), comme plus haut, u,, —v, est de signe strict fixe sur I,
donc, comme (u, — v,)(to) = 0, on déduit : u, — v, > 0, et, en particulier : (u, — vy,)(to) = 0,
c’est-a-dire : v, (to) < un(to)-

5) e) La suite (Un(to))n est décroissante et minorée par vg (o), donc converge vers une limite A.
La suite (vy (to)) est croissante et majorée par ug(tp), donc converge vers une limite p.
Comme : Vn € N vn(to) < un(to), on déduit, par passage a la limite : u < A.
. + . . L
Il existe zg € [u; )], par exemple o = T'u On a alors, puisque la suite (uy (o)), est décroissante

et minorée par zo : Vn € N, un(to) > o, et, puisque la suite (v, (to)), est croissante et majorée
par zg : Vn €N, wv,(to) < zo.

On conclut :
Jzp €R, VR €N, wuy(to) < 2o < vn(to)-

5) f) D’apres le théoréme de Cauchy et Lipschitz, (E) admet une unique solution maximale u
telle que u(tp) = wo.
Comme en 5) ¢),ona: Vte€]—oo;to] NI, at) <u(t) < B(t).

Pour chaque n € N, u,, et v,, forment un entonnoir de (E) sur [tg ;t,], donc [to;t,] C J et :
Vie [tO ;tn]a a(t) < u(t) < B(t)

Comme t,, — b, il s’ensuit : V¢ € [to;b], a(t) < u(t) < B(¢).



Partie IV

1) Considérons U = R*, f:U — R, (t,z) — 1.
Il est clair que f est continue, localement lipschitzienne en z, et que :

V(t,z)eU, f[f(t,z)=f(t+1,z),

donc f convient.
Et :
(E) <= ' =f(t,x) < 2’ =1 < FCeR, VteR, z(t)=t+C,

donc aucune solution de (E) n’est périodique.
2) a) L’application v: J —T — R, ¢t — v(t) =u(t + T) est dérivable sur J — T et :
Vie J-T, v'(#)=u'(t+T)=f(t+T,ut+T)) = f(t,v()),

donc v est aussi solution de (E), sur 'intervalle J — T.
De plus, il est immédiat que v est alors solution maximale de (E) sur J — T.

2) b) Supposons qu'il existe ty € J tel que: to +T € J et u(to +T) = u(to)-

Alors, u est solution de (E) sur J, v est solution de (E) sur J =T, J N (J —T) # @ car tg € J et
to + T e J, et U(to) = U(to).

D’apres le théoréeme de Cauchy et Lipschitz, comme u et v sont solutions maximales de (E),
ona:J-T=JetVteJ vt)=ul),doutJ=Ret: VteR, u(lt+T)=uv(t) =u(t), doncu
est T-périodique.
3) Soit z €]e; d].

e Supposons que v, est T-périodique.

Alors, comme 0 € I, on a T € I, c’est-a-dire z € D, et on a P(2) = ~.(T) = ~v.(0) = z.

e Réciproquement, supposons z € D et P(z) = z.

Alors 7, (T) = P(z) = z = 7.(0), donc, d’apres 2) b), 7. est T-périodique.

4) a) Soient z1,22 € D tels que 21 < z2. Onadonc T € I, et T € L.
Soit z €]z1 ; za].
D’apres le théoréeme de I’entonnoir, comme ., (0) = 21 < 2 < 22 = Y2, (fp), on a :

Vtel,, NIL,, v, (tO) < 'Yz(tO) < 'Yzz(tO)a

donc T €1,,z€ D.
Ceci montre que D est un intervalle de R.

4) b) D’apres a), avec les mémes notations et d’apres le théoréme de Cauchy et Lipschitz :

Vite Izl N [Zza Vz1 (tO) < 722(t0)7

donc en particulier :
P(Zl) =Tz (tU) < 722(t0) = P(Z2)a

donc P est strictement croissante.

4) c) Soient z1, 22 € D tels que, par exemple, z; < z3. On a alors P(z1) < P(z2).

Soit y €]P(z1); P(z2)[. L’ensemble A est un entonnoir et un anti-entonnoir, donc, pour tout
z €21 ; 22[, la solution maximale u de (E) telle que u(z) = T est aussi définie en 0. On a alors, en
notant z = u(0), P(z) =y, donc y € P(D).

On conclut que P(D) est un intervalle de R.



4) d) Puisque D est un intervalle de R, que P : D —» R est strictement croissante et que P(D)
est un intervalle de R, 'application P est continue. En effet, si P était discontinue en un point
z € D, alors on aurait P(z7) < P(zT), et P n’atteindrait pas toutes les valeurs entre P(z7) et
P(z%), P(D) ne serait pas un intervalle.

On conclut que P est continue sur D.

5) a) L’application 5 : ¢ € [0;+oo[ — 3t € R est dérivable sur R et :

Vte [0;+00], B'(t)=3>sint+2cosB(t) = f(t,B(t))
B0)=03 -7

et Papplication « : ¢ € [0; +oo[ — a(t) = —3t — 7 € R est dérivable sur [0;+o0[ et :

Vte[0;+o00f, a'(t)=-3<sint+2cosa(t) = f(talt))
a(0) = -7 <0.

Ainsi, o et  définissent un entonnoir de (E) sur [0; +o0].

D’apres le théoreme de I’entonnoir, les solutions maximales u,v de (E) sont définies sur [0; +00],
donc au moins sur [0; 27].

5) b) e L’application § : t € [0;27] — 0 € R est dérivable sur [0;2x] et, pour tout ¢ € [0;2n],
ona: fB'(t) < f(t,B(t), car B'(t) =0 et f(t,B(t)) =sint+2cos0 =2+sint = f(t,0).
D’apres le lemme de la barriere inférieure, on a donc u(27) > 0.

e L’application o : ¢ € [0;27] — «a(t) = —7 € R est dérivable sur [0; 2] et, pour tout ¢ € [0; 27],
ona:a(t) > f(t,at)), car o'(t) =0 et f(t,a(t)) =sint + 2cosa(t) > sint — 2 = f(t,—).

D’apres le lemme de la barriere supérieure, on a donc v(27) < —.
5) ¢) Ona: P(0) =v%(T) =u(T)=ul27) 20 et P(—7) =v_(T) =v(T) = v(27) < —7.
L’application @ : t € [-m;0] — Q(t) = P(t) —t € R est continue sur lintervalle [0;27] et

Q(0) = P(0) >0, Q(—n) = P(—m) + 7 < 0. D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe z € [—7;0] tel que Q(z) = 0, c’est-a-dire tel que P(z) = z.

5) d) D’apres 3), comme z € D et P(z) = z, 7, est T-périodique.
Ainsi, (E) admet au moins une solution T-périodique.

5) e) D’apres d), (E) admet au moins une solution w 27-périodique, définie sur R.

Considérons, pour tout n € 7 :
wp R — R, t— wy(t) =w(t)+ 2nmr.

Les applications w, sont deux & deux différentes.
Pour tout n € Z, w,, est solution de (E), car w,, est dérivable sur R et, pour tout t € R :

wy, (t) = w'(t) = sint + 2 cos (w(t)) = sint + 2 cos (w(t) + 2nw) =sint + 2cos (wy,(t)).

On conclut : (E) admet une infinité de solutions 2m-périodiques.
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Partie V

1) L’application F : B — R, (z1,22) — < f(x1,22), (—x2,21) > est continue sur B et B est
connexe par arcs, donc F'(B) est connexe par arcs, donc est un intervalle de R.

D’apres (H2) : 0 ¢ F(B).

Ainsi, F(B) C]0;+o00o[ ou F(B) C] — 00;0[. Quitte & remplacer f par —f, on peut se ramener &
F(B) C]0; +o0], c’est-a-dire (H3).

u; = (ho#)cosf uj = (h' 00)0' cos@ — (h o 8) sin 66’
2) On a: onc

uy = (ho#)sind uy = (h' 00)8" sinf + (h o ) coshb'.
Ainsi :

(h' 06)8' cos — (ho8)sinff = fyou| cosf| —sinf

(W' 00)0'sinf + (hof)cosfb = faou cosf

u est solution de (E) <— {
sin 6

(W' 06)0" = (fiou)cosf + (frou)sinf
{h09:—(f1 ou)sinf + (fy o u)cosf
W (0(t)6'(t) = g1 (0(t), h(6()))
0'(t) = g2(0(t), L (6(1))),

en notant g1, gs : Rx]0; +o0o[ les applications définies par :

= Vtel, {

g1(0,h) = fi(hcos, hsinf) cosb + fo(hcost, hsinh)sin b
gQ(Gah) =

( — fi(hcosf, hsin@)sinf + fo(hcosé, hsinf) c0s0).

SR

3) On a, d’apres (H3) :

V(t,h) € R X [a1;as2], hga(f,h) = —fi(hcosf, hsinf) + f2(hcosb, hsinb)
=< (fl(hcosﬂ,hsin0),f2(hcost9,hsint9)) , (—sin0,cost9)) > >0,
d’ot :
V(0,h) € R x [a1 ;a2], g2(0,h) > 0.

L’application g, est continue et > 0 sur le compact [0;27] X [a; ; az2], donc g» admet un minimum
m > 0.
Il existe c1,co E R tels que: 0< e <ay <as < ca.

Puisque ¢» est continue sur le compact [0;27] X [c1 ; c2], d’apres le théoréme de Heine, pour
tout € > 0, il existe n > 0 tel que :

|02 — 01| <7
< = |92(927,02)—92(91,p1)| <e.
Ny

Y (01, p1), (82,p2) € [0;27] X [e15¢2], {

m
En particulier, en prenant £ = 5 et 8, = 05, il existe n > 0 tel que :

m
VO €[0;27], Vpu,p2 € lerseal, lpa —pil <1 = [92(0,p2) — 92(0,p1)| < 5
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Notons by = Max (¢1, a1 — 1), b = Min(c2, a1 + 7). On a alors 0 < by < a1 < as < be.
Pour tout (6,p) €

[0;27]x]by ; b, il existe p1 € [a1;as] tel que |p — p1| < n. On a alors
|92(0,0) — 92(0,p1)| <

b

ISTES AN

, d’ou, en utilisant la définition de m :

m
92(0,p) = g92(0,p1) — 5 >0

On conclut : il existe des réels by, ba, avec 0 < by < a1 < as < by, tels que go soit > 0 sur Rx]by ; ba[.

4) a) D’aprés 3), g2 ne s’annulle pas sur Rx]b; ;b2], et on peut donc définir

. . _g1(8,p)
G :Rxby ;bo[ — R, (8,p) — G(6,p) = @)

Considérons les applications suivantes, qui sont constantes :
pr:R—R O8+—a, p:R—R 60— a.

Les applications p; et py sont dérivables sur R et, pour tout t € R :

PO =0, Go.p®) = 2 S0, 56) =0, GO.mO) = L2 <o

(0) <G(O,p(0
VOER {pl() (6,01 (0))
$h(0) > G (68, (6))-
Ceci montre que [0;27] X [a; ; az2] est un entonnoir de (E’), pour le couple (p1, p2).

4) b) D’apres le théoreme de P’entonnoir, si p est solution de (E’) et si p(0) € [a; ;as], alors p est
définie sur [0;27] au moins et p(2m) € [ay ; az], donc P([ay ;as]) C [ay ;as].

4) c) e L’application @ : [a1 ;a2] — R, ¢t — Q(t) = P(t) —t est continue sur U'intervalle [a; ; a2]
et Q(a1) = P(a1) — a1 = 0, Q(a2) = P(az) — az < 0, donc, d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires, il existe ¢ € [a; ; as] tel que Q(c¢) =0, donc tel que P(c) = c.

Ceci montre que P admet au moins un point fixe dans [a; ; as].

e D’apres IV 3), il en résulte que (E’) admet au moins une solution 27-périodique h et que h est
a valeurs dans [a; ; as].

5) a) L’application ¢ est continue et 27-périodique. La restriction ¢ [jp;2- est continue sur le
segment [0;2x], donc, d’aprs le theoréme fondamental, admet un minimum m > 0 et un
maximum M > 0. On a alors :

VOeER, 0<m<y(d) <M.

5) b) e L’ensemble R x [m ; M] est un entonnoir de (E”), donc les solutions maximales de (E”) sont
définies sur des intervalles non majorés. Par la méme méthode qu’en IV 5) c), on montre que ces
intervalles sont aussi non minorés. Ainsi, les solutions maximales de (E”) sont définies sur R.
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e Soit, # une solution maximale de (E”) sur R.

On a, pourt >0 :

/0' >60(0)+mt — +oo
t — +oo
et, pour t <0:
t
+/ ' (u)du = / ' ( ()+mt —  —00.
0 — —00

Ainsi, 6 : R — R est continue, strictement croissante (car 6 est dérivable et 8" > m > 0) et de
limites —oo et +00 en —oo et +00, donc, d’apres le théoréme de la bijection monotone, 6 est
une bijection de R sur R.

6) e Notons 6 'unique solution maximale de (E”) telle que 6(0) = 0.
Puisque # est une bijection strictement croissante de R sur R et que #(0) = 0, il existe T' > 0
unique tel que 6(T) = 2.
Notons :

91:]R—>]R, tr—>91(t):9(t+T) et 92:R—)R, tf—)92(t):9(t)+2ﬂ'
D’une part, 6, est solution de (E”) car :
VteR, 01(t)=0'(t+T)=vy(0t+T))=1(0(t)

et 0,(0) =6(T) = 2.
D’autre part, 62 est solution de (E”) car :

VteR, 05(t)=6'(t) =¢(0(t) = (0(t) + 2m),

et 65(0) = 6(0) + 27 = 2.

D’apres 'unicité dans le théoréme de Cauchy et Lipschitz, on a alors ; = 5. Ainsi :
VteR, 0t+T)=0(t)+ 2.

D’apres 2), u est alors solution de (E).
De plus, comme h est 2m-periodique, u est alors T-périodique.

e Montrons enfin que u ne peut pas étre constante.
Raisonnons par "absurde : supposons u constante.
Alors, u; et uy sont constantes, donc, d’apres 2), comme u? +u3 = (hof)? et que h est & valeurs > 0,
h o @ est constante > 0.
Comme :
uy (t) us(t)
n(6(1) n(6(0)’

cosof et sin o sont constantes, contradiction avec 8 bijection de R sur R.

VteR, cosf(t) = et sinf(t) =

On conclut : il existe une solution maximale périodique non constante, a valeurs dans B, de
Péquation différentielle (E) z' = f(¢,x).
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