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Exercice 1.

1. (Fr,)ken est une filtration de F car pour tout k£ € N, Fr, est une sous-tribu de F (car T}, est
un temps d’arrét) et Fr, C Fr,, car Ty < Tpy1 (cf. la Proposition 2.6 du polycopié de cours).

2. Soit k € N. On sait que X}, = Mr, est Fr,-mesurable car T} est un temps d’arrét pour une
filtration adaptée au processus (My)nen (Proposition 2.6 du cours). En vertu du théoréme
d’arrét pour les martingales réguliéres, on a

Xy = Mr, = E[ M| Fr, | (1)

oit My, est la limite presque sire (et dans L') de (M,)nen. On en déduit par I'inégalité de
Jensen que | Xy| < E[ |[M| |.’FTk], d’ott E[| Xy|] < E[|Mwl|]. Comme M, est intégrable (comme
limite L' de variables aléatoires intégrables), il en découle que X}, est intégrable. En utilisant
(1) et le fait que Fr, C Fr,,, il vient

B[ Xy11|Fr,| = B[E[Mu|Fry ]| Fr, ]| = ElMoo |Fr,] = X
(voir aussi le corollaire 3.18 du cours). Ceci montre que (Xj)ien est une (Fr, )gen-martingale.

3. On a déja vu dans la question 2 que E[|X|] < E[|My|] < co pour tout k € N. Par conséquent,
(Xk)ren est bornée dans L' et donc converge presque siirement vers une variable aléatoire X ..
En fait, il découle de (1) que la martingale (Xj)xen est réguliére (Proposition 3.14 du cours) et
donc l'on a également convergence dans L' vers Xo, = E[My|G], avec G = o ( U Fr,)-
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Exercice 2.

Rappelons que S, /+/n converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne de loi N'(0,0?) (théoréme
de la limite centrale). Il parait donc assez naturel que les propriétés d’intégrabilité de T soient
différentes pour ¢ < o et ¢ > 0.

1. La variable aléatoire T = inf{n € N* ; |S,| > c¢y/n } & valeurs dans N* U {co} satisfait

n—1

{T:n} = ﬂ {|Sk| SC\/E}H{LSH >c\/ﬁ} € F2 pour tout n € N*,

k=1 ~ ) ~ )
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c’est donc un temps d’arrét pour la filtration (F2)nen.

2. Si T est intégrable, alors E[S%] = E[X?]|E[T] = o?E[T] d’aprés I'identité de Wald démontrée
dans I'exercice 8 de la feuille de TD 4. Or |Sr| > ¢V/T par définition de T, d’ott E[SZ] > ¢* E[T).
Puisque ¢, o et E[T] sont strictement positifs, il en résulte que o > c.

3. On suppose que T n’est pas intégrable. Pour n € N* fixé, on considére le temps d’arrét borné
To, =T An et on poseY, = X%n.

(a) D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
E[S%,] = E[(St-1+X1,)"] = E[$},_1] +2E[Sr,1Y,/2] + E[Va]

B[s%, ] +2(E[s3, JE[v.))" +E[x] . )
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Puisque 7}, est intégrable (car borné), I'identité de Wald précédente nous donne E[S? | =

n

o?E[T,]. Par définition de T et de T, < T, |S1, 1| < cv/'T,, — 1, d'ou E[S7. ] < ZE[T,].
En divisant les membres de gauche et de droite de (0) par E[T7,], il vient

E[Yn]>1/2 EY,] Q)

o? < 02+2C<E[Tn] HT,] "

(b) Soit e > 0et k € N*, k <n. Puisque T, € {1,...,n} et Y, = X%n, on obtient

]E[Yn] = ]E[Yn 1{YnS€Tn}] =+ ]E[Yn 1{Yn>5Tn}]
k—1 n

< E[eTo] + ) EIX] Lpxase gy Ynmp] + D EIX] Lixose iy zmsy]

j=1 j=k

IA

k—1 n
eE[Tn] + ) E[X]] + D E[X] 1ixes 3 iz og)]
j=1 j=k

n
= eE[T.]+ (k—1)0” + ZkP[Tn > ] E[X] 1ixzse )] (2)
]:
(la derniére égalité découle de I'indépendance de {T,, > j} = {1, < j} € .7-"55_1 et de Xj).

(c) La derniére somme dans (2) est égale a

n %

n n
Bk = 30 BIE, = 4 1) = 3BT = 13
J=k i=j i=k j=k
avec u; = ]E[X]2 1{ng>€]~}]. Notons que 0 < u; < o2 et que u; = JE[Xl2 1{X12>E]-}] pour tout
j € N* (car X; et X; ont méme loi). Comme de plus X est de carré intégrable, il s’ensuit

que u; — 0 quand j — oo par le théoréme de la convergence dominée. Il existe donc un
entier / tel que u; < &/2 pour tout j > I. Ainsi,

1¢ I e(i—1) €
< lim - L < i CRANTLA L2 R
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Par conséquent, on peut trouver un entier £ tel que Z u; < €4 pour tout 4 > k. Pour un

=1
tel k,

n
Tngk < Z]P’[Tn = i]si = e E[T),] pour tout n > k. (3)
i=k
(d) En remplacant (3) dans (2) et en divisant par E[T},], on obtient pour n > k

E[Y,,] (k —1)o?
BT,] <2 TEE]

Or 1i_>m E[T,] = E[T] = oo par le théoréme de la convergence monotone. Puisque ¢ > 0
n—odo

est arbitraire, ceci prouve que
E[Yy]

ni>oo E[Tn] =0.

11 suffit alors de faire tendre n vers 'infini dans 'inégalité (1), on obtient ainsi o < ¢. Par
contraposée et au vu du résultat de la question 2, nous avons démontré :

Proposition : E[T] < oo si et seulement si ¢ < o.



