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Baréme indicatif : exercice 1 : 4 points, exercice 2 : 5 pts, exercice 8 : 5 pts, exercice 4 : 6 pts.

Les 4 exercices sont indépendants. Pour tout I C R, on note 1; la fonction indicatrice de I, définie
par 17(z) =1sizelTet 17(z) =0siz e R\ I.

Exercice 1.

Soit a,b, A > 0. Soit U et V deux variables aléatoires réelles positives indépendantes de lois admettant
les densités py et py (par rapport a la mesure de Lebesgue) données par :

AT a—1_—u AP —-1_—-v
pu(u) = m u e M g o) et py(v) = T Ve M g pp(v) , w,w R
(on rappelle que I'(z fo t*~le=t dt pour tout = > 0).

Calculer la densité de la loi du couple (U +V, & +v) Montrer que U 4+ V et WU\/ sont indépendantes.

Déterminer les densités des lois de ces variables aléatoires.

Exercice 2.
Soit X une variable aléatoire réelle de loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Soit Y une variable aléatoire
réelle admettant la densité conditionnelle sachant X = z suivante :
Frixle) = @y —2)e” ™ 1, ()
par rapport a la mesure de Lebesgue. Enfin, soit Z une variable aléatoire réelle admettant la densité
conditionnelle sachant (X,Y") = (z,y) suivante :
fzixy(zlz,y) = (y — O Lj0,00((2)
par rapport a la mesure de Lebesgue.
1. Donner la densité de la loi de (X, Y, Z). Déterminer la densité de la loi de Z.

2. Déterminer la densité de la loi de (X,Y — X, Z(Y — X)). Quelle indépendance remarque-t-on ?
Donner les densités des lois de Y — X et de Z(Y — X)).

Exercice 3.
Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et A € F un événement de probabilité P[A] > 0.
1. Soit G C F une sous-tribu de F. Montrer que
fG [14]G]dP
Jo El1A|G]dP

2. Soit G la tribu engendrée par une partition dénombrable {G), }nen de Q vérifiant P[G,,] > 0
pour tout n € N. Montrer que dans ce cas (1) se réduit a la formule de Bayes

P[A|G] P[G,)]
> PIAIG] PG

meN

P[G|A] = pour tout G €G . (1)

PG, |A] = pour tout n € N .

Exercice 4.

Soit X une variable aléatoire réelle positive. Pour tout ¢ > 0, on pose X; = min{X, ¢} et on note
o(Xy) la tribu engendrée par X;.

1. Montrer que si 0 < s <t, alors o(X;) C o(X3).

2. Soit f : R — R une fonction borélienne bornée. Déterminer E[f(X)|X;] pour tout ¢ > 0.



