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Exercice 1.
Les variables aléatoires U et V étant indépendantes, la densité (de la loi) du couple (U, V) vaut :

Aeb a—1,b—1_—(utv
pw,vy(u,v) = pu(u)pv(v) = T(a)T ) Lob=e (A 1y o ((w) 10, 00( (V) -

Onpose X =U+VetY = WUV L’application ¢ : (u,v) — (u + v, u—_H}) est un difféomorphisme

(R*)? — R x]0,1[ d’inverse 1 : (z,y) — (zy,x — xy). Le Jacobien associé & ¢! est

Jy-1(x,y) = = ' vor

1l—y —=z

=—x#0 V (z,y) € RLx]0,1].

En effectuant le changement de variables (z,y) = ¥ (u,v), on obtient

a—b
Elp(X,Y)] = )\7/ du/ do u®tyP e (wtv)/A (u—{—v 4 )

+ v
)\ b 1 b—1 —a/A
= / dw/ dy @ (zy)*H(z — ay)* e p(x,y)

pour toute fonction ¢ : R? — R borélienne bornée. Donc le couple (X,Y) a pour densité

A—a—b

pxyy (T, y) = RORO) 2 e A g (@) y L — )P 0 (y) -

On remarque que cette densité est le produit d’une fonction ne dépendant que de x par une fonction
ne dépendant que de y. Par conséquent, X et Y sont indépendantes et admettent les densités

Afafb
_ +b—1_—z/A _ —1,a—1 b—1
px(r) = CW 2" 0 (@) L py(y) =ty T A = y) M 0 (y) -
La constante de normalisation ¢ s’obtient grace a I'égalité [dx px(z) =1, d’ott ¢ = I'(a)I'(b)/T'(a+b).
On en conclut que la somme de 2 variables aléatoires U et V de lois I' de paramétres (a, \) et (b, \)
est une variable aléatoire de loi I' de paramétre (a + b, \), indépendante de Y = U/(U + V). Notons
aussi que Y suit une loi # de parametre (a,b).

Exercice 2.
1. Les densités de (X,Y,Z) et de Z valent fixy,z)(%,9,2) = fz1xy (]2, y)fyx(Wlz)fx(z) et

fz(z fngdxdnyYZ (x,y,2). Or X suit la loi uniforme sur ]0, 1], donc fx(x) = 1]071[(35) et
fxyz (Y, 2 — )2 HD) 1[0 1(2) Lz, 00[(¥) L0,00[(2)
fz(2) = 1jg 00[(2 / dx/ dy (y 2,—(z+1)(y—2) _ 1[0700[(2)/ dt $2e— G+
0

pour tout (x,y,2) € R3. La dernitre intégrale dans la deuxieme ligne est la dérivée seconde de
JoZdte=EHDE = (2 + 1)L par rapport & z, d'ott fz(2) = 2/(z + 1)® 1jg oo(2) pour tout z € R.

2. Onpose V=Y — X et W= Z(Y — X). Pour toute fonction borélienne bornée ¢ : R* — R,
1 00 [e8)
E[QD(X, V, W] = / dﬂ:/ dy/ dz (y — ﬂ:)Qe_(ZH)(y_’:) gp(:ﬂ,y —x,z2(y — x)) .
0 T 0

En utilisant le théoréme de Fubini et en effectuant les changements de variables w = z(y — x)
et v = y — x dans la troisieme et la deuxieme intégrale, il vient



E[o(X,V, W] /dx/ dv/ dwve " Yoz, v,w) .

On en déduit que la densité de (X, V, W) est donnée par fix v,w)(z,v,w) = fx(z)fv(v)fw(w)
pour tout (z,v,w) € R3, avec
Ix(@)=1py(x) , frv(v)=ve "ljg(v) , fw(w)=e"1g(w).
Ainsi, (X, V,W) est un triplet de variables aléatoires indépendantes et V et W sont distribuées
selon la loi T' de paramétre (2,1) et la loi exponentielle de paramétre 1.
Exercice 3.
1. Pour tout A € F tel que P[A] > 0 et tout G € G, P[AN G| = E[lalg] = E[E[14]G]1¢] =

/ E[14]G] dP. En appliquant également cette formule a G = €2, il vient
G

PANG] [, E[LalG]dP

PlGlA] = PA] ~ [,E[1alG]dP "

(1)
2. SiG = 0({Gn}nen) o {Gy, }nen est une partition de €2, alors E[14|G] = Z E[14|Gp] 1g,,, d’ou
m=0

/ E[14|G]dP = Z E[14|Gm / la,, AP = E[14|Gn|P[G,] = P[A|G,]P[G,)] -

Le dénominateur dans (1) se calcule de maniére analogue. Ainsi la formule (1) se réduit a la
formule de Bayes bien connue,

P[A|Gn] P[Gy]
Y PAIGw] P[Gh)]

meN

neN.

P[Gn’A] =

Exercice 4.
1. Soit 0 < s < t. Alors X; = min{X, s} = min{Xy, s}. Puisque la fonction z € R — min{z, s}
est borélienne, il s’ensuit que X € o(X;) et donc o(X;) C o(Xy).

2. Supposons d’abord que P[X > ¢] > 0. On sait que E[f(X)|X:] = ¢(X};) ol ¢ est une fonction

borélienne | — 0o0,t| — R que l'on se propose de déterminer. Par définition de l’espérance
conditionnelle, cette fonction satisfait
Elp(Xe)h(Xy)] = E[f (X)h(Xy)] (2)

pour tout h :] — co,t] — R borélienne bornée. Mais Xy = X si X <tet Xy =t¢si X > ¢, dou

E[f(X)h(Xy)] = E[f (X)R(X)1x <] + () E[f (X)Lix>n] - (3)
De méme,

Elp(Xe)h(X1)] = Elp(X)h(X) 1 x <] + @()h(t) PIX > 1] . (4)
En comparant ces deux expressions, on voit qu’il suffit de prendre p(z) = f(z) si x < ¢
et o(t) = E[f(X)1ix>n]/P[X > t]. En effet, on définit bien ainsi une fonction borélienne
¢ :] —o00,t] — R (car f est supposée borélienne), qui satisfait (2). On en conclut que

E f(X >t
E[f(X)|X)] = f<Xt>1}_w,t[<Xt>+% -

E[f(X)1
= [(X)lix<y + % (X>1) -

Traitons a présent le cas P[X >t] = 0. Alors E[f(X)1{x>n]| <sup|f(z)|P[X >t] =0, et donc
zeR

d’apres (3) et (4), E[f (X)h(Xy)] = E[f (X)h(X)1{x<i}] et E[p(Xe)h(Xy)] = E[p(X)R(X)1{x <],
d’ott E[f(X)|X¢] = f(X¢).



