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Examen du 21 juin 2016 (seconde session)

Les notes de cours et de TD sont autorisées a ’exclusion de tout autre document.
Le sujet comporte 3 exercices. On conseille de faire ’exercice 1 avant I'exercice 3.
Durée : 3 heures

Dans tout ce qui suit, (X, || -|x) est un espace de Banach. On note (X', || - || x/) son espace de Banach
dual, (L£(X), || - [[z(x)) I'espace de Banach des opérateurs linéaires bornés X — X et 1x € L(X) 'opérateur
identité.

Exercice 1 Soit £ C X un sous-espace ° vectoriel de X et G C X’ un sous-espace vectoriel de X’. On note
E ladhérence de E dans (X, || - ||x) et G 'adhérence de G dans (X', - || x/). On définit

E+ = {feX; f()=0VazeE}
Gt = {zreX;glx)=0VgeG}.

1. Montrer que E+ et G sont des espaces vectoriels.

2. Montrer que E-=EletG =Gt
Soit Fy 'adhérence de E pour la topologie faible o(X, X’) et Gy I'adhérence de G pour la topologie
s-faible o(X', X). Y a t’il égalité entre Ey et E+ ? Méme question pour Gi et G*.

3. Montrer que dans le cas particulier o X est un espace de Hilbert, on retrouve les définitions usuelles
de l'orthogonal d’un sous-espace vectoriel : plus précisemment, vous vérifierez que

IHEY) = (Z(B)" ={ye X; {yx) =0 Vae E},

ouZ:yeX — f, €X' est isométrie définie par f,(z) = (y,z) pour tout =,y € X.
4. Montrer que G* est un fermé de (X, || - || x) et que E* est un fermé de (X', - || x+)-
5. Soit F' C X un autre sous-espace vectoriel de X. Vérifier que (E + F)* = B+ nF+.

6. Montrer que (E+)*+ = F.
Indication : pour prouver que (E+)+ C E si E # X, vous pourrez utiliser le résultat suivant que vous
justifierez : pour tout 2o € X \ E, il existe fo € X' telle que fo(zg) =1 et fo(z) =0V € E.

7. On suppose que X est réflexif. Montrer que (G)*+ = G.
8. Soit A € L(X). On note A’ € L(X") l'opérateur dual de A. Montrer que

ker(A') = [Im(A)]F , ker(A) = [Im(4")]* .

En déduire que ker(A')* = Im(A) et que, si X est réflexif, alors ker(A4)*+ = Im(A’)

Exercice 2 Soit P € £(X) un projecteur non nul et distinct de I'identité 1x.
1. Montrer que pour tout A ¢ {0,1}, A\1x — P est injectif.
2. Montrer que pour tout A ¢ {0,1}, A1x — P est surjectif.

3. Montrer que P n’a pas de spectre continu ni de spectre résiduel et a deux valeurs propres 0 et 1,
c’est-a-dire,

o(P) =op(P) =1{0,1}.



Exercice 3 Pour tout A € L(X) et tout N € N*, on considere la somme :

1 N-—1
SN:N ZA".
n=0

(avec A" = Ao Ao..oApourn>1et A’ = 1x). Dans tout I'exercice, on suppose que
—_—

n fois

M = sup ||A®||z(x) < o0 (1)
neN
1. Montrer que sup [[Sy|lz(x) < M. En déduire que Sy € L(X) et que
NeN~*

]\}i—{noo |ASN — SNHL(X) — A}gnoo ISvA — SNHL(X) =0.

2. Montrer que
Y = {y eX; A}i_r)rlooSNy existe }
est un sous-espace vectoriel fermé de X.
3. Pour tout y € Y, on définit Py = A}gnoo SN Y.
Soit F' =ker(A —1x) ={z € X ; Az =z} C X le sous-espace vectoriel des points fixes de A.
(a) Montrer que P est une application linéaire bornée Y — X, de norme || P||zy,x) < M.
(b) Montrer que F' C Y et que P a pour image Im(P) = P(Y') = F.
(c) Montrer que P est un projecteur vérifiant AP = PA = P.
4. Soit H =TIm(A — 1x). Montrer que H C Y Nker(P) (on se servira des résultats de la question 1).

5. Soit F' =ker(A'—1x/) C X' I'espace vectoriel des points fixes de Papplication duale A’ de A. Montrer
que les 3 affirmations suivantes sont équivalentes :

() yeH;
(i) ye Y et Py=0;
(iii) f(y) = 0 pour tout f € F'.
Indication : Pour prouver (iii) = (i), on pourra utiliser les résultats de I'exercice 1.
6. Déduire des questions précédentes que Y = F' & H.
7. On suppose que X est réflexif.
(a) En s’aidant des résultats obtenus & I'exercice 1, montrer que Y+ = H'NF' ot H' = Im(A’ — 1x/).
(b) En déduire que Y+ = {0x+} (ici Ox- est la forme linéaire nulle sur X’).
(¢) En conclure que Y = X.

8. Soit # € X, X non nécessairement réflexif. On définit ’enveloppe convexe de {z, Az, A%z,...} par :

M-1 M-1
C, = {Z tm A ; MEN*,(to,... , tM—l) GR{‘K, Z tm:1} c X.
m=0 m=0

Démontrer que les 3 affirmations suivantes sont équivalentes :

(I)yeY et z= Py;

(IT) la suite (Syy)nen+ admet une sous-suite convergeant faiblement vers z ;

(III) CyNF #0et z€ CyNF.
Peut-on utiliser ’équivalence (I) < (II) pour retrouver le résultat de la question 7 dans le cas particulier
ol X est réflexif?
Indications : Pour montrer que (II) = (III), utiliser le fait que tout sous-ensemble convexe fortement
fermé de X est faiblement fermé. Pour prouver (IIT) = (I), généraliser la question 1 en montrant que
lim [[SyA™ — Sy|lz(x) = 0 pour tout n € N et en déduire que lim |[Syu— Syyl| =0siu € C,.
N—o0 N—o0



