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Exercice 1

1. Soit {fn}nen une famille dénombrable dense dans X’. Par définition du sup, pour tout n € Net € > 0,
il existe @, € X tel que [[z,][x =1 et [fu(zn)| > supjz =1 |fn(z)| — € = | fallx’ — €. En supposant
que fp # 0 et en choisissant € = || f,,||x//2 > 0, on obtient 'inégalité cherchée :

. )

(qui est aussi trivialement vraie si f,, = 0).

2. Soit V = {Zgzo MnZn; N € Ny Ag, -+, Any € C} Pespace vectoriel des combinaisons linéaires finies des
Tp. Soit f € X' une forme linéaire s’annulant sur V', ¢’est-a-dire telle que f|y = 0. Montrons qu’alors
f = 0. Par densité de {f,}nen dans X', pour tout e > 0 il existe un entier n tel que ||f — ful|lx < e.
En utilisant (1) et f(xy) =0, il vient

HfHX’ Hf - anX’ + an”X’ < Hf - anX’ +2‘fn(xn)’
Hf - anX’ + 2‘(.]071 - f)(xn)’ + 2’.]0(1'71)‘
BIIf = fallxr < 3e.
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Ceci étant vrai pour tout € > 0, il s’ensuit que ||f||x» = 0. Donc f = 0.

3. Une conséquence du théoreme de Hahn-Banach est que si M C X est un sous-espace vectoriel fermé
de X, M # X, alors il existe f € X’ telle que f|py = 0 et f # 0 (en effet, d’apres la version
géométrique du théoreme de Hahn-Banach, si xy ¢ M alors il existe un hyperplan séparant strictement
le convexe compact {xo} du convexe fermé M disjoint de {z(}; autrement dit, il existe f € X’ telle
que f(z) < f(zg) pour tout z € M ; or 'image de l’espace vectoriel M par la forme linéaire f ne peut
étre inclu dans | — 0o, f(x0)[, & moins que f|y; = 0). En appliquant ce résultat & M =V, on déduit de
la question 2 que V = X.

4. Soit Vp = {anzo gntn; N € Nyqo, - ,qnv € Q +1Q}. Montrons que V est dénombrable. Quitte &
éliminer les x, qui sont des combinaisons linéaires des zp, 0 < k < n, de sorte que {xn}nNzo soit
une famille libre (cette procédure d’élimination ne change par Vp), Wy = {Zf:o GnTn; 4o, ,qN €
Q+iQ} est en bijection avec Q?V. Donc Wy est dénombrable. Par conséquent, il en est de méme pour
Vo = US_oWn. Par densité de Q dans R, Vj est dense dans V. En effet, pour tout = = Zf:o An €V
et £ > 0, il existe qo, -+ ,qn € Q+1iQ tels que |\, —qn| <e/NVn=0,---,N;puisque ||z,|]|x =1, il
sensuit que ||z — N guzallx < 5N o [An — ¢u| < €). Comme V est dense dans X (question 3), on
en conclut que Vj est dense dans X. On a donc prouvé que X admet un sous-ensemble dénombrable
Vo dense dans X, c’est-a-dire, que X est séparable.

Exercice 2

1. En vertu du théoréme de représentation de Riesz, l'application y € X +— (y,-) est une isométrie
surjective X — X'. Par définition, une suite (z,),en converge faiblement vers x ssi f(z,) — f(z)
quand n — oo pour tout f € X' ssi (y, x,) = (y,z) quand n — oo pour tout y € X.

2. On va montrer que (i) = (i) = (i) = (4).

(1) = (¢3). Au vu de la question 1, il est clair que (i) implique la convergence (e;, z,) — (e;, ) pour
tout i € I. Soit Z : x € X — ¢, € X” l'isométrie définie par ¢,(f) = f(z) V f € X' Va € X (voir
cours). Par hypothese, la suite (¢, (f))nen converge vers . (f) et est donc bornée pour tout f € X.
Par le théoréme de Banach-Steinhaus, il s’ensuit que sup,,cy ||Zn ]| x = suppey ||@z, || x7 < 00.



(74) = (i73). Comme {e; };cr est une famille orthonormée maximale, I’espace vectoriel engendré par les
e, M = {ZkN:o Nig€i i N € Nydg,--- iy € I, A, -+ ,An € C}, est dense dans X. Il découle de (i7)
que pour tout y = Z]kvzo i€, € M,

N N
nlLra(y,xn Z)"k hm (€ Tn) Z)‘% €, T) = (Y, x)
k=0 k=0
(la somme est finie donc la limite de la somme est la somme des limites).
(143) = (). Soit z € X et € > 0. Soit M C X dense dans X satisfaisant (iii) et C' = sup,,cy ||zn||x < o0.
On peut trouver un y € M tel que ||z — y||x < ¢/(||z]|x + C). Par hypothése (y,z,,) — (y,z) quand
n — 0o, donc il existe N € N tel que n > N = |(y, z, — z)| < e. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

[(z =y, zn — )| + [y, 20 — )| < [l2 —yllx([2nllx +z]x) +&
2e .

(2,20 —2)| <
<

Ceci prouve que pour tout z € X, (z,z,) — (z,2) quand n — oo, ce qui est équivalent a la convergence
faible de (x,,)nen vers x (question 1).
3. Soit X = £3(N) et
ZTn = (0,---0, n ,0,---) , meN.

n—ieéme terme

Il est clair que x,, € X pour tout n € N et que (e;, z,) — 0 quand n — oo pour tout i € N, ol {e; }ien
est la base canonique de ¢*(N). Pourtant, (x,)nen ne converge pas faiblement car sup,,cy ||7n|lx =
sup, ey n = 400 (si la suite convergeait faiblement, cela contredirait (i) = (i7)).

Remarque : on peut démontrer directement que (x,)nen ne converge pas faiblement en considérant
par exemple z = ((n+1)"!)yeny € X ton a (z,2,) =n/(n +1) — 1 # (2,0) quand n — oo alors que
(€i,xn) — (€;,0).

Exercice 4

1. Tl est clair que S est un opérateur linéaire. Pour tout u € Y = ¢*°(N), ||Sully = max{0, |uo|, |u1|, -}
= maxpenN |Un| = ||u]|lco < 00. Ainsi, Syu € Y et Sy est une isométrie Y — Y. Par conséquent, S est
borné et ||S4 | sy = 1.

2. Pour tout u € Y et v € X = ¢}(N), on a par définition de 'opérateur dual

[Sl_ o j(u)] (v) = Z up (S—v)y, Z UpUpt1 = Z Up—1Vpy = Z(S+u)nvn

n>0 n>0 n>1 n>0
= [T(S+w)](v).

On en déduit que J' oS o J = S,. Ainsi, on peut identifier le dual de I'opérateur S_ sur X de
décalage a gauche avec opérateur S, sur Y de décalage & droite, modulo I'identification de X’ avec
Y. En particulier, S” et Sy ont les mémes spectres ponctuel, continu et résiduels. Soit {e; };cn la base
canonique de ¢'(N). On a déja vu que ||Sy||lzyy) =1. Comme A € L(X) - A € L(X) et T:Y — X'
sont des isométries, il s’ensuit que |[S_|[zx) = [IS_llzxy = IIS+llzyy = 1 (on peut aussi vérifier
directement que ||S_v||x =>_,>1|vn| < |[v]lx Vv € X et ||S_e;il|x = |leil|lx =1sii>1). Pour v = eq
on a S_v = 0. Donc S_ n’est pas une isométrie.

3. D’apres le cours, le spectre d’'un opérateur borné A € L£(X) est un compact de C contenu dans la
boule fermée de rayon ||Al|(x). On obtient ici o(S+t) C Bo(1).

4. Montrons que 0,(S-) = By(1). En effet,

Aeop(S) & FveX,v#0,(5-v), =vp41 =Av, VR €N
< v = (VA" )nen € X pour vg #0.

La derniere affirmation est vraie ssi A € Bp(1). Comme o(S_) contient 0,(S_) = By(1) et est contenu

dans By(1), et est de plus fermé, il en découle que o(S_) = By(1).

2



5. Montrons que 0,(S+) = (. En effet,

Aeop(Sy) & FueY,u#0,(Stu), =Au, VneN
& dueY,u#0,0=N g et u, 1 =, VneN.

La derniere affirmation est impossible car les équations pour w,, impliquent u,, = 0 pour tout n € N si
A # 0 et également si A = 0.

6. En utilisant les propriétés des spectres d’un opérateur A et de son dual A, on a 0,(S_) C 0,(S") =
op(S+). Par la question 5, il vient 0,(S_) = 0. De plus, 0(S_) = 0,(5-) U 0c(S-) U o, (S-) =
By(1)Uo(S_) = Bo(1) (question 4), d’ott 0.(S_) = Cy(1) (car les spectres ponctuel et continu sont par
définition disjoints). Finalement, en utilisant 0,(S_) C 0;,(S”) U 0,(S_) (voir cours), o,(S—) = By(1)

(question 4) et 0,(S”) = 0,(S+) = 0 (question 5), on trouve que By(1) C 0,(5") = 0,(S4).

7. Nous avons montré que By(1) C 0,(S4+) C 0(S4) C Bo(1) et que 0,(S+) = 0. Il reste & déterminer
si 0(S4) contient Cp(1) et a trouver le cas échéant la nature (continu ou résiduel ?) du spectre de Sy
dans Cp(1). Soit A € C, [\ =1et z = (1,X,X2, ---) €Y. Considérons le fermé Z = {u € Y; ||lu—z|y <
1/2} C Y. Montrons que ZNIm(A—S;) = 0, ce qui impliquera que Im(A — S ) n’est pas dense dans Y’
et donc que A € 0,(54) (rappelons que 0,(S4) = 0). Soit u € Z. Supposons qu’il existe w € Y tel que
u = (A= Sy)w, cest-a-dire, uy = Awg et u,, = A\w,, — wy,_1 pour tout n € N*. On montre facilement
par récurrence que wy, = P > h—o Muy, pour tout n € N. On en déduit que |wy,| > Y F_q Re{\Fuy}.
Mais Re{\ug} = Re{\ 2z} + Re{\(up — 21)} > 1 — |ugp — 2| > 1/2. Dot |wy,| > (n +1)/2, ce qui
contredit 'hypothése w € Y. Donc Z NIm(A — Sy) =0 et A € 0,.(S4). Ainsi, Co(1) C o,-(S4).

8. D’apres ce qui précede, o(Sy) = 0,(S+) = Bo(1).
Conclusions :
— Le spectre de lopérateur S_ sur X est o(S_) = m, il s’agit de spectre ponctuel dans la boule
ouverte By(1) et de spectre continu sur le cercle unité Co(1) (S— n’a donc pas de spectre résiduel).
— Le spectre de lopérateur Sy = S’ sur'Y est la boule unité fermée o(S+) = Bo(1) et est entiérement
composé de spectre résiduel (S n’a donc ni spectre ponctuel ni spectre continu,).

Exercice 3 (probléme)

1. Si A € L(X) et z,, — x faiblement, alors pour tout f € X', f(Az,, — Az) = f o A(z, — ) — 0 quand
n — oo vu que fo A e X'. Il s’ensuit que Az, — Az faiblement.

2. On suppose que K € L(X) est un opérateur compact, que x,, — x faiblement et que (K )nen ne
converge pas fortement vers Kxz. Soit € > 0. Alors on peut extraire une sous-suite de (z,)nen, que noOUS
noterons aussi (zp)nen pour simplifier les notations, telle que ||Kxz, — Kz||x > ¢ V n € N. Comme
x, — x faiblement, on sait que (z,)nen est bornée (voir I'exercice 2). Par compacité de K, il existe
une sous-suite fortement convergente (K, )ken C (K2 )nen, de limite y = limy_,o Kz, distincte
de x (car |[Kz,, — Kz|x > ¢). La convergence forte implique la convergence faible, donc Kz,, — y.
Mais nous avons vu a la question 1 que z,, — x entraine Kxz,, — x. Comme y # x, ceci contredit
l'unicité de la limite faible. Nous avons donc montré par I'absurde que si K € £(X) est compact et
r, — x faiblement, alors Kz, — Kx fortement.

3. Dans toute la suite, on pose A = 1y — K, ou K € L(X) est un opérateur compact. On suppose
que ||z,||x = 1 pour tout n € N et que ||Az,|x — 0. Comme (z,)nen est une suite bornée, on
peut en extraire une sous-suite (z,, )gen convergeant faiblement vers € X (voir cours). Alors, par
la question 2, Kx,, — Kz fortement. Il en découle que z,, = Ax,, + Kz,, — Kz fortement. En
utilisant & nouveau le fait que la convergence forte implique la convergence faible et 1'unicité de la
limite faible, on en déduit que z = Kx.

4. On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe une suite (2, )nen dans [ker A]X N Sp(1), ott Sp(1) =
{z € X;||z|]|x = 1} est la sphere unité de X, telle que ||Az,|x — 0. D’apres la question 3, quitte a
extraire une sous-suite, x,, — x fortement avec z € ker A. Ainsi, (z,,z) = 0 (car x, € [ker A]*) et
donc ||z]|% = limy—e0(Tn, ) = 0 = limy, o0 |70 |% (car x, — ), en contradiction avec I'hypothese
Zn € Sp(1). 11 s’ensuit qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que

|Az|x > ¢ pour tout x € [A]* N Sp(1) . (2)



5. Montrons que Y = ImA est fortement fermé. Soit (y,,)men une suite dans Y convergeant fortement
vers y. Pour tout m € N, y,, = Az, avec z,, € X. Par le théoreme de la projection, on peut
décomposer T, = Ty, + zm avec T, € [ker A]* et z, € ker A, d’olt y,, = Ax,,. En prenant 2 =
(W = ym)/llye — ymllx € [ker AJ* N Sp(1) dans (2), il vient

1y = ymllx = Az —2m)lx = cllzr = zmlx - (3)

Puisque y,,, — y fortement, il en découle que (z;,)men est une suite de Cauchy dans X complet. Donc
cette suite converge vers x € X. Mais A est borné et donc continu, d’ou y,, = Ax,, — Az. Par unicité
de la limite forte, y = Ax € Y, d’ou le résultat.

6. On suppose que 1 ¢ 0,,(K), c’est-a-dire, que ker A = {0}. Pour tout n € N on pose Y,, = Im(A").

(a)-(b) Il est clair que Y41 = A"(A(X)) C A"(X) = Y,. Montrons par récurrence que pour tout entier
positif n, (a) Y, est fermé et (b) si Y7 # X alors Y, 11 # Y.
— C’est vrai pour n = 0 (évident).
— Supposons que (a) et (b) soient vrais pour n € N. Soit (y,(gﬂ))meN une suite dans Y41

convergeant fortement vers y("+1). Par le méme argument que dans la question 5, pour tout

m € N il existe yﬁg) € Y, N [ker A" tel que y&lﬂ) = Ay,(ﬁ,?). En remplacant x,, par yﬁg) et
Ym PAaT y£g+1) (idem pour zj et yi) dans (3), on montre que y,(ff) — y(™ €Y, dot l'on tire

que yfﬁ AR Ay(") = y(”“) € Y41 et que Y, 41 est fermé. Remarquons que l'on utilise ici

la complétude de Y,, (pour déduire la convergence vers y™ €Y, du fait que la suite est de
Cauchy), qui est assurée par I’hypothese de récurrence Y, fermé. Il nous reste a montrer que (b)
est vrai pour n+ 1. On suppose Y7 # X. Soit Y € Y, 1\ Y, # 0 (hypothese de récurrence).
Alors 42 = Ayt ¢V, 5 mais y("t2) ¢ Y, ;. En effet, 'image réciproque de 32 par
A est réduite & un point puisque par hypothese ker A = {0}. Par construction, cette image
réciproque A~1(y"+2)) = y(*+1) pappartient pas a Y,,.

(c) On suppose que Y7 # X. D’apres (a)-(b), on a Y;5 ; NY,, # {0} (en effet, Y;, ;1 est un sous-espace
fermé strictement inclus dans le sous-espace fermé Y, d’ou Y, = Y11 @, V avec dimV > 1).
Par conséquent, pour tout n € N, on peut trouver y,, € YnJ:i-l NY, NSy(1). Soit m > n > 0. Vu
que y, € Yrﬁl et que Ay, appartient a Y11 (car y, € Y,,), de méme que Ay,, (car Y11 C Yy41)
et ym, (car Y, C Y, 41), il vient

HKyn_KymH?X = ‘|Aym_Ayn_ym+yn‘|§(
= HAym — Ayn — ymH?X + HynH%(
> 1, (4)

ou la derniére inégalité découle de ||y,||x = 1. Par conséquent, (Kyy)nen n’admet aucune sous-
suite convergente (une telle sous-suite serait de Cauchy, en contradiction avec (4)).

(d) La suite (yn)nen de la question (c) est bornée. Par compacité de K, (Kyy,)nen doit admettre
une sous-suite convergeante et nous aboutissons & une contraction. On doit donc forcément avoir
Y1 # X. Nous avons montré le résultat important suivant.

Conclusion : Soit K € L(X) un opérateur compact. Si 1 ¢ o,(K), c’est-a-dire, si l'opérateur A =
1x — K est injectif, alors A est surjectif (et donc inversible).

Ce résultat est bien connu pour les opérateurs K sur des espaces vectoriels X de dimensions finies,
(qui sont des exemples d’opérateurs compacts), il s’agit alors d’un corollaire du théoréme du rang.

Remarque : on peut montrer que réciproquement, si K est compact et A = 1x — K est surjective,
alors A est injective.

7. Nous allons appliquer le résultat ci-dessus au cas de 'opérateur K sur X = L?([0,1]) défini par
1
(Ku)(t) = [ dsk(t.spuls). (5)
0
ot k: R? — C est de carré intégrable, k € L([0,1]?).
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(a) Il est clair que K est linéaire. D’apres le théoréeme de Fubini et l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
pour tout u € L2([0,1]), Ku est une fonction borélienne et

K% = /1dt]Ku /dt/ dsl/ dso F(E, s1)uls )k (t, 50)u(ss)

1/2
[ / " / as) / s k(t, 51) \u(szﬂ %
1/2
[/ dt/ dsl/ d52|k(t,52)|2|u(81)|2}
0 0 0

1 1
_ / dt/ ds [k(t, s)[2|lul% < oo

0 0

On en déduit que Ku € X, K € L(X) et HKH%(X) < fol dt fol dsl|k(t, s)|?.

IN

(b) Soit n € N*. Par densité de I'espace vectoriel des polynomes de 2 variables dans L%(]0,1]?), il
existe N € N et un polynome py,(t,s) = 311 1< Chl tk st de degré N tel que

1
1k = pull72 = /dt/ ds |k(t, s) — pn(t, s)|? <=
On pose

(Knu)(t):/o ds pu(t, s)u (chl/ ds stu((s >tk

Alors K, € L(X) et |[K — Kn||%(X) < 1/n d’aprés la question (a). Donc (K, )pen+ converge
vers K quand n — oo pour la norme | - |[£(x). De plus, pour tout u € X, K,u appartient au
sous-espace vectoriel de X de dimension finie formé par les polyndémes de degrés < N. Ainsi, pour
tout n € N*, K, : X — X est un opérateur de rang fini. On admet que si (K, )pen+ est une suite
dans £(X) d’opérateurs de rangs finis convergeant vers K pour la topologie de la norme || -||£(x),
alors K est un opérateur compact. Il découle alors de ce qui précede que 'opérateur K défini par
(5) est compact.

(c) Soit f € L?([0,1]) une fonction fixée. L’équation intégro-différentielle

1
u(t) = (Ku)(t) + f(t) :/0 ds k(t, s)u(s) + f(t) (6)

admet une unique solution u = (1x — K)~1f ssi 1x — K est inversible. D’apres la question 6,
c’est le cas ssil ¢ o,(K) ssiker(lx — K) = {0}. Donc I’équation (6) a une unique solution
ssi I’équation homogene v = Ku n’a pas de solution non triviale u # 0.

Remarque : On peut aussi montrer que 'existence d’une solution de 1’équation (6) pour tout
f € L*([0,1]) implique I'unicité de cette solution (voir la remarque & la fin de la question 6).



