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Les 3 exercices sont indépendants.

Exercice 1. On considère la suite (fn)n∈N de (classes d’équivalences de) fonctions de L1([0, 1])
définies par :

fn(t) = 1 + sin(2πnt) , 0 ≤ t ≤ 1 .

1. Montrer que (fn)n∈N converge faiblement vers f = 1.

2. Montrer que ‖fn‖L1 → ‖f‖L1 quand n → ∞ mais que la suite (fn)n∈N n’est pas convergente
pour la norme ‖.‖L1 .

3. Peut-on trouver une suite de fonctions dans L2([0, 1]) satisfaisant toutes les propriétés énoncées
dans les questions 1 et 2 ? Justifiez votre réponse.

Exercice 2. Soit (X, (·|·)) un espace de Hilbert sur K = C et (L(X), ‖ · ‖L(X)) l’algèbre de Banach
des applications linéaires bornées X → X (on rappelle que ‖A‖L(X) = sup

x∈X,‖x‖=1
‖Ax‖, A ∈ L(X)).

Pour tout A ∈ L(X), on pose
|||A||| = sup

x∈X,‖x‖=1

∣

∣(Ax|x)
∣

∣ .

1. Montrer que ||| · ||| définit une norme d’espace vectoriel sur L(X) et que |||A||| ≤ ‖A‖L(X).

2. Soit A ∈ L(X) un opérateur auto-adjoint.

(a) Montrer que si x ∈ X et y ∈ X sont tels que ‖x‖ = ‖y‖ = 1, alors

Re(y|Ax) ≤ |||A||| .

Indication : Utiliser une identité de polarisation et l’identité du parallélogramme.

(b) En déduire que |||A||| = ‖A‖L(X).

3. Soit A ∈ L(X) un opérateur borné quelconque et A∗ son adjoint.

(a) Montrer que 1
2(A + A∗) et 1

2i (A − A∗) sont des opérateurs auto-adjoints.

(b) En déduire en utilisant la question 2 que

‖A‖L(X) ≤ 2|||A||| ∀ A ∈ L(X) . (1)

En conclure que les normes ||| · ||| et ‖ · ‖L(X) sur L(X) sont équivalentes.

(c) Montrer que si dim(X) ≥ 2, la constante 2 dans l’inégalité (1) ne peut pas être remplacée
par une constante plus petite.

Indication : considérer l’application linéaire A : X → X définie par :

{

A(λx + µy) = λy ∀ (λ, µ) ∈ C
2

Az = 0 ∀ z ∈ {x, y}⊥
,

avec x ∈ X et y ∈ X deux vecteurs orthogonaux de norme 1.
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Exercice 3. Soit f ∈ L∞(R) une fonction 2π-périodique. On note f(· − a) ∈ L∞(R) la fonction
translatée de f par a ∈ R ([f(· − a)](t) = f(t − a) pour presque tout t ∈ R).

1. Montrer que si f(t) = f̃(t) pour presque tout t ∈ R avec f̃ continue, alors

∥

∥f − f(· − a)
∥

∥

L∞
= sup esst∈R

∣

∣f(t) − f(t − a)
∣

∣ → 0 quand a → 0 . (2)

2. On veut démontrer la réciproque. On suppose que (2) est vrai. Pour tout n ∈ N, on note gn la
fonction 2π-périodique définie par gn(t) = 2πne−nt ∀ t ∈ [0, 2π[, et

f ∗ gn(t) =
1

2π

∫ 2π

0
f(t − s)gn(s) ds ∀ t ∈ R .

(a) Montrer que ‖f ∗ gn − f‖L∞ → 0 quand n → ∞.

(b) Montrer que la suite de fonctions (f ∗ gn)n∈N est uniformément equicontinue (c’est-à-dire :
∀ ε > 0, ∃ η > 0 tel que ∀ n ∈ N, ∀ (t, t′) ∈ R

2, |t − t′| ≤ η ⇒ |f ∗ gn(t) − f ∗ gn(t′)| ≤ ε)
et uniformément borné (c’est-à-dire supn∈N ‖f ∗ gn‖∞ < ∞).

(c) En déduire qu’il existe une fonction f̃ continue telle que f(t) = f̃(t) pour presque tout
t ∈ R.
Indication : on rappelle que toute suite uniformément equicontinue et uniformément
bornée de fonctions sur [0, 2π] admet une sous-suite uniformément convergente sur [0, 2π]
(théorème d’Ascoli).
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