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Exercice 1. Soit (X, (:|-)) un espace de Hilbert, || - || la norme associée au produit scalaire (|),
{ei }ier une famille orthonormée maximale de X et (z,)nen une suite dans X.

1. Montrer que les 3 affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) z, — = faiblement quand n — oo;

(i) sup,, ||zn|| < oo et il existe M C X dense dans X tel que pour tout y € M, (x,]y) — (x|y)
quand n — o0;

(iii) sup,, [|zn| < oo et pour tout i € I, (z,le;) — (z]e;) quand n — oo.

2. Soit X = (%(N) et soit {e;}ien la base canonique de X (e; = (0,---,0,1,0,---) ot le 1 est en
i-ieme position). Trouver un exemple de suite (z,,)nen dans X telle que (z,]e;) — (zle;) Vi € N
mais (z,,)nen ne converge pas faiblement.

Exercice 2. On considére l'espace de Hilbert X = L2([—1,1]?) des (classes d’équivalence de)
fonctions de deux variables de carrés sommables sur [—1,1]? & valeurs dans C. On rappelle que le
produit scalaire sur X est :

(hlk) = / h(t,s)k(t,s)dtds VYV h,ke X,
[7171]2
ot dtds est la mesure de Lebesgue sur R%2. De méme, L?([—1,1]) est muni du produit scalaire

(o) = [ F@a@ ¥ fg e (11

Soit {¢; }ien et {1;}jen deux familles orthonormées maximales de L?([—1,1]). Pour tout (4,;) € N2
soit ¢; ® 1; la (classe d’équivalence de) fonction(s) définie par :

(‘Pi ®¢j)(t,8) - Soi(t) Tﬂj(s) ) (t73> € [_171]2 .

. Montrer que {¢; ® 1} }ien,jen constitue une famille orthonormée de X.

—_
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2. Soit h € X et i € N. On pose h;(s) = / h(t,s)ei(t)dt, s € [-1,1].
-1

Montrer que h; € L*([—1,1]) et que pour tout (i,;) € N2, (hlp; @ ¥;) = (hi|b;).

3. Montrer que {p; ® v; }ien, jen est une famille orthonormée maximale de X.
4. Soit M C L?([—1,1]) le sous-espace vectoriel des fonctions paires de L?([—1,1]),
M = {f € L*([-1,1]); f(—t) = f(t) pour presque tout ¢ € [0,1]} .

(a) Montrer que M est fermé.

(b) Déterminer I'orthogonal M+ de M et les projecteurs orthogonaux sur M et M=.

5. (Question hors baréme). Déterminer 'orthogonal du sous-espace vectoriel suivant de X :

N = {h € X;h(—t,s) = h(t,—s) = h(t,s) pour presque tout (t,s) € [—1, 1]2} )



Exercice 3. On munit I'espace de Hilbert X = L?([0,27]) du produit scalaire

2

(f\g):% i fHgt)dt VfgeX.

On note || - || la norme associée. Soit g une fonction périodique de période 27, dont la restriction a
[0, 27| vérifie g|jg.or) € X. On désigne par c(g) = (cn(g))nez la suite des coefficients de Fourier de g
et par ||c(g)|lco = sup,, |cn(g)] sa norme sur ¢°°(Z). Pour tout f € X, soit

1
o

27
(AD)(®) = (g% (1) /0 gt —$)f(s)ds , te(0,2n].

1. Montrer que A : f — Af est une application linéaire bornée X — X de norme ||A|| < ||¢(9)]] 0o-

Indication : on pourra d’abord vérifier que si f € X, les coefficients de Fourier de Af vérifient :

D len(ANP < le@ %N 17 -

ne”

2. L’application A est-elle surjective?
Donner une condition sur ¢(g) pour que A soit injective.

3. Soit a = (an)nez tel que a € £P(Z) pour p suffisamment grand. On note ||a|p = (3, |an[P)Y/?
la norme usuelle sur ¢?(Z), 1 < p < co. Montrer que :

dm lalee = flafjoo -
—00

4. Le rayon spectral de A est défini par la limite
Rsp(4) = lim | AF||V/E

Montrer que Rsp(4) = ||¢(9)] -



