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Exercice 1.
1. On va montrer que (i) = (iii) = (ii) = (i), d’ou ’équivalence entre les 3 affirmations.

(i) = (iii). On sait que lapplication J : € X — J, € X" définie par J,(f) = f(z) V f € X/,
V z € X, est une isométrie. D’apres (i), J,, (f) = f(zn) — f(z) quand n — oo et donc
sup,, |z, (f)| < oo pour tout f € X’. On en déduit grace au théoréme de Banach-Steinhaus
que sup,, ||| = sup,, ||/, || < oo. Soit i € I. Puisque f; = (:|e;) € X' (Cauchy-Schwarz), on a
(znle) = filn) — i(z) = (z]er) quand n — oo,

(iii) = (ii). Comme {¢; };cs est une famille orthonormée maximale, I’ensemble des combinaisons
linéaires finies des vecteurs e;, M = vect{e;;i € I}, est dense dans X. Il découle de (iii) et de
la linéarité de la limite que pour tout y = 5. Aie; € M, (x,]y) — (2]y) quand n — oo.

(ii) = (i). Soit e > 0 et 2 € X. Il existe y € M tel que ||z — y|| < (2||z| + 2sup,, [|z.]]) !
(car M est dense dans X). Par hypothese, (x,|y) — (z|y) quand n — oo, donc 3 N € N tel que
n> N = |(x, — z|ly)| <e&/2. En vertu des inégalités triangulaire et de Cauchy-Schwarz,

(2 — @[2)] = |(zn — @lz —y) + (@0 —2ly)| < (2l + D]z = yll + [(@n —zly)| < e

Il s’ensuit que (z,|z) — (z|z) quand n — oo pour tout z € X, c’est-a-~dire, f(x,) — f(x) pour
tout f € X’ (en vertu du théoréme de représentation de Riesz).

2. Soit X = ¢*(N) muni de la norme usuelle et x,, = (0,...,n,0,...) (n est en n-itme position).
Pour tout i € N, (zyle;) = ndy; — 0 = (zle;) quand n — oo, avec = 0. Mais ||z,] = n
d’ou sup,, ||z,|| = oo et donc la suite (x,)nen ne converge pas faiblement (sinon on aurait une
contradiction avec (iii) < (i)).

Remarque : on peut montrer directement que (z,),en ne converge pas faiblement en con-

sidérant z = (1,1/2,1/3,...) € X \ M avec M = vect{e;;i € N} (eg,eq,... sont les vecteurs de

la base canonique). On a (x,|y) — 0= (0ly) Vy € M mais (z,|z) =n/(n+1) — 1 # (0]2).
Exercice 2.

1. En vertu du théoréme de Fubini,

Govilpe) = [ ddsaOuEa0ue
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En particulier, ||¢; ® ¢;]|* < oo (prendre i = k et j = 1) d’olt ; ® ¥; € X pour tout (i,j) € N2
De plus, {¢; ® 1} jen est une famille orthonormée de X.

2. Si h € X, alors h; : s € [-1,1] — f_ll dt h(t, s)pi(t) est mesurable. D’apres l'inégalité de
Cauchy-Schwarz et le théoreme de Fubini,

/11ds|hl-(s)|2 = /1 ds /1 dt h(t, s)pi(t)
/ ds/ dt ht, s) 12/_ dt i (D) /MPdtdsyh(t,s)P <oo.
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D’ou h; € L%([~1,1]). De plus, en utilisant & nouveau Fubini,
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3. 11 suffit de montrer que si h € X vérifie (hp; ® ;) = 0V (i,5) € N?, alors h = 0. D’apres 2

4a).

4b).

et puisque {9 };jen est une famille orthonormée maximale, (hlp; ® ;) = (hi|p;) =0V j € N
entraine h;(s) = 0 pour presque tout (p.t.) s € [—1,1]. Comme f[il’l]Q dtds|h(t,s)|? < oo, les
fonctions h(-,s) : t € [-1,1] = h(t,s) sont dans L?([—1,1]) pour p.t. s € [~1,1] (théoreme de
Fubini). Donc si h vérifie les hypotheses ci-dessus, alors

(h(-,9)|¢i) = hi(s)=0 VieN, pourp.t. se[-11].

Puisque {p;}ien est une famille maximale, on en déduit que h(-,s) = 0 pour p.t. s € [—1,1],
c’est-a-dire, h(t, s) = 0 pour p.t. (t,s) € [-1,1]%. Ceci montre que {¢; @1;}; jen est une famille
orthonormée maximale de X. Ainsi, on peut développer toute fonction h € X sous la forme

h=> cjp®;,
1,7EN
avec ¢; ; = (h|p; @ ;). On écrit souvent cette propriété de la maniere suivante :
X = L?([-1,1)) ® L*([~1,1]) (= produit tensoriel de L?([—1,1]) par lui-méme).

Soit (fn)nen une suite dans M convergeant vers f. On a :

£t = F(=0]F < (IF () = fal®)] + | fat) = F(=0))7 < 2 () = fu(D] + 2| fult) — F(=1)]?

(on a utilisé I'inégalité (a + b)? < 2a% + 2% V a,b € R). Comme f,, € M, on obtient :

[ also-s-of <2 [ alrw-nof.
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L’intégrale du membre de droite tend vers 0 quand n — oo, donc l'intégrale du membre de gauche
est nulle. Puisque |f(t) — f(—t)[*> > 0, cela implique f(t) — f(—t) = 0 pour p.t. t € [~1,1].
Ainsi, f € M et donc M est fermé.

Attention! f, — f dans L?([—1,1]) n’implique pas f,,(t) — f(t) pour p.t. t € [~1,1]. On peut
toutefois montrer (cf. la démonstration du théoréme de Riesz-Fischer) que l'on peut extraire
une sous-suite (fp, )ken de (fn)nen t.q. fn,(t) — f(t) quand k — oo pour p.t. t € [—1,1].

Soit E le sous-espace vectoriel des (classes d’équivalence de) fonctions impaires de L?([—1,1]),

E={feL*(-1,1]); f(—t) = —f(t) pour p.t. t € [-1,1]} .

Montrons que M+ = E. On prouve comme & la question 4a) que E est fermé. Pour tout
feEMetge Eona (flg) =0 (car f(t)g(t) est impaire). Donc E C M~*. En particulier,
MNE ={0}. Or tout f € L?([~1,1]) se décompose comme la somme Pf + Qf d’une fonction
paire (Pf)(t) = (f(t)+f(—t))/2 et d’une fonction impaire (Qf)(t) = (f(t)—f(—t))/2. On vérifie
facilement que Pf et Qf sont dans L?([—1,1]) : par exemple, |(Pf)()|> < (|f()|>+|f(—t)[?)/2
d’ou |[Pfl|7: < [|f]|52 < oo. Donc Pf € M et Qf € E. Ceci montre que E est le supplémentaire
topologique de M, X = M @& E. Mais on a vu que E C M=, par conséquent E = M. De plus,

P et @ sont respectivement les projecteurs orthogonaux sur M et ML,

Soit {p;}ien et {q;}ien des familles orthonormées maximales de M et de M+ (il est clair que
dim(M) = dim(M~*) = oo et M et M+ C L?([~1,1]) sont séparables). D’apres 4b puis 1,
{pi, gitien et {pi ®pj, Pi ® 45,0 ®pj, i ® q;}ijen sont respectivement des familles orthonormées
maximales de L2([~1,1]) et de X. On montre comme en 4a) que N et fermé, d'on X =
N @® N+. Comme {g; ® gj}; jen est une famille orthonormée maximale de N, on en déduit que
{Pi ® ¢j,4 @ pj, ¢ @ pjtijen est une famille orthonormée maximale de N L. Autrement dit,
N+ = F + G (la somme n’est pas directe), avec :

F = {heX;h(-ts)=—h(t,s) pourp.t. (ts) € [-1,1]°}
G = {heX;h(t—s)=—h(ts) pourpt. (ts) € [-1,1]°}.



Exercice 3.

1. L’application A : f — Af = g * f est clairement linéaire par linéarité de I'intégrale et distribu-
tivité du produit de fonctions. On sait que si f et g sont intégrables sur [0,27] et g est 27-
périodique, alors ¢, (g% f) = ca(9)en(f) V n € Z (voir cours). Comme f et g € X = L%([0, 27]),
onal f[?=3, len(f)|? (Parseval) et c,(g) — 0 quand n — Foo (Riemann-Lebesgue), de sorte
que [|c(g)]|loo < co. . Par conséquent,

S lea(AD[ = X lentolen N < et 3 lenl) = a2 < oo

nez neL neL

Cela prouve que Af =Y, ¢,(Af)on € X (la série converge en norme L?), ot {¢n }nez est la
famille orthonormée maximale définie par ¢, (t) = ¢'™. Donc A est une application X — X et

[AF]* = len(AD]) < le@ AP . FeX.

nez
On en déduit que A est borné et que || Al < ||c(9)]]0o-

2. Soit f et g € X. On vérifie grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz et a 'identité de Parseval
que 3, len(Af)] = 22, len(g)en (Pl < Hlgll I FIl < oo. Donc la série 3-, cn(Af)en(t) converge
normalement par rapport a ¢, sa somme est continue et vaut (Af)(t) pour presque tout ¢t € [0, 27].
Autrement dit, Af est continue apres modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle
(la convolution par g “régularise” f). Donc A n’est pas surjective. Montrons que A est injective
< cn(g9) 0 ¥V n € Z. Supposons ¢,(g) #0 Vn € Z. Alors Af =0 < c,(Af) = cn(9)en(f) =
OVneZ<ce,(f)=0VneZ< f=0. Donc A est injective. Réciproquement, supposons A
injective et soit m € Z. Alors Ay, # 0 et les coefficients de Fourier ¢, (Agy,) = ¢, (9)dnm ne
sont pas tous nuls. Donc ¢, (g) # 0.

3. On sait déja que Rsp(A) = limy, | AF[|V/F < [|A|| (car |A¥|| < |A|I* V& € N) et |A] < [le(9)]loo
(question 1). II reste a montrer que Rsp(A4) > [|c(g)|lo. On peut supposer |[c(g)||oc > 0 sans
perte de généralité. Soit 0 < £ < |lc(g)]lo €t k € N*. 1l existe m € Z tel que |¢n(g)| >
llc(g)]|oo — €. 11 vient :

|45l = > len(@) entem)|” = lem(@)]™ = (le(9)] o
nez

ot I'on a utilisé ¢, (¢m) = 6nm ¥ 1 € Z. O1 |[om| = 1, donc ||A¥|| > |A%0mll > (]lc(9)]loo —)F.
Mais ¢ est arbitraire, d’ott ||A*|| > |lc(g)||%,. Ainsi, Rsp(A4) > ||c(9)]lso. On déduit de ce qui
précede que Rsp(A) = ||A|| = ||e(9)]]co-

Remarque : On peut montrer ce résultat d'une autre maniere. Soit U : f € X s c(f) € £?(7Z)
I'isomorphisme de Fourier. D’aprés 1, A = U o Ao U~ est un opérateur de multiplication sur
(2(Z) : pour tout ¢ = (cp)nez € 2(Z), (Ac)y = cp(9)cn ¥V n € Z. On a vu en TD (feuille 8,
exercice 2) qu'un tel opérateur est normal et de norme ||A|| = ||¢(g)|so. Donc A est normal et

[A]] = Rsp(A) = [[¢(9)]|oo-



