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Durée de l’épreuve : 3 heures

Les notes du cours et des travaux dirigés sont autorisées, à l’exclusion de tout autre do-

cument. L’exercice et le problème sont indépendants.

Exercice. Soit X = C0([0, 1],C) l’espace de Banach des fonctions continues de l’intervalle
[0, 1] dans C, muni de la norme

‖f‖X = max
x∈[0,1]

|f(x)| .

Soit K : [0, 1]2 → C une fonction continue, et M = max{|K(x, y)| ; 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ 1}.
Pour tout f ∈ X, on note Af : [0, 1] → C la fonction définie par

(Af)(x) =

∫ x

0

K(x, y)f(y) dy , 0 ≤ x ≤ 1 .

a) Montrer que Af ∈ X quel que soit f ∈ X.

b) Montrer que l’application linéaire A : X → X définie ci-dessus est bornée, et que
‖A‖L(X) ≤M .

c) Montrer que, pour tout f ∈ X et tout n ∈ N∗,

|(Anf)(x)| ≤
(Mx)n

n!
‖f‖X , ∀x ∈ [0, 1] .

(On pourra procéder par récurrence sur n.) En déduire que ‖An‖L(X) ≤ Mn/(n!), et en
conclure que le rayon spectral de A est nul. Que peut-on dire du spectre de A ?

d) Pour tout λ ∈ C \ {0}, vérifier que la série de Neumann

∞
∑

n=0

An

λn+1
=

1

λ
+
A

λ2
+
A2

λ3
+ . . . (∗)

converge absolument dans l’espace de Banach L(X), et que sa somme est égale à (λ−A)−1.

e) Soit Γ ⊂ C un cercle de rayon non nul, orienté dans le sens positif, et tel que 0 /∈ Γ.
Calculer dans L(X) la valeur de l’intégrale

1

2πi

∮

Γ

(λ− A)−1 dλ .

Indication : On remarquera que la série (∗) converge uniformément pour tout λ ∈ Γ. On
pourra distinguer deux cas, suivant que le contour d’intégration Γ entoure l’origine ou non.
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Problème. Soit X l’espace de Hilbert L2([0, 2π],C) muni du produit scalaire

(f | g)X =

∫ 2π

0

f(x)g(x)dx ,

et soit Y l’espace de Banach C0([0, 2π],C) muni de la norme

‖f‖Y = max
x∈[0,2π]

|f(x)| .

On rappelle que Y ⊂ X et que Y est dense dans X.

Première partie : Soit h ∈ Y . On considère l’application Φh : X → C définie par

Φh(f) =

∫ 2π

0

h(x)f(x) dx , f ∈ X .

I.1) Vérifier que Φh est une forme linéaire bornée sur X.

I.2) Vérifier que Φh est une forme linéaire bornée sur Y , et que ‖Φh‖Y ′ ≤ ‖h‖L1 où

‖h‖L1 =
∫ 2π

0
|h(x)| dx.

I.3) Montrer qu’il existe g ∈ X tel que |g(x)| ≤ 1 pour tout x ∈ [0, 2π] et Φh(g) = ‖h‖L1 .

I.4) Montrer qu’il existe une suite {gn}n∈N dans Y telle que ‖gn‖Y ≤ 1 pour tout n ∈ N

et ‖g − gn‖X → 0 lorsque n→ ∞.

I.5) En déduire que ‖Φh‖Y ′ = ‖h‖L1 .

Deuxième partie : Soit N ∈ N. On considère le noyau de Dirichlet DN : R → C défini par

DN (x) =

N
∑

n=−N

einx , x ∈ R .

On rappelle que

DN (x) =
sin((N + 1

2 )x)

sin( 1
2
x)

si x /∈ {2kπ ; k ∈ Z} .

On note également

IN =

∫ π

0

|DN (x)| dx , JN = 2

∫ π

0

| sin((N + 1
2
)x)|

x
dx .

II.1) Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

sup
0<x≤π

∣

∣

∣

1

sin( 1
2x)

−
2

x

∣

∣

∣
≤ C .

II.2) En déduire que |IN − JN | ≤ Cπ pour tout N ∈ N.
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II.3) Vérifier que, pour tout M ∈ N,

∫ Mπ

0

| sin(x)|

x
dx ≥

2

π

M
∑

k=1

1

k
.

II.4) En déduire que JN → ∞ et IN → ∞ lorsque N → ∞.

Troisième partie : Pour tout N ∈ N, on considère la forme linéaire ψN : Y → C définie par

ψN (f) =

∫ 2π

0

DN (x)f(x) dx , f ∈ Y .

On remarquera que ψN (f) = 2π(SNf)(0), où SNf est la somme partielle symétrique de la
série de Fourier de f .

III.1) En utilisant les deux premières parties du problème, vérifier que ψN ∈ Y ′ pour tout
N ∈ N et que ‖ψN‖Y ′ → ∞ lorsque N → ∞.

III.2) A l’aide du théorème de Banach-Steinhaus, en déduire qu’il existe f ∈ Y tel que

sup
N∈N

|ψN (f)| = ∞ .

Montrer en outre que f peut être choisi de façon que f(0) = f(2π).

III.3) Soit x0 ∈ ]0, 2π[. Montrer qu’il existe f ∈ Y tel que

sup
N∈N

|(SNf)(x0)| = ∞ .

En outre, quel que soit ε > 0, montrer que f peut être choisi de façon que f(x) = 0 pour
tout x ∈ [0, 2π] tel que |x− x0| ≥ ε.

III.4) Si E ⊂ [0, 2π] est un ensemble fini, montrer qu’il existe f ∈ Y tel que

sup
N∈N

|(SNf)(x)| = ∞ pour tout x ∈ E .
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