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I (Autour du cours) (6,5 points)

1. Soit G un groupe abélien fini. Pour g € G on note 0, 1'élément de C[G] qui vaut 1
en g et0sur G\ {g}.

a) Enoncer la formule d’inversion de Fourier et appliquer aux éléments dg de C[G].

Pour toute f dans C[G],ona f = |—(1;| er@ Flx)xL. Et 5Ag(x) = >y 0g(g")x(d)

= x(9)- Ainsi 05 = 5 2, ca x(9x "

b) En déduire que le morphisme naturel de G dans son bidual G est injectif.

Soit g € G. Par a), la transformée de Fourier de d, est I'application x — x(g)
d’évaluation en g des éléments de G. Elle s'identifie donc & I’image naturelle
de g dans son bidual. Un élément g est dans le noyau de ce morphisme naturel
d’évaluation si et seulement si tous les caracteres xy € G y valent 1, c’est-a-
dire si et seulement si g a méme transformée de Fourier que 1. Par la formule
d’inversion ceci équivaut a g = 1.

2. Soit V' une représentation d’un groupe fini G qui est somme directe de r représenta-
tions irréductibles deux a deux non isomorphes.

a) Décrire algébre Endg (V') des G—endomorphismes de V.

SiV = &]_,V;, alors chaque élément de Endg (V') se “décompose” en une somme
directe de G-morphismes de V; dans Vj, pour (i, j) variant dans {1,...,r}?. Par
le lemme de Schur, les G-morphismes entre irréductibles non isomorphes sont
nuls, et Endg(V;) = Cidy,. On en déduit que l'algebre Endg (V) s’identifie au
produit des algebres Cidy; (blocs diagonaux d’une homothétie sur chaque V;).

b) Déterminer toutes les sous—représentations de V.

On utilise 'unicité de la décomposition canonique de V: par I’hypothese, toutes
les composantes isotypiques de V' sont irréductibles, et les sous—représentations
sont toutes les sommes (directes) de certaines de ces composantes. (Attention,
si une représentation irréductible apparaissait dans V' avec multiplicité > 1, la
composante isotypique correspondante, et par suite V', possederait une infinité
de sous—représentations irréductibles, toutes isomorphes!)

3. Soit G un groupe fini. Montrer que le produit d’un caractére irréductible de G par
un caractéere de degré 1 est un caractére irréductible de G de méme degré.

D’apres le cours, le produit des caractéres de deux représentations V' et (W, p)
est le caractere de la représentation Hom(V*, W), ou V* est la représentation
duale de V. Ou encore: si dimV = 1, ce produit est le caractere de la
représention yy - p de G sur W (¢-w =: xv(9) - p(g)(w) € W). Le degré
de ce caractere produit est sa valeur en 1, donc clairement le degré de xyy.



L’irréductibilité du produit (valable si dim V' = 1!) s’obtient facilement en cal-
culant le carré hermitien de xv xw, égal a celui de yw (car xy, morphisme de
G dans C*, a pour valeurs des racines de I'unité donc de module 1), donc ce
carré hermitien vaut 1 par l'irréductibilité de xu . On peut aussi remarquer
qu’une sous-représentation de (W, xy - p), c.-a-d. un s.e.v. stable pour 'action
correspondante de GG, est une sous—représentation de (W, p), donc {0} ou W.

IT (6,5 points)

On donne ci-dessous la table des caractéres du groupe diédral Dg.

id|r |72 || s |rs
vl1|1]1]1]1]1
vViit|1|1]|1]|-1]-1
wWitlt|-1]1]-1|1]-1
X |1 /-1]1]|-1]-1]1
Y |2 |1]|-1|-2|0]0
Z | 2|-1|-1]12]01]0

1. Donner une somme de représentations irréductibles isomorphe a la représentation
Hom(Y,Y).

Le caractere de Hom(Y,Y') est Xy xy. La table fournit le cardinal des classes
de conjugaison (quotient de |Dg| par le carré hermitien de la colonne). Ces
cardinaux sont donc de gauche a droite: 1,2,2,1,3,3. Le nombre de fois
qu’une représentation irréductible S donnée apparait dans Hom(Y,Y) est alors
(Ixv|? xs). Pour S =U, on trouve -5 (4+ (1 x 2) 4+ (2 x 1) +4) = 1, idem pour
S =V; pour S = Z on trouve 15((4x2) — (2x1)— (2x 1)+ (4x2) =1
Puisque dimU + dimV + dim Z = 4 = dim Hom(Y,Y"), les autres calculs sont
superflus et la somme directe U & V & Z est isomorphe & Hom(Y,Y) car elle a
méme caractere.

2. On rappelle que Dg est le groupe des isométries de ’hexagone régulier H de centre
0 et dont un sommet est le point (1,0). On considére Paction de Dg sur ’ensemble des
six arétes de H. On note (A, p) la représentation par permutation associée. Calculer
le caractére x 4 et donner une somme de représentations irréductibles isomorphe a A.

On sait que x4(g) est le nombre des arétes fixes sous g. Il est immédiat que ce
nombre vaut 0 si g # id est une rotation. Une remarque utile est que I’élément
rs est la symétrie orthogonale par rapport a la droite d’angle 7/6 avec Oz,
donc la symétrie par rapport a une droite joignant les milieux de deux arétes
opposées. Par suite rs (comme ses conjugués r3s et r°s) fixe précisément ces
2 arétes. Par contre s et et ses conjugués r2s et rs sont des symétries d’axe
joignant 2 sommets opposés, ils ne fixent aucune aréte. Le caractére x4 a donc
pour valeurs (de gauche a droite): 6,0,0,0,0,2. On procede alors comme en 1)
pour décomposer A en somme d’irréductibles. On obtient que A est isomorphe
a la représentation U 6 X @Y ¢ Z.

3. Quel est le noyau de la représentation Z 7



Par le cours, c’est 'ensemble des g € Dg tel que xz(g) = xz(id) = 2. C’est donc
la réunion des classes de conjugaison de id et de 73, c.-a-d. ker pz = {id, r3}.

4. A laide de la table, déterminer tous les sous—groupes distingués de Dg.

On sait que ce sont exactement toutes les intersections de noyaux de représenta-
tions irréductibles. On obtient comme en 3): ker pyy = Dg, ker pyy =< 7 > (con-
tient r et inclus dans < r >), ker py est la réunion des classes de conjugaison

de id, 72 et s, c.-a-d. ker pyy = {id, 72, 7%, s,72s,7*s}, ker px est la réunion des

classes de conjugaison de id, 72 et rs, c.-a-d. ker px = {id, r%, r* rs,r3s,r’s},
ker py = {id}, enfin ker pz = {id, r3}.

Reste a ajouter les intersections de ces sous—groupes entre eux: on obtient un
nouveau sous-groupe distingué ker py Nker px =< r2 >= {id,7?,r*} = D(G).
Au total Dg admet 7 sous—groupes distingués; les sous—groupes distingués pro-
pres sont tous les sous—groupes de < r > et deux autres d’indice 2.

IIT (10,54 points)

Soient p un nombre premier et G un groupe d’ordre p* non abélien. On note U, =
{z€C; 2 =1}.

1. Montrer que les représentations irréductibles de G ont dimension 1 ou p. Que
peut-on dire du nombre des représentations de G dans C?

Par théoreme, la dimension des représentations irréductibles de G divise 1'ordre
de G, donc p?; par la formule “de Burnside”, la somme des carrés de ces dimen-
sions vaut l'ordre, p®. Donc les seules valeurs possibles sont 1 et p. On sait que
1 est la dimension de la représentation triviale, irréductible. Et que G possede
une représentation irréductible de dimension > 1, car il est non abélien (cours).
Donc {1,p} est 'ensemble des dimensions des représentations irréductibles de
G.

On sait qu’une représentation de G dans C est donnée précisément par un
morphisme de G dans C* (i.e. un élément du dual G), et que leur nombre est
I'ordre de I’abélianisé Gp. En particulier ce nombre divise |G| = p.

2. Montrer que le nombre de classes d’isomorphie de représentations irréductibles de
dimension p de G est p — 1 et donner 'ordre de I’abélianisé de G.

On écrit la formule “de Burnside” pour G: si r est le nombre de classes
d’isomorphie de représentations irréductibles de dimension p de G, on obtient:
p3 = |G| + rp?. Par suite p? divise Ggp, qui divise lui-méme p3. Or G n’est
pas abélien, donc 'ordre de Gy, n'est pas p?, et c’est p?. Il suit de la formule
que r =p— 1.

Soit g € G\ D(G).

3. Montrer que pour tout ¢ € U, il existe une représentation V de dimension 1 de G
telle que xv (g) = C.

Toute représentation (V,x) de dimension 1 de G factorise par G, d’ordre

p?. Puisque g ¢ D(G), on sait qu’il existe y un caractere de degré 1 tel que

2

x(g) # 1. On a x(g)? = 1; si x(g) est d’ordre p dans C*, alors il engendre
U,, donc tout ¢ € U, s’écrit ¢ = x(9)* = x*(g), et la représentation (C,x*)



convient pour V. Sinon, xP(g) est d’ordre p, on remplace x par le caractere x
dans ’argument.

4. Déduire de ce qui précede et de la question I 3. que si V' est une représentation
irréductible de dimension p de G, alors xv(g) = 0.

Supposons xy(g) # 0. Alors en multipliant yy par les p caracteres de degré
1 obtenus en 3), on obtient par I 3. p caracteres irréductibles de degré p dis-
tincts, car leur valeur en g differe. Or par 2) G n’admet que p — 1 caracteres
irréductibles de degré p, contradiction.

5. Montrer que si V est une représentation de G de dimension n (n € N*) alors I'un
des nombres xv(g), xv(g?),...,xv(g") est non nul (on pourra considérer la somme
Y2 C(N), ou C désigne le polynéme caractéristique de v — gv, et X\ parcourt ses n
valeurs propres).

Sion note A1, ..., \, les n valeurs propres de py (g) (diagonalisable), alors celles
de py (g*) sont A\¥, ..., A\E. De plus py(g) est inversible, donc de déterminant dg
non nul. La somme proposée par ’énoncé ) ", C'(A), qui est nulle par définition,
s’écrit donc aussi Y p_; axxv(g¥) + nag, ot on note C(X) = Y7 ax X* (a, =
1,ap = £d,). Le fait que nag soit non nul entraine ainsi que 'un des xv (g*),
1 < k <n, l'est également.

6. Déduire des questions 4. et 5. que ’abélianisé de G n’est pas cyclique. A quel
groupe est-il isomorphe?

Si I'abélianisé de G était cyclique, il serait engendré par la classe, d’ordre
p?, d'un certain élément g de G\ D(G). On applique alors 5) & g et V une
représentation irréductible de G de dimension p: avec 4) on en déduit que I'un
des ¢°, 1 < i < p est dans D(G). Mais alors I'ordre de la classe de g dans
I’abélianisé serait majorée par i < p, contradiction. Par suite G4, est un groupe
abélien d’ordre p?, non cyclique. Par le théoreme de structure des groupes
abéliens finis, on a Gy ~ Z/pZ X L/ pZ.

7. Montrer & ’aide de la question 4. que si g’ € D(QG) et si (V, p) est une représentation
irréductible de G alors |xv(¢')| = dim V. Préciser les endomorphismes p(g’), pour ¢’
parcourant D(G).

SidimV =1, xv(¢’) = 1 pour tout ¢' € D(G) car xy est un morphisme dans
C* abélien. Sinon, dimV = p et on écrit que le carré hermitien de xy vaut
1: d’aprés 4), on trouve Y /¢ p(c) Ixv(g")|* = p3. Or pour tout ¢’ on sait que
Ixv(9)| < p=dimV. Puisque |D(G)| = p, ceci entraine 1’égalité |xv (¢')| = p
pour tout ¢'.

Le cours montre que I'égalité |xy(¢')] = dimV a lieu ssi py(g’) est une
homothétie. Or si ¢’ # 1, ¢’ est d’ordre p, donc l'ordre de py(g’) est 1 ou p. Si
c’était 1, ¢’ et donc D(G) seraient dans le noyau de py; ainsi py factoriserait
en un morphisme de Gy abélien dans GL(V'), ce qui contredit le fait que V
est irréductible de dimension > 1. Donc py (g’) est une homothétie d’ordre p,
de rapport une racine primitive p*™¢ ¢ de 1. Alors on a D(G) = {¢"|0 <1 <
p — 1}, et chaque p(g") est homothétie de V' de rapport ¢.

8. Décrire le centre de G et donner le cardinal des différentes classes de conjugaison
de G.



D’apres 7), les p éléments de D(G) ont pour carré hermitien de leur colonne
associée dans la table de caracteres de G la valeur |G| = p® obtenue (Burnside)
pour la colonne de 1, donc leur centralisateur est G, i.e. ils sont dans le centre
de G.

Soit g € G\ D(G). Par 4), g n’est pas dans le centre car il n’agit pas comme
une homothétie sur V irréductible de dimension p (en effet, on sait que py (g) est
alors un G-morphisme, donc par Schur une homothétie). Or le centralisateur
de g contient g et D(G), donc ce sous-groupe a cardinal > p, et distinct de
p3, soit exactement p? par Lagrange. Le cardinal de la classe de conjugaison
de g est donc p?/p? = p (toute la classe a méme image dans I’abélianisé, par
cardinalité elle coincide donc avec la classe a droite gD(G)).

On obtient en particulier que le centre de G est égal & D(G).

9. (hors baréme) Donner explicitement la table des caractéres de G lorsque p = 3.

On note x un générateur de D(G) (d’ordre 3), et g;; un élément de G \ D(G)
qui s’envoie sur (i, ) dans le quotient Gy, identifié au groupe Z/3Z x Z/37Z.
On a Z(G) = D(G), et la classe de conjugaison de g;; dans G est g;; < = >
(cf. 8)). Ainsi la partie haute de la table privée des colonnes de x et x? est
la table de Z/37Z x 7. /37 (groupe abélien, donc isomorphe & son groupe dual).
Les deux représentations de degré 3, duales I'une de 'autre, correspondent sur
Z(G) = D(G) & une action fidele par homothéties, et on a p(z?) = p(x)2. Leurs
caracteres sont conjugués.

1] @ 2® | g10 [ 920 [ o1 [ go2 | 911 | 922 | 912 | gm
Xoo | 1| 1 1 1 1| 1] 1] 1]1]1
xo |1l L[ [ [t ]5
xoo | 1] 1 1| 421 g 1 1421514520 4
xo1 | 1| 1 1 L1 | 42173
xoz |1] 1 1 SRR
xit | 1] 1 1 'R 11
X2 |1] 1 L2214 1121 ]1
xe |1 L[ [ [ 1v][1 ]3]
x21 [ 1| 1 L2l 17211 ] 1] 4
X 1313130000 ]0] 0| 070
X" 1313213 ool o|lo]0] 0] 0] 0
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