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Documents, calculatrices et téléphones interdits.
Il sera particulièrement tenu compte du soin apporté à la rédaction.
Barême approximatif : exercice 1 sur 8 points ; exercice 2 sur 8 points ; exercice 3 sur 4
points.

Exercice 1.
Soit f ∈ C1(R,R), telle que f(0) = f(1) = 0, et pour tout y ∈]0, 1[, f(y) < 0. On se donne
x ∈]0, 1[, et on considère le système (“équation différentielle et condition initiale”)

(1)

{
x′ = f(x),

x(0) = x.

1) Justifier qu’il existe une unique solution maximale x ∈ C1(] − Tmin, Tmax[,R) à (1), avec
Tmin, Tmax ∈]0,∞]. Dans toute la suite, x désigne cette solution maximale.

2) Montrer que pour tout t ∈]− Tmin, Tmax[, x(t) ∈]0, 1[. En déduire que Tmin = Tmax =∞.

3) Montrer que x est strictement décroissante sur R, et que x(t) tend vers 0 quand t tend
vers +∞.

4) On suppose de plus que f est de classe C2, et que f ′(0) = −α, pour un α > 0.
Ainsi, il existe g ∈ C2(R,R) telle que f(y) = −αy+g(y) pour tout y ∈ R, et g(0) = g′(0) = 0.
Pour tous t, β ∈ R, on pose ϕβ(t) = x(t) eβt.

a) Soit β ∈]0, α[. Montrer qu’il existe cβ > 0 telle que pour tout t ≥ 0, x(t) ≤ cβe
−βt

(on pourra étudier les variations de ϕβ).
b) Justifier qu’il existe une constante Cg > 0 telle que pour tout y ∈]0, 1[, |g(y)| ≤ Cg y

2.
c) Montrer que ϕα vérifie le critère de Cauchy suivant en +∞ :

∀ε > 0,∃T > 0,∀s, t ≥ T, |ϕα(t)− ϕα(s)| ≤ ε

(on pourra écrire ϕα(t) − ϕα(s) =
∫ t
s
ϕ′α(r) dr). En déduire que ϕα(t) a une limite γ ≥ 0

lorsque t tend vers +∞.

d) Montrer que pour tout t ≥ 0,
x′(t)

αx(t) + Cg x(t)2
≥ −1. En intégrant cette inégalité

différentielle, montrer que γ > 0. On en conclut que x(t) ∼
t→+∞

γe−αt.

Exercice 2.
Dans cet exercice, l’espace de Schwartz S(Rd), l’espace de Sobolev H2(Rd) et l’espace de
Lebesgue L2(Rd) désignent des espaces de (classes de) fonctions à valeurs dans C.

Soit ε > 0 et u ∈ H2(Rd). On considère le problème de Cauchy suivant (associé à une

équation de Schrödinger, avec ∆ =
∑d

j=1 ∂
2
xj

) :

(2)

{
∂tuε − iε∆uε = 0, (t ∈ R, x ∈ Rd),

uε|t=0
= u.
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1) Montrer qu’en posant (avec F la transformation de Fourier sur L2(Rd))

(3) ∀t ∈ R, uε(t) = F−1
(
e−iεt|·|

2

û
)
,

a) on définit pour tout t ∈ R une fonction uε appartenant à H2(Rd), et de plus,
uε ∈ C(R, H2(Rd)) ;

b) on a aussi uε ∈ C1(R, L2(Rd)), et uε est solution de (2) au sens faible.

2) Montrer qu’il y a unicité de la solution de (2) dans C(R, H2(Rd)) ∩ C1(R, L2(Rd)).

3) On considère à présent k ∈ Rd, a ∈ S(Rd) et une donnée initiale u définie par

(4) ∀x ∈ Rd, u(x) = a(x) ei(k·x)/ε.

a) Justifier qu’on a u ∈ S(Rd).
b) En déduire que la fonction uε donnée par (3) s’écrit

∀t ∈ R,∀x ∈ Rd, uε(t, x) = (2π)−dei(k·x−t|k|
2)/ε

∫
Rd

ei(x−2tk)·ηe−iεt|η|
2

â(η) dη.

c) On pose

∀t ∈ R,∀x ∈ Rd, vε(t, x) = a(x− 2tk) ei(k·x−t|k|
2)/ε.

Montrer qu’on a :
∀t ∈ R, ‖ûε(t)− v̂ε(t)‖L2 −→

ε→0
0.

Exercice 3.
On considère Ω, un ouvert borné de Rd, ainsi que b ∈ C(Ω,Rd), et on définit l’opérateur
différentiel (elliptique) L par

Lu = −∆u+ b · ∇u = −
d∑
j=1

∂2
xj
u+

d∑
j=1

bj∂xju.

Le but de cet exercice est de montrer le principe du maximum faible :
si u ∈ C2(Ω,R)∩C(Ω,R) vérifie Lu ≤ 0 sur Ω, alors le maximum de u sur Ω (noté maxΩ u)
est en fait atteint sur le bord ∂Ω (donc maxΩ u = max∂Ω u).

On se donne donc u : Ω→ R continue, et de classe C2 sur l’ouvert Ω.

1) On suppose tout d’abord que Lu est strictement négatif sur Ω, et que maxΩ u = u(x)
pour un certain x ∈ Ω. On rappelle qu’on a alors ∇u(x) = 0, et que la matrice hessienne
de u en x, Hess(u)(x) = (∂xi∂xju(x))

1≤i,j≤d, est une matrice symétrique négative.

a) Montrer que pour tout j ∈ {1, . . . , d}, on a ∂2
xj
u(x) ≤ 0.

b) En déduire une contradiction.

2) On suppose à présent que Lu ≤ 0 sur Ω. Pour tous n ∈ N? et λ ∈ R, on pose

∀x ∈ Ω, un(x) = u(x) +
1

n
eλx1 .

a) Montrer que lorsque λ > ‖b1‖L∞ , on a pour tous n ∈ N? et x ∈ Ω : Lun(x) < 0.
Pour ce qui suit, on fixe un tel λ, et on sait par ce qui précède que pour tout n ∈ N?, il
existe x(n) ∈ ∂Ω tel que max∂Ω un = un(x(n)).

b) Montrer que la suite (un)n∈N? converge uniformément (sur Ω) vers u, et que la suite
(x(n))n∈N? admet une sous-suite (encore notée (x(n))n∈N?) convergeant vers un certain x ∈ ∂Ω.

c) Conclure.


