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Examen, session 1 : éléments de correction

Exercice 1.
Soit f ∈ C1(R,R), telle que f(0) = f(1) = 0, et pour tout y ∈]0, 1[, f(y) < 0. On se donne
x ∈]0, 1[, et on considère le système (“équation différentielle et condition initiale”)

(1)

{
x′ = f(x),

x(0) = x.

1) Pour justifier qu’il existe une unique solution maximale x ∈ C1(] − Tmin, Tmax[,R) à (1),
avec Tmin, Tmax ∈]0,∞], on invoque le théorème de Cauchy-Lipschitz. Pour cela, il suffit de
noter que la fonction f est de classe C1, donc localement lipschitzienne.

2) Vérifions que pour tout t ∈]−Tmin, Tmax[, x(t) ∈]0, 1[. En effet, x ∈]0, 1[, donc s’il existait
t1 ∈]− Tmin, Tmax[ tel que x(t1) /∈]0, 1[, il existerait t2 ∈]− Tmin, Tmax[ tel que x(t2) ∈ {0, 1}.
On aurait alors f(x(t2)) = 0, si bien que la fonction constante x̃ :]− Tmin, Tmax[→ R valant
x(t2) serait solution de {

y′ = f(y),

y(t2) = x(t2).

Mais x aussi. Par unicité locale, x et x̃ devraient cöıncider, si bien qu’on aurait ]0, 1[3 x =
x(0) = x̃(0) = x(t2) /∈]0, 1[, ce qui est absurde.
Ainsi, x est à valeurs dans le compact [0, 1]. Par le critère d’explosion, cette solution
maximale doit être globale : Tmin = Tmax =∞.

3) Comme x est à valeurs dans ]0, 1[, pour tout t ∈ R, on a x′(t) = f(x(t)) < 0, donc x est
strictement décroissante sur R. Comme elle est minorée par 0, elle admet une limite ` ≥ 0
en +∞. De plus, par continuité de f , x′(t) = f(x(t)) tend vers f(`) quand t tend vers +∞.
Si ` était strictement positif, on aurait f(`) < 0, et x tendrait vers −∞ en +∞.

4) On suppose de plus que f est de classe C2, et que f ′(0) = −α, pour un α > 0.
Ainsi, il existe g ∈ C2(R,R) telle que f(y) = −αy+g(y) pour tout y ∈ R, et g(0) = g′(0) = 0.
Pour tous t, β ∈ R, on pose ϕβ(t) = x(t) eβt.

a) Soit β ∈]0, α[. Comme produit de telles fonctions, ϕβ est de classe C1 sur R, et pour
tout t ∈ R,

ϕ′β(t) =
(
x′(t) + βx(t)

)
eβt

=
(
f(x(t)) + βx(t)

)
eβt

= x(t)

(
−(α− β) +

g(x(t))

x(t)

)
eβt.

Lorsque t tend vers +∞, x(t) tend vers 0, et comme g′(0) = 0, g(x(t))/x(t) tend aussi vers
0. On en déduit qu’à partir d’un certain rang, ϕ′β est négative, et donc ϕβ est décroissante.
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Mais elle est minorée (positive), donc elle est bornée sur [0,+∞[ : il existe cβ > 0 telle que
pour tout t ≥ 0, x(t) ≤ cβe

−βt.
b) Pour justifier qu’il existe Cg > 0 telle que pour tout y ∈]0, 1[, |g(y)| ≤ Cg y

2, on écrit
une formule de Taylor pour g : pour tout y ∈]0, 1],

g(y) = g(0) + g′(0) y +

∫ y

0

(y − z) g′′(z) dz ≤
(

sup
[0,1]

(|g′′|)
) ∫ y

0

(y − z) dz =
y2

2
sup
[0,1]

(|g′′|).

c) Soit s, t ∈ R. Alors

|ϕα(t)− ϕα(s)| =
∣∣∣∣∫ t

s

ϕ′α(r) dr

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ t

s

g(x(r))eαr dr

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫ t

s

Cgx(t)2eαr dr

∣∣∣∣ par b)

≤
∣∣∣∣∫ t

s

Cgc
2
βe

(α−2β)r dr

∣∣∣∣ pour tout β ∈]0, α[, par a).

On choisit β ∈]α/2, α[, si bien que, pout tout T > 0, si s, t ≥ T , la dernière quantité est

inférieure ou égale à

∫ ∞
T

Cgc
2
βe

(α−2β)r dr =
Cgc

2
β

2β − α
e−(2β−α)T . Pour tout ε > 0, il existe donc

T > 0 tel que pour tous s, t ≥ T , on ait |ϕα(t)− ϕα(s)| ≤ ε.
Par ce critère de Cauchy, on déduit que ϕα(t) a une limite γ ∈ R lorsque t tend vers +∞
(et γ ≥ 0 comme ϕα).

d) Pour tout t ≥ 0,

x′(t) = f(x(t))

= −αx(t) + g(x(t))

≥ −αx(t)− Cgx(t)2 par b).

Comme αx(t) +Cgx(t)2 > 0, on obtient
x′(t)

αx(t) + Cg x(t)2
≥ −1, et grâce à la décomposition

en éléments simples
1

αX + CgX2
=

1

α

(
1

α
− 1

X + α/Cg

)
, on a après intégration :

∀t ≥ 0,
x(t)

x(t) + α/Cg
≥ x

x+ α/Cg
e−αt,

si bien que

∀t ≥ 0, ϕα(t) ≥ x

x+ α/Cg
(x(t) + α/Cg) ≥

αx

Cgx+ α
,

donc γ ≥ αx

Cgx+ α
> 0. On en conclut que x(t) ∼

t→+∞
γe−αt.

Exercice 2.
Dans cet exercice, l’espace de Schwartz S(Rd), l’espace de Sobolev H2(Rd) et l’espace de
Lebesgue L2(Rd) désignent des espaces de (classes de) fonctions à valeurs dans C.
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Soit ε > 0 et u ∈ H2(Rd). On considère le problème de Cauchy suivant (associé à une

équation de Schrödinger, avec ∆ =
∑d

j=1 ∂
2
xj

) :

(2)

{
∂tuε − iε∆uε = 0, (t ∈ R, x ∈ Rd),

uε|t=0
= u.

1) Avec F la transformation de Fourier sur L2(Rd), on pose

(3) ∀t ∈ R, uε(t) = F−1
(
e−iεt|·|

2

û
)
.

a) Alors, pour tout t ∈ R,
∣∣∣e−iεt|·|2û∣∣∣ = |û| ∈ L2(Rd), donc uε(t) est bien défini comme

élément de L2(Rd), et (1+ | · |2)
∣∣∣ûε(t)∣∣∣ = (1+ | · |2)|û| ∈ L2(Rd), donc uε appartient à H2(Rd)

(et ∆uε existe – dans L2(Rd) – au sens des dérivées faibles, et vaut F−1 (−| · |2ûε)).
De plus, si s, t ∈ R,

‖uε(t)− uε(s)‖2
H2 = ‖(1 + | · |2)

(
e−iεt|·|

2

û− e−iεs|·|2û
)
‖2
L2

=

∫
Rd

(1 + |ξ|2)2
∣∣∣e−iεt|ξ|2 − e−iεs|ξ|2∣∣∣2 |û(ξ)|2dξ.

À ξ fixé, la quantité sous l’intégrale tend vers 0 lorsque s tend vers t ; de plus, elle est
majorée par 4(1 + |ξ|2)2|û(ξ)|2, qui est une fonction de ξ intégrable sur Rd. Par convergence
dominée, on déduit que si s tend vers t, uε(s) tend vers uε(t) dans H2(Rd). On a donc
uε ∈ C(R, H2(Rd)).
b) CommeH2(Rd) s’injecte continument dans L2(Rd), on a en particulier uε ∈ C(R, L2(Rd)).

De plus, si t ∈ R et h ∈ R?,∥∥∥∥1

h
(uε(t+ h)− uε(t))− iε∆uε(t)

∥∥∥∥2

L2

= (2π)−d
∫
Rd

∣∣∣∣1h (e−iεh|ξ|2 − 1
)

+ iε|ξ|2
∣∣∣∣2 |û(ξ)|2dξ.

De même qu’au-dessus, lorsque h tend vers zéro, cette intégrale tend vers zéro par conver-
gence dominée (grâce au fait que le module au carré est majoré par (2ε|ξ|2)2).
Ainsi, comme application de R dans L2(Rd), uε est dérivable, de dérivée ∂tuε = iε∆uε. Cela
prouve que uε est solution de (2) au sens faible. Enfin, comme uε ∈ C(R, H2(Rd)), on a
∆uε ∈ C(R, L2(Rd)), et donc uε ∈ C1(R, L2(Rd)).

2) Pour montrer qu’il y a unicité de la solution de (2) dans C(R, H2(Rd))∩C1(R, L2(Rd)), on
considère deux solutions uε et ũε de ce problème de Cauchy (avec la même donnée initiale).
La différence vε := uε − ũε est alors dans le même espace et vérifie{

∂tvε − iε∆vε = 0, (t ∈ R, x ∈ Rd),

vε|t=0
= 0.

L’application t 7→ ‖vε(t)‖2
L2 est de classe C1, et on procède par estimation d’énergie :

∀t ∈ R,
d

dt

(
‖vε‖2

L2

)
(t) = 2Re(vε(t) | ∂tvε(t))L2 = 2Re [i(vε(t) | ∆vε(t))L2 ] = 0,

car

(vε(t) | ∆vε(t))L2 =

∫
Rd

vε(t)∆vε(t)dx = −
∫
Rd

|∇vε(t)|2dx ∈ R.

Donc pour tout t ∈ R, ‖vε(t)‖2
L2 = ‖vε(0)‖2

L2 = 0, et vε(t) = 0.
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3) On considère à présent k ∈ Rd, a ∈ S(Rd) et une donnée initiale u définie par

(4) ∀x ∈ Rd, u(x) = a(x) ei(k·x)/ε.

a) Justifions qu’on a u ∈ S(Rd). Tout d’abord, comme a et x 7→ exp(i(k · x)/ε) sont de
classe C∞, leur produit u aussi. Ensuite, si α, β ∈ Nd, par la formule de Leibniz, pour tout
x ∈ Rd,

|xα∂βxu(x)| =

∣∣∣∣∣xα∑
γ≤β

(
β
γ

)
∂γxa(x) ∂β−γy (y 7→ exp(i(k · y)/ε))(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣xα∑
γ≤β

(
β
γ

)
∂γxa(x)

(
i

ε
k

)β−γ
ei(k·x)/ε

∣∣∣∣∣
≤ C

∑
γ≤β

‖xα∂γxa‖L∞ ,

avec une constante C dépendant de β, k et ε. Le majorant obtenu est fini, puisque a ∈ S(Rd).
b) On peut alors donner une expression de uε, donnée par (3), en utilisant la transformation

de Fourier sur l’espace de Schwartz : si t ∈ R, x ∈ Rd,

uε(t, x) = (2π)−d
∫
Rd

eix·ξe−iεt|ξ|
2

û(ξ) dξ =

∫
Rd

eix·ξe−iεt|ξ|
2

â(ξ − k/ε) dξ.

Par le changement de variable η = ξ − k/ε, on obtient

∀t ∈ R,∀x ∈ Rd, uε(t, x) = (2π)−dei(k·x−t|k|
2)/ε

∫
Rd

ei(x−2tk)·ηe−iεt|η|
2

â(η) dη.

c) Par (3), on a ûε(t, ξ) = e−itε|ξ|
2

â(ξ − k/ε). Si, pour tous t ∈ R et x ∈ Rd, on pose

vε(t, x) = a(x − 2tk) ei(k·x−t|k|
2)/ε, on a comme ci-dessus vε(t) ∈ S(Rd), et pour tous t ∈ R,

ξ ∈ Rd,

v̂ε(t, ξ) =

∫
Rd

e−ix·ξa(x− 2tk)ei(k·x−t|k|
2)/ε dx

= e−2itk·ξ+it|k|2/ε
∫
Rd

e−iy·(ξ−k/ε)a(y) dy,

par le changement de variable y = x − 2tk. La dernière intégrale vaut â(ξ − k/ε), si bien
que pour tout t ∈ R,

‖ûε(t)− v̂ε(t)‖2
L2 =

∫
Rd

∣∣eiφ − 1
∣∣2 |â(ξ − k/ε)|2dξ,

où la quantité φ vaut φ = εt|ξ|2− 2tk · ξ+ t|k|2/ε = εt|ξ− k/ε|2. En changeant de variable,
on a

‖ûε(t)− v̂ε(t)‖2
L2 =

∫
Rd

∣∣∣eiεt|η|2 − 1
∣∣∣2 |â(η)|2dη,

qui tend vers zéro lorsque ε tend vers zéro, par convergence dominée.

Exercice 3.
On considère Ω, un ouvert borné de Rd, ainsi que b ∈ C(Ω,Rd), et on définit l’opérateur
différentiel (elliptique) L par

Lu = −∆u+ b · ∇u = −
d∑
j=1

∂2
xj
u+

d∑
j=1

bj∂xju.
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Le but de cet exercice est de montrer le principe du maximum faible :
si u ∈ C2(Ω,R)∩C(Ω,R) vérifie Lu ≤ 0 sur Ω, alors le maximum de u sur Ω (noté maxΩ u)
est en fait atteint sur le bord ∂Ω (donc maxΩ u = max∂Ω u).

On se donne donc u : Ω→ R continue, et de classe C2 sur l’ouvert Ω.

1) On suppose tout d’abord que Lu est strictement négatif sur Ω, et que maxΩ u = u(x)
pour un certain x ∈ Ω. On rappelle qu’on a alors ∇u(x) = 0, et que la matrice hessienne
de u en x, Hess(u)(x) = (∂xi∂xju(x))

1≤i,j≤d, est une matrice symétrique négative.

a) Le fait que Hess(u)(x) soit une matrice symétrique négative signifie (qu’elle est symétrique
et) que pour tout v ∈ Rd, tvHess(u)(x)v ≤ 0. En choisissant pour v le j-ème élément de la
base canonique, on obtient ∂2

xj
u(x) ≤ 0.

b) Dans ce cas, puisque ∇u(x) = 0, on aurait une valeur strictement négative pour

Lu(x) = −
∑d

j=1 ∂
2
xj
u(x) ≥ 0, ce qui est contradictoire.

2) On suppose à présent que Lu ≤ 0 sur Ω. Pour tous n ∈ N? et λ ∈ R, on pose

∀x ∈ Ω, un(x) = u(x) +
1

n
eλx1 .

a) Soit n ∈ N? et x ∈ Ω :

Lun(x) = Lu(x) +
1

n
(b1 − λ)λ eλx1 ≤ 1

n
(b1 − λ)λ eλx1 ,

strictement négatif dès que λ > ‖b1‖L∞ .
Pour ce qui suit, on fixe un tel λ, et on sait par ce qui précède que pour tout n ∈ N?, il
existe x(n) ∈ ∂Ω tel que max∂Ω un = un(x(n)).

b) La suite (x(n))n∈N? est une suite d’éléments du compact ∂Ω ; elle admet donc une
sous-suite, encore notée (x(n))n∈N? , qui converge vers un certain x ∈ ∂Ω.
De plus, Ω étant borné, l’ensemble {|x1|, x ∈ Ω} est majoré, disons par R. Mais alors, si
x ∈ Ω, |(u− un)(x)| = 1

n
eλx1 ≤ 1

n
eλR tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini, uniformément

en x.
c) Par les deux convergences précédentes, on déduit que lorsque n tend vers l’infini, un(x(n))

tend vers u(x), et pour tout x ∈ Ω, un(x) tend vers u(x). On peut alors passer à la limite
dans l’inégalité un(x(n)) ≥ un(x), et en déduire que x est un lieu de maximum de u : le
maximum de u est bien réalisé au bord de Ω.


