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Devoir �a la maison n� 2
�a rendre la semaine du 18 novembre 2003

Soient s un entier impair � 1 et Li, i � 1, la suite d'entiers d�e�nie par

L1 = 4 ; Li+1 = L2
i � 2 ; i � 1 :

On propose de montrer le crit�ere de Lucas{Lehmer qui a�rme que le nombre de
Mersenne Ms = 2s � 1 est premier si et seulement si on a Ls�1 � 0 (Ms).
1. Calculer la suite des Li modulo Ms (i < s) pour s = 7 et s = 11. V�eri�er le
crit�ere dans ces cas.
2. On consid�ere le sous{anneau A = Z[p3] = fa+ bp3 j a; b 2 Zg de R. On note
x = 2 +p3.
a) Montrer que x est inversible dans A, d'inverse x�1 = 2�p3.
b) Montrer que 8i � 1 ; Li = x(2i�1) + x�(2i�1).
3. Su�sance de la condition On suppose que Ls�1 � 0 (Ms) et que Ms
n'est pas premier. On note p un facteur premier de Ms inf�erieur ou �egal �a pMs.
L'entier p engendre un id�eal propre (p) de A.
a) Montrer que x(2s�1) � �1 mod (p).
b) On note G le groupe des �el�ements inversibles de l'anneau quotient A=(p).
Montrer que la classe x de x dans G est d'ordre 2s.
c) Majorer l'ordre de G de mani�ere �a aboutir �a une contradiction.
4. N�ecessit�e de la condition On garde les notations de l'introduction et de 2)
et on suppose que l'entier p = Ms = 2s � 1 est premier.
a) Etudier la classe de p modulo 8 et modulo 12 et en d�eduire les valeurs de
2(p�1)=2 et 3(p�1)=2 modulo p.
b) V�eri�er que 2x = (1 +p3)2, 2x�1 = (1�p3)2, et montrer que dans A

2(p+1)=2Ls = (1+
p
3)p+1+(1�

p
3)p+1 � 2[1+(

p
3)p+1] = 2[1+3(p+1)=2] mod (p):

c) Conclure qu'on a Ls � �2 (p) et Ls�1 � 0 (p) (congruences dans Z).
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