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1 Introduction
On appelle série lacunaire une série de fonction

f (t) = ∑
n≥1

εneiλnt

où (εn)n≥1 est une suite de complexes telle que ∑n≥1 |εn|<+∞, et (λ )n≥1 est une suite
de réels telle que dist(λn,{λp, p ̸= n}→+∞ lorsque n→+∞. La fonction f définie par
cette série est continue. Ce TER est dédié à l’étude de la dérivabilité de telles fonctions.

En particulier, nous étudierons la fonction de Weierstrass :

W (t) = ∑
n≥1

Bn cos(Ant) (0 < B < 1, A > 1),

et la fonction de Riemann :

R(t) = ∑
n≥1

sin(πn2t)
n2 ,

qui sont toutes deux des séries lacunaires, et constituent historiquement les pre-
miers exemples de fonctions continues mais nulle part (ou presque nulle part) déri-
vables.

Nous verrons dans un cadre plus général la fonction de Weierstrass W n’est nulle
part dérivable à condition que AB ≥ 1. Nous complèterons l’étude de la fonction de
Weierstrass par le calcul de son exposant de Hölder, pour lequel seront introduits des
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résultats sur les ondelettes.

L’étude de la fonction R de Riemann est beaucoup plus délicate. En effet, nous
verrons que R est dérivable en les rationnels p

q où p et q sont impairs, mais n’est dé-
rivable nulle part ailleurs. Pour l’étude de la dérivabilité fonction de Riemann en les
rationnels, nous suivrons une méthode élémentaire, qui exploite notamment l’équation
fonctionnelle :

θ(z) =
e

iπ
4

√
z

θ

(
−1
z

)
,

où θ est la fonction de Jacobi définie par θ(z) =∑n∈Z eπin2z qui apparaît dans la dérivée
du prolongement de la fonction R au demi-plan complexe supérieur. Cette équation
fonctionnelle et la 2-périodicité nous permettent de traiter le cas de tous les rationnels
p
q où p et q sont impairs passant d’un rationnel à l’autre.
C’est pour l’étude des points où la fonction de Riemann n’est pas dérivable que nous
utiliserons des ondelettes. Plus précisément nous utiliserons l’ondelette de Lusin :

ψ(x) =
1

π(x+ i)2 .

Les résultats que nous établirons permettront de calculer ou de majorer l’exposant de
Hölder de la fonction de Riemann par des estimations de sa transformée en ondelettes :

WR(a,b) =
1
a

∫
R

R(x)ψ
(

x−b
a

)
dx, a > 0,b ∈ R.

Pour cela nous nous estimerons d’abord WR(a,b) lorsque b = p
q est un rationnel

avec p et q de parités différentes et a → 0. Puis lorsque x0 est un irrationnel, nous pren-
drons une suite de rationnels bn =

pn
qn

avec pn et qn de parités différentes qui converge
"rapidement" vers x0 et nous estimerons WR(an,bn) où (an) est une certaine suite de
réels positifs qui tend vers 0.

2 Fonctions définies par des séries lacunaires
Cette partie présente d’abord un critère pour la dérivabilité des séries lacunaires,

puis présente quelques propriétés de ces fonctions.

Définition 2.1 On dit qu’une suite (λn)n de réels tous distincts est lacunaire si µn :=
dist(λn,{λp, p ̸= n})→+∞.

Théorème 2.2 Soit (εn)n une série de complexes tels que ∑n≥1 |εn|<+∞ et soit (λn)n

une suite lacunaire de réels. On note f (t) = ∑n≥1 εneiλnt . Si f est dérivable en un point
alors εn = o(µn

−1).

Preuve : On suppose dans un premier temps que f est dérivable en 0 et que f (0) =
f ′(0) = 0.
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Soit ϕ ∈ S tel que ϕ̂(0) = 1 ϕ̂(x) = 0 si |x| ≥ 1. On note ϕn(x) = µnϕ(µnx). On
a : ∫

R
f (t)ϕn(t)e−iλntdt =

∫
R

∑
p≥1

εpϕn(t)e−i(λn−λp)tdt = ∑
p≥1

εpϕ̂n(λn −λp)

car ∑p≥1
∫
R |εp| · |ϕn(t)|dt = ∑p≥1 |εp|

∫
R |ϕ(t)|dt <+∞.

De plus : ϕ̂n(x) =
∫
R µnϕ(µnt)e−itxdt =

∫
R ϕ(t)e−itx/µndt = ϕ̂(x/µn)

Ainsi : ∫
R

f (t)ϕn(t)e−iλntdt = ∑
p≥1

εpϕ̂

(
λn −λp

µn

)
= εn

car : |λn −λp| ≥ µn si p ̸= n.

Ainsi : |εn| ≤
∫
R | f (t)| · |ϕn(t)|dt =

∫
R | f (t/µn)| · |ϕ(t)|dt.

De plus, il existe C > 0 tel que pour tout t : | f (t)| ≤C|t|. En effet, il existe δ > 0 tel
que : |t| ≤ δ =⇒ | f (t)| ≤ |t| et comme | f | est bornée par S := ∑n≥1 |εn|, on a aussi :
|t|> δ =⇒ | f (t)| ≤ S |t|

δ
. On prend alors C = max(1,S/δ ).

Pour tout t ∈ R, |µn f (t/µn)| · |ϕ(t)| = µno(1/µn)→ 0 lorsque n → ∞ car f (0) =
f ′(0) = 0.

De plus, pour tout n ≥ 0 et pour tout t ∈ R : |µn f (t/µn)| · |ϕ(t)| ≤ C|t| · |ϕ(t)| ∈
L1(R) car ϕ ∈ S .

Par théorème de convergence dominée :

|εnµn| ≤
∫
R
| f (t/µn)| · |ϕ(t)|dt → 0

lorsque n → ∞.

Traitons maintenant le cas général. Supposons que f est dérivable en un réel a. On
pose g(t) = f (t+a)−αeiλ1t −βeiλ2t . On cherche α,β ∈C de sorte que g(0) = g′(0) =

0. Cela nous donne le système d’équations :

{
α +β = f (a)
iλ1α + iλ2β = f ′(a)

qui admet une solution puisque λ1 ̸= λ2.

Maintenant g s’écrit : g(t) = ∑n≥1 ε̃neiλnt .

Et par la première partie de la démonstration on a ε̃n = o(µ−1
n ). Comme on a

|ε̃n|= |εn| si n ≥ 3, on a aussi εn = o(µ−1
n ). □
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Remarque 2.3 Ceci entraine que ∑n≥1
ei2nt

2n n’est dérivable en aucun point. De même,

en prenant ε2n =
1

2n+1 , ε2n+1 =
1

2n+1 , λ2n = 2n et λ2n+1 =−2n, on obtient que ∑n≥1
cos(2nt)

2n

n’est dérivable en aucun point.

Corollaire 2.4 Supposons que pour tout n > 0, λn > 0 et qu’il existe c > 1 tel que pour
tout n> 0, λn+1

λn
> c et que la fonction f définie ci-dessus est dérivable en un point alors

εn = o(1/λn−1).

Preuve : On a µn = dist(λn,{λp, p ̸= n}) = λn − λn−1 > (c− 1)λn−1 > 0 Ainsi
µ−1

n < 1
c−1 λ

−1
n−1. Comme par le théorème εn = o(1/µn) on a aussi εn = o(λ−1

n−1). □

Définition 2.5 Soit f : I → R où I ⊂ R est un intervalle. On dit que f ∈ Λ∗ si f est
continue et s’il existe M > 0 tel que pour tout x,h ∈ R,

| f (x+h)+ f (x−h)−2 f (x)| ≤ M|h|.

On dit que f ∈ λ∗ si f est continue et s’il existe α : R → R+ telle que α(h) → 0
lorsque h → 0 et pour tout x,h ∈ R :

| f (x+h)+ f (x−h)−2 f (x)| ≤ α(h) · |h|.

Théorème 2.6 Soit b > 1 et f (x) = ∑n≥1 b−n cos(bnx) alors f ∈ Λ∗.

Preuve : Soit 1/b > h > 0 et N le plus grand entier tel que bNh ≤ 1 de sorte que
bN+1h > 1. On a :

f (x+h)+ f (x−h)−2 f (x) =− ∑
n≥1

4b−n cos(bnx)sin2(bnh/2) =−
N

∑
1
−

∞

∑
N+1

= R+T.

Maintenant

|R| ≤ h2
N

∑
1

bn = h2O(bN) = h2O(1/h) = O(h)

|T | ≤
∞

∑
N+1

b−n = O(b−N) = O(h)

D’où R+T = O(h). Comme de plus f est continue, f ∈ Λ∗. □

Théorème 2.7 Soit b > 1, εn → 0 et

g(x) = ∑
n≥1

εnb−n cos(bnx)

alors g ∈ λ∗.
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Preuve : Soit 1/b > h > 0 et N le plus grand entier tel que bNh ≤ 1 de sorte que
bN+1h > 1. On a :

g(x+h)+g(x−h)−2g(x) =− ∑
n≥1

4εnb−n cos(bnx)sin2(bnh/2) =−
N

∑
1
−

∞

∑
N+1

=R+T.

Maintenant

|R| ≤ h2
N

∑
1

εnbn

Or ∑
N
1 εnbn = o(bN) = o(1/h). En effet, soit α > 0, il existe n0 ≥ 1 tel que :

n ≥ n0 =⇒ |εn|< α

alors

∀N ≥ n0,

∣∣∣∣∣ N

∑
1

εnbn

∣∣∣∣∣≤
∣∣∣∣∣n0−1

∑
1

εnbn

∣∣∣∣∣+α

N

∑
n0

bn =C+α
bN+1 −bn0

b−1
≤ 2αbN

pour N assez grand.

Ainsi
|R| ≤ h2o(bN) = h2o(1/h) = o(h)

D’autre part :

|T | ≤ (sup
n>N

|εn|)
∞

∑
N+1

b−n = o(1)O(b−N) = o(1)O(h) = o(h)

Comme de plus g est continue, g ∈ λ∗. □

Théorème 2.8 Si I ̸= /0 et f : I → R appartient à λ∗ alors l’ensemble des points où f
est dérivable est de même cardinal que R.

Preuve : Soit a,b ∈ R tels que a < b. Soit a < y < b. Soit l(x) = px+ q de sorte que
l(a) = f (a) et l(y) = f (y) alors g = f − l vaut 0 en a et y.
La fonction g est continue donc g atteint un extremum sur ]a,y[ en un point m = m(y).
Quitte à remplacer g par −g on peut supposer que c’est un minimum.
Alors on a, pour h > 0 :

g(m+h)−g(m)

h
≥ 0

et
g(m−h)−g(m)

h
≥ 0

Ainsi :

0 ≤ g(m+h)−g(m)

h
≤ g(m+h)−g(m)

h
+

g(m−h)−g(m)

h
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=
g(m+h)+g(m−h)−2g(m)

h
→ 0

de même : g(m−h)−g(m)
h → 0 ainsi g est dérivable en m et g′(m) = 0 et donc f = g+ l

est aussi dérivable en m et f ′(m) = l′(m) = p = f (y)− f (a)
y−a .

Si y 7→ f (y)− f (a)
y−a n’est pas constante sur ]a,b[, alors comme c’est une fonction conti-

nue, par le théorème des valeurs intermédiaires, son image contient un intervalle ouvert
non vide et est donc de même cardinal que R.

De plus, si f (y)− f (a)
y−a ̸= f (z)− f (a)

z−a pour y,z ∈]a,b[, alors a fortiori m(y) ̸= m(z) car la
dérivée de f en ces points prend deux valeurs distinctes.

Ainsi si y 7→ f (y)− f (a)
y−a n’est pas constante alors l’ensemble des points où f est déri-

vable est de même cardinal que R.
Si y 7→ f (y)− f (a)

y−a est constante sur ]a,b[ , alors f est une fonction affine et le résultat
reste vrai. □

Remarque 2.9 Notons g(x) = ∑n≥1 cn cos(bnx) où b > 0 et (cn)n≥1 est une suite de
réels tels que ∑n≥1 |cn|<+∞.

Alors si cn = o(b−n), l’ensemble des points où g est dérivable est de même cardinal
que R. Sinon, g n’est nulle part dérivable.

3 Fonction de Weierstrass
Pour 0 < B < 1 et A > 1, notons :

W (t) =
+∞

∑
n=0

Bn cos(Ant)

La convergence normale de la série définissant W entraîne :

Proposition 3.1 La fonction W est bien définie, continue et bornée sur R.

Le théorème 2.2 nous donne immédiatement la proposition suivante :

Proposition 3.2 Si AB ≥ 1 alors W n’est nulle part dérivable.

Réciproquement, comme il en a déjà été discuté dans la remarque 2.9 :

Proposition 3.3 Si AB< 1 alors l’ensemble des points où W est dérivable est de même
cardinal que R.

Preuve : Si AB < 1 alors Bn = o(A−n) donc par le théorème 2.7, W ∈ λ∗. Par le
théorème 2.8, ceci implique que l’ensemble des points où W est dérivable est de même
cardinal que R. □
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3.1 Fonctions hölderiennes et ondelettes
Définition 3.4 Soit α > 0 et f : R→ C continue.

1) On dit que f est hölderienne d’ordre α s’il existe une constante C > 0 telle que :

∀x,y ∈ R, | f (x)− f (y)| ≤C|x− y|α

On note alors f ∈Cα(R).

2) On dit que f est hölderienne d’ordre α en x0 si :

f (x)− f (x0) = O(|x− x0|α)

lorsque x → x0. On note alors f ∈Cα(x0).

On note α( f ,x0) la borne supérieure des α ≥ 0 tels que f ∈ Cα(x0). Cette borne
s’appelle l’exposant de Hölder de f en x0.

Remarque 3.5 — Si f est dérivable en x0 ∈ R, alors α( f ,x0) ≥ 1. Déterminer
un exposant de Hölder peut donc permettre de conclure sur la non-dérivabilité
d’une fonction.

— Il peut arriver que α =+∞.

La théorie qui va suivre permet de déterminer des exposants de Hölder.

Définition 3.6 Soit ψ : R → C une fonction continue qui vérifie pour tout x ∈ R,
|ψ(x)| ≤C(1+ |x|2)−1 et

∫
ψ(x)dx = 0. On appelle ψ une ondelette.

Définition 3.7 On définit la transformée en ondelettes d’une fonction f : R→C conti-
nue et bornée par :

∀a > 0, b ∈ R, Wf (a,b) =
1
a

∫
R

f (x)ψ
(

x−b
a

)
dx.

Lemme 3.8 Soit 0 < α < 1. Si f est une fonction continue, bornée et α-hölderienne
en x0 ∈ R, alors il existe C > 0 tel que si a ≤ 1 et |b− x0| ≤ 1 alors

|W (a,b)| ≤C(aα + |b− x0|α).
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Preuve du lemme 3.8 : Comme on a
∫

ψ(x)dx = 0, on peut écrire :

W (a,b) =
1
a

∫
R
[ f (x)− f (x0)]ψ

(
x−b

a

)
dx.

Il existe C > 0 tel que : ∀x ∈ R, | f (x)− f (x0)| ≤C|x− x0|α .

En effet, comme f ∈Cα(x0) il existe δ > 0 et B > 0 tels que :

|x− x0| ≤ δ =⇒ | f (x)− f (x0)| ≤ B|x− x0|α .

Alors on a aussi, puisque f est bornée :

|x− x0| ≥ δ =⇒ | f (x)− f (x0)| ≤ 2∥ f∥∞

|x− x0|α

δ α
.

On peut donc prendre C := max(B,2∥ f∥∞δ−α).

D’où :

|W (a,b)| ≤ 1
a

∫
R
| f (x)− f (x0)|

∣∣∣∣ψ(x−b
a

)∣∣∣∣dx

≤ C
a

∫
R
|x− x0|α

∣∣∣∣ψ(x−b
a

)∣∣∣∣dx.

Par changement de variable u = x−b
a :

|W (a,b)| ≤C
∫
R
|au+b− x0|α |ψ (u)|du

≤Caα

∫
R
|u|α |ψ (u)|du+C|b− x0|α

∫
R
|ψ (u)|du.

Maintenant, ∫
R
|ψ(u)|du ≤

∫
R

D
1+u2 du <+∞,

et ∫
R
|u|α |ψ(u)|du ≤

∫
R

D|u|α

1+u2 du <+∞

car 0 < α < 1.
Si on note

C′ =C
(∫

R
|u|α |ψ(u)|du+

∫
R
|ψ(u)|du

)
,

on a :
|W (a,b)| ≤C′(aα + |b− x0|α). □
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Définition 3.9 Soit f une fonction continue et bornée, on définit pour tout a > 0 et
x ∈ R,

(∆a f )(x) =
1
a

∫
R

W (a,b)ψ
(

x−b
a

)
db.

Lemme 3.10 Supposons que |ψ(x)|+ |ψ ′(x)| ≤C1(1+ |x|2)−1. Soit 0 < α ′ < α < 1.
Si on a

|W (a,b)| ≤C2aα

(
1+

|b− x0|
a

)α ′

alors

|(∆a f )(x)| ≤Caα

(
1+
∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′)
,

et (∆a f ) est dérivable et :

|(∆a f )′(x)| ≤Caα−1

(
1+
∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′)
.

Preuve :

|(∆a f )(x)| ≤
∫
R
|W (a,b)|

∣∣∣∣ψ(x−b
a

)∣∣∣∣ db
a

≤C1C2aα

∫
R

1+
∣∣∣ b−x0

a

∣∣∣α ′

1+
∣∣ x−b

a

∣∣2 db
a

≤C1C2aα

∫
R

1+
∣∣u+ x−x0

a

∣∣α ′

1+u2 du par changement de variable b− x = au,

≤C1C2aα

[∫
R

1+ |u|α
′

1+u2 du+
∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′ ∫
R

1
1+u2 du

]
.

Or : ∫
R

1
1+u2 du =: L <+∞,

et comme α ′ < 1 : ∫
R

1+ |u|α
′

1+u2 du =: K <+∞.

Ainsi :
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|(∆a f )(x)| ≤C1C2aα

[
K +L

∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′]

≤C1C2aα

[
(K +L)+(K +L)

∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′]

≤C1C2(K +L)aα

[
1+
∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′]
.

Il suffit alors de poser C =C1C2(K +L) pour obtenir la première inégalité.

Maintenant, on a :

(∆a f )′(x) =
1
a2

∫
R

W (a,b)ψ ′
(

x−b
a

)
db.

En effet, ψ est de classe C1 et pour tout x ∈ R :

∫
R
|W (a,b)|

∣∣∣∣ψ ′
(

x−b
a

)∣∣∣∣db ≤C1C2aα

∫
R

1+
∣∣∣ b−x0

a

∣∣∣α ′

1+
∣∣ x−b

a

∣∣2 du <+∞

d’après les calculs qui précèdent.
On peut donc dériver sous l’intégrale dans l’expression :

(∆a f )(x) =
1
a

∫
R

W (a,b)ψ
(

x−b
a

)
db

.
Ainsi

|(∆a f )′(x)|= 1
a2

∣∣∣∣∫RW (a,b)ψ ′
(

x−b
a

)
db
∣∣∣∣

≤ 1
a

∫
R

∣∣∣∣W (a,b)ψ ′
(

x−b
a

)∣∣∣∣ db
a

≤C1C2(K +L)aα−1

[
1+
∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′]

d’après les calculs qui précèdent. Ce qui démontre la seconde inégalité. □

Dans cette partie, on prend pour ψ une ondelette vérifiant les conditions suivantes :
(a) ψ̂(ξ ) = 0 si ξ ≤ A−1,
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(b) ψ̂(ξ ) = 0 si ξ ≥ A,
(c) ψ̂(1) = 1.

On peut supposer que ψ̂ ∈C∞.

Remarque 3.11 La fonction ψ̂ est à support compact et en particulier ψ̂ appartient à
la classe de Schwartz S (R,C), et par conséquent ψ ∈ S (R,C).

Pour cette ondelette, on a la formule de reconstruction donnée par la proposition
suivante :

Proposition 3.12 Pour tout x ∈ R, on a :

f (x) =
∫

a>0

(∫
b∈R

W (a,b)ψ
(

x−b
a

)
db
a

)
da
a

On ne fera pas la preuve de ce résultat qui peut être trouvée dans [Jaf] (Appendice
B, Th. B.2.1). On en déduit cependant les deux théorèmes suivants qui seront également
utilisés dans la partie 4. sur la fonction de Riemann (où la formule de reconstruction
sera démontrée dans le cas de l’ondelette utilisée).

Théorème 3.13 Soit 0<α ′ <α < 1 et x0 ∈R. Si f est une fonction bornée et s’il existe
a0,b0 > 0 tels que :

0 < a < a0, |b− x0|< b0 =⇒ |Wf (a,b)| ≤Caα

(
1+

|b− x0|
a

)α ′

alors f ∈Cα(x0).

Preuve du Théorème 3.13 :
Par la formule de reconstruction de la proposition 3.12, on peut écrire :

f (x)− f (x0) =
∫

a>0
[(∆a f )(x)− (∆a f )(x0)]

da
a
.

Pour a ≥ |x− x0|, on a par le lemme 3.10 :

|(∆a f )′(x)| ≤Caα−1

(
1+
∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′)
≤ 2Caα−1.

Par le théorème des accroissements finis :

|(∆a f )(x)− (∆a f )(x0)| ≤ 2Caα−1|x− x0|,

ainsi :
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∣∣∣∣∫a≥|x−x0|
[(∆a f )(x)− (∆a f )(x0)]

da
a

∣∣∣∣≤ 2C|x− x0|
∫

a≥|x−x0|
aα−1 da

a

≤ 2C|x− x0|
[

1
α −1

aα−1
]+∞

a=|x−x0|

=
2C

α −1
|x− x0|.|x− x0|α−1

= D|x− x0|α ,

où on note D = 2C
α−1 .

Si a < |x− x0|,

|(∆a f )(x)− (∆a f )(x0)| ≤ |(∆a f )(x)|+ |(∆a f )(x0)|

≤ 2Caα

(
1+
∣∣∣∣x− x0

a

∣∣∣∣α ′)
≤ 4Caα−α ′ |x− x0|α

′

D’où :

∣∣∣∣∫a<|x−x0|
[(∆a f )(x)− (∆a f )(x0)]

da
a

∣∣∣∣≤ 4C
∫

a<|x−x0|
aα−α ′ |x− x0|α

′ da
a

≤ 4C
∫

a<|x−x0|
|x− x0|α−1da

≤ 8C|x− x0|α

Ainsi, en posant E = max(D,8C), on a pour tout x ∈ R,

| f (x)− f (x0)| ≤ E|x− x0|α □

Théorème 3.14 Supposons que f est une fonction bornée et β -hölderienne sur R (0 <
β < 1). Alors pour tout x0 ∈ R, l’exposant de Hölder α( f ,x0) est donné par

α( f ,x0) = liminf
a↘0,b→x0

log|W (a,b)|
log(a+ |b− x0|)
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Preuve du théorème 3.14 :
Soit 0 < α < 1 tel que f ∈Cα(x0), par le lemme 3.8, il existe C > 0 tel que :

|W (a,b)| ≤C(aα + |b− x0|α)

Par concavité de la fonction x 7→ xα , on a pour x,y ≥ 0 :

1
2
(xα + yα)≤

(
x+ y

2

)α

Ainsi :
|W (a,b)| ≤ 21−αC(a+ |b− x0|)α

Notons D = 21−αC, alors :

log |W (a,b)| ≤ log(D)+α log(a+ |b− x0|)

Pour a < 1
2 et |b− x0|< 1

2 , on a :

log(a+ |b− x0|)< 0

donc :
log |W (a,b)|

log(a+ |b− x0|)
≥ log(D)

log(a+ |b− x0|)
+α

ainsi :

liminf
a↘0,b→x0

log |W (a,b)|
log(a+ |b− x0|)

≥ α

Ceci est vrai pour tout 0 < α < α( f ,x0) donc :

liminf
a↘0,b→x0

log |W (a,b)|
log(a+ |b− x0|)

≥ α( f ,x0)

Supposons par l’absurde que cette inégalité n’est pas une égalité, alors il existe un
α tel que :

α( f ,x0)< α < liminf
a↘0,b→x0

log |W (a,b)|
log(a+ |b− x0|)

(∗)

Il existe 0 < a0,b0 <
1
2 de sorte que :
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{
0 ≤ a < a0

|b− x0|< b0
=⇒ α <

log |W (a,b)|
log(a+ |b− x0|)

=⇒ α log(a+ |b− x0|)> log |W (a,b)|
=⇒ (a+ |b− x0|)α > |W (a,b)|

Comme f ∈Cβ (R), on a : β ≤ α( f ,x0)< α .
D’après le lemme 3.8, il existe E > 1 tel que : |W (a,b)| ≤ E(a+ |b− x0|)β

Ainsi, si 0 < t < 1, on a :

|W (a,b)|= |W (a,b)|t |W (a,b)|(1−t)

≤ E(a+ |b− x0|)tα a(1−t)β

= Eaγ(t)
(

1+
|b− x0|

a

)tα

où γ(t) := tα +(1− t)β > tα .
Ainsi par le théorème 3.13, f est γ(t)-hölderienne en x0. Ceci est vrai pour tout

0 < t < 1 donc α ≥ α( f ,x0), ce qui contredit (∗). □

3.2 Application : détermination de l’exposant de Hölder
On garde toujours la même ondelette ψ qui vérifie :
(a) ψ̂(ξ ) = 0 si ξ ≤ A−1,
(b) ψ̂(ξ ) = 0 si ξ ≥ A,
(c) ψ̂(1) = 1.

Proposition 3.15 La fonction W a pour exposant de Hölder − log(B)
log(A) en tout point de

R.

Preuve :

WW (a,b) =
1
a

∫
R

W (x)ψ
(

x−b
a

)
dx

=
1

2a

∫
R

(
+∞

∑
n=0

Bn(eiAnx + e−iAnx)

)
ψ

(
x−b

a

)
dx

=
1
2

∫
R

(
+∞

∑
n=0

Bn(eiAnbeiAnay + e−iAnbe−iAnay)

)
ψ(y)dy

=
1
2

+∞

∑
n=0

BneiAnb
∫
R

ψ(y)eiAnaydy+
1
2

+∞

∑
n=0

Bne−iAnb
∫
R

ψ(y)e−iAnaydy
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L’inversion série-intégrale de la quatrième ligne est permise car la série converge
normalement puisque ψ ∈ S (R,C)⊂ L 1(R,C).

Maintenant on a :

WW (a,b) =
1
2

+∞

∑
n=0

BneiAnb
ψ̂(−Ana)+

1
2

+∞

∑
n=0

Bne−iAnb
ψ̂(Ana)

=
1
2

+∞

∑
n=0

BneiAnb
ψ̂(Ana)+

1
2

+∞

∑
n=0

Bne−iAnb
ψ̂(−Ana)

=
1
2

+∞

∑
n=0

BneiAnb
ψ̂(Ana) car ψ̂ est à support dans R+.

Pour la deuxième égalité, on a utilisé le fait que :

∀x ∈ R, ψ̂(x) = ψ̂(−x).

Comme le support de ψ̂ est contenu dans [A−1,A], on a :

ψ̂(Ana) ̸= 0 =⇒ A−1 < Ana < A

=⇒ −log(A)< nlog(A)+ log(a)< log(A)

=⇒ −1− log(a)
log(A)

< n < 1− log(a)
log(A)

=⇒ n =

⌊
− log(a)

log(A)

⌋
Ainsi :

|WW (a,b)|< 1
2

B∥ψ̂∥∞ ·B− log(a)
log(A)

Autrement dit :

|WW (a,b)|< 1
2

B∥ψ̂∥∞ ·a−
log(B)
log(A)

Par le théorème 3.13, ceci implique que W est hölderienne d’ordre α =− log(B)
log(A) en

tout point de R.

On note maintenant an = A−n. Alors

WW (an,b) =
1
2

BneiAnb =
1
2

a
− log(B)

log(A)
n eiAnb

Par le théorème 3.14, on a

α(W ,x0) = liminf
a→0,b→x0

log|WW (a,b)|
log(a+ |b− x0|)

≤ lim
n→+∞

log|WW (an,b)|
log(an)

=− log(B)
log(A)

Ainsi :

∀x0 ∈ R, α(W ,x0) =− log(B)
log(A)

□
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Remarque 3.16 C’est une autre façon de voir que si AB > 1, W n’est nulle part dé-
rivable. En revanche, cela ne nous rien pour le cas AB = 1. On a vu que dans ce cas
aussi W n’est nulle part dérivable, mais que W appartient à la classe de Zygmund Λ∗
qui contient toutes les classes Cα(R) pour α < 1 (voir [Zyg], Th. 3.4 pour la preuve
de ce dernier point).

4 Fonction de Riemann

4.1 Définition et premières propriétés

On note

R(t) = ∑
n≥1

sin(n2πt)
n2

la fonction de Riemann.

Proposition 4.1 La fonction R est bien définie, continue et bornée sur R.

Preuve : La série de fonctions définissant R est une série normalement convergente
de fonctions continue, donc R est continue. □

Proposition 4.2 La fonction R est 1/2-hölderienne.

Preuve : On note

R j(x) = ∑
2 j≤n<2 j+1

sin(πn2x)
n2

de sorte que R(x) = ∑
∞
j=0 R j(x).

On a
∥R j∥∞ ≤ ∑

2 j≤n<2 j+1

1
22 j = 2− j

et
∥R′

j∥∞ ≤ ∑
2 j≤n<2 j+1

π = π2 j.

Maintenant, soient x,h ∈ R et soit N un entier naturel tel que |h| ≤ 4−N < 4|h| :

|R(x+h)−R(x)| ≤
N

∑
j=0

|h|.∥R′
j∥∞ +2

∞

∑
j=N+1

∥R j∥∞

≤ 2π.|h|2N +2.2−N

≤ 2π|h|1/2 +4|h|1/2 =C|h|1/2,
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ce qui termine la preuve. □

4.2 La fonction F

On note maintenant

F(t) = ∑
n≥1

ein2πt

n2

de sorte que R(t) = Im(F(t)).

Proposition 4.3 Pour tout t ∈ R,

F(1+ t) =
1
2

F(4t)−F(t).

Preuve : Soit t ∈ R,

F(1+ t) = ∑
n≥1

ein2π(t+1)

n2

= ∑
n≥1

(−1)n2 ein2πt

n2

Comme n et n2 ont même parité pour tout n ∈ N, on a :

F(1+ t) = ∑
n≥1

(−1)n ein2πt

n2

= ∑
n≥1

e4in2πt

4n2 − ∑
n≥1

ei(2n+1)2πt

(2n+1)2

=
1
4

F(4t)− (F(t)− 1
4

F(4t))

=
1
2

F(4t)−F(t). □

On note maintenant H ⊂ C le demi-plan supérieur H = {z ∈ C : Im(z) > 0} et on

prolonge F à H par : F(z) = ∑n≥1
ein2πz

n2 .
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Proposition 4.4 La fonction F est bornée sur H.

Preuve :

∀z ∈ H, |F(z)| ≤ ∑
n≥1

|ein2πz|
n2

= ∑
n≥1

eRe(in2πz)

n2

= ∑
n≥1

e−Im(n2πz)

n2

≤ ∑
n≥1

1
n2 =

π2

6
. □

Proposition 4.5 La fonction F est holomorphe sur H et

∀z ∈ H, F ′(z) = iπ ∑
n≥1

ein2πz.

De plus, F est continue sur H.

Preuve : La série de fonction définissant F est normalement convergente sur H. □

Remarque 4.6 Si z ∈ H, la série ∑n≥1 ein2πz converge, en effet :∣∣∣∣∣∑n≥1
ein2πz

∣∣∣∣∣≤ ∑
n≥1

|ein2πz|= ∑
n≥1

eRe(in2πz) = ∑
n≥1

e−n2π.Im(z)

et le membre de droite converge car Im(z)> 0.

Définition 4.7 On définit la fonction θ de Jacobi par :

∀z ∈ H, θ(z) = ∑
n∈Z

ein2πz.

Remarque 4.8 On a : ∀z ∈ H, F ′(z) = iπ
2 (θ(z)−1).
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Théorème 4.9 Pour tout z ∈ H,

θ(z) =
e

iπ
4

√
z

θ(
−1
z
)

où on note
√

z = e
1
2 Log(z) où Log est la détermination principale du logarithme sur

H.

Preuve du théorème 4.9 :

∀a ∈ R,
∫
R

e−π(t+a)2
dt = 1

Or l’application z 7−→
∫
R e−π(t+z)2

dt est holomorphe. En effet, soit C > 0, si |z| ≤C
on a :

∀t ∈ R,
∣∣∣e−π(t+z)2

∣∣∣= e−πRe((t+z)2)

or :

Re((z+ t)2) = Re(z2 +2tz+ t2)

= Re(z2)+2tRe(z)+ t2

≥−|z2|−2|t|.|z|+ t2

≥−C2 −2C|t|+ t2

=−2C2 +(|t|−C)2.

Donc ∣∣∣e−π(t+z)2
∣∣∣≤ eπC2

e−π(|t|−C)2 ∈ L 1(R).

Par principe des zéros isolés, on a donc :

∀a ∈ C,
∫
R

e−π(t+a)2
dt = 1.

En prenant a = iξ où ξ ∈ R, on obtient :∫
R

e−πt2
e−2iπtξ dt = e−πξ 2

.

Si x > 0, alors par changement de variable u = t√
x ,

∫
R

e−πu2xe−2iπuξ
√

xdu =
1√
x

e−πξ 2
.

Soit y ∈ R. En appliquant cette formule en ξ = y√
x on obtient :
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∫
R

e−πu2xe−2iπuydu =
1√
x

e−πy2/x.

Ainsi, pour tout x > 0,∫
R

eiπu2(ix)e−2iπuydu =
eiπ/4
√

ix
e−iπy2/(ix).

Or l’application z 7−→
∫
R eiπu2ze−2iπuydu est holomorphe sur H. En effet, soit K ⊂

H, un compact, alors l’application continue z 7−→ Im(z) atteint son minimum m sur K,
donc m > 0 et on a :

∀z ∈ K,∀u ∈ R,
∣∣∣eiπu2ze−2iπuy

∣∣∣= e−πu2Im(z) ≤ e−πu2m ∈ L 1(R)

Par principe des zéros isolés, on a :

∀z ∈ H,
∫
R

eiπu2ze−2iπuydu =
eiπ/4
√

z
e−iπy2/z.

Par la formule sommatoire de Poisson (voir le lemme 5.1 en appendice) :

∑
n∈Z

eiπn2z =
eiπ/4
√

z ∑
n∈Z

e−iπn2/z. □

Théorème 4.10 Pour tout x > 0,

F(x) = F(0)+ iπeiπ/4√x− iπ
2

x+ eiπ/4x3/2F(−1
x
)− 3

2
eiπ/4

∫ x

0

√
tF(−1

t
)dt.

Preuve : On fixe y ∈]0,1[ et x > 0. Alors

∫ x

0
θ(t + iy)dt =

∫ x

0
(1+

2
iπ

F ′(t + iy))dt

= x+
2
iπ

(F(x+ iy)−F(iy)).

D’une part, F étant continue sur H, on a :

x+
2
iπ

(F(x+ iy)−F(iy))→ x+
2
iπ

(F(x)−F(0))
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lorsque y ↘ 0.

D’autre part, par le théorème 4.9 :

∫ x

0
θ(t + iy)dt = eiπ/4

∫ x

0

1√
t + iy

θ

(
− 1

t + iy

)
dt

= eiπ/4
∫ x

0

1√
t + iy

(
1+

2
iπ

F ′
(
− 1

t + iy

))
dt

= eiπ/4
∫ x

0

1√
t + iy

dt +
2eiπ/4

iπ

∫ x

0

1√
t + iy

F ′
(
− 1

t + iy

)
dt

= 2eiπ/4(
√

x+ iy−
√

iy)+
2eiπ/4

iπ

∫ x

0
(t + iy)3/2 d

dt

[
F
(
− 1

t + iy

)]
dt .

Par intégration par parties :

∫ x

0
(t + iy)3/2 d

dt

[
F
(
− 1

t + iy

)]
dt = (x+ iy)3/2F

(
− 1

x+ iy

)
− (iy)3/2F

(
− 1

iy

)
−3

2

∫ x

0

√
t + iy F

(
− 1

t + iy

)
dt ,

ce qui donne :

∫ x

0
θ(t + iy)dt = 2eiπ/4(

√
x+ iy−

√
iy)

+
2eiπ/4

iπ

(
(x+ iy)3/2F

(
− 1

x+ iy

)
− (iy)3/2F

(
− 1

iy

))
− 3eiπ/4

iπ

∫ x

0

√
t + iy F

(
− 1

t + iy

)
dt.

On remarque que :∣∣∣∣√t + iyF
(
− 1

t + iy

)∣∣∣∣≤ π2

6
(t2 + y2)1/4 ≤ π2

6
(t2 +1)1/4 ∈ L 1([0,x]).

Par le théorème de convergence dominée de Lebesgue :∫ x

0

√
t + iyF

(
− 1

t + iy

)
dt −−→

y↘0

∫ x

0

√
tF
(
−1

t

)
dt.

Ainsi :∫ x

0
θ(t + iy)dt −−→

y↘0
2eiπ/4√x+

2eiπ/4

iπ
x3/2F

(
−1

x

)
− 3eiπ/4

iπ

∫ x

0

√
tF
(
−1

t

)
dt.
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Finalement :

F(x)=F(0)+iπeiπ/4√x− iπ
2

x+eiπ/4x3/2F
(
−1

x

)
− 3

2
eiπ/4

∫ x

0

√
tF
(
−1

t

)
dt. □

Proposition 4.11 F(x) = F(0)+ iπeiπ/4√x− iπ
2 x+O(x3/2) lorsque x ↘ 0.

Preuve : Ceci découle du théorème précédent puisque F est bornée sur R. □

4.3 Non-dérivabilité en 0

Proposition 4.12 La fonction R n’est pas dérivable en 0.

Preuve : Soit t > 0. On écrit :

R(t) = ∑
n≥1

sin(n2πt)
n2 = ∑

n2t≤1/2

+ ∑
1/2<n2t≤1

+ ∑
n2t>1

Grâce à l’inégalité sin(x)≥ 2
π

x valable pour x ∈ [0, π

2 ] on a :

∑
n2t≤1/2

sin(n2πt)
n2 ≥ ∑

n≤(2t)−1/2

2t ≥ (2t)⌊(2t)−1/2⌋

La deuxième somme est minorée par 0.
La troisième somme est minorée par :

− ∑
n>t−1/2

1
n2 ≥−

∫
∞

t−1/2

du
u2 =−t1/2

Ainsi
R(t)≥ (2t)⌊(2t)−1/2⌋− t1/2 ∼

√
t(
√

2−1)

Dès lors R(t)
t →+∞ lorsque t ↘ 0, donc R n’est pas dérivable en 0. □
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4.4 Dérivabilité en les rationnels p
q avec p et q impairs

On commence en traitant le cas de 1 = 1
1 .

Proposition 4.13 La fonction R est dérivable en 1 et R′(1) =−π/2.

Preuve : On note a = iπeiπ/4 et b =−iπ/2. Alors par la proposition 4.3,

F(1+ x) =
1
2

F(4x)−F(x)

=
1
2
(F(0)+2a

√
x+4bx+O(x3/2))− (F(0)+a

√
x+bx+O(x3/2))

=−1
2

F(0)+bx+O(x3/2)

= F(1)+bx+O(x3/2).

Ce qui nous dit que lorsque x ↘ 0 :

R(1+ x) = R(1)− π

2
x+O(x3/2).

Ainsi R est dérivable à droite en 1. De plus, x 7→ R(1+ x) est impaire car R est
impaire et 2-périodique et :

R(1+ x) = Im(F(1+ x)) = Im
(

1
2

F(4x)−F(x)
)
=

1
2

R(4x)−R(x).

Ainsi R(1) = 0 et on a lorsque x ↘ 0 :

R(1− x) =−R(1+ x) =−π

2
(−x)+O(x3/2).

ce qui donne lorsque x → 0 :

R(1+ x) =−π

2
x+O(x3/2). □

Proposition 4.14 Soit x ∈Q, on écrit x = p
q sous forme d’une fraction irréductible. La

fonction F est dérivable en x si et seulement si p et q sont impairs. Si tel est le cas,
F ′(x) = F ′(1) =− iπ

2 .

Preuve : La fonction F est 2-périodique donc F est dérivable en x ssi elle est déri-
vable en x+2 et le cas échéant F ′(x) = F ′(x+2).
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On a par le théorème 4.10 :

∀x ∈R∗
+, F(x) = F(0)+a

√
x+bx− a

2b
x3/2F(−1

x
)+

3a
4b

∫ x

0

√
tF(−1

t
)dt (∗)

Ainsi, si F est dérivable en x > 0, F est dérivable en −1/x et en dérivant (∗) :

F ′(x) =
a

2
√

x
+b− a

2b
x3/2 1

x2 F ′(−1
x
)− 3a

4b
√

xF(−1
x
)+

3a
4b

√
xF(−1

x
)

= b+
a

2
√

x

(
1− 1

b
F ′(−1

x
)

)
.

Ainsi pour tout x > 0,

F ′(−1
x
) = b ⇐⇒ F ′(x) = b.

Aussi, si F n’est pas dérivable en x > 0, alors par (∗) elle ne l’est pas non plus en
−1/x.

On va montrer par récurrence sur N ≥ 1 que pour tout N ≥ 1 et x = p
q où p et q

sont premiers entre eux et |q| ≤ N, si p et q sont impairs F est dérivable en x de dérivée
b =− iπ

2 , sinon, si p ou q est pair, alors F n’est pas dérivable en x.

C’est vrai pour N = 1 car si q ̸= 0 et |q| ≤ 1, q =±1 donc x ∈ Z. Si x = 1 mod 2,
comme F est 2-périodique de dérivée b en 1, F est dérivable en x de dérivée b. Si x = 0
mod 2, comme F n’est pas dérivable en 0, et 2-périodique, elle ne l’est pas non plus en
x.

Soit N ≥ 1 tel que la propriété est vraie au rang N. Soit x = p
q où p et q sont pre-

miers entre eux et |q| ≤ N +1.

Il existe un entier k tel que y = x− 2k ∈]− 1,1]. De plus y= p−2kq
q et les entiers

p−2kq et q sont premiers entre eux de même parité que p et q.
Par 2-périodicité, F est dérivable en x si et seulement si elle est dérivable en y et le cas
échéant elle a même dérivée en ces deux points. On peut donc supposer sans perte de
généralité que x ∈]−1,1].

Cas où p et q sont impairs :
x = p/q et p est impair donc x ̸= 0. Si x = 1, alors F ′(x) = b. Sinon, x ∈]−1,1[ ce qui
implique que |p|< |q| ≤ N +1, donc comme −1/x =−q/p et |p| ≤ N. Par hypothèse
de récurrence, F est dérivable en −1/x de dérivée b, et donc F est dérivable en x de
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dérivée b.

Cas où p ou q est pair :
A fortiori x ̸= 1. Si x = 0, alors R n’est pas dérivable en x donc F non plus puisque
R = Im(F). Si x ̸= 0, alors comme x ∈]− 1,1[, on a |p| < |q| ≤ N + 1. Ainsi −1/x =
−q/p et |p| ≤ N. Par hypothèse de récurrence, F n’est pas dérivable en −1/x donc R
ou C := Re(F) n’est pas dérivable en −1/x. Comme R est impaire et C est paire, on
peut donc supposer que −1/x > 0, donc F n’est pas dérivable en x =−1/(−1/x) . □

Remarque 4.15 Ceci implique que R est dérivable de dérivée −π

2 en les rationnels de
la forme p

q où p et q sont impairs, et pour tout rationnel de la forme p
q où p et q ne sont

pas de même parité, R ou C := Re(F) n’est pas dérivable en p
q .

Ce qui suit va permettre de conclure que l’exposant de Hölder de R en ces points est
égal à 1/2 ce qui implique la non dérivabilité de R.

4.5 Résultats sur les ondelettes
Dans la suite, on choisit l’ondelette ψ(x) = 1

π(x+i)2 .

On a |ψ(x)|= 1
π(1+x2)

.
La fonction ψ est intégrable sur R, en effet :∫

R
|ψ(x)|dx =

1
π

∫
R

1
x2 +1

dx = 1 <+∞

De plus on a : ∫
R

ψ(x)dx =
[
−1

x+ i

]+∞

−∞

= 0

Proposition 4.16 Soit g une fonction holomorphe sur H, continue et bornée sur H.
Alors on a pour b ∈ R et a > 0 alors :

g′(b+ ia) =
1

2iπ

∫
∞

−∞

g(x)
(x− (b+ ia))2 dx

et
1

2iπ

∫
∞

−∞

g(x)
(x+(b+ ia))2 dx = 0.

La preuve de ce résultat est une application de la formule intégrale de Cauchy (en
prenant l’intégrale sur des demi-cercles) qui est faite en appendice. Dans la proposition
suivante, on utilise cette formule pour calculer la transformée en ondelettes WR de la
fonction de Riemann.
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Proposition 4.17 Pour tous a > 0 et b ∈ R, on a

WR(a,b) =
iπa
2

(θ(b+ ia)−1).

Preuve : On rappelle la notation F(x) =C(x)+ iR(x), où F(x) = ∑n≥1
ein2πx

n2 .
On a :

R(x) =
1
2i
(F(x)− F̃(x))

où F̃(x) = F(−x).

Ainsi :
WR =

1
2i
(WF −WF̃).

On a :

WF(a,b) =
1
a

∫
∞

−∞

F(x)
π( x−b

a − i)2
dx

=
a
π

∫
∞

−∞

F(x)
(x− (b+ ia))2 dx

= 2iaF ′(b+ ia).

La dernière égalité étant due à la proposition 4.16. Par application cette proposition,
on a également :

WF̃(a,b) =
1
a

∫
∞

−∞

−F(−x)
π( x−b

a − i)2
dx

=
a
π

∫
∞

−∞

F(x)
(−x− (b+ ia))2 dx

=
a
π

∫
∞

−∞

F(x)
(x+(b+ ia))2 dx

= 0.

Ce qui donne :

WR(a,b) =
1
2i

WF(a,b) = aF ′(b+ ia).

On a vu que :

∀z ∈ H, F ′(z) = iπ
+∞

∑
n=1

eiπn2z =
iπ
2
(θ(z)−1),

donc on a :
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WR(a,b) = aF ′(b+ ia)

=
iπa
2

(θ(b+ ia)−1). □

Proposition 4.18 Notons x+ iy ∈ H. F(x+ iy) → 0 lorsque y → +∞ uniformément
pour x ∈ R.

Preuve :

|F(x+ iy)|=

∣∣∣∣∣∑n≥1

eiπn2(x+iy)

n2

∣∣∣∣∣
≤ ∑

n≥1
|eiπn2(x+iy)|

= ∑
n≥1

e−n2πy

≤ ∑
n≥1

e−nπy car y > 0

=
e−πy

1− e−πy → 0 lorsque y →+∞. □

Proposition 4.19 Soit g une fonction holomorphe sur H, continue et bornée sur H telle
que :

(i) g(x+ iy)→ 0 lorsque y →+∞ uniformément pour x ∈ R,
(ii) pour tout c > 0, g′ est bornée sur {z | Im(z)≥ c}.

Alors pour tout x ∈ R, on a :

g(x) =
∫

a>0

(∫
b∈R

Wg(a,b)ψ
(

x−b
a

)
db
a

)
da
a
.

Preuve : Par la proposition 4.16 :

Wg(a,b) = 2iag′(b+ ia).

Maintenant :∫
R

Wg(a,b)ψ
(

x−b
a

)
db
a

= 2ia
∫
R

g′(b+ ia)
π( x−b

a + i)2

db
a

=
2ia2

π

∫
R

g′(b+ ia)
(b− (x+ ia))2 db.
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Or la fonction H →C ; b 7→ g′(b+ ia) est holomorphe sur H car g est holomorphe
sur l’ouvert H ⊂ C donc g′ aussi, et la restriction de g′ à {b+ ia, b ∈ H} est continue
et bornée par l’hypothèse (ii). Par application de la proposition 4.16 :∫

R

g′(b+ ia)
(b− (x+ ia)2 db = 2iπg′′(x+2ia)

d’où :

∫
R

Wg(a,b)ψ
(

x−b
a

)
db
a

=
2ia2

π
(2iπ)g′′(x+2ia)

=−4a2g′′(x+2ia).

On en déduit que, pour tous 0 < ρ < R,

∫ R

ρ

∫
R

Wg(a,b)ψ
(

x−b
a

)
db
a

da
a

=−4
∫ R

ρ

ag′′(x+2ia)da

=−
∫ 2R

2ρ

ug′′(x+ iu)du.(∗)

Par intégration par parties ceci donne :

−
∫ 2R

2ρ

ug′′(x+ iu)du =
[
iug′(x+ iu)

]2R
2ρ

− i
∫ 2R

2ρ

g′(x+ iu)da

= 2iRg′(x+2iR)−2iρg′(x+2iρ)−g(x+2iR)+g(x+2iρ). (∗∗)

Vérifions que 2iRg′(x+2iR)−→ 0 lorsque R →+∞. Notons z = x+2iR où R > 0,
et on définit le lacet Γ(θ) = z+Reiθ , θ ∈ [0,2π], à valeurs dans H.

Alors par la formule intégrale de Cauchy :

g′(x+2iR) =
1

2iπ

∫
Γ

g(ξ )
(ξ − x−2iR)2 dξ ,

donc :

2R|g′(x+2iR)| ≤ R
π

∣∣∣∣∫ 2π

0

g(x+2iR+Reiθ )

(Reiθ )2)
iReiθ dθ

∣∣∣∣
≤ 1

π

∫ 2π

0
|g(x+2iR+Reiθ )|dθ .
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Or la fonction g est bornée donc :

|g(x+2iR+Reiθ )| ≤ ∥g∥∞ ∈ L 1([0,2π]).

De plus, en raison de la convergence uniforme en la partie réelle dans l’hypothèse
(i), pour tout θ ∈ [0,2π],

|g(x+2iR+Reiθ )| → 0 lorsque R →+∞.

Par le théorème de convergence dominée on obtient donc :

1
π

∫ 2π

0
|g(x+2iR+Reiθ )|dθ → 0 lorsque R →+∞.

Ainsi :

|2iRg′(x+2iR)|= 2R|g′(x+2iR)| → 0 lorsque R →+∞.

Vérifions maintenant que 2iρg′(x+2iρ)→ 0 lorsque ρ → 0.
On a pour x ∈ R et ρ > 0, par l’application de la proposition 4.16 :

g′(x+2iρ) =
1

2iπ

∫
R

g(t)
(t − x−2iρ)2 dt.

Encore par application de la proposition 4.16 avec la fonction constante égale à 1,
on a :

0 =
1

2iπ

∫
R

1
(t − x−2iρ)2 dt.

On peut donc écrire :

∫
R

g(t)
(t − x−2iρ)2 dt =

∫
R

g(t)−g(x)
(t − x−2iρ)2 dt

=
∫
R

g(x+2ρu)−g(x)
(2ρu−2iρ)2 2ρdu

=
1

2ρ

∫
R

g(x+2ρu)−g(x)
(u− i)2 du,

.

Or : ∣∣∣∣g(x+2ρu)−g(x)
(u− i)2

∣∣∣∣≤ 2∥g∥∞

1
1+u2 ∈ L 1(R),

et pour tout u ∈ R,

g(x+2ρu)−g(x)
(u− i)2 −→ 0 lorsque ρ → 0.
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Par théorème de convergence dominée,

2iρg′(x+2iρ) = i
∫
R

g(x+2ρu)−g(x)
(u− i)2 du −→ 0 lorsque ρ → 0.

Maintenant, g(x+ 2iR)→ 0 lorsque R → +∞ par l’hypothèse (i) et g(x+ 2iρ)→
g(x) lorsque ρ → 0 par continuité de g sur H.

En somme, par les égalité (∗) et (∗∗) et en prenant la limite pour chacun des termes
dans (∗∗), on on obtient :

∫ R

ρ

∫
R

Wg(a,b)ψ
(

x−b
a

)
db
a

da
a

−→ g(x) lorsque ρ → 0, R →+∞. □

Par les mêmes preuves que pour les théorèmes 3.13 et 3.14, on déduit de la formule
de reconstruction de la proposition 4.19 les deux théorèmes suivants :

Théorème 4.20 Soit 0 < α ′ < α < 1. Soit g une fonction qui vérifie les hypothèses de
la proposition 4.19. Supposons qu’il existe a0,b0 > 0 tels que :

0 < a < a0, |b− x0|< b0 =⇒ |Wg(a,b)| ≤Caα

(
1+

|b− x0|
a

)α ′

alors g ∈Cα(x0).

Théorème 4.21 Soit g une fonction qui vérifie les hypothèses de la proposition 4.19.
Supposons que l’application R→ C ; x 7→ g(x) est β -hölderienne sur R (0 < β <

1).
Alors pour tout x0 ∈ R, l’exposant de Hölder α(g,x0) est donné par

α(g,x0) = liminf
a↘0,b→x0

log |Wg(a,b)|
log(a+ |b− x0|)

.

Remarque 4.22 Par la proposition 4.18, et par le fait que pour tout c > 0, pour tout
z = x+ iy tel que y ≥ c :
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|F ′(z)|=

∣∣∣∣∣iπ ∑
n≥1

eiπn2z

∣∣∣∣∣
≤ π ∑

n≥1

∣∣∣eiπn2z
∣∣∣

≤ π ∑
n≥1

e−πn2y

≤ π ∑
n≥1

e−πn2c =C <+∞

F, F̃ puis R vérifient les hypothèses de la proposition 4.19 et des théorèmes 4.20 et
4.21.

4.6 Groupe θ -modulaire
Définition 4.23 On appelle groupe θ -modulaire Γ le groupe des homographies défi-
nies sur H du type :

γ(z) =
rz+ s
qz− p

où rp+ sq =−1 et r,s, p,q sont des entiers et la matrice(
r s
q p

)
est de la forme

(
pair impair

impair pair

)
ou
(

impair pair
pair impair

)
.

Proposition 4.24 Si γ appartient au groupe θ -modulaire, alors γ(H)⊂ H.

Preuve :
Soit z ∈ H. Alors

γ(z) =
rz+ s
qz− p

=
(rz+ s)(qz− p)

|qz− p|2

=
rq|z|2 − ps− prz+ sqz

|qz− p|2
.

Donc :

Im(γ(z)) =
−prIm(z)− sqIm(z)

|qz− p|2
=

Im(z)
|qz− p|2

> 0. □
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Proposition 4.25 Le groupe θ -modulaire est un groupe pour la composition engendré
par les homographies τ : z 7→ z+2 et σ : z 7→ −1

z .

Preuve : Vérifions que Γ est un groupe
Soit γ1,γ2 ∈ Γ. Notons :

γ1(z) =
az+b
cz+d

et γ2(z) =
ez+ f
gz+h

.

Soit z ∈ H, alors :

γ1 ◦ γ2(z) =
a
(

ez+ f
gz+h

)
+b

c
(

ez+ f
gz+h

)
+d

=
a(ez+ f )+b(gz+h)
c(ez+ f )+d(gz+h)

=
(ae+bg)z+(a f +bh)
(ce+dg)z+( f c+dh)

On remarque que les coefficients de γ1 ◦ γ2 correspondent à ceux de la matrice

obtenue par produit martriciel de
(

a b
c d

)
par
(

e f
g h

)
qui sont les matrices des coef-

ficients de γ1 et γ2.

On obtient donc que la matrice des coefficients de γ1 ◦ γ2 est de déterminant 1 et

que la projection modulo 2 de cette matrice est I2 ou
(

0 1
1 0

)
.

Ainsi γ1 ◦ γ2 ∈ Γ et Γ est stable par composition.

À a,b,c,d fixés, si on prend f =−b, h = a, e = d, g =−c, alors γ2 ∈ Γ et on a :
ae+bg = ad −bc = 1
a f +bh =−ab+ab = 0
ce+dg = cd −dc = 0
f c+dh =−bc+ad = 1

Donc γ1 ◦ γ2 = idH .

On a alors (
a b
c d

)
.

(
e f
g h

)
= I2

Donc on a aussi : (
e f
g h

)
.

(
a b
c d

)
= I2
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ce qui donne γ2 ◦ γ1 = idH .

De plus ◦ est une loi de composition interne associative sur Γ donc Γ est un groupe
pour la composition.

Vérifions maintenant que Γ =< σ ,τ >.
Soit γ ∈ Γ, notons :

γ(z) =
az+b
cz+d

.

Si a = 0, alors bc = −1 donc b = −c = ±1. Quitte à remplacer a,b,c,d par leurs
opposés, on peut supposer que b =−1 et c = 1.

On a :
γ(z) =

−1
z+d

.

En composant par σ à gauche on obtient :

σ(γ(z)) = σ

(
−1

z+d

)
= z+d

= τ
d/2(z)

car d est pair puisque a = 0 est pair et γ ∈ Γ. Ainsi γ = σ ◦ τd/2.

Si |a|= 1, on peut supposer que a = 1. Alors d −bc = 1 et on a :

γ(z) =
z+b
cz+d

donc :
σ(γ(z)) =

−cz−d
z+b

.

Si k ∈ Z, on a :

(τk ◦σ ◦ γ)(z) =
−cz−d

z+b
+2k

=
(−c+2k)z−d +2kb

z+b

Or c est pair puisque a = 1 est impair et γ ∈ Γ donc on peut prendre k = c/2 et on
a :
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(τc/2 ◦σ ◦ γ)(z) =
−d + cb

z+b
=

−1
z+b

.

On se ramène donc au cas a = 0 et on en déduit que γ ∈ < τ,σ >.

Soit N ≥ 1 tel que pour tout |a| ≤ N, si γ(z) = az+b
cz+d est un élément de Γ, alors

γ ∈ < τ,σ >.
Si |a|= N +1, on peut supposer a = N +1 > 0. Quitte à considérer σ ◦ γ , on peut

supposer que |c| < |a| car a et c sont de parités différentes donc |a| ≠ |c|. On a c ̸= 0
sinon ad = 1, ce qui est impossible puisque a > 1. Si k ∈ Z, on a :

(τk ◦ γ)(z) =
az+b
cz+d

+2k

=
(a+2kc)z+(b+2kd)

cz+d

Prenons alors k =−1 si c > 0 et k = 1 si c < 0. De sorte que a+2kc = a−2|c|.
Or :

−a < a−2|c|< a

donc |a+2kc|< a = N +1. Ainsi τk ◦ γ ∈ < τ,γ >, donc γ ∈ < τ,σ >.

Cela démontre par principe de récurrence que Γ =< τ,σ >. □

Théorème 4.26 Soit γ appartenant au groupe θ -modulaire définie par γ(z) = rz+s
qz−p ,

alors il existe m ∈ Z tel que :

∀z ∈ H, θ(z) = θ(γ(z))eimπ/4q−1/2
(

z− p
q

)−1/2

.

Preuve : Pour tout γ dans le groupe θ -modulaire, on note µγ de sorte que pour tout
z ∈ H, θ(z) = θ(γ(z)) ·µγ(z).

Si γ,δ sont dans le groupe θ -modulaire on a :

θ(z) = θ(γ(z)) ·µγ(z) = θ(δ (γ(z))) ·µδ (γ(z)) ·µγ(z),

ce qui nous donne la règle de composition : µδ◦γ(z) = µδ (γ(z)) ·µγ(z).

Par le théorème 4.9, on a :

∀z ∈ H, θ(z) =
e

iπ
4

√
z

θ(
−1
z
).

Ainsi, si on note σ : z 7→ −1
z , cette identité implique :

∀z ∈ H, µσ (z) =
e

iπ
4

√
z
= e

iπ
4 σ

′(z)1/4.
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Un élement γ du groupe θ -modulaire s’écrit : γ = γ1 ◦ γ2 ◦ · · · ◦ γn où n ∈ N et pour
tout 1 ≤ i ≤ n, γi ∈ {τ,τ−1,σ} (puisque σ = σ−1).

On va raisonner par récurrence sur n afin de montrer que pour tout γ dans le groupe
θ -modulaire, il existe un entier mγ tel que :

∀z ∈ H, µγ(z) = e
iπ
4 mγ γ

′(z)1/4 (P)

L’application identité z 7→ z vérifie la proposition (P).
Soit n ≥ 0 tel que pour tout γ = γ1 ◦ γ2 ◦ · · · ◦ γn, γ vérifie la proposition (P),

∀z ∈ H, µγ(z) = e
iπ
4 mγ γ

′(z)1/4.

Alors :
µγ◦τ(z) = µγ(τ(z)) ·µτ(z)

Or, comme θ est 2-périodique : θ(τ(z)) = θ(z+2) = θ(z).
Donc : µτ(z) = 1.
Ainsi :

µγ◦τ(z) = µγ(τ(z))

= e
iπ
4 mγ γ

′(z+2)1/4

= e
iπ
4 mγ [(γ ◦ τ)′(z)]1/4,

car (γ ◦ τ)′ = γ ′(τ) · τ ′ = γ ′(τ) puisque τ ′ = 1.

De même : µτ−1◦γ(z) = e
iπ
4 mγ [(τ−1 ◦ γ)′(z)]1/4.

On a : µσ (z) = e
iπ
4 z−1/2,

de plus, on a :

µγ◦σ (z) = µγ(σ(z)) ·µσ (z)

= µγ

(
−1
z

)
e

iπ
4 z−1/2

= e
iπ
4 mγ γ

′
(
−1
z

)1/4

e
iπ
4 z−1/2

= e
iπ
4 (mγ+1)z−1/2

γ
′
(
−1
z

)1/4

.

Or

(γ ◦σ)′(z) = γ
′(σ(z))σ ′(z) =

1
z2 γ

′
(
−1
z

)
.

Ainsi :
µγ◦σ (z) = e

iπ
4 (mγ+1)(γ ◦σ)′(z),

ce qui démontre le résultat par récurrence. □

35



4.7 Non-dérivabilité en les rationnels p
q avec p et q de parités diffé-

rentes
On commence par un résultat sur la fonction θ de Jacobi qui sera utile pour les

estimations de WR.

Proposition 4.27 Notons z = x+ iy ∈ H. Alors θ(z)→ 1 lorsque y → +∞ uniformé-
ment pour x ∈ R.

Preuve :

|θ(z)−1| ≤ 2
+∞

∑
n=1

e−πn2y ≤ 2
+∞

∑
n=1

e−πny = 2
e−πy

1− e−πy −→ 0 lorsque y →+∞. □

Mieux que la non-dérivabilité de la fonction R, on a le résultat suivant :

Proposition 4.28 Si x0 = p
q où p et q sont des entiers premiers entre eux de parités

différentes, alors α(R,x0) =
1
2 .

En particulier, R n’est pas dérivable en x0

Preuve : Prenons a > 0 et b = p
q . Par la proposition 4.17 :

|WR(a,b)|=
πa
2
|θ(b+ ia)−1|.

Par le théorème de Bézout, p et q étant premiers entre eux, il existe des entiers r et
s tels que : rp+ sq =−1 (∗).

Quitte à remplacer r et s par r′ = r+ q et s′ = s− p, on peur supposer que r et s
ne sont pas de même parité. En projetant l’égalité (∗) modulo 2, on voit que r et s sont
respectivement de même parités que p et q.

Ainsi l’homographie γ définie par :

γ(z) =
rz+ s
qz− p

appartient au groupe θ -modulaire.

Par le théorème 4.26, il existe un entier m tel que :

|WR(a,b)|=
πa
2
|θ(b+ ia)−1|

=
πa
2

∣∣∣∣∣θ(γ(b+ ia))eimπ/4q−1/2
(

p
q
+ ia− p

q

)−1/2

−1

∣∣∣∣∣ .
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Or :

γ(b+ ia) =
r
(

p
q + ia

)
+ s

q
(

p
q + ia

)
− p

=
1

iqa

(
rp
q

+ ria+ s
)

=
r
q
+

rp+ sq
iq2a

=
r
q
+

−1
iq2a

,

ainsi :

|WR(a,b)|=
πa
2

∣∣∣∣θ ( r
q
+

−1
iq2a

)
eimπ/4(iqa)−1/2 −1

∣∣∣∣
=

πa1/2

2

∣∣∣∣θ ( r
q
+

i
q2a

)
eimπ/4(iq)−1/2 −a1/2

∣∣∣∣ .
Or par la proposition 4.27 :

π

2

∣∣∣∣θ ( r
q
+

i
q2a

)
eimπ/4(iq)−1/2 −a1/2

∣∣∣∣−→ π

2
√

q
lorsque a ↘ 0.

Ainsi :

lim
a↘0

log|WR(a,b)|
log(a)

=
1
2
.

Par conséquent :

liminf
a↘0,b→x0

log|WR(a,b)|
log(a+ |b− x0|)

≤ 1
2
.

Ce qui nous dit par le théorème 4.21 que :

α(R,x0)≤
1
2
.

Comme de plus R ∈C1/2(R) par la proposition 4.2, on a :

α(R,x0) =
1
2
. □
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4.8 Etude en les irrationnels
Proposition 4.29 Soit x0 un irrationnel. Il existe une suite de rationnels

(
pn
qn

)
n∈N

où

(pn)n∈N est une suite d’entiers et (qn)n∈N est une suite d’entiers strictement positifs
tels que qn →+∞ et :

∀n ∈ N,
∣∣∣∣x0 −

pn

qn

∣∣∣∣< 1
q2

n

et pn, qn, pn+1, qn+1 ne sont pas tous impairs.

Preuve : Pour obtenir la fraction continue de x0, on commence par prendre a0 =
⌊x0⌋ où ⌊ ⌋ désigne la partie entière de sorte que ξ0 := x0 −a0 ∈]0,1[, puis on définit
par récurrence, pour tout n ≥ 1, an > 0 l’entier vérifiant :

ξn :=
1

ξn−1
−an ∈]0,1[

On a alors :

x0 = a0 +ξ0,
1
ξ0

= a1 +ξ1, . . . ,
1

ξn−1
= an +ξn.

Pour une suite de réels (αn)n∈N (pas nécessairement entiers) tels que pour tout n≥ 1
αn > 0, on définit la fraction continue de quotients partiels α0,α1, . . . ,αn par :

ρn := [α0,α1, . . . ,αn] = α0 +
1

α1 +
1

α2 +
1

. . . + 1
αn

Avec cette notation on a :

x0 = [a0,a1, . . . ,an +ξn]

On obtient la n-ième réduite rn de la fraction continue de x0 le rationnel obtenu en
remplaçant ξn par 0 :

rn := [a0,a1, . . . ,an]

Soient (δn)n∈N et (εn)n∈N deux suites définies par δ−1 = 1, δ0 = α0, ε−1 = 0 et

ε0 = 1 et pour tout n ∈ N :

{
δn+1 = αn+1δn +δn−1

εn+1 = αn+1εn + εn−1
.

On va montrer par récurrence que pour tout n ∈ N :

ρn =
δn

εn
.

En effet, c’est vrai pour n = 0 car :

ρ0 = α0 =
δ0

ε0
.
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C’est aussi vrai pour n = 1 car :

ρ1 = α0 +
1

α1

=
δ0

ε0
+

1
α1

=
α1δ0 + ε0

α1ε0

=
α1δ0 +δ−1

α1ε0 + ε−1

=
δ1

ε1
.

Supposons que c’est vrai pour n ≥ 1. Alors on a :

ρn = [α0,α1, . . . ,αn] =
δn

εn

Ainsi :

[α0,α1, . . . ,αn] =
αnδn−1 +δn−2

αnεn−1 + εn−2
(∗)

Comme on a :

ρn+1 = [α0,α1, . . . ,αn−1,αn +
1

αn+1
],

alors en substituant αn par αn +
1

αn+1
dans (∗), on obtient

ρn+1 =
(αn +

1
αn+1

)δn−1 +δn−2

(αn +
1

αn+1
)εn−1 + εn−2

,

d’où :

ρn+1 =
(αn +

1
αn+1

)δn−1 +δn−2

(αn +
1

αn+1
)εn−1 + εn−2

=
(αnαn+1 +1)δn−1 +δn−2αn+1

(αnαn+1 +1)εn−1 + εn−2αn+1

=
αn+1(αnδn−1 +δn−2)+δn−1

αn+1(αnεn−1 + εn−2)+ εn−1

=
αn+1δn +δn−1

αn+1εn + εn−1

=
δn+1

εn+1
.
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Ce qui démontre par principe de récurrence que ρn =
δn
εn

pour tout n.

La relation de récurrence :

{
δn+1 = αnδn +δn−1

εn+1 = αnεn + εn−1
,

peut s’écrire matriciellement Mn+1 = Mn ·An où on note pour tout n ≥ 0 :

Mn :=
(

δn δn−1
εn εn−1

)
, An :=

(
αn 1
1 0

)

Pour définir la suite de rationnels
(

pn
qn

)
n∈N

voulue, on prend pour tout n ≥ 0, αn =

an ∈ Z puis pour tout n ≥ 0 on note pn = δn et qn = εn de sorte que (pn)n∈N et (qn)n∈N
sont des suites d’entiers de premiers termes p0 = a0, q0 = 1 et p1 = a0a1 +1, q1 = a1.

De plus comme ε−1 = 0, δ−1 = 1, δ0 = p0 = α0, ε0 = q0 = 1 on a det(M0) =
δ0ε−1−δ−1ε0 =−1 et comme pour tout n, det(An)=−1 on a pour tout n≥ 0, det(Mn)=
(−1)n−1.

Autrement dit, pour tout n ≥ 1,

pnqn−1 −qn pn−1 = (−1)n−1 (∗∗),

ce qui nous dit par le théoréme de Bézout que pn ∧qn = 1. De plus comme qn+1 =
anqn +qn−1, on montre par récurrence que pour tout n, (qn)n∈N est une suite d’entiers
strictement positifs et que cette suite est strictement croissante, ce qui implique que :
qn →+∞.

Donc rn =
pn
qn

est une fraction sous forme irréductible.
Si pn−1, pn, qn−1, qn sont tous impairs, alors on a une contradiction en réduisant

l’égalité (∗∗) modulo 2.

En notant pour un entier n ≥ 1, δ = (an+1 + ξn+1)pn + pn−1 et ε = (an+1 +
ξn+1)qn +qn−1 > qn+1 > 0, on a :

δ

ε
=

(an+1 +ξn+1)pn + pn−1

(an+1 +ξn+1)qn +qn−1
= [a0, a1, . . . , an, an+1 +ξn+1] = x0,

la deuxième égalité étant due au résultat (∗) appliqué à la suite (α0, . . . ,αn,αn+1) :=
(a0, . . . ,an,an+1 +ξn).

Alors :

∣∣∣∣ pn

qn
− x0

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ pn

qn
− δ

ε

∣∣∣∣
=

|pnε −δqn|
qnε
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Or
pnε −δqn = pnqn−1 −qn pn−1 = (−1)n−1,

ainsi : ∣∣∣∣ pn

qn
− x0

∣∣∣∣= 1
qnε

<
1

qnqn+1
<

1
q2

n
. □

Remarque 4.30 Il existe une infinité de n tels que pn et qn sont de parités différentes.

Proposition 4.31 Si x0 est un irrationnel alors

α(R,x0)≤
3
4
.

En particulier, la fonction R n’est pas dérivable en x0.

Preuve : On fixe un irrationnel x0 et on note (pn)n et (qn)n des suites d’entiers dont
l’existence est garantie par la proposition précédente, qui vérifient qn → +∞ lorsque
x → ∞ et pour tout n ∈ N :

(a) qn > 0,
(b)

∣∣∣x0 − pn
qn

∣∣∣< 1
q2

n
,

(c) pn, qn, pn+1, qn+1 ne sont pas tous impairs.

Par la remarque 4.30, quitte à extraire des sous suites (pφ(n))n et (qφ(n))n, on peut
supposer que pour tout n ∈ N, pn et qn sont de parités différentes.

Soit n ∈ N. Par le théorème de Bézout, comme pn et qn sont premiers entre eux, il
existe des entiers rn et sn tels que : rn pn + snqn =−1 (∗).

Quitte à remplacer rn et sn par r′n = rn +qn et s′n = sn − pn, on peut supposer que rn
et sn sont de parités différentes. En réduisant l’égalité (∗) modulo 2, on voit que rn et
sn sont respectivement de mêmes parités que pn et qn.

Ainsi l’homographie γn définie par :

∀z ∈ H, γn(z) =
rnz+ sn

qnz− pn
,

appartient au groupe θ -modulaire.

On note maintenant :

zn = bn + ian :=
pn

qn
+ i
∣∣∣∣x0 −

pn

qn

∣∣∣∣ .
Alors pour tout n ∈ N, zn ∈ H et : zn −→ x0 lorsque n →+∞.
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On définit pour tout n ∈ N, τn de sorte que :

an =

∣∣∣∣x0 −
pn

qn

∣∣∣∣= 1
qτn

n
.

Comme pour tout n ∈ N : ∣∣∣∣x0 −
pn

qn

∣∣∣∣< 1
q2

n
,

on a : ∀n ∈ N,τn > 2.

Maintenant, par le calcul fait dans la preuve de la proposition 4.28 :

|WR(an,bn)|=
πan

2

∣∣∣∣θ ( rn

qn
+

i
q2

nan

)
eimnπ/4(iqnan)

−1/2 −1
∣∣∣∣

=
πq−τn

n

2

∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
eimnπ/4(i)−1/2q

τn−1
2

n −1
∣∣∣∣ car an = q−τn

n

= q
− 1+τn

2
n

π

2

∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
eimnπ/4(i)−1/2 −q

1−τn
2

n

∣∣∣∣ .
Or :

∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
eimnπ/4(i)−1/2 −q

1−τn
2

n

∣∣∣∣≥ ∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
eimnπ/4(i)−1/2

∣∣∣∣− ∣∣∣∣q 1−τn
2

n

∣∣∣∣
≥ 1−

∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
−1
∣∣∣∣−|qn|−1/2 car τn > 2

et :∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
eimnπ/4(i)−1/2 −q

1−τn
2

n

∣∣∣∣≤ 1+
∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
−1
∣∣∣∣+ |qn|−1/2 car τn > 2.

Or pour tout n ∈ N, qτn−2
n ≥ 1 car τn > 2 et qn ≥ 1.

Par l’estimation de la preuve de la proposition 4.27 :

y ≥ 1 =⇒ |θ(x+ iy)−1| ≤ 2
e−π

1− e−π
= 2

1
eπ −1

≤ 2
23 −1

≤ 1
2
.

Comme |qn| −→+∞ lorsque n →+∞,

|qn|−1/2 ≤ 1
4
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à partir d’un certain rang.

Ainsi, à partir d’un certain rang :

1
4
≤
∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
eimnπ/4(i)−1/2 −q

1−τn
2

n

∣∣∣∣≤ 7
4
.

Notons :

Un =

∣∣∣∣θ ( rn

qn
+ iqτn−2

n

)
eimnπ/4(i)−1/2 −q

1−τn
2

n

∣∣∣∣ .
Par définition, pour tout n ∈ N, |bn − x0|= an donc :

log(an + |bn − x0|) = log(2q−τn
n ).

Maintenant :

log |WR(an,bn)|
log(an + |bn − x0|)

=
1

log(2q−τn
n )

[
−
(

1
2
+

τn

2

)
log(qn)+ log(

π

2
Un)

]
=

−
( 1

2 +
τn
2

)
log(qn)

log(2)− τn log(qn)
+

log(π

2 )+ logUn

log(2)− τn log(qn)
.

Or :
log(π

2 )+ logUn

log(2)− τn log(qn)
−→ 0 lorsque n →+∞

car (logUn)n≥0 est une suite bornée. D’autre part :

−
( 1

2 +
τn
2

)
log(qn)

log(2)− τn log(qn)
∼ 1

τn

(
1
2
+

τn

2

)
=

1
2
+

1
2τn

lorsque n →+∞

car qn →+∞ lorsque n →+∞.

Ainsi :

liminf
a↘0,b→x0

log |WR(a,b)|
log(a+ |b− x0|)

≤ liminf
n→+∞

log |WR(an,bn)|
log(an + |bn − x0|)

≤ 3
4

car pour tout n ∈ N,
1
2
+

1
2τn

<
3
4
.

Par le théorème 4.21, on a finalement :

1
2
≤ α(R,x0)≤

3
4
. □
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5 Appendice
Lemme 5.1 (Formule sommatoire de Poisson) Soit f dans l’espace de Schwartz
S (R,C). On définit sa transformée de Fourier par

∀x ∈ R, f̂ (x) =
∫
R

e−2iπxt f (t)dt

On a alors :
∑
n∈Z

f (n) = ∑
n∈Z

f̂ (n)

Preuve du lemme : Notons g(t) = ∑n∈Z f (t +n).

La fonction g est bien définie, 1-périodique et C ∞ car pour tout k ∈ N il existe
M > 0 tel que : |(2+ t2) f (k)(t)|< M ainsi :

∀t ∈ [−1,1], ∑
n∈Z

| f (k)(t +n)| ≤ ∑
n∈Z

M
2+(t +n)2 ≤ ∑

n∈Z

M
1+(n−1)2

Car : ∀t ∈ [−1,1], 2+(t+n)2 = n2+2tn+t2+2≥ n2−2n+1+1=(n−1)2+1.

La fonction g est donc somme de sa série de Fourier et si on note (cn)n∈Z ses
coefficients de Fourier, on a :

cn =
∫ 1

0
g(t)e−2iπntdt

=
∫ 1

0
∑
n∈Z

f (t +n)e−2iπntdt

= ∑
p∈Z

∫ 1

0
f (t + p)e−2iπntdt

= ∑
p∈Z

∫ p+1

p
f (t)e−2iπntdt

=
∫
R

f (t)e−2iπntdt par théorème de Fubini comme f ∈ L 1(R)

= f̂ (n)

L’inversion série-intégrale de la troisième ligne est rendue possible par la vérifica-
tion de la régularité de g vue ci-dessus (cas k = 0).
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Maintenant, g étant somme de sa série de Fourier :

g(t) = ∑
n∈Z

f̂ (n)e2iπnt .

Ainsi :
∑
n∈Z

f̂ (n) = g(0) = ∑
n∈Z

f (n). □

Proposition 5.2 Soit g une fonction holomorphe sur H, continue sur et bornée H.
Alors on a pour b ∈ R et a > 0 alors :

g′(b+ ia) =
1

2iπ

∫
∞

−∞

g(x)
(x− (b+ ia))2 dx

et
1

2iπ

∫
∞

−∞

g(x)
(x+(b+ ia))2 dx = 0.

Preuve : Ceci découle de la formule intégrale de Cauchy. En effet, notons γr le
demi-cercle du demi-plan supérieur de diamètre le segment [−r,r] avec r > |b+ ia|, et
notons pour tout ε > 0, γ

(ε)
r = γr + iε .

Voici une représentation de γ
(1)
3 dans le plan R2 :

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

1

2

3

4

5

Comme g est holomorphe sur H, par la formule intégrale de Cauchy que pour tout
a > ε > 0 et r > a :
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1
2iπ

∫
γ
(ε)
r

g(z)
(z− (b+ ia))2 dz = g′(b+ ia).

Soit r > a, fixé. On note :

Iε =
∫

γ
(ε)
r

g(z)
(z− (b+ ia))2 dz et I =

∫
γr

g(z)
(z− (b+ ia))2 dz.

On va montrer que Iε → I lorsque ε ↘ 0.

Iε − I =
∫ r

−r

(
g(x+ iε)

(x+ iε − (b+ ia))2 − g(x)
(x− (b+ ia))2

)
dx

+
∫

π

0

(
g(iε + reiθ )

(iε + reiθ − (b+ ia))2 − g(reiθ )

(reiθ − (b+ ia))2

)
ireiθ dθ

Or pour tout 0 < ε < a/2 et r > a/2+ |b+ ia|+1 :

∀x ∈ [−r,r],
∣∣∣∣ g(x+ iε)
(x+ iε − (b+ ia))2 − g(x)

(x− (b+ ia))2

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∣ g(x+ iε)
(x+ iε − (b+ ia))2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ g(x)
(x− (b+ ia))2

∣∣∣∣
≤ ∥g∥∞

(a/2)2 +
∥g∥∞

a2 ∈ L 1([−r,r])

∀θ ∈ [0,π], |ireiθ |.
∣∣∣∣ g(iε + reiθ )

(iε + reiθ − (b+ ia))2 − g(reiθ )

(reiθ − (b+ ia))2

∣∣∣∣≤ r∥g∥∞

(r− a
2 −|b+ ia|)2 +

r∥g∥∞

(r−|b+ ia|)2

≤ 2r∥g∥∞ ∈ L 1([0,π])

De plus par continuité de g sur H, on a :

∀x ∈ [−r,r],
∣∣∣∣ g(x+ iε)
(x+ iε − (b+ ia))2 − g(x)

(x− (b+ ia))2

∣∣∣∣−→ 0 lorsque ε ↘ 0

et

∀θ ∈ [0,π],
∣∣∣∣ g(iε + reiθ )

(iε + reiθ − (b+ ia))2 − g(reiθ

(reiθ − (b+ ia))2

∣∣∣∣−→ 0 lorsque ε ↘ 0.

.
Ainsi, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue :

Iε −→ I lorsque ε ↘ 0.

On a donc établi la formule :

1
2iπ

∫
γr

g(z)
(z− (b+ ia))2 dz = g′(b+ ia)
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pour tout r > a/2+ |b+ ia|+1.

Or∫
γr

g(z)
(z− (b+ ia))2 dz =

∫ r

−r

g(x)
(x− (b+ ia))2 dx+

∫
π

0

g(reiθ )

(reiθ − (b+ ia))2 ireiθ dθ

Si r > a/2+2|b+ ia|+1,

∣∣∣∣ g(reiθ )

(reiθ − (b+ ia))2 ireiθ
∣∣∣∣≤ r∥g∥∞

(r−|b+ ia|)2

=
∥g∥∞

(1− |b+ia|
r )(r−|b+ ia|)

≤ 2∥g∥∞ ∈ L 1([0,π])

De plus :

∀θ ∈ [0,π],
∣∣∣∣ g(reiθ )

(reiθ − (b+ ia))2 ireiθ
∣∣∣∣≤ r∥g∥∞

(r−|b+ ia|)2 −→ 0 lorsque r →+∞.

Par théorème de convergence dominée, on a donc :∫
π

0

g(reiθ )

(reiθ − (b+ ia))2 ireiθ dθ −→ 0 lorsque r →+∞.

Finalement :∫ r

−r

g(x)
(x− (b+ ia))2 dx −→ 2iπg′(b+ ia) lorsque r →+∞.

On a de même, comme −(b+ ia) est d’indice 0 pour tous les lacets γ
(ε)
r :∫

∞

−∞

g(x)
(x+(b+ ia))2 dx = 0 □
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