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Introduction

Nous aborderons la théorie du résultant et nous l'appliquerons à l'étude de l'intersec-
tion de deux courbes planes dé�nies par des équations polynomiales.
Nous dé�nirons le résultant de deux polynômes de A[T ] où A est un anneau commutatif
unitaire et intègre et nous énoncerons quelques-unes de ses propriétés fondamentales.
Nous montrerons le théorème de Bézout faible qui donne une majoration du nombre de
points d'intersection de deux courbes planes par le produit des degrés totaux des deux
polynômes qui les dé�nissent.
Ensuite, nous étudierons di�érents types d'intersection et leur relation avec le résultant de
ces deux polynômes. Nous verrons aussi l'intérêt de travailler sur un corps algébriquement
clos, ce que nous ferons par la suite, et de prendre en compte les points à l'in�ni.
À chaque courbe plane, nous associerons donc une courbe du plan projectif, ce qui permet
de compléter la courbe a�ne initiale par ses points à l'in�ni.
Nous utiliserons une carte adaptée et des coordonnées adaptées pour compter le nombre
de points d'intersection de deux courbes projectives planes, en pondérant par la multipli-
cité qui apparaît dans le résultant des deux polynômes S et T qui dé�nissent ces courbes
dans les coordonnées adaptées.
Nous montrerons que ce nombre est égal au produit des degrés totaux de S et T .
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I - Généralités sur le résultant

Soit A un anneau commutatif unitaire intègre, et soit K = Fr(A) son corps des
fractions.

I.A Dé�nition

On considère P,Q ∈ A[X] et on note P = a0X
p + · · ·+ ap et Q = b0X

q + · · ·+ bq.
On dé�nit, ∀n ∈ N, An[X] le A sous-module libre de A[X] composé des polynômes de
degrés strictement inférieurs à n, qui a pour base Bn = (Xn−1, · · · , 1).
De même, ∀n,m ∈ N, on note Bn,m la base du A-module libre An[X]×Am[X] et alors on
a : Bn,m = ((Xn−1, 0), · · · , (X, 0), (1, 0), (0, Xm−1), · · · , (0, X), (0, 1)).
On considère alors le morphisme de A-modules libres :

Φ : Aq[X]× Ap[X] −→ Ap+q[X]

(U, V ) 7−→ UP + V Q

Dé�nition : Le résultant de P et Q en degré (p, q), noté res(P,Q) est le déter-
minant de la matrice de Φ dans les bases Bq,p et Bp+q :

res(P,Q) = detM(Φ,Bp+q,Bq,p) ∈ A

avecM(Φ,Bp+q,Bq,p) =



a0 0 · · · 0 b0 0 · · · 0

a1
. . .

... b1
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . 0
... a0

... b0
ap a1 bq b1

0
. . .

... 0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 ap 0 · · · 0 bq


.

Notation : Dans ce qui suit, on va considérer des polynômes P et Q à plusieurs
indéterminées X1, · · · , Xn et on notera resXi

(P,Q) le résultant des polynômes P et Q
vus comme polynômes en Xi.
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I.B Premières propriétés du résultant

Proposition 1 : Soient P,Q ∈ A[X] : res(P,Q) = (−1)pqres(Q,P ).

Preuve : Si on note Ci la ième colonne de la matrice dont le déterminant est res(P,Q), alors
on cherche à transformer (C1, · · · , Cq, Cq+1, · · · , Cp+q) en (Cq+1, · · · , Cq+p, C1, · · · , Cq) par
produits de transpositions.
Dans un premier temps, on envoie Cq+1 à la position 1 par le biais de q transpositions.
On réitère l'opération sur la colonne Cq+2 envoyée à la position 2 par le produit de q
transpositions. Finalement, on peut passer de l'une à l'autre des matrices par le produit
de pq transpositions que l'on note τj pour j entre 1 et pq, et alors :

res(P,Q) = det(C1, · · · , Cq, Cq+1, · · · , Cp+q)
= det(τ1 · · · τpq(Cq+1, · · · , Cq+p, C1, · · · , Cq))
= (−1)pqdet(Cq+1, · · · , Cq+p, C1, · · · , Cq)
= (−1)pqres(Q,P ).

Lemme 2 : Soit ψ : Ar −→ Ar un morphisme de A-modules, B,B′ deux bases de Ar.
On a l'équivalence :

ψ injective⇔ detM(ψ,B,B′) 6= 0.

Preuve : On note Ω la matriceM(ψ,B,B′).
Montrons que ψ est injective si et seulement si det(Ω) 6= 0.
On note Ci la colonne i de Ω.
⇐ Soit x ∈ Ar tel que ψ(x) = 0. Par dé�nition deM(ψ,B,B′), on a ψ(x) = Ωx et donc
on a Ωx = 0 et alors en appliquant : tcom(Ω)Ω = det(Ω).Ir à x, on a :
det(Ω).x =tcom(Ω)Ω.x = 0.
Comme det(Ω) est supposé non nul, on a alors x = 0 par intégrité de A, d'où l'injectivité
de ψ.
⇒ On raisonne par contraposée.
Supposons que det(Ω) = 0, on a alors les colonnes de Ω qui forment une famille liée et
donc il existe un vecteur colonne V non nul de Kr tel que ΩV = 0.
On multiplie V par le produit des dénominateurs de ses coe�cients et alors on a un nou-
veau vecteur colonne U non nul à coe�cients dans Ar cette fois-ci tel que ΩU = 0 et alors
ψ(U) = 0, donc ψ n'est pas injective puisque ψ(U) = ψ(0) ; U = 0, d'où la conclusion.
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Proposition 3 : Soient P,Q ∈ A[X] où P est de degré p et Q est de degré inférieur
ou égal à q. Les assertions sont équivalentes :

(1) Φ est injective

(2) res(P,Q) 6= 0

(3) P et Q sont premiers entre eux dans K[X].

Preuve : Par le Lemme 2, (1) ⇔ (2) est véri�ée.
Il reste donc à montrer que (1) ⇔ (3).

(3) ⇒ (1) : On suppose que P et Q sont premiers entre eux dans K[X].
Soit (U, V ) dans A(q)[X]× A(p)[X] tel que Φ(U, V ) = 0.
Ainsi, UP + V Q = 0 et donc on a UP = −V Q (∗).
Comme K[X] est principal et que P et Q sont premiers entre eux, on a Q|U et P | − V
par le lemme de Gauss, donc ∃F, F ′ ∈ K[X] tels que :
−V = FP et U = F ′Q et alors en remplaçant dans l'expression (∗), on a F ′QP = FPQ
donc F = F ′ car P et Q sont non nuls (ils sont premiers entre eux).
D'autre part, on a deg(V ) = deg(F ) + deg(P ).
Si F 6= 0, alors deg(F ) ≥ 0 et alors on aurait deg(V ) ≥ deg(P ) = p et comme deg(V ) < p
par hypothèse, on aboutit à une contradiction, donc F = 0.
Ainsi, V = 0 et U = 0 donc (U, V ) = 0A(q)[X]×A(p)[X], ce qui donne l'injectivité de Φ.

(1) ⇒ (3) : On raisonne par contraposée.
On suppose donc que P et Q ne sont pas premiers entre eux.
Il existe donc un polynôme H non nul de K[X] tel que P = HP1 et Q = HQ1 et P1, Q1

sont de degrés respectifs strictement inférieur à p et de degré strictement inférieur à q.
Ainsi, en multipliant P1 et Q1 par b le produit des dénominateurs des coe�cients de P1

et Q1, on a bP1 ∈ A(p)[X] et bQ1 ∈ A(q)[X].
D'autre part, on a PQ = HP1Q = HQ1P donc P1Q = Q1P et donc bP1Q − bQ1P = 0,
i.e.Φ(bQ1,−bP1) = 0, ce qui montre que Φ n'est pas injective car bP1 6= 0.

Lemme général : On considère le morphisme d'évaluation suivant :

e :Z[X1, · · · , Xs] −→ A.

Xi 7−→ xi

Soient P,Q ∈ Z[X1, · · · , Xs][T ], et P̃ , Q̃ ∈ A[T ] tels que :

P =

p∑
i=0

AiT
i Q =

q∑
j=0

BjT
j P̃ =

p∑
i=0

e(Ai)T
i Q̃ =

q∑
j=0

e(Bj)T
j.
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Alors on a : res(P̃ , Q̃) = e(res(P,Q)) .

Preuve : On note (ri,j)1≤i,j≤p+q la matrice dont le déterminant est res(P̃ , Q̃) et (Ri,j)1≤i,j≤p+q
la matrice dont le déterminant est res(P,Q) et alors ∀i, j ∈ [[1, p+ q]], ri,j = e(Ri,j).
D'autre part, la formule du déterminant nous donne que :

res(P̃ , Q̃) =
∑

σ∈Sp+q

ε(σ)

p+q∏
i=1

rσ(i),i

=
∑

σ∈Sp+q

ε(σ)

p+q∏
i=1

e(Rσ(i),i)

= e
( ∑
σ∈Sp+q

ε(σ)

p+q∏
i=1

Rσ(i),i

)
car e est un morphisme d'anneaux

= e(res(P,Q)).

Théorème 4 : On note P (T ) = U(T−X1) · · · (T−Xp) etQ(T ) = V (T−Y1) · · · (T−Yq)
des polynômes de Z[U, V,X1, · · · , Xm, Y1, · · · , Yn][T ]. Alors :

resT (P,Q) = UpV q

p∏
i=1

q∏
j=1

(Xi − Yj)

= Up

p∏
i=1

Q(Xi) = (−1)pqV q

q∏
j=1

P (Yj).

Preuve : On a P (T ) = A0T
p + · · ·+ Ap = U(T −X1) · · · (T −Xp)

et Q(T ) = B0T
q + · · ·+Bq = V (T − Y1) · · · (T − Yq).

En appliquant les relations coe�cients-racines, on a :

∀i ∈ [[0, p]], Ai = (−1)iA0Σi(X1, · · · , Xp)

= (−1)iUΣi(X1, · · · , Xp)

=: UZi.

∀j ∈ [[p+ 1, p+ q]], Bj = (−1)jB0Σj(Y1, · · · , Yq)
= (−1)jV Σj(Y1, · · · , Yq)
=: VWj.

Comme resT (P,Q) =
∑

σ∈Sp+q
ε(σ)

∏p+q
i=1 Rσ(i),i
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et que ∀i ≤ q, Rσ(i),i = Aσ(i)−iet ∀j > q,Rσ(i),i = Bq+σ(i)−i, on a :

resT (P,Q) =
∑

σ∈Sp+q

ε(σ)
∏
i≤q

Aσ(i)−i
∏
i>q

Bq+σ(i)−i

=
∑

σ∈Sp+q

ε(σ)
∏
i≤q

UZσ(i)−i
∏
i>q

VWq+σ(i)−i

= U qV p
∑

σ∈Sp+q

ε(σ)
∏
i≤q

Zσ(i)−i
∏
i>q

Wq+σ(i)−i.

Ainsi, U qV p divise resT (P,Q).(1)
D'autre part, on considère le morphisme d'anneaux

Ψ : Z[U, V,X1, · · · , X̂i, · · · , Xp, Y1, · · · , Yq][Xi] −→ Z[U, V,X1, · · · , X̂i, · · · , Xp, Y1, · · · , Yq]

qui à Xi associe Yj. Ainsi, Ψ(P ) et Ψ(Q) ont une racine commune, à savoir Yj donc par
la Proposition 3, resT (Ψ(P ),Ψ(Q)) = 0 et alors le Lemme général nous donne que
Ψ(resT (P,Q)) = 0.
Donc ∀i ∈ [[1, p]] et ∀j ∈ [[1, q]], Xi − Yj divise resT (P,Q).
Comme ils sont de degré 1 et tous distincts, on a :∏

i∈[[1,p]],j∈[[1,q]]

(Xi − Yj) qui divise res(P,Q).(2)

Donc les conditions (1) et (2) donnent que

S := U qV p
∏

i∈[[1,p]],j∈[[1,q]]

(Xi − Yj) divise resT (P,Q).

Et donc ∃W ∈ Z[U, V,X1, · · · , Xp, Y1, · · · , Yq] tel que resT (P,Q) = SW et donc tel que
degU(resT (P,Q)) = degU(S) + degU(W ).
Or, on a degU(resT (P,Q)) = degU(S) = q et donc on a degU(W ) = 0.
De même, degV (resT (P,Q)) = degV (S) = p donc W est aussi une constante par rapport
à V .
De plus, pour tout i ∈ [[1, p]], on a degXi

(resT (P,Q)) = degXi
(S) = q (car les polynômes

symétriques élémentaires ont un degré par rapport àXi égal à 1) doncW est une constante
par rapport aux variables Xi.
Il en est de même pour les variables Yj pour j allant de 1 à q.
Ainsi, W est une constante par rapport à chacune des variables donc W = λ ∈ Z.
On a donc res(P,Q) = λS.
Pour trouver λ, on évalue l'expression en (0, · · · , 0, Y1, · · · , Yq).
S(0, · · · , 0, Y1, · · · , Yq) = (−1)pqU qV p

∏q
j=1 Y

p
j .

resT (P,Q)(0, · · · , 0, Y1, · · · , Yq) = resT (P̃ , Q̃)(Y1, · · · , Yq) où
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P̃ (T ) = UT p et Q̃(T ) = V (T − Y1) · · · (T − Yq).
On a donc, en écrivant la matrice, que :

resT (P,Q)(0, · · · , 0, Y1, · · · , Yq) = resT (P̃ , Q̃)(Y1, · · · , Yq)
= U qBp

q = U q((−1)qV Σq(Y1, · · · , Yq))p

= (−1)pqU qV pΣq(Y1, · · · , Yq)p

= (−1)pqU qV p(

q∏
j=1

Yj)
p

= (−1)pqU qV p

q∏
j=1

Y p
j

= S(0, · · · , 0, Y1, · · · , Yq).

On a donc que λ = 1, et alors R = S, ce qui con�rme la première formule du théorème.
En reprenant la dé�nition de P (T ), on a directement les deux égalités suivantes (le (−1)pq

vient de Xi − Yj = −(Yj −Xi)).

Corollaire 5 : Soit A un anneau. Soient P et Q ∈ A[T ], P = u
∏p

i=1(T − αi),
Q = v

∏q
j=1(T − βj).

Alors resT (P,Q) = upvq
∏p

i=1

∏q
j=1(αi − βj) = up

∏p
i=1Q(αi) = (−1)pqvq

∏q
j=1 P (βj).

Preuve : On utilise P0 et Q0 du Théorème 4 (qui s'appelaient P et Q) et le morphisme
d'évaluation :

e :Z[U, V,X1, · · · , Xm, Y1, · · · , Yn] −→ A.

Xi 7−→ αi Yj 7−→ βj

U 7−→ u V 7−→ v

On applique le Lemme général en notant que P = e(P0) et que Q = e(Q0), et alors
e(resT (P0, Q0)) = resT (P,Q).
Ainsi, resT (P,Q) = upvq

∏p
i=1

∏q
j=1(αi − βj) = up

∏p
i=1Q(αi) = (−1)pqvq

∏q
j=1 P (βj).

II - Théorème de Bézout faible

Dans cette partie, on va montrer que pour P et Q deux polynômes de A[X, Y ] de
degrés totaux respectifs p et q, l'intersection de CP = V (P ) = {(x, y) ∈ A2/P (x, y) = 0}
avec CQ = V (Q) = {(x, y) ∈ A2/Q(x, y) = 0} contient au plus pq points, et nous verrons
plus tard que dans le cas particulier où P et Q sont des polynômes homogènes, CP ∩ CQ
contient exactement pq points.
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II.A Préliminaires

On commence par montrer des résultats intermédiaires sur le résultant de P et Q.

Proposition 1 : Soient P,Q ∈ A[X], alors, ∃U1 ∈ A(q)[X] et ∃V1 ∈ A(p)[X] tels
que :

res(P,Q) = U1P + V1Q.

Preuve : Soit Ω la matrice de Φ dans les bases Bq,p et Bp+q = (Xp+q, · · · , X, 1).
Comme res(P,Q) ∈ A, on assimile res(P,Q) le polynôme constant au vecteur dans Ap+q

dont les coe�cients sont (0, · · · , 0, res(P,Q)) dans la base Bp+q.
Montrer ce résultat revient à montrer que res(P,Q) est dans l'image de Φ.
Soient u =t(0, · · · , 0, 1) ∈ Ap+q et v ∈ A[X]q × A[X]p de coordonnées tcof(Ω)u dans la
base Bq,p.
On a Φ(v) = Ωtcof(Ω)u.
Comme Ip+qdet(Ω) = Ωtcof(Ω), Φ(v) est le polynôme constant égal à res(P,Q).
Donc res(P,Q) est bien dans l'image de Φ, d'où l'existence de U1 et V1.

Dans la suite, on considèrera un corps k.

Proposition 2 : Soient P,Q ∈ k[X, Y ](= k[X][Y ]) de degrés totaux respectifs p et q.
Alors deg(resY (P,Q)) ≤ pq.

Preuve : On note P (Y ) = a0(X)Y m + · · ·+ am(X) et Q(Y ) = b0(X)Y n + · · ·+ bn(X).
Comme P et Q sont de degrés totaux p et q, on a : ∀i ∈ [[0,m]], deg(X,Y )ai(X)Y m−i ≤ p,
donc degXai(X) +m− i ≤ p, i.e, degXai(X) ≤ p−m+ i.
De même, ∀j ∈ [[0, n]], deg(X,Y )bj(X)Y n−j ≤ q donc degXbj(X) ≤ q − n+ j.

Par dé�nition du déterminant, on a :

resY (P,Q) =
∑

σ∈Sm+n

ε(σ)
m+n∏
i=1

rσ(i),i

=
∑

σ∈Sm+n

ε(σ)
∏
i≤n

rσ(i),i
∏
i>n

rσ(i),i

=
∑

σ∈Sm+n

ε(σ)
∏
i≤n

aσ(i)−i(X)
∏
i>n

bn+σ(i)−i(X)
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et alors par passage au degré, on a :

degX(resY (P,Q)) ≤ degX

(∏
i≤n

aσ(i)−i(X)
∏
i>n

bn+σ(i)−i(X)

)
=
∑
i≤n

degXaσ(i)−i(X) +
∑
i>n

degXbn+σ(i)−i(X)

≤
∑
i≤n

(p−m+ σ(i)− i) +
∑
i>n

(q −�n+�n+ σ(i)− i)

= n(p−m) +mq +
m+n∑
i=1

(σ(i)− i)

≤ q(p−m) +mq, car n ≤ q et
m+n∑
i=1

(σ(i)− i) = 0

= pq.

On a donc bien degX(resY (P,Q)) ≤ pq.

Lemme 3 : Soient P,Q ∈ k[X, Y ], si P et Q sont premiers entre eux, alors resX(P,Q)
n'est pas le polynôme nul.

Preuve : On va montrer que P et Q sont premiers entre eux dans k(Y )[X].
On note : P (X, Y ) =

∏s
i=1Ai(Y )

∏t
j=1Bj(X, Y ) etQ(X, Y ) =

∏s′

k=1A
′
k(Y )

∏t′

l=1B
′
l(X, Y )

les décompositions de P et Q en produits d'irréductibles de k[Y ][X], et on a degXBj ≥ 1
et degXB′l ≥ 1.
Dans k(Y )[X], on a P (X, Y ) = u

∏t
j=1Bj(X, Y ) et Q(X, Y ) = v

∏t′

l=1B
′
l(X, Y ), u et v

dans k(Y ).
Comme les Bj et les B′l sont irréductibles dans k[Y ][X], par le lemme de Gauss, ils sont
aussi irréductibles dans k(Y )[X].
Comme P et Q sont premiers entre eux dans k[Y ][X], ∀j, l, Bj n'est pas associé à B′l, donc
P et Q sont premiers entre eux dans k(Y )[X].
Donc par la Proposition 3 I.B, resX(P,Q) n'est pas le polynôme nul.

Corollaire 4 : Soient P,Q ∈ k[X, Y ]. Si P et Q sont premiers entre eux, alors CP ∩CQ
est �ni.

Preuve : Soit (x, y) ∈ V (P ) ∩ V (Q). On a alors P (x, y) = Q(x, y) = 0.
On considère P et Q dans k[X][Y ] et alors par la Proposition 1, ∃U1, V1 ∈ k[X][Y ] tels
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que resY (P,Q)(X) = U1(X, Y )P (X, Y ) + V1(X, Y )Q(X, Y ).
Ainsi, resY (P,Q)(x) = 0 et comme par la Proposition 2, degX(resY (P,Q)) ≤ pq, on a
au plus pq possibilités pour x, car par le Lemme 3, resY (P,Q) n'est pas le polynôme
nul.
On fait le même raisonnement en considérant P et Q dans k[Y ][X] et cela nous donne au
plus pq possibilités pour y. On a donc un nombre �ni de couples (x, y) ∈ V (P ) ∩ V (Q),
i.e.V (P ) ∩ V (Q) est �ni.

II.B Théorème de Bézout faible

Théorème de Bézout faible : Soient P,Q ∈ k[X, Y ] premiers entre eux, de degrés
respectifs totaux p et q. Alors |CP ∩ CQ| ≤ pq.

Preuve : Soit (a, b) dans CP ∩ CQ, alors on sait que P (a, b) = Q(a, b) = 0. On note
Na et Nb le nombre de a resp. b possible et on note r := |CP ∩ CQ|.
Par la Proposition 1, ∃U1 ∈ k(q)[X][Y ] et ∃V1 ∈ k(p)[X][Y ] tels que :
resY (P,Q)(X) = U1(X, Y )P (X, Y ) + V1(X, Y )Q(X, Y )
En évaluant l'expression précédente en (a, b), on obtient :
resY (P,Q)(a) = U1(a, b)P (a, b) + V1(a, b)Q(a, b) = 0
Ainsi, a est une racine de resY (P,Q) donc Na ≤ deg(resY (P,Q)) et par la Proposition
2, deg(resY (P,Q)) ≤ pq donc Na ≤ pq.
En considérant resY (P,Q) comme polynôme en Y (P et Q comme polynômes de k[Y ][X]),
on a de même Nb ≤ pq. On a donc r ≤ Na×Nb ≤ p2q2. Ce n'est pas encore la majoration
voulue. On va montrer qu'on peut toujours se ramener au cas où toutes les abscisses sont
distinctes.
Comme CP ∩ CQ est �ni, on note CP ∩ CQ = {(a1, b1), · · · , (ar, br)}.
Une droite reliant (ai, bi) à (aj, bj) est d'équation : (aj − ai)y+ (bi− bj)x+ c = 0, où c est
une constante.
Remarque : On rappelle que les droites d'équations ay + bx + c = 0 et a′y + b′x + c′ = 0
sont parallèles si et seulement si ab′ − ba′ = 0.
Comme K est in�ni, il existe µ et λ ∈ K di�érents tels que ∀i 6= j :
(aj − ai) + (bi − bj)λ 6= 0 et (aj − ai) + (bi − bj)µ 6= 0 (il su�t de prendre λ et

µ /∈
{
ai−aj
bi−bj /i 6= j, bi 6= bj

}
).

Ainsi, par la remarque précédente, on a que :
(D1) : −λy+x = 0 et (D2) : −µy+x = 0 sont des droites passant par l'origine, parallèles
à aucune des droites reliant un (ai, bi) à un (aj, bj).
On note (x1, y1) les coordonnées dans la nouvelle base (v1, v2).
Soient S et T les polynômes de k[X, Y ] tels que :
CP = {(x1, y1) ∈ k2/S(x1, y1) = 0} et CQ = {(x1, y1) ∈ k2/T (x1, y1) = 0}.
En notant (e1, e2) la base de départ, on a v1 = λe1+e2 et v2 = µe1+e2 et donc x = λx1+µy1
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et y = x1 + y1,
d'où S(x1, y1) = P (x, y) = P (λx1 + µy1, x1 + y1)
et T (x1, y1) = Q(x, y) = Q(λx1 + µy1, x1 + y1).
Par construction de S et T , |V (P ) ∩ V (Q)| = |V (S) ∩ V (T )|.
Il reste donc à véri�er que deg(resY1(S, T )) ≤ pq.

On a : P (X, Y ) =
n∑
i=0

an−i(X)Y i, avec deg(an−i) ≤ m et m+ n = p.

et alors S(X, Y ) =
n∑
i=0

an−i(λX + µY )(X + Y )i =:
n∑
i=0

di(X, Y ).

Ainsi, on a

deg(X,Y )(S(X, Y )) ≤ max
i∈{0,··· ,n}

{
deg(X,Y )(di(X, Y ))

}
= max

i∈{0,··· ,n}

{
deg(X,Y )(an−i(λX + µY,X + Y ) + i)

}
≤ max

i∈{0,··· ,n}
{m+ i)}

= m+ n = p.

On raisonne de même pour dire que deg(X,Y )(T (X, Y )) ≤ q.
Donc par la Proposition 2, deg(resY1(S, T )) ≤ pq et donc il y a au plus pq abscisses
possibles.
Comme dans ce nouveau repère, toutes les abscisses sont di�érentes, on a :
|V (S) ∩ V (T )| ≤ deg(resY1(S, T )).
Donc �nalement, on a bien |CP ∩ CQ| ≤ pq.

III - Intersections transverses ou non et résultant

Dans cette partie, nous allons calculer des résultants de polynômes P et Q de k[X, Y ],
où k est un corps algébriquement clos et en déduire les points d'intersection de
CP = V (P ) = {(x, y) ∈ k2/P (x, y) = 0} avec CQ = V (Q) = {(x, y) ∈ k2/Q(x, y) = 0}.
Pour cela, on va utiliser le lemme suivant qui lie les racines de res(P,Q) aux intersections
des deux courbes CP et CQ.

III.A Intersections et résultant

Lemme : Il existe b ∈ k tel que (a, b) ∈ V (P ) ∩ V (Q) si et seulement si a est racine
de resY (P,Q).
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Preuve : Soit (a, b) ∈ V (P ) ∩ V (Q) alors on a P (a, b) = Q(a, b) = 0.
Comme il existe U et V tels que res(P,Q)(X) = U(X, Y )P (X, Y ) + V (X, Y )Q(X, Y ), a
est tel que res(P,Q)(a) = 0 par évaluation de l'expression précédente en (a, b). Donc a
est racine de res(P,Q).
Réciproquement, supposons que a est racine de res(P,Q).
On considère le morphisme d'évaluation suivant
eva : k[X] −→ k tel que X 7→ a.
Ce morphisme fournit un nouveau morphisme ˜eva : k[X, Y ] −→ k[Y ] qui envoie X sur a,
Y sur Y et t ∈ k sur t.
res(P,Q) ∈ k[X] donc on a ˜eva(res(P,Q)) = res(P,Q)(a) = 0.
D'autre part, on a :

res(P,Q)(X) =
∑

σ∈Sm+n

ε(σ)
m+n∏
i=1

rσ(i),i(X)

res( ˜eva(P ), ˜eva(Q))(X) =
∑

σ∈Sm+n

ε(σ)
m+n∏
i=1

˜eva(rσ(i),i(X)).

Comme ˜eva est un morphisme, on a : ˜eva(res(P,Q)) = res( ˜eva(P ), ˜eva(Q)).
Ainsi, res( ˜eva(P ), ˜eva(Q)) = 0 et donc ˜eva(P ) (= P (a, Y )) et ˜eva(Q) (= Q(a, Y )) ne sont
pas premiers entre eux dans k[Y ]. Comme k est algébriquement clos, ils ont donc une
racine commune donc il existe b ∈ k tel que P (a, b) = Q(a, b), i.e. (a, b) ∈ V (P ) ∩ V (Q).

Preuve alternative du sens direct : On note : P (X, Y ) =
∑
ap−i(X)(Y − b)i

et Q(X, Y ) =
∑
bp−j(X)(Y − b)j. On a alors :

P (a, b) = 0⇔ ap(a) = 0 (car ∀i ≥ 1, (Y − b)i(a, b) = 0).
De même, on a Q(a, b) = 0⇔ bq(a) = 0.
Ainsi, (a, b) ∈ V (P ) ∩ V (Q)⇔ ap(a) = bq(a) = 0.
On écrit maintenant le résultant de P et Q dans la base des ((Y − b)i)i :

res(P,Q)(X) =det



a0(X) 0 · · · 0 b0(X) 0 · · · 0

a1(X)
. . .

... b1(X)
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . 0
... a0(X)

... b0(X)
ap(X) a1(X) bq(X) b1(X)

0
. . .

... 0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 ap(X) 0 · · · 0 bq(X)
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et alors on a que :
ap(a) = bq(a) = 0

⇒ res(P,Q)(a) =det



a0(a) 0 · · · 0 b0(a) 0 · · · 0

a1(a)
. . .

... b1(a)
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . 0
... a0(a)

... b0(a)
0 a1(a) 0 b1(a)

0
. . .

... 0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0


= 0

(en développant par rapport à la dernière ligne qui est une ligne nulle).
Ceci donne que (a, b) ∈ V (P ) ∩ V (Q)(⇔ ap(a) = bq(a) = 0)⇒ res(P,Q)(a) = 0.

III.B Exemples

Dans tous les exemples de cette partie, on a pris P et Q des polynômes de R[X, Y ] de
degrés totaux 2. D'après le théorème de Bézout faible, on s'attend donc à trouver au plus
quatre points d'intersection entre les courbes CP et CQ.

Exemple 1 : Soient P = 4X2 + 4Y 2 − 17 et Q = XY − 1.
On sait par le Lemme III.A, que pour trouver les points d'intersection des courbes CP
et CQ, il faut trouver les racines de res(P,Q). On commence donc par le calculer :

resY (P,Q) = det

 4 X 0
0 −1 X

4X2 − 17 0 −1

 = 4 +X2(4X2 − 17) = 4X4 − 17X2 + 4.

Donc resY (P,Q) = 0⇔ 4X4 − 17X2 + 4 = 0 et alors en posant Z = X2,
on résout 4Z2 − 17Z + 4 = 0, on a ∆ = 172 − 16× 4 = 225 = 152, et alors Z2 = 1

4
ou 4

Ainsi, si (a, b) est dans CP ∩ CQ, alors a = 1
2
ou −1

2
ou 2 ou −2.

On trouve b en calculant P (a, b) et Q(a, b) qui doivent valoir 0.
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- Si a = 1
2
ou a = −1

2
:

P (a, b) = 0⇔ 1 + 4b2 − 17 = 0

⇔ 4b2 − 16 = 0

⇔ b2 = 4

⇔ b = 2 ou b = −2.

Il reste à véri�er lesquels des points (1
2
, 2), (1

2
,−2), (−1

2
,−2) et (−1

2
, 2) sont aussi des

zéros de Q.
On a Q(1

2
, 2) = 0, Q(−1

2
,−2) = 0, Q(−1

2
, 2) 6= 0 et Q(1

2
,−2) 6= 0.

Ainsi, (1
2
, 2) et (−1

2
,−2) sont des zéros communs à P et Q.

- Si a = 2 ou a = −2 :

P (a, b) = 0⇔ 4b2 − 1 = 0

⇔ b2 =
1

4

⇔ b =
1

2
ou − 1

2
.

Il reste à véri�er lesquels des points (2, 1
2
), (2,−1

2
), (−2,−1

2
) et (−2, 1

2
) sont aussi des

zéros de Q.
On a Q(2, 1

2
) = 0, Q(−2, 1

2
) = 0, Q(−2,−1

2
) 6= 0 et Q(2,−1

2
) 6= 0.

Ainsi, (2, 1
2
) et (−2,−1

2
) sont des zéros communs à P et Q.

Donc CP ∩ CQ est constitué des quatre points : (2, 1
2
), (−2,−1

2
), (1

2
, 2) et (−1

2
,−2).

On le constate sur le graphe suivant :

Figure 1 � CP est le cercle, l'autre courbe est CQ
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Exemple 2 : Soient P = X2 + Y 2 − 2 et Q = XY − 1.

resY (P,Q) = det

 1 X 0
0 −1 X

X2 − 2 0 −1

 = X4−2X2+1 = (X2−1)2 = (X−1)2(X+1)2.

Donc les valeurs possibles de a sont ±1.
P (±1, b) = 0⇔ b2 = 1⇔ b = ±1.
Il reste à véri�er lesquels des points (1, 1), (1,−1), (−1,−1), (−1, 1) sont des zéros de Q :
Q(1, 1) = 0, Q(1,−1) = −2, Q(−1,−1) = 0, Q(−1, 1) = −2.
Ainsi, (1, 1) et (−1,−1) sont des zéros communs à P et Q.
On le constate en e�et sur le graphe suivant :

Figure 2 � CP est le cercle, l'autre courbe est CQ

Remarque : En ces deux points, les courbes ont une tangente commune.

Exemple 3 : Soient P = X2 + Y 2 − 1 et Q = XY − 1.

resY (P,Q) = det

 1 X 0
0 −1 X

X2 − 1 0 −1

 = X4 −X2 + 1.

En posant Z = X2, on est amené à résoudre Z2−Z+1 = 0, qui nous donnerait des points
de C2 mais qui n'a pas de racine dans R, donc P et Q n'ont pas de zéros en commun dans
R2, ce que l'on constate sur le graphe suivant :
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Figure 3 � CP est le cercle, l'autre courbe est CQ

Exemple 4 : Soient P = X2 + Y 2 − 1 et Q = Y 2 −X − 1.

res(P,Q) = det


1 0 1 0
0 1 0 1

X2 − 1 0 −X − 1 0
0 X2 − 1 0 −X − 1



= det

 1 0 1
0 −X − 1 0

X2 − 1 0 −X − 1

+ det

 0 1 1
X2 − 1 0 0

0 X2 − 1 −X − 1


= (X + 1)2 + (X2 − 1)(X + 1) + (X2 − 1)2 + (X + 1)(X2 − 1)
= (X + 1)2 + (X − 1)(X + 1)2 + (X − 1)2(X + 1)2 + (X − 1)(X + 1)2

= (X + 1)2(1 +X − 1 +X2 − 2X + 1 +X − 1)
= (X + 1)2X2.

Les valeurs possibles de a sont donc 0 et −1.
P (0, b) = 0⇔ b2 = 1⇔ b = ±1.
P (−1, b) = 0⇔ b2 = 0⇔ b = 0.
Il reste à véri�er lesquels des points (0, 1), (0,−1), (−1, 0) annulent le polynôme Q :
Q(0, 1) = 0, Q(0,−1) = −2, Q(−1, 0) = 0.
Ainsi, les zéros communs à P et Q sont (0, 1), (0,−1) et (−1, 0).
On le constate sur le graphe suivant :
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Figure 4 � CP est le cercle, l'autre courbe est CQ

Remarque : En (−1, 0), les deux courbes ont une tangente commune.

Exemple 5 : Soient P = X2 + Y 2 − 4 et Q = Y 2 − 4X − 4.

res(P,Q) = det


1 0 1 0
0 1 0 1

X2 − 4 0 −4X − 4 0
0 X2 − 4 0 −4X − 4


= det

 1 0 1
0 −4X − 4 0

X2 − 4 0 −4X − 4

+ det

 0 1 1
X2 − 4 0 0

0 X2 − 4 −4X − 4


= 16(X + 1)2 + 4(X + 1)(X2 − 4) + (X2 − 4)2 + 4(X + 1)(X2 − 4)
= 16X2 + 32X + 16 + 4X3− 16X + 4X2− 16 +X4− 8X2 + 16 + 4X3− 16X + 4X2− 16
= X4 + 8X3 + (16 + 4− 8 + 4)X2 + (32− 16− 16)X + 0
= X2(X2 + 8X + 16)
= X2(X + 4)2.

Donc les abscisses possibles des points d'intersection sont 0 et −4.
P (0, b) = 0⇔ b2 = 4⇔ b = ±2.
P (−4, b) = 0⇔ b2 = −15, ce qui est impossible dans R.
Il reste à véri�er lesquels des points (0, 2) et (0,−2) sont aussi des zéros de Q.
Q(0, 2) = Q(0,−2) = 0.
Ainsi, les zéros communs réels à P et Q sont (0, 2) et (0,−2) et on trouverait deux autres
points dans C2.
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On le constate sur le graphe suivant :

Figure 5 � CP est le cercle, l'autre courbe est CQ

Exemple 6 : Soient P = Y 2 −X2 − 1 et Q = Y −X2

res(P,Q) = det

 1 1 0
0 −X2 1

−X2 − 1 0 −X2

 = X4 −X2 − 1

En posant Z = X2, on a Z2−Z − 1 = 0⇔ Z = 1±
√
5

2
. Donc les racines de res(P,Q) sont

α :=
√

1+
√
5

2
et −α.

Donc les abscisses possibles des points d'intersection sont α et −α.
Q(α, b) = 0⇔ Q(−α, b) = 0⇔ b = α2.
Il reste à véri�er lesquels des points (α, α2), (−α, α2) sont aussi des zéros de P .
P (α, α2) = α4 − α2 − 1 = 0.
P (−α, α2) = α4 − α2 − 1 = 0.
Ainsi, les zéros communs à P et Q sont (α, α2) et (−α, α2) et on trouverait deux autres
points dans C2.
On le constate sur le graphe suivant :
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Figure 6 � CP est la courbe symétrique par rapport à l'axe des abscisses, l'autre courbe
est CQ

Exemple 7 : Soient P = Y 2 −X2 − 1 et Q = −Y 2 + (2X + 1)Y −X2 +X.

res(P,Q) = det


1 0 −1 0
0 1 2X + 1 −1

−X2 − 1 0 −X2 +X 2X + 1
0 −X2 − 1 0 −X2 +X



= det

 1 2X + 1 −1
0 −X2 +X 2X + 1

−X2 − 1 0 −X2 +X

− det

 0 1 −1
−X2 − 1 0 2X + 1

0 −X2 − 1 −X2 +X


= (X2 −X)2 − (2X + 1)2(X2 + 1) + (X2 −X)(X2 + 1)
− (−(X2 + 1)2 − (X2 −X)(X2 + 1))

= (X2 −X)2 − (2X + 1)2(X2 + 1) + (X2 −X)(X2 + 1) + (X2 + 1)2

+ (X2 −X)(X2 + 1)
= X4 − 2X3 +X2 − (4X2 + 4X + 1)(X2 + 1) +X4

+X2 −X3 −X +X4 + 2X2 + 1 +X4 +X2 −X3 −X
= X4 − 2X3 +X2 − 4X4 − 4X2 − 4X3 − 4X −X2 − 1 +X4

+X2 −X3 −X +X4 + 2X2 + 1 +X4 +X2 −X3 −X
= (1− 4 + 1 + 1 + 1)X4 + (−2− 4− 1− 1)X3 + (1− 4− 1 + 1 + 2 + 1)X2

+ (−4− 1− 1)X + 0
= −8X3 − 6X
= −2X(4X2 + 3).
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Contrairement aux exemples précédents, le résultant est de degré 3.
La seule abscisse possible dans R des points d'intersection de P et Q est 0.
P (0, b) = 0⇔ b2 = 1⇔ b = ±1.

Il reste à véri�er lesquels des points (0, 1) et (0,−1) sont aussi des zéros de Q.
Q(0, 1) = −1 + 1 = 0 et Q(0,−1) = −1− 1 6= 0.
Ainsi, le zéro commun à P et Q dans R2 est (0, 1).
On le constate sur le graphe suivant :

Figure 7 � CP est la même courbe que dans la �gure 6, l'autre courbe est CQ

On trouverait deux autres points dans C2 et nous allons voir aussi que les deux courbes
ont un point commun à l'in�ni.

III.C Intersections transverses et résultant

Dé�nition : L'intersection de deux courbes en un point (a, b) est dite transverse si
les deux courbes ont des tangentes sécantes en (a, b).

On rappelle que pour un polynôme P de k[X, Y ], la tangente à CP = V (P ) en (a, b) ∈ k2
a pour équation :

∂P

∂X
(a, b)(X − a) +

∂P

∂Y
(a, b)(Y − b) = 0.

Lemme : Soit k un corps algébriquement clos. Si V (P ) et V (Q) ont une intersection
non tranverse en (a, b), alors a est racine multiple du résultant de P et Q.

Preuve : Soit (a, b) ∈ V (P ) ∩ V (Q) tel que les tangentes de V (P ) et V (Q) en (a, b)
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sont les mêmes.
On peut donc se ramener au cas où on a :

∂P

∂X
(a, b)(X − a) +

∂P

∂Y
(a, b)(Y − b) =

∂Q

∂X
(a, b)(X − a) +

∂Q

∂Y
(a, b)(Y − b).

Donc on a : ∂P
∂X

(a, b) = ∂Q
∂X

(a, b) et ∂P
∂Y

(a, b) = ∂Q
∂Y

(a, b). (1)

Avec les notations précédentes, on a : P (X, Y ) =
∑p

i=0 ap−i(X)(Y − b)i
et Q(X, Y ) =

∑q
j=0 bq−j(X)(Y − b)j.

On a alors :

∂P

∂X
(X, Y ) =

p∑
i=0

a′p−i(X)(Y − b)i ⇒ ∂P

∂X
(a, b) = a′p(a)

∂Q

∂X
(X, Y ) =

q∑
j=0

b′q−j(X)(Y − b)i ⇒ ∂Q

∂X
(a, b) = b′q(a)

∂P

∂Y
(X, Y ) =

p∑
i=1

iap−i(X)(Y − b)i−1 ⇒ ∂P

∂Y
(a, b) = ap−1(a)

∂Q

∂Y
(X, Y ) =

q∑
j=1

jbq−j(X)(Y − b)j−1 ⇒ ∂Q

∂Y
(a, b) = bq−1(a).

Et donc par (1) : a′p(a) = b′q(a) et ap−1(a) = bq−1(a).
Donc X − a divise (ap−1 − bq−1)(X).
Comme (a, b) est dans V (P ) ∩ V (Q), on a aussi que ap(a) = bq(a) = 0.
Ainsi, a est racine de N := (ap− bq)(X) et de N ′ = (a′p− b′q)(X) donc (X − a)2 divise N .
D'autre part, comme le déterminant est invariant par la transformation Cp+q ← Cp+q−Cq,
on a que :

res(P,Q)(X) =det



a0(X) 0 · · · 0 b0(X) 0 · · · 0

a1(X)
. . .

... b1(X)
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . 0
... a0(X)

... ∗
ap(X) a1(X) bq(X) ∗

0
. . .

... 0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 ap(X) 0 · · · 0 bq(X)− ap(X)


.

Et alors, en développant par rapport à la dernière ligne, on obtient qu'il existe F et G
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dans k[X] tels que :

res(P,Q)(X) = ap(X)F (X) + (bq(X)− ap(X))G(X)

= ap(X)F (X) +N(X)G(X)

avec

F (X) = (−1)qdet



a0(X) 0 · · · 0 b0(X) 0 · · · 0 0

a1(X)
. . .

... b1(X)
. . .

...
...

...
. . . 0

...
. . . 0 0

... a0(X)
... b0(X) ∗

ap(X) a1(X) bq(X) b1(X) ∗
0

. . .
... 0

. . .
...

...
...

. . .
...

...
. . .

...
...

0 · · · 0 ap(X) 0 · · · 0 bq(X) bq−1(X)− ap−1(X)


et alors, en évaluant en a, on a que F (a) = 0 (car ap(a) = bq(a) = 0 et bq−1(a)−ap−1(a) = 0
donc la dernière ligne de la matrice est nulle). Donc X − a divise F (X).
De même, comme ap(a) = 0, on a X−a divise ap(X) donc (X−a)2 divise ap(X)F (X). De
plus, comme (X−a)2 divise aussi N(X), on a �nalement que (X−a)2 divise res(P,Q)(X).
Donc a est une racine multiple de res(P,Q)(X).

Remarques :
- Dans l'exemple 2 précédent, on a constaté qu'en (1, 1) et en (−1,−1), CP et CQ avaient
une tangente commune et donc par le lemme précédent, 1 et −1 sont racines multiples de
resY (P,Q), c'est en e�et le cas car on avait calculé resY (P,Q) = (X − 1)2(X + 1)2.
- Dans l'exemple 4 précédent, on a constaté qu'en (−1, 0), CP et CQ avaient une tangente
commune, ce qui implique par ce lemme, que −1 est racine multiple du résultant, ce qui
est véri�é par resY (P,Q) = (X = 1)2X2.
- Dans l'exemple 4, 0 est aussi racine multiple du résultant, et on remarque que 0 est
l'abscisse de deux points d'intersection distincts.

IV - Géométrie projective

On considère k un corps algébriquement clos.
Le but de cette partie est d'introduire quelques dé�nitions de géométrie projective que
nous utiliserons pour trouver les expressions des polynômes P1 et Q1 de k[X, Y, Z] qui
généralisent les polynômes P et Q.
Ils sont tels que CP et CQ soient les courbes obtenues par intersection entre les surfaces
portées par P1 et Q1 et le plan {z = 1}.
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Ensuite, on montrera que l'on peut trouver un plan dans k3 dans lequel sont visibles tous
les points d'intersection.

IV.A Dé�nitions

Dé�nition : Soit E un k-espace vectoriel. L'espace projectif déduit de E est l'en-
semble des droites vectorielles de E. On le note P(E).

Remarque : Si E = kn, on note : P(kn) = Pn−1(k).

On considère la projection π : E\ {0} −→ P(E).

Dé�nition : Soit x = (x0, · · · , xn−1) ∈ kn\ {0}.
On note (x0 : · · · : xn−1) les coordonnées homogènes de π(x) ∈ Pn−1(k).
On a donc que ∀λ ∈ k∗, (x0 : · · · : xn−1) = (λx0 : · · · : λxn−1).

Dans la suite, on va s'intéresser uniquement au cas où E = k3.
On dira qu'un point (a : b : c) de P2(k) est un point à l'in�ni si c = 0.

Un point à l'in�ni correspond donc à une droite vectorielle de E qui est contenue dans le
plan d'équation z = 0, et qui par conséquent ne rencontre pas le plan d'équation z = 1.

Dans la suite nos �gures seront a priori dans le plan d'équation z=1, et les points à
l'in�ni sont ceux que nous ne verrons pas dans ce plan.

IV.B Homogénéisation d'un polynôme

Soit P =
∑

i+j≤m aijX
iY j un polynôme de degré m de k[X, Y ].

Nous allons maintenant regarder CP dans le plan d'équation z = 1.
Donc CP = {(x, y, 1) ∈ k3/P (x, y) = 0} et on note C̃P la réunion des droites vectorielles
de k3 épointées en 0 s'appuyant sur CP .

On cherche à expliciter l'équation de C̃P :

M

 x
y
z

 ∈ C̃P ⇔ ∃λ ∈ k∗,∃N ∈ CP/ ~OM = λ ~ON, avec N

 x1
y1
1


⇔ ∃λ ∈ k∗,∃x1, y1 ∈ k/P (x1, y1) = 0 et x = λx1, y = λy1, z = λ
⇔ ∃x1, y1 ∈ k/

∑
i+j≤m aijx

i
1y
j
1 = 0 et x = zx1, y = zy1, z 6= 0

⇔ ∃x1, y1 ∈ k/
∑

i+j≤m aijx
i
1y
j
1 = 0, x1 = x

z
et y1 = y

z
, z 6= 0

⇔
∑

i+j≤m aij(
x
z
)i(y

z
)j = 0, z 6= 0
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⇔
∑

i+j≤m aijx
iyjzm−i−j = 0 et z 6= 0

⇔ (x, y, z) est un zéro de P1 =
∑

i+j≤m aijX
iY jZm−i−j et z 6= 0.

Remarquons que le polynôme P1 est un polynôme homogène de degré m et est tel que
P1(X, Y, 1) = P (X, Y ), on l'appellera l'homogénéisé de P .

On a montré que C̃P = {(x, y, z) ∈ k3/P1(x, y, z) = 0 et z 6= 0} .

On note SP1 = {(x, y, z) ∈ k3/P1(x, y, z) = 0}, l'adhérence de C̃P , et alors on a
CP = SP1 ∩ {z = 1}. On notera par ailleurs γP = {(x : y : z) ∈ P2(k)/P1(x, y, z) = 0}.
C'est la courbe projective associée à CP .

Remarque : Le polynôme P1 homogénéisé de P ne se factorise pas par Z puisqu'il
contient au moins un monôme X iY j avec i+ j = m.

IV.C Exemples de recherche des points à l'in�ni

En gardant les mêmes notations que précédemment, les points à l'in�ni de CP sont les
points de π(SP1 ∩ {z = 0}).
Ainsi, pour trouver les points à l'in�ni pour un polynôme P , il faut commencer par cal-
culer son homogénéisé P1, puis déterminer SP1 ∩ {z = 0} et pour �nir, son image par la
projection π.
On va rechercher en particulier les points à l'in�ni dans les exemples 6 et 7 de la partie
III.B.

Exemple 6 :

Prenons le polynôme P = Y 2 −X2 − 1 .
Par le calcul général précédent, on obtient que P1 = Y 2 −X2 − Z2.
Alors, on a SP1 = {(x, y, z) ∈ k3/y2 − x2 − z2 = 0},
et donc SP1 ∩ {z = 0} = {x2 = y2}.
Donc �nalement, les points à l'in�ni de CP sont, pour tout x ∈ k, π(x, x, 0), π(−x, x, 0)
et π(x,−x, 0), c'est-à-dire (1 : 1 : 0), (−1 : 1 : 0) et (1 : −1 : 0).

Prenons le polynôme Q = Y −X2 .
Par le calcul général, on obtient que Q1 = Y Z −X2.
Alors on a SQ1 = {(x, y, z) ∈ k3/yz = x2},
et donc SQ1 ∩ {z = 0} = {x2 = 0}.
Donc �nalement, le seul point à l'in�ni de CQ est ∀y ∈ k, π(0, y, 0) = (0 : 1 : 0).

Ainsi, on peut dire que les courbes CP et CQ n'ont pas de point d'intersection à
l'in�ni.
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Exemple 7 :
On prend le même polynôme P que dans l'exemple 1.
On prend cette fois Q = −Y 2 + (2X + 1)Y −X2 +X et le calcul général nous donne
que Q1 = −Y 2 + (2X + Z)Y −X2 +XZ,
et alors SQ1 = {(x, y, z) ∈ k3/− y2 + (2x+ z)y − x2 + xz = 0},
donc SQ1 ∩ {z = 0} = {(y − x)2 = 0} = {y = x}.
Donc �nalement, le seul point à l'in�ni de CQ est ∀x ∈ k, π(x, x, 0) = (1 : 1 : 0).

Ainsi, on peut dire que les courbes CP et CQ ont un point d'intersection à l'in�ni,
qui est le point (1 : 1 : 0).

IV.D Exemples de recherche de l'intersection

On reprend encore les exemples 6 et 7 et dans cette partie, on va trouver les points
d'intersection entre γP = π(SP1) et γQ = π(SQ1).
Pour calculer les points d'intersection, on va calculer le résultant de P1 et Q1, les homo-
généisés respectifs de P et Q.

Exemple 6 : Les homogénéisés de P et Q sont :

P1 = Y 2 −X2 − Z2 et Q1 = ZY −X2

resY (P1, Q1)(X,Z) =det

 1 Z 0
0 −X2 Z

−(X2 + Z2) 0 −X2

 = X4 − Z2(X2 + Z2)

= X4 − Z2X2 − Z4.

On cherche X1, X2, X3, X4 en fonction de Z tels que
X4 − Z2X2 − Z4 = (X −X1)(X −X2)(X −X3)(X −X4).
On pose T = X2 tel que T 2 − Z2T − Z4 = 0.
∆ = 5Z4 donc T = α2Z2 ou T = β2Z2 où β2 = 1−

√
5

2
< 0, et alors T = −b2Z2, où

b2 = −β2 > 0.
Donc on a X1 = αZ, X2 = −αZ, X3 = ibZ et X4 = −ibZ.
D'où : resY (P1, Q1)(X,Z) = (X − αZ)(X + αZ)(X − ibZ)(X + ibZ).

Ainsi, il existe d tel que (c, d, e) ∈ V (P1) ∩ V (Q1) ⇔ c = αe ou c = −αe ou c = ibe
ou c = −ibe.
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∗ Si c = αe :

P1(αe, d, e) = Q1(αe, d, e) = 0⇔ d2 − α2e2 − e2 = 0 et ed = α2e2

⇔ d = e = 0 ou (d = α2e et d2 = (1 + α2)e2, e 6= 0)

⇔ d = e = 0 ou (d = α2e et α4e2 = (1 + α2)e2, e 6= 0)

⇔ d = e = 0 ou (d = α2e, e 6= 0) (car α4 = 1 + α2)

⇔ (c, d, e) = (0, 0, 0) ou (αe, α2e, e), e 6= 0

⇔ (c, d, e) = (αe, α2e, e).

∗ Si c = −αe :

P1(−αe, d, e) = Q1(−αe, d, e) = 0⇔ d2 − α2e2 − e2 = 0 et ed = α2e2

⇔ (c, d, e) = (−αe, α2e, e), par le même calcul.

∗ Si c = ibe :

P1(ibe, d, e) = Q1(ibe, d, e) = 0⇔ d2 + b2e2 − e2 = 0 et ed = −b2e2

⇔ d = e = 0 ou (d = −b2e et d2 = (1− b2)e2, e 6= 0)

⇔ d = e = 0 ou (d = b2e et b4e2 = (1− b2)e2, e 6= 0)

⇔ d = e = 0 ou d = b2e (car b4 = 1− b2)
⇔ (c, d, e) = (0, 0, 0) ou (c, d, e) = (ibe,−b2e, e).

∗ Si c = −ibe :

P1(−ibe, d, e) = Q1(−ibe, d, e) = 0⇔ d2 + b2e2 − e2 = 0 et ed = −b2e2

⇔ (c, d, e) = (0, 0, 0) ou (c, d, e) = (−ibe,−b2e, e),
par le même calcul.

On obtient deux intersections réelles entre γP et γQ : (α : α2 : 1) et (−α : α2 : 1) et deux
intersections complexes : (ib : −b2 : 1) et (−ib : −b2 : 1).
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Figure 8 � SP1 est en bleu, SQ1 est en orange

Exemple 7 : Les homogénéisés de P et Q sont :

P1 = Y 2 −X2 − Z2 et Q1 = −Y 2 + (2X + Z)Y +XZ −X2

resY (P1, Q1)(X,Z) =det


1 0 −1 0
0 1 2X + Z −1

−(X2 + Z2) 0 XZ −X2 2X + Z
0 −(X2 + Z2) 0 XZ −X2


= det

 1 2X + Z −1
0 XZ −X2 2X + Z

−(X2 + Z2) 0 XZ −X2

−det
 0 1 −1
−(X2 + Z2) 0 2X + Z

0 −(X2 + Z2) XZ −X2


= (XZ − X2)2 − (2X + Z)2(X2 + Z2) − (X2 + Z2)(XZ − X2) + (X2 + Z2)2 − (X2 +
Z2)(XZ −X2)
= (XZ −X2)2 − 2(X2 + Z2)(XZ −X2)− (2X + Z)2(X2 + Z2) + (X2 + Z2)2

= (XZ −X2)2 + (X2 + Z2)(−2XZ + 2X2 − 4X2 − 4XZ − Z2 +X2 + Z2)
= (XZ −X2)2 + (X2 + Z2)(−6XZ −X2)
= ����X2Z2 − 2X3Z +�

�X4 − 6X3Z −�
�X4 − 6XZ3 −����X2Z2

= −8X3Z − 6XZ3

= −2Z4X1(4X
2
1 + 3), avec X1 = X

Z
.
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Ainsi, il existe d ∈ R tel que (c, d, e) ∈ V (P1) ∩ V (Q1) si et seulement si e = 0 ou
(e 6= 0 et c

e
= 0).

∗ Si e = 0 :

P1(c, d, 0) = Q1(c, d, 0) = 0⇔ d2 = c2 et − d2 + 2cd− c2 = 0

⇔ c = d

⇔ (c, d, e) = (c, c, 0).

∗ Si e 6= 0 et c = 0 :

P1(0, d, e) = Q1(0, d, e) = 0⇔ d2 = e2 et − d2 + ed = 0

⇔ d = ±e et (d = 0 ou d = e)

⇔ d = e

⇔ (c, d, e) = (0, d, d).

On obtient deux intersections réelles entre γP et γQ : (1 : 1 : 0) et (0 : 1 : 1).
Il y a deux autres points imaginaires.

Figure 9 � SP1 est en bleu, SQ1 est en orange
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IV.E Résultant de polynômes homogènes

On va montrer ici un résultat qui nous donne le degré du résultant de deux polynômes
homogènes.

Théorème : Si P et Q sont des polynômes homogènes de A[Y0, · · · , Yn] de degrés
respectifs p et q, en considérant P et Q comme des éléments de A[Y1, · · · , Yn][Y0], alors
resY0(P,Q) ∈ A[Y1, · · · , Yn] est un polynôme homogène de degré pq en Y1, · · · , Yn.

Preuve : On note P = A0Y
p
0 + · · ·+Ap, où les Ai sont des polynômes de A[Y1, · · · , Yn] ho-

mogènes de degré i ; et Q = B0Y
q
0 +· · ·+Bq, où les Bj sont des polynômes de A[Y1, · · · , Yn]

homogènes de degré totaux j. On les note :

Ai(Y1, · · · , Yn) =
∑

i1+···+in=i

ai1,··· ,inY
i1
1 · · ·Y in

n

et Bj(Y1, · · · , Yn) =
∑

j1+···+jn=j

aj1,··· ,jnY
j1
1 · · ·Y jn

n .

On a alors :

resY0(P,Q)(Y1, · · · , Yn) = det



A0 0 · · · 0 B0 0 · · · 0

A1
. . .

... B1
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . 0
... A0

... B0

Ap A1 Bq B1

0
. . .

... 0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 Ap 0 · · · 0 Bq


.

On remarque que pour tout i ∈ [[0, p]] et j ∈ [[0, q]], on a :

Ai(TY1, · · · , TYn) =
∑

i1+···+in=i

ai1,··· ,inT
iY i1

1 · · ·Y in
n

= T iAi(Y1, · · · , Yn)

et Bj(TY1, · · · , TYn) =
∑

j1+···+jn=j

aj1,··· ,jnT
jY j1

1 · · ·Y jn
n

= T jBj(Y1, · · · , Yn)

30



et donc on a par le Lemme général avec le morphisme d'évaluation de A[Y1, · · · , Yn]
dans lui-même qui à Yi associe TYi :

resY0(P,Q)(TY1, · · · , TYn) = det



A0 0 · · · 0 B0 0 · · · 0

TA1
. . .

... TB1
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . 0
... A0

... B0

T pAp TA1 T qBq TB1

0
. . .

... 0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 T pAp 0 · · · 0 T qBq


.

En multipliant la première colonne par T , puis la deuxième par T 2 , ... , la q-ème par T q,
et la (q+1)-ème par T , ... , puis la dernière par T p et en posant r = 1+ · · ·+p+1+ · · ·+q,
on obtient que :
T rresY0(P,Q)(TY1, · · · , TYn)

= det



TA0 0 · · · 0 TB0 0 · · · 0

T 2A1
. . .

... T 2B1
. . .

...
...

. . . 0
...

. . . 0
... T qA0

... T pB0

T p+1Ap T q+1A1 T q+1Bq T p+1B1

0
. . .

... 0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · 0 T p+qAp 0 · · · 0 T p+qBq


.

et alors, on peut factoriser la ligne i par T i. Cela donne :
T rresY0(P,Q)(TY1, · · · , TYn) = T 1+···+(p+q)resY0(P,Q)(Y1, · · · , Yn),
d'où resY0(P,Q)(TY1, · · · , TYn) = T 1+···+(p+q)−rresY0(P,Q)(Y1, · · · , Yn)

et donc doT resY0(P,Q)(TY1, · · · , TYn) = 1+ · · ·+(p+ q)−r = (p+q)(p+q+1)
2

− p(p+1)
2
− q(q+1)

2

= ��p
2+pq+�p+pq+��q

2+q−��p
2−�p−��q

2−�q
2

= pq.
Ainsi, resY0(P,Q)(TY1, · · · , TYn) = T pqresY0(P,Q)(Y1, · · · , Yn).
On note resY0(P,Q)(Y1 · · · , Yn) =

∑
k1,··· ,kn rk1,··· ,knY

k1
1 · · ·Y kn

n

et donc resY0(P,Q)(TY1 · · · , TYn) =
∑

k1,··· ,kn rk1,··· ,knT
k1+···+knY k1

1 · · ·Y kn
n .

Et alors on a que :
∑

k1,··· ,kn rk1,··· ,knT
k1+···+knY k1

1 · · ·Y kn
n = T pqresY0(P,Q)(Y1, · · · , Yn),

et donc k1 + · · ·+ kn = pq, donc le polynôme resY0(P,Q) est homogène de degré pq.
Alors �nalement, doT resY0(P,Q)(TY1, · · · , TYn) = doY1,··· ,YnresY0(P,Q)(Y1, · · · , Yn) = pq.
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IV.F Changement de carte

Jusqu'ici, on a travaillé dans la carte d'équation {z = 1}, dans cette partie, on va
montrer que l'on peut trouver un plan dans lequel toutes les droites vectorielles contenues
dans SP1 ∩ SQ1 laissent une trace.

IV.F.1) Résultats

Lemme 1 : Soient u1, ...., us s vecteurs de kn\ {0}, il existe un hyperplan vectoriel
de kn qui ne contient aucun d'entre eux.

Preuve : Soit (e1, · · · , en) une base de kn.
Pour tout x ∈ kn, il existe (x1, · · · , xn) ∈ kn tels que x =

∑n
i=1 xiei.

(e∗1, · · · , e∗n) base de (kn)∗, où :

e∗i :kn −→ k.

x 7→ xi

On cherche à montrer qu'il existe φ ∈ (kn)∗ telle que ∀j ∈ [[1, s]], φ(uj) 6= 0, car alors
ker(φ) est un hyperplan vectoriel de kn (car noyau d'une forme linéaire) qui ne contient
aucun des uj.
On remarque que pour φ ∈ (kn)∗, on a φ = φ1e

∗
1 + · · ·φne∗n, où φi = φ(ei), et que :

uj ∈ ker(φ)⇔ φ(uj) = 0

⇔
n∑
i=1

e∗i (uj)φi = 0

⇔ Pj(φ1, · · · , φn) = 0, où Pj = e∗1(uj)X1 + · · ·+ e∗n(uj)Xn ∈ k[X1, · · · , Xn].

⇔ (φ1, · · · , φn) est un zéro de Pj.

On suppose par l'absurde que pour tout φ ∈ (kn)∗, il existe j ∈ [[1, s]] tel que φ(uj) = 0.
i.e. ∀φ ∈ (kn)∗,∃j ∈ [[1, s]]/Pj(φ1, · · · , φn) = 0.
i.e. ∀(φ1, · · · , φn) ∈ kn,∃j ∈ [[1, s]]/Pj(φ1, · · · , φn) = 0.
On pose :

P =
s∏
j=1

Pj

et alors ∀(φ1, · · · , φn) ∈ kn, on a P (φ1, · · · , φn) = 0.
Donc P est le polynôme nul car le corps k est in�ni.
Donc il existe j ∈ [[1, s]] tel que Pj est le polynôme nul et donc tous ses coe�cients sont
nuls, c'est-à-dire que ∀i ∈ [[1, n]], e∗i (uj) = 0 donc uj est le vecteur nul, ce qui est exclu par
hypothèse.
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Donc il existe un hyperplan vectoriel de kn qui ne contient aucun des vecteurs uj.

Lemme 2 : Une courbe projective qui ne contient pas la droite de P2(k) d'équa-
tion z = 0 a un nombre �ni de points à l'in�ni.

Preuve : On va prendre la courbe projective γP = {(x : y : z) ∈ P2(k)/P1(x, y, z)}, où
P1 =

∑
i+j≤m aijX

iY jZm−i−j est un polynôme de k[X, Y, Z] homogène de degré m.
Si on pouvait factoriser P1 par Z, alors tous les points (a, b, 0) seraient des zéros de P1 et
la courbe γP contiendrait la droite à l'in�ni, ce qui est exclu.
L'écriture de P1 contient donc des termes aijX iY j non nuls avec i+ j = m.
Soit (a : b : 0) ∈ P2(k).

Si b ∈ k∗, alors (a : b : 0) ∈ γP ⇔ P1(a, b, 0) = 0

⇔
∑
i+j=m

aija
ibj = 0

⇔ bm
∑
i+j=m

aij
ai

bi
= 0

⇔ a

b
est racine de

∑
i+j=m

aij(T )i.

Ce polynôme non nul de k[T ] possède un nombre �ni de racines.

Si a ∈ k∗, alors (a : b : 0) ∈ γP ⇔ P1(a, b, 0) = 0

⇔
∑
i+j=m

aija
ibj = 0

⇔ am
∑
i+j=m

aij
bj

aj
= 0

⇔ b

a
est racine de

∑
i+j=m

aij(T )i.

Ce polynôme non nul de k[T ] possède un nombre �ni de racines.
Ainsi, γP n'a qu'un nombre �ni de points à l'in�ni.

Lemme 3 : Soient P et Q deux polynômes de k[X, Y ] premiers entre eux et P1 et Q1

les polynômes obtenus en homogénéisant P et Q.
Il existe un plan a�ne H1 de k3 dans lequel toutes les droites vectorielles contenues dans
SP1 ∩ SQ1 laissent une trace, i.e.∀v ∈ SP1 ∩ SQ1 , vect(v) ∩H1 est un point.
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Preuve : On remarque que SP1 ∩ SQ1 est une réunion de droites vectorielles, du fait
que les polynômes P1 et Q1 sont homogènes.
Prenons H0 un plan vectoriel de k3 qui ne contient aucune des droites vectorielles conte-
nues dans SP1 ∩ SQ1 .
Dans un premier temps, on va montrer que ce plan existe.
Par le Lemme 2, γP ∩ γQ a un nombre �ni de points à l'in�ni donc SP1 ∩SQ1 possède un
nombre �ni de droites vectorielles contenues dans le plan d'équation z = 0.
Les autres droites vectorielles de SP1 ∩ SQ1 rencontrent le plan d'équation z = 1 en des
points de V (P ) ∩ V (Q) où P = P1(X, Y, 1) et Q = Q1(X, Y, 1).
Comme P et Q sont premiers entre eux dans k[X, Y ], le Corollaire 4 a�rme que ces
points sont en nombre �ni.
Ainsi, SP1 ∩ SQ1 est une réunion �nie de droites vectorielles, ce qui revient à dire que
γP ∩ γQ est un ensemble �ni de points.
De plus, si H est un hyperplan vectoriel, v ∈ H\ {0} ⇔ la droite vectorielle dirigée par v
est contenue dans H.
Ainsi, par le Lemme 1, l'hyperplan H0 existe.
On considère maintenant H1 un plan a�ne de k3 de direction H0, distinct de H0.
Alors ∀v ∈ SP1 ∩ SQ1 , vect(v) ∩H1 est un point.
En e�et, vect(v) 6⊂ H0 car H0 ne contient aucun vecteur de SP1 ∩ SQ1 .
Soit f une forme linéaire sur k3 telle que H0 = ker(f) et H1 = f−1({1}).
On a donc f(v) ∈ k∗ donc il existe un unique λ ∈ k∗ tel que λf(v) = 1 (= f(λv))
et donc vect(v) ∩H1 = {λv}.
Ainsi, H1 est un plan a�ne de k3 où toutes les droites vectorielles de SP1 ∩ SQ1 laissent
une trace.

IV.F.2) Exemple

Nous allons considérer l'exemple des polynômes P = X3 − Y 2 et Q = X − a , pour
a ∈ R∗.

res(P,Q)(Y ) =det


1 1 0 0
0 −a 1 0
0 0 −a 1
−Y 2 0 0 −a

 = −a3−det

 0 1 0
0 −a 1
−Y 2 0 −a

 = Y 2−a3.

Donc d = d1 := a
3
2 ou d = d2 := −a 3

2 .
On regarde maintenant quelles sont les valeurs possibles pour c pour que (c, d1) soit dans
V (P ) ∩ V (Q).
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(c, d1) ∈ V (P ) ∩ V (Q)⇔ P (c, d1) = 0 et Q(c, d1) = 0

⇔ c3 − d21 = 0 et c = a

⇔ c3 = a3 et c = a

⇔ c = a.

Ainsi, (a, a
3
2 ) ∈ V (P ) ∩ V (Q).

On cherche maintenant les valeurs possibles pour c pour que (c, d2) ∈ V (P ) ∩ V (Q).

(c, d2) ∈ V (P ) ∩ V (Q)⇔ P (c, d2) = 0 et Q(c, d2) = 0

⇔ c3 − d22 = 0 et c = a

⇔ c3 = a3 et c = a

⇔ c = a.

Donc les points d'intersection de CP et CQ sont (a, a
3
2 ) et (a,−a 3

2 ).
Ainsi, la carte donnée par {z = 1} n'est pas une carte dans laquelle on peut voir tous les
points d'intersection.

Par le calcul général d'homogénisation, on a P1 = X3 − Y 2Z et Q1 = X − aZ et donc
SP1 ∩ {z = 0} = (0 : 1 : 0) et SQ1 ∩ {z = 0} = (0 : 1 : 0).
Ainsi, CP et CQ ont un point d'intersection à l'in�ni : (0 : 1 : 0).

On va maintenant chercher les intersections de SP1 et SQ1 .

res(P1, Q1)(Y, Z) =det


1 1 0 0
0 −aZ 1 0
0 0 −aZ 1

−Y 2Z 0 0 −aZ


= det

 −aZ 1 0
0 −aZ 1
0 0 −aZ

−det
 0 1 0

0 −aZ 1
−Y 2Z 0 −aZ

 = Y 2Z−a3Z3 = Z(Y 2−a3Z2)

= Z(Y − a 3
2Z)(Y + a

3
2Z).

Donc (c, d, e) ∈ V (P1) ∩ V (Q1)⇔ e = 0 ou d = a
3
2 e ou d = −a 3

2 e.

∗ Si e = 0 : P1(c, d, 0) = Q1(c, d, 0) = 0⇔ c = 0
et donc les (0, d, 0) pour d ∈ R sont des zéros communs à P1 et Q1.
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∗ Si d = a
3
2 e : P1(c, a

3
2 e, e) = Q1(c, a

3
2 e, e) = 0⇔ c = ae

et donc les (ae, a
3
2 e, e) pour e ∈ R sont des zéros communs à P1 et Q1.

∗ Si d = −a 3
2 e : P1(c,−a

3
2 e, e) = Q1(c,−a

3
2 e, e) = 0⇔ c = ae

et donc les (ae,−a 3
2 e, e) pour e ∈ R sont des zéros communs à P1 et Q1.

Et donc SP1 ∩ SQ1 ont pour intersection (0 : 1 : 0), (a : a
3
2 : 1) et (a : −a 3

2 : 1).

On introduit H = {y = 1} et on va constater que dans cette carte-là, on voit bien les
3 points d'intersection attendus.
On a γP ∩ γQ =

{
(0 : 1 : 0), (a : a

3
2 : 1), (a : −a 3

2 : 1)
}
.

Donc SP1 ∩ SQ1 ∩H =
{

(0, 1, 0), (a
5
3 , 1, a

2
3 ), (−a 5

3 , 1,−a 2
3 )
}
.

On a donc trouvé une carte donnée par H dans laquelle on voit les trois points d'inter-
section, contrairement à ce que l'on voyait dans la carte portée par {z = 1}.

V - Conclusion

On rappelle dans un premier temps le contexte général.
k est un corps algébriquement clos. P et Q sont des polynômes de k[X, Y ] premiers entre
eux.
On note CP = V (P ) et CQ = V (Q) dans k2.
On note m le degré total de P et n le degré total de Q.
Soient P1 et Q1 dans k[X, Y, Z] les polynômes homogénéisés de P et Q.

P =
∑

(i,j)∈N2,i+j≤m

aijX
iY j, P1 =

∑
(i,j)∈N2,i+j≤m

aijX
iY jZm−i−j

Q =
∑

(i,j)∈N2,i+j≤n

bijX
iY j, Q1 =

∑
(i,j)∈N2,i+j≤n

bijX
iY jZn−i−j.

V (P1) et V (Q1) sont des surfaces de k3 et on note V (P1) = SP1 et V (Q1) = SQ1 .
On a : CP = SP1 ∩ {z = 1} et CQ = SQ1 ∩ {z = 1}.
Les surfaces SP1 et SQ1 sont données par des équations homogènes.
∀v ∈ SP1 ,∀λ ∈ k, on a λv ∈ SP1 .
∀v ∈ SQ1 ,∀λ ∈ k, on a λv ∈ SQ1 .
SP1 ∩ SQ1 est réunion de droites vectorielles de k3.
On peut donc dé�nir deux courbes projectives γP et γQ de P2(k) par :
γP = {(x : y : z) ∈ P2(k)/P1(x, y, z) = 0}
γQ = {(x : y : z) ∈ P2(k)/Q1(x, y, z) = 0}.
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Dans la partie précédente, on a montré qu'il existait H1 un hyperplan a�ne de k3 dans
lequel toutes les droites vectorielles de SP1 ∩ SQ1 laissent une trace.

Soit (v1, v2, v3) une nouvelle base de k3 avec v1 et v2 deux vecteurs de H0 et v3 un vecteur
de H1 (donc f(v3) = 1), où H0 est la direction de H1.
On note (

.
x,

.
y,

.
z) les coordonnées des points dans cette nouvelle base (v1, v2, v3) de k3.

Soit A le point de k3 de coordonnées (0, 0, 1) dans le repère a�ne (0, v1, v2, v3) de k3.
Alors, (A, v1, v2) est un repère a�ne de H1.

La trace de SP1 ∩ SQ1 dans H1 est un ensemble �ni de points et on a vu (dans la
preuve du théorème de Bézout faible) qu'on pouvait choisir v1 et v2 de sorte que deux
de ces points n'aient jamais la même abscisse, i.e. si M = (

.
x,

.
y) ∈ SP1 ∩ SQ1 ∩H1, alors

∀N = (
.
x
′
,
.
y
′
) ∈ SP1 ∩ SQ1 ∩H1, on a M 6= N ⇒ .

x 6= .
x
′.

Dans cette base, SP1 et SQ1 ont pour équations respectives : S1(
.
x,

.
y,

.
z) = 0

et T1(
.
x,

.
y,

.
z) = 0, où S1 et T1 sont des polynômes homogènes de k[X, Y, Z] de degrés

respectifs m et n car le changement de coordonnées est linéaire.

On a donc γP = {( .x :
.
y :

.
z) ∈ P2(k)/S1(

.
x,

.
y,

.
z) = 0}

et γQ = {( .x :
.
y :

.
z) ∈ P2(k)/T1(

.
x,

.
y,

.
z) = 0}, et aucun point de γP ∩ γQ n'est à l'in�ni par

rapport à la carte de P2(k) donnée par H1, i.e.|γP ∩ γQ| = |SP1 ∩ SQ1 ∩H1|.

D'après le Théorème II.C, resY (S1, T1) ∈ k[X,Z] est un polynôme homogène de degré
mn.
D'après de Lemme général, ∀( .x0,

.
z0) ∈ k2,

resY (S1, T1)(
.
x0,

.
z0) = resY (S1(

.
x0, Y,

.
z0), T1(

.
x0, Y,

.
z0)).

Ainsi, si resY (S1, T1)(
.
x0,

.
z0) = 0, alors ∃ .y0 ∈ k/S1(

.
x0,

.
y0,

.
z0) = T1(

.
x0,

.
y0,

.
z0), et donc le

point (
.
x0,

.
y0,

.
z0) de P2(k) est dans γP ∩ γQ, et donc

.
z0 6= 0.

Donc on a montré que ∀( .x0,
.
z0) ∈ k2, resY (S1, T1)(

.
x0,

.
z0) = 0⇒ .

z0 6= 0.
La contraposée donne que ∀ .x0 ∈ k, resY (S1, T1)(

.
x0, 0) 6= 0 .

En particulier, on ne peut pas factoriser resY (S1, T1) par Z et donc il existe un monôme
qui ne dépend que de X et donc comme resY (S1, T1) est un polynôme homogène de degré
mn, resY (S1, T1)(X, 1) est un polynôme de degré mn .
Par le Lemme général, resY (S1, T1)(X, 1) = resY (S1(X, Y, 1), T1(X, Y, 1)).
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On introduit les courbes LP = SP1 ∩ H1 et LQ = SQ1 ∩ H1 et alors dans le repère
(A, v1, v2) de H1, LP a pour équation S1(

.
x,

.
y, 1) = 0 et LQ a pour équation T1(

.
x,

.
y, 1) = 0.

On cherche dans la carte H1 de P2(k) les di�érents points d'intersection des courbes
projectives γP et γQ, ce qui est cohérent puisque l'on sait que l'on voit tous les points
de γP ∩ γQ dans H1, ce sont les points de LP ∩ LQ, et leurs abscisses sont les racines de
resY (S1(X, Y, 1), T1(X, Y, 1)).
Notons α1, · · · , αs les racines de resY (S1(X, Y, 1), T1(X, Y, 1)).
γP ∩ γQ contient exactement s points d'intersection puisque par le choix du repère tous
les points d'intersection ont des abscisses di�érentes.
Notons µ1, · · · , µs la multiplicité de leurs abscisses comme racine de

resY (S1(X, Y, 1), T1(X, Y, 1)), alors on a
s∑
i=1

µi = mn .

Cela est vrai pour tout choix de coordonnées adaptées à une carte de P2(k) dans laquelle
on voit tous les points d'intersection de γP et γQ et pour lesquelles les di�érents points
d'intersection ont des abscisses di�érentes.
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