Travail d’études et de recherche

Institut Fourier
Université Grenoble Alpes

ESPACES TOPOLOGIQUES FINIS

Nascimo FOURNIER
encadré par
Rémi MOLINIER

19 mai 2023



TABLE DES MATIERES

Table des matiéres

P —~ 6hnitions 9
[27 Premiéres propriétés| 3
13 Applications, homotopies et connexité.| 6
4 Types d’homotopie] 9
[6_TLes théorémes de McCord 11
.1 Préliminairel . . . . . . .. e 11
p.2  Construction d'un complexe simplicial a partir d’'un 7y-A-espace] . . . . . . . .. .. .. ... .. 11
-3 Construction dun 7p-A-espace a partir d’'un complexe simpliciall . . . . .. ... .. ... ... 13
5.4 Lien entre A-espace et To-A-espace|l . . . . . . . .. 14
|6 Pour aller plus loin| 14
6.1 Espaces minimaux et COBUIl . . . . . . . . . L Lo e e e e e e e 14
6.2 Non-Hausdorff suspension| . . . . . . . . . . . . . . e 17
[T _Annexe 21
|(1 Topologies] . . . . . . e 21
[727 Groupes dhomotopie]. . . . . . . o v v i 21
[7.3  Complexes simpliciaux| . . . . . . . . . . .. L 22
[7.4  Foncteur covariant et suspension| . . . . . . . .. Lo 24
Introduction

Meéme si elle peut paraitre anecdotique & premiére vue, la classe des espaces topologiques finis est en fait trés
riche, par exemple d’un point de vue homotopique. Michael C. McCord en a fait une étude approfondie dans
[1]. Nous verrons qu’elle est liée a la classe des complexe simpliciaux.La classe des espaces topologiques finis est
en fait un cas particulier d’une classe plus large : les A-espaces. Nous étudierons plus en détails ces derniers, ol
s’arréte leurs avantages et quelles propriétés les espaces topologiques finis présentent en plus. Ces notions seront
définies par la suite. Le fil conducteur de ce travail d’études et de recherche est de prouver le résultat suivant :

Théoréme de McCord 0
— Pour tout espace topologique fini X, il existe un complexe simplicial fini C et une équivalence faible
d’homotopie f : K] — X .
— Pour tout complexe simplicial fini /C, il existe un espace topologique fini X et une équivalence faible
d’homotopie f : |K] — X .

Mais tout d’abord, familiarisons-nous avec ces notions et leurs propriétés élémentaires.



1 PREMIERES DEFINITIONS

1 Premiéres définitions

Définition 1 (A-espace). Un A-espace est un espace topologique dans lequel toute intersection d’ouverts
est ouverte.

\

Définition 2 (Espace topologique fini). Il s’agit d’un ensemble fini muni d’une topologie.

Remarque. Les espaces topologiques finis sont des A-espaces (en effet, sur un espace fini, toute intersection est
finie).

~

Définition 3 (Ensemble pré-ordonné). Un pré-ordre sur un ensemble est une relation réflexive et tran-
sitive.
Un ensemble pré-ordonné est un ensemble muni d’un pré-ordre.

\.

Théoréme 4. Les A-espaces et les ensembles pré-ordonnés sont les mémes objets vus différemment, i.e.
on peut munir tout A-espace d’un pré-ordre naturel, et on peut munir tout ensemble pré-ordonné d’une
topologie naturelle le munissant d’une structure de A-espace.

Démonstration. - Soit X un A-espace.

Soit « € X. Définissons I'ouvert minimal U, de x par Iintersection de tous les ouverts de X contenant z.
Remarquons que, par intersection d’ouverts, il s’agit d’un ouvert.

Montrons que I’ensemble des ouverts minimaux constitue une base pour la topologie de X, que 1’on appellera
base minimale de X :
Pour tout ouvert U de X, ona U C |J U,,
xzeU
et pour tout € U, U, C U par définition de U,, donc |J U, C U.
zeU
Ainsi,ona U = |J U,.
zelU
Toute autre base contient la base minimale. En effet, pour € X, U, est réunion d’ouverts de la deuxiéme

base. L’un contient donc z, il coincide alors avec U,.

On définit ensuite la loi < sur X par x <y si xz € U,.

Montrons qu’il s’agit d’un pré-ordre :

-Onazx €U, donc z <z : laloi est bien réflexive.

-Siz < yety <z alors tout ouvert contenant y contient aussi x, donc en particulier U,, qui contient y,
contient aussi x. Ainsi x < z : la loi est bien transitive.

On a donc un pré-ordre naturel sur ’espace topologique X.

- Soit X un ensemble pré-ordonné. On définit une topologie sur X par la base {y € X; y < x},ex.

Pour montrer qu’il s’agit bien d’'un A-espace, il reste & montrer que toute intersection d’ouverts est ouverte.
Onnotera U, ={y € X ; y <z}

Soit {U; ; Vi € I} une famille d’ouverts de X. Montrons que (U; = U UL:
iel ze U U;
i€l
-on a linclusion ((U; € |J U, car pour tout z € X, z € UL;
el ze U U;
i€l
- soit z € () U;. Alors pour tout i € I, z € O; qui est ouvert, donc U, C O;, donc U, C () U;, d’ou I'inclusion
iel iel

réciproque.

- Remarquons que si y < z, alors y € U, ; et inversement, si y € U,, alors y < x.

Ainsi, les applications qui & un A-espace associe l’espace pré-ordonné de la premiére partie, et celle qui & un
espace pré-ordonné associe ’espace topologique de la deuxiéme partie, sont inverses I’'une de 'autre.
O

Définition 5 (Tp-séparation). Un Ty-A-espace est un A-espace vérifiant ’aziome Ty de séparation :
pour tout couple de points distincts, il existe un ouvert contenant un et un seul de ces deux points.
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PREMIERES PROPRIETES

Proposition 6. L’anti-symétrie pour un sur un correspond ezactement a lfaziome

|de Th-séparation] de ’espace topologique correspondant.

Démonstration. - Soit X un espace muni d’une relation d’ordre <.

Soient x # y € X.
Si z et y ne sont pas comparables ou x < y, alors y ¢ U,.

Donc X est [[y-séparé

- Soit X un [A-espacel[l-séparé] soient x et y dans X tels que z <y et y < x.

Alors tout ouvert U de X contenant x contient aussi y, et inversement. Donc par T =y.
Ainsi, le associé & la topologie de X est une relation d’ordre.
O

Remarque. Ceci montre donc que les [I-A-espaces|sont en correspondance avec les espaces partiellement ordon-
nés.

Définition 7 (Diagramme de Hasse). Soit X un espace partiellement ordonné.

Son diagramme de Hasse est un graphe dont les sommets sont les points de X ; et les arétes sont les
couples (z,y)six >yetAz€ X, 2> 2>y.

Si (y,x) est une aréte, on dira que = couvre y, on écrira y < x, et elle sera représentée sur le graphe
verticalement, avec z en haut.

Ezemple. L’ensemble a 4 éléements {x,y, z,t} tels que a
t <y <uzett<z<xestreprésenté par le[diagramme
ci-contre. @ a

2 Premiéres propriétés

7

Définition 8 (Elément maximal et maximum). Soient X un espace partiellement ordonné et z € X.
z est dit mazimal si
VyeX, y>z=y=u=x

x est un mazimum siVy € X, y < x.

On définit de la méme facon un élément minimal et un minimum.

Proposition 9. Un espace fini partiellement ordonné admet un maximum si et seulement si il admet
un unique €lément maximal.

Démonstration. Soit X un espace fini partiellement ordonné.

- Supposons que X admette un maximum x.

Alors pas définition, 2 est un élément maximal (car la relation est anti-symétrique).
Soit y un élément maximal. Alors y < x car x est un maximum, donc comme ¥ est un élément maximal, y = x.

- Réciproquement, supposons que X admette un élément maximal x mais pas de maximum, alors il existe

' € X tel que ' > x ou x et 2’ ne sont pas comparables.

Le premier cas est impossible car x est un élément maximal.

Soit U = {y € X; = < y}. Alors U est fini parce que X l'est, donc admet un maximum z’ (existe car la loi
est une relation d’ordre). Alors " est un élément maximal de X.

En effet, si y > x, alors par transitivité y > 2/, donc y € U, donc par maximalité de " dans U, y < z”, i.e.
y =z

Mais 2" # z car x est maximal, et z” £ x car sinon par transitivité, 2/ < z, ce qui n’est pas.

Ainsi 2" # x sont deux éléments maximaux de X.

D’out le résultat par contraposée.
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Remarque. Ceci n’est en revanche pas vrai pour tous les espaces partiellement ordonnés, comme le montre
I’exemple suivant :

N U {-1} muni de l'ordre partiel donné par la valeur absolue. Son |[diagramme de Hasse est celui ci-dessous.
—1 est un [¢lément maximall de la partie de droite, mais la partie de gauche n’a pas dJélément maximall : cet

ensemble a un unique lément maximal| mais pas de

NU{-1}

Définition 10 (chaine et antichaine). Une chaine dans un ensemble partiellement ordonné est une partie
dont les éléments sont deux-a-deux comparables.
Une antichaine est une partie dont les éléments sont deux-a-deux non comparables.

Définition 11 (down-set et up-set). Une partie U d’un ensemble pré-ordonné X est un down-set si

relU

e =yel

v@meX{{

De méme pour un up-set.

\. J

Remarque. Pour un[A-espacel les ouverts correspondent exactement aux |[down-sets| et les fermés aux jup-sets

Proposition 12. Si X est un espace fini, alors les ouverts de X sont en bijection avec les

lantichaines

Démonstration. - Soit U un ouvert de X. Alors U est un [down-set] Soit Ay 'ensemble des fléments maximaux]
de U.
Alors Ay est une [anfichaingl de X. En effet, pour tous =,y € Ay si z < y, alors par définition de Ay, comme
oot =y

- Soit maintenant A une de X.

Soit Uy = |J U,. Alors U, est un [down-set, donc un ouvert de X.
acA

- Cette construction donne bien une correspondance bijective :
Si Ay est [Pantichaine| des [eléments maximaux|d'un ouvert U, alors U = |J U, est bien 'ouvert Uy,, défini

a€Ay
par ['antichaine}
Si Ua est Pouvert défini par une fantichaing A, alors Ay, = A.

O

Remarque. Ce n’est en revanche par le cas pour tous les [A-espaces| Par exemple dans N, la construction
précédente associe [Pantichaine| vide aux deux ouverts () et N, car ce dernier n’a pas d}¢lément maximal| et est
totalement ordonné, donc ne contient pas |d’antichaine

Définition 13 (Adhérence). Soient X un A-espace et x dans X.
On écrira F, pour 'adhérence de {z} dans X, de sorte que :

ye by, <—x el
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et
Fo={yeX, y>uz}

Remarque. On notera UX, UY, FX FEY sil'ensemble X ou Y dans lequel on se place n’est pas clair, en
particulier siz € X NY.

Définition 14 (Ensemble opposé ou dual). En remarquant que pour un X, P’ensemble des
fermés définit aussi une topologie, on appellera X avec cette topologie ensemble opposé ou dual de X,
et on le notera X°P.

Remarque. Dans ce cas, 'ordre de X°P est I'inverse de celui de X, i.e. z <y <y <P z.
SizeX,onaUX" =FX.

Exemple. On a
X

Xop

Remarque. Les ouverts de A C X étant l'intersection des ouverts de X avec A, si X est fini on obtient alors
pour tout a € A : UA = UX N A.

Remarque. Si X et Y sont finis, on a alors Uy, ) = U, x U,.

Montrons celall]

Tout d’abord, U,y C U,y x Uy car U, et U, sont des ouverts respectivement de X et Y, dont le produit cartésien
contient (z,y).

Puis, soient (z’,y') € Uy x Uy et U un ouvert de X x Y contenant (z,y).

Alors U est réunion d’ouverts de la forme U x V avec U ouvert de X et V ouvert de Y, donc il existe U ouvert
de X et Vouvert de YtelsquezceUetyeVetUxV CU.

Mais par définition de U, et Uy, 2’ € U, CU et y' € U, C V, donc (2/,y) e U.

Ainsi, (2',y") € Uz

Définition 15 (Pré-ordre relatif). Soient X un espace pré-ordonné et A C X. On défini le pré-ordre
relatif a A, <4, par la restriction du pré-ordre < de X a A. On remarque que

Vabe A a<,beacU

Proposition 16. La remarque précédente conduit a ce résultat : Soient X et Y deux [A-espacesd, et
(x,y) et (2',y') € X xY. Alors

<x '
z,y) < 2y = R
(@) <y @) = { 2EX7
p : x € Uy <y a
Démonstration. (z,y) <xxy (2',y) <= (2,y) € Up xy = Uy x Uy <= { ye sz { y ;j y O

Ezxemple. Si X, Y et X x Y sont respectivement représentés par les suivant :

1. Une définition de la topologie produit :
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3 Applications, homotopies et connexité.

7

Définition 17 (Ordre préservé). Soient X et Y deux [espaces pré-ordonnés|et f : X — Y une applica-
tion.
On dit que f préserve [’ordre si

Y (z,2') € X2, 2 <2’ = f(z) < f(&).

Proposition 18. Dans le méme cadre, f est continue pour les topologies induites par les[pré-ordrd si et
seulement si f préserve l’ordre.

Démonstration. - Supposons que [ soit continue, et soient x < x’ € X.
Alors f~1(Up(zry) (C X) est un ouvert contenant z’,
donc z € Uy C [~ (Upar)), et ainsi f(z) < f(2'),
donc f [réserve Torded

- Supposons maintenant que f Pour montrer que f est continue, il suffit de montrer que 'image
réciproque de tout ouvert d’une base de la topologie de Y est un ouvert de X.
Soit y € Y. 1l suffit donc de montrer que f~*(U,) est ouvert.
Soit x € f~1(Uy). Soit 2’ < z. Alors f(z') < f(x) <y, donc 2’ € f~1(U,), donc f~1(U,) est un down-set, i.e.
un ouvert.
Ainsi, f est bien continue.
O

Définition 19 (Application duale). Soient X et Y deux espaces et f : X — Y une application.
Alors 'application duale de f est f°P: X°%° — Y©°P
. — f(z)
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Proposition 20. Si X et Y sont des[A-espaced, alors on a
[ continue <= J°P| continue

Démonstration. Supposons que f soit continue. Alors 'image réciproque de tout fermé de Y est un fermé de
X.

Or les fermés de X (resp. Y') sont les ouverts de [X°P (resp. Y °P)|

donc [f°P] est continue.

La réciproque s’obtient en remarquant que pour a € {f, X, Y}, (a°?)°? = a. O

Proposition 21. Si x et y sont comparables dans X [ensemble pré-ordonné, alors il existe un che-
min continu de x &y dans X, i.e. une application continue « : [0,1] — X telle que a(0) =
z et afl) =y.

Démonstration. Supposons que = < y.

Soit a : [0,1] — X telleque a(l)=yetVtel01], a(t)==x. Soit U un ouvert de X.

Siy € U, alors z € U. Donc dans tous les cas, a=*(U) € {0,[0,1],[0,1[} qui sont tous des ouverts de [0, 1].
Donc « est un chemin continu de z & y dans X.

Le cas y < x est similaire. O

Définition 22 (Ordre-connexité). Soit X un fespace pré-ordonné|fini. X est ordre-conneze si pour tous
x et y € X, il existe une suite x = z, ..., x, = y d’éléments de X tels que deux points consécutifs sont
comparables.

Remarque. Un espace [pré-ordonné fini est [ordre-connexelsi et seulement si son [diagramme de Hasse|est connexe,
dans le sens ol pour toute paire de points, il existe une suite d’arétes les reliant.

A VA NVA VA
NSNS NN
NS \/

X est ordre-connexe mais Y ne l'est pas

Ezxemple. On a

Théoréme 23 (). Soit X un[A-espacd Il y a équivalence entre :
(i) X est un espace topologique connexe ;

(ii) X est unlespace ordre-conneze;

(iii) X est un espace topologique connexe par arcs.

\.

Démonstration. (ii) = (iii) Supposons que X soit fordre-connexe

Soient = et y dans X. Alors il existe une suite reliant x a y telle que deux points consécutifs soient
comparables.
La proposition précédente assure, par la concaténation des chemins entre chaque élément de la suite, qu’il
existe un chemin continu de z a y.
Ainsi X est connexe par arcs.

(iii) = (i) ok

(i) = (ii) Supposons que X soit connexe.
Soient t € X et A={yeX; Iz =up,...,2,=y € X, Vie[l,n], z;_1 et x; sont comparables}.
Siye A, et z <y, alors z € A. Ainsi A est un [down-sef]
De méme on montre que A est un
Ainsi A est ouvert et fermé, et est non vide car contient x,

donc A = X, d’ou X est [ordre-connexe
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Définition 24 (Ordre de fonctions). Soient X et Y deux |espaces pré-ordonnésl On munit ’ensemble
Y X des applications continues X — Y de 'ordre point-par-point f < gsiV x € X, f(z) < g(z).

\.

Théoréme 25. Si X etY sont finis, alors|l’ordre point-par-point| sur Y correspond exactement a la
ltopologie compacte-ouverte.

Démonstration. - Sig < fet f € S(K,W), alorsV z € K, g(x) < f(z) € W. Comme W est un ouvert, on a

- SifeSK, W), alors {geY™; g < f} = (| S{a},Up)) est un ouvert de la topologie compacte-ouverte
zeX

g(x) € W donc g € S(K,W).
Ainsi, S(K,W) est un ouvert pour [’ordre point-par-point}

par intersection finie. Mais {g € Y*; g < f} = U; pour la topologie de ['ordre point-par-point}
Ainsi Uy est un ouvert de la [topologie compacte-ouverte]

O

A partir de maintenant, on considérera toujours latopologie compacte-ouverte|sur Y~ , sauf contre-indication.

Définition 26 (Equivalence de fonctions). Soient X et Y deux A-espaceset fet g : X — Y
deux applications. On écrira f ~ g si f et g sont homotopes (i.e. il existe une application continue
H: [0,]]xX — Y telleque H(0,:)=f et H(1,:) = g).

Si elles sont homotopes relativement & A C X (i.e. il existe une homotopie H de f vers g, telle que

Y (a,t) € Ax[0,1], H(a,t) = f(a) = g(a)), on écrira f ~ g rel A.

Proposition 27. Soient X etY deu:z: AC X etfet g: X — Y . Alors

f ~ g < il existe une suite f = fo,..., fn = g|point — par — point comparable|
et
f~grel A
< il existe une suite f = fo,..., fn = g|point — par — point comparable|telle que ¥ i €
[[Oan]]a fz|A = flA

Démonstration. On a|f ~ g rel Alsi et seulement s’il existe un chemin o« : I — YX de fa g tel que

Vtel, Oz(t)‘A:f]A

Cela revient & dire qu'il existe un chemin o« : I — M de fag,ou M ={fecY™X; hja = fia}-

On a vu que cela est équivalent & l'existence d’une suite f = fo,...,fn = g € M telle que deux éléments
consécutifs sont comparables. L’ordre sur M est celui induit par celui de Y, c’est donc|’ordre point-par-point|
La premiére équivalence se déduit de cela via A = 0. O

7

-

Définition 28 (Equivalence d’homotopie). f : X — Y est une équivalence d’homotopie si il
existe g : Y — X telleque:

— f og est homotope a idy ;

— go f est homotope & idx.

Proposition 29. Soient X etY deux etf, g: X — Y .Ona:
f=g< P ~qg°P.

En particulier,

f est une[équivalence d homotopid lest
2 espaces finis sont homotopes <= leurs[duald le sont.

Démonstration. L’ordre sur est exactement I'ordre sur (YX)°P, d’ou la proposition. O
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Remarque. Tout ensemble partiellement ordonné admettant un [maximum ou un minimum|est contractile.
(En effet, I'identité est comparable a Papplication constante égale au jminimum ou maximuml})

Si Y est [Ty-sépard alors YX est
(Eneffet, (f<g, g<f)=VareX, f(z)=yg))

4 Types d’homotopie

~

Définition 30 (Equivalence faible d’homotopie). f : X — Y est une équivalence faible d’ho-
motopie si f induit un isomorphisme dans tout [groupe d’homotopie]
ie fio : m(X) — m(Y) est une bijection
etVneN  VzeX, fi: m(X, 2) — m,(Y, f(x)) est un isomorphisme.
[v] —  [fen]

Proposition 31. Toute|équivalence d’homotopid entre|A-espaces est une|équivalence faible d’homotopie.

Démonstration. Soit f : X — Y uneéquivalence d’homotopiel Soit g 'inverse & homotopie prés de f.
Alorsil existe Fy : X x[0,1] — X et Fp : Y x[0,1] — Y continues telles que :

— F1(~,0) =idyx et FQ(-,O) =idy
— Fi(n1)=gofet F5(,1)=fogy.

- Cas n = 0 : Tout d’abord, f, est bien définie car si + : [0,1] — X est un chemin continu de z a y
dans X, alors fo~vy : [0,1] — Y estun chemin continu de f(z) a f(y) dans Y.
Alnsi, si z et y sont dans la méme composante connexe, alors f(z) et f(y) aussi.
Puis, pour tout y € Y, il existe z = g(y) € X tel que Fy(y,-) : [0,1] — Y est un chemin continu de y
a f(z) dans Y. Ceci donne la surjectivité de f,. car pour des il y a équivalence entre connexité et

connexité par arcs ([23).
Puis si z, y € X sont tels qu’il existe un chemin continu v de f(z) a f(y) dans Y, i.e. f.([z]) = g.([¥]),
alorsEl Fi(x,-)4+(govy)— Fi(y, ) est un chemin continu de x & y dans X, donc [z] = [y]. Ceci donne 'injectivité

de f..
- Casn € N* : On définit  f,: m(X,2) — (Y, f(2)) .

Montrons que f, est bijective.

Soit s € [0, 1].
Soit a: [0,1] — X
1425 1 1425 1
t — + tl VT (t) + 5 14:,2 ’114:r255 (t) + ( ers — %)1[11:255’1] (t)
Pour tout ¢ : (In,0I, ) — (X,z) et : (In,0I,) — (X,qb(%’...,%)) ,

on définit ¢os¢ : (I,,0I,) — (X, z) par:

_ [ dlalz), ... a(z,)) si (21,00 @) € I \ [, 2]
(bos w(ml’ - 7xn) - { d)((l +2S)1‘1 TS (1 + ZS)I‘n - S) st (131, v 71"71) S [1f2sj?}255f+2

qui est continue si ¢ et ¢ le sont. Voici comment on peut représenter ¢ 1

2. ou + dénote la concaténation @
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Soit v : (In,0I,) — (X,x)

Posons H: I, x[0,1] — X de sorte que H(-,0) =~y et H(-,1) =go fon.
(w.t)  — F(y(y)1)

Pour tout ¢ € [%, 1], soit hy = (I,,0I,) — (X,z) continue telle que

{hi(5,...,3)} = H(OI,,2t — 1) et t — hy(y) continue pour tout y € I,,.

Soit alors G: I, x[0,1] — X
hafoa(y) sit € [0, 3]
) — { hioH(y, 2t — 1) site[L1]

C’est une application continue telle que :
Vtelo,1], G(OI,,t) = {x}

G('a O) =7
G(-1) = m(g ofoy). Onaainsi By, = geofu: m(X,2) — ma(X,go f(2))
b — lgofen]
o Bp,: m(X,z) — 7rn(X7h1(%,...,%)) .
[V — [h1 1 7]
Or, pour tout h € m,(X, ), B, est bijective :
avec h: (I,,0I,) — (X,h(3,...,3))
(1, yxn) — h(u(xr),...,w(x,))
ou p: [0,1] — [0, 1]
Bn o Bg( 7
car | . h ] ot x des1gne la fonction constante égale a x.

et Bz 0 Bu([n 7.7 ] =7

Donc gy, est une bijection d’inverse .

Ainsi, g, o f, est bijective, donc g, est surjective.

Par le méme raisonnement pour fijx. (x,gof()) © 9+ : (X, f(x)) — mu(X,fogo f(x)) , on obtient
Iinjectivité de g..

Puis, comme f, = g;! 0 g, o f., on en déduit que f, est bijective.

On en conclue que f, est un isomorphisme, et donc que f est une [équivalence faible d’homotopie}

O

Remarque. La réciproque est fausse en général, mais le théoréme de Whitehead assure que toute
[faible d’homotopie] entre CW-complexes est une [equivalence d’homotopie]

Proposition 32. Les|équivalences faibles d’homotopid satisfont la "propriété du deux sur trois”
si f et g sont composables et que deux des trois applications f, g, et go f sont des|équivalences faibles|

d’homotopid, alors la troisiéme aussi.

Démonstration. Ceci est dii au fait que la composition de morphismes reste un morphisme, la composition de
bijections reste une bijection, et que ’application réciproque d’un isomorphisme est un isomorphisme. O

Proposition 33. Si f et g : X — Y sont et que f est une |équi'ualences faz’blesl
alors g aussi.

Démonstration. - Pour tout [y] € mo(Y), il existe un unique [z] € mo(X) tel que [f(x)] = [y]-
Mais [f(z)] = [g(z)] car f et g sont donc il existe un chemin continu de f(z) a g(z), donc
g« + m(X) — m(Y) est bijective.
- Onappelle F : Xx[0,1] — Y IMdefag
Solent n € N, z € X, et h (I,,01,) (Y,
(T1,...,2n) +— Flz,1—||(x; —

f(z de sorte que h(91I,) =
3@ = g)ll)

{f(2)} et h(5,...,5) = g(2).

Pour tout ] € T (Y, g(z)), on a [Ho1n] € m,(Y, f(x)), donc il existe un unique [y] € m,(X,z) tel que

Mals [ A. (f o'y)] =[gon],donc g. : m(X,z) — m(Y,g(x)) est bijective.
Ainsi, g est un bien une [équivalence faible d’homotopie} O]

10



5 LES THEOREMES DE MCCORD

Remarque. On pourrait voir qu1équivalence faible d’homotopie| f: X — Y induit un isomorphisme
fe + Hp(X;G) — Hp(Y;G) entre groupes d’homologie pour tout n € N et G groupe coefficient.

5 Les théorémes de McCord

5.1 Préliminaire

Remarque. Dans cette partie, pour un fcomplexe simplicial combinatoire] K, on notera |K| sa[réalisation géomé-|

munie de la topologie faible .

Toutes les applications seront continues.

Définition 34 (Basis like open cover). Soient X un et U un recouvrement d’ouverts de X. U
est appelé basis like open cover si U est la base d’une topologie de X i.e.

VU, UycU, Ve eU NUs, 3UscU, xcUs CU NUs.

Remarque. Par exemple, pour X un la base minimale {U,; x € X} est une |basis like open cover}
En effet,siz, y, z€ X avec 2 <z et 2 <y,ie. 2€ U, NUy, alors z€ U, CU, NU,.

Théoréme 35 (Théroéme de McCord I). Soient X et Y deuxr espaces topologiques et
f: X — Y une application continue.

Si il existe U wune [basis like open coverl de Y telle que toute restriction, pour U € U,
fifr ) 7Y U) — U est une|équivalence faible d’homotopidv

alors f : X — Y st une|équz'valence faible d’homotopzd.

Remarque. Ce théoréme est admis.

5.2 Construction d’un complexe simplicial & partir d’un 7,-A-espace

Le but de cette sous-section est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 36 (Théoréme de McCord IT).  — Il existe une correspondance qui associe & chaque

X un |compleze simplicial K(X), et une |équivalence faible d’homotopi
px o KX — X

— De plus, toute application ¢ : X — Y entre induit une application simpli-

ciale K(p) : K(X) — K@) , telle que p o ux = uy o [K(p)].

Définition 37 (Complexe simplicial associé). Soit X un Son complexe simplicial associé
K(X) est le complexe simplicial| dont les sommets sont les points de X, et les simplexes sont les parties
finis totalement ordonnées de X.

Lemme 38. Soit X un[Ty-A-espaces. Pour tout Y C X, [K(Y)| est un [sous-complexe total de[(X)}

Démonstration. Soit y € Y. Alors UyY =YnN UyX car un ouvert de Y est I'intersection d’un ouvert de X avec Y.
Ainsi, <y est la restriction de <x a Y.

Puis, |KC(Y')| est un sous-complexe| de (X).

Enfin, soit ¢ un simplexe de |[IC(X)| ayant tous ses sommets dans Alors par ce qui précéde, o forme
une partie totalement ordonnée pour <x de Y, donc une partie totalement ordonnée pour <y : c¢’est donc un

simplexe de [[C(Y)]
IC(Y)| est donc bien un [sous-complexe totall de [IC(X)] O

Définition 39 (K-McCord application). Soit X un On définit la KC-McCord application
par pux: K(X)| — X

a — min(support(a))

11
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Définition 40 (Ensemble star). Soient X un et y € X. star(y) est I'union de tous les
simplexes de |[K(X)| admettant y comme sommet.

Lemme 41. Soient X un[I-A-espace et Y C X ouvert. Alors|uy (Y)|= U |star(y)|
yeY]

Démonstration. Soit u - Alors il existe 0 = {xg,...,zn} g K(X)| avec g < ... < x, tel que
[ex](u) =20 €Y.

Ainsi, o C star(zg), et donc u € | [star(y)
yeY]

Réciproquement, soit u € star(y)| pour un certain y € Y.
Alors < y par définition de [ux] et star] donc[ux (u)]€ Y car Y est ouvert et y € Y. O

Lemme 42. Soient X un[A-espacd et x € X. Alors U, est contractile.

Démonstration. U, admet un [maximum| z, donc U, est contractile. O

[ Lemme 43. Si X est un et v € X, alors|uy (Uy)| est un ouwvert contractile de |KC(X)|.

Démonstration. Soit L ={ (X \ U,)| d K(X)| L est un sous-complexe total de [[C(X)] (potentiellement vide)
porté par les sommets n ‘étant pas dans U, par le Lemme [3§]

Montrons que '1 = |-| \ |L] :
— Soit a € (Uz) Alors min(support(a)) € U, par définition de
En particulier, il existe b € U,, Msupport(a)} donc a ¢ |L|.
— Soit a ¢ |L|. Alors il existe y € support(a)] tel que y € U,, donc min(support(a)) < y < et [ux (a)] € U,.

Ainsi, comme |L| C |KC(X)| est fermé comme réunion de simplexes (qui sont des fermés), 1(Um) est ouvert.
Montrons que |C(Ux)| est un rétract par déformation de 1(U

Alorsusecrltu—Zakxk—i— Z Brxr avec VY k € [I,n], ay >0, VEke[n+1,m], B >0, 21 <...< T,

k=1 k=n+1
E g —I—k E Br=1,21,...,2, dK(Ux)|€t Tpt1,...,2m §K(X)\ L(Ux)
Smt alors ;Erl’ 9 [0,1] — YU,)
t — () Zak$k+t S B
E k. k=1 k=n+1
Pour u € |[K(U,)|, on définit  f(u,-) : [0 1] — |ux (Uz) -

—

U
Ainsi, f @ |uyx (Up)[x [0,1] — |uy (Um) est une |homotopie| de idy=r(75] & une application a valeurs dans
IC(Uy )| constante sur []C(U,)|.
KC(Uy)| est donc bien un rétract fort par déformation de |uy (Us)

Puis, montrons que = cone(KC(U,. \ {z})|
Soit o = {zg,...,x,} un simplexe de .] avec Jco << @y,

Alors 29 < ... < &, < z, donc o U {x} est un simplexe de K(U,)
De plus, x ¢ oo EIIC(U \ {z})
Ainsi, on a bien [K(Uy,)|= cone(lC(U, \ {z})} x).

Par la proposition [100} | cone(fC(U,. \ {z}), )| est contractile, et donc L(U,) est contractile. O

Théoréme 44 (Théoréme de McCord 1II - rappel). — Pour tout X,
: || — X estune |équivalence faible d’homotopiel;

— De plus, toute application ¢ : X — Y entre TO-A-espaceq induit une |applicati0n simpli-|

Kig) : K(X) — K(Y) , telle que o Jux]T]o K9

3. le cone simplicial est défini ici :

12
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Démonstration. — Comme U, et1 (U,) sont contractiles, leurs [groupes d’homotopie supérieurs|respectifs
sont, triviaux, et donc fXIu}l(Uz) est une |équivalence faible d homotopie| Ceci étant valable pour tout
x € X, avec 'ensemble des U, formant une [basis Tike open cover] par le[Théoréme I [ux]est une
[taible d’homotopiel

— Enfin, soit ¢ : X — Y une application entre [Ty-A-espacest Comme <p I'applica-
tion induite M s K(X)| — JK(Y)| estlsimplicialef(cf proposition. Soit u € 0 = {zg,...,xn} C
K(X)| avec 2 < ... < z,,. Alors [K(@)](w) € {K(o)@o), - - - [K(@)zn)}, avec[K(@)[z0) < ... K@) zn).
Ainsi [y} [€T2)) () = ¢(w0) = @ (ux (u)).-

O

Proposition 45. Si f : X — Y est une application continue entre ITO-A-espacest alors|l’appli-|
|cati0n simpliciale assocz'éel |IC(f)| 2 |IC(X)| — K(Y)| est une |applz'cati0n simpliciale,

Démonstration. Comme f est continue, elle[préserve I'ordrel Ainsi, 'image de chaque[chaingde X est une[chaine]
de Y, donc I'image de chaque face de est une face de [IC(Y) O

Proposition 46. Si X est un[Ty-A-espacd, alors[[C(X)|= K|[X°P).
Si f : X — Y estune application continue entre Tg-A-espaced, alors |IC(f) 1i

Proposition 47. K est un |foncteur covariani,

5.3 Construction d’un 7j-A-espace a partir d’'un complexe simplicial

On pose K un|complexe simplicial| et K’ sa [premiére subdivision barycentriquel Le but de cette sous-section
est de prouver le théoréme suivant.

”

Théoréme 48 (Théoréme de McCord III).  — I existe une correspondance qui associe & chaque com-

plexe simplicial K un localement fini X(K) et une |équivalence faible d’homotopie]
pr o K[ — X(K) ;

— De plus, toute |application sz’mplicialei v . K — L est associée a wune application
X)) : X(K) — X(L) telle que X(¥) o pux = pr o ).

Définition 49 (X (K))). Pour tout simplexe o de K, soit b(c) € K’ son Soit alors X(K) =

{b(0); 0 € K} I'ensemble des sommets de K.
X (K) posséde une relation d’ordre canonique définie par b(a) < b(o’) si o C o’.

X (K) est donc muni d’une structure de

Proposition 50. On observe que [ X (K)) = K.

Définition 51 (X-McCord  application). On  définit la  X-McCord  application

pr - |K| — A(K) lapplication égale & py k) du .
Remargue. Elle est bien définie car KX (K))| = |K'| = |K| (cf[98).

s ~

Théoréme 52 (Théoréme de McCord I1I - rappel). — Pour  tout |complexe  simplicial K,
. |K| — |[X(K)| une|équivalence faible d’homotopie|;

— De plus, toute |applicati0n simplicialel v . K — L est associée a wune application
X)) : X(K) — X(L) telle que X(¢) o pux = pur, o ||

Démonstration. | (R qui est une [équivalence faible d’homotopie par le [Théoreme de McCord 111
Puis, posons ¢': K' —» r qui est une [application simpliciale| (ot L’ est la [premiére subdivision

blo) — b((0))

13
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[eieemtriqd de L)
Les applications |[¢| et [¢'| : |K| — |L| sont égales.
Puis ¢/ (X(K)) C X(L) donc ¢ induit une application X(¢) : X(K) — X(L) qui (car

¢ est [simpliciale)) donc est continue.
Par la relation de commutativité du [Théoréme de McCord 11} | X (¢ o KX (v)])].
o |4]. 0

Mais on a KX (4)) = ¢/, donc || = || = |

[ Proposition 53. X est un|foncteur covariani.

5.4 Lien entre A-espace et Tj-A-espace

Proposition 54. Soient X un et Xo un quotient de X tel que pour tout y € [x] € Xy, y < x.
Alors Uapplication quotient q : X — Xg est une |équivalence d’homotopz'ei.

Démonstration. Soit i : X9 — X telle que goi=idy, (on prend pour tout [z] € Xy, i([z]) € [z]).
On va montrer que la composition i o g :solent z <y € X.

Alors on a i o g(z) € [z] donc par hypothése i o ¢(z) < z et de méme on a y < 4o ¢(y), d’ou par hypothése sur
zety, iog(z) <ioq(y).

Ainsi 7 o ¢ est continue, donc i est continue par définition de la [topologie quotient]

Mais par hypotheése sur Xy, 10q < idx,, donc i0q ~ idx,, donc ¢ est une|équivalence d’homotopie| et ¢ est une
lequivalence d’homotopie inverse| de gq. O]

s D

Théoréme 55 (Théoréeme de McCord 1V). Il existe une correspondance qui tout X associe
un quotient X de X tel que :

1. lapplication quotient vy : X —» X est uneléquivalence d’homotopid;

2. X est un[Ty-A-espacd;

3. pour toute application f : X — Y avecY un il existe une unique application
f: X — Y telle quevyo f= fon

Démonstration. — Soient X un |A—espace| et ~larelationz ~ysiz <yety <z, et X=X,
Alors X est un |T0—A—espacgl et l’application quotient vy : X — X est une |équiva1enoe d’homo-
topie| par la proposition précédente (5
— Comme f [préserve T'ordre] f envoie des points équivalents de X pour ~ sur des points équivalents de
Y. Il existe donc une unique fonction f X — Y telle que f ovy = vy o f. Comme vx est une

application quotient et que f et vy donc vy o f sont continues, f est continue.
O

Proposition 56. Si X est un |A—espacav et u o X — X est Uinverse a homotopie prés de vx,
alors po fg : |IE|(X)| — X est une |équivalence faible d’homotopiel par les Théorémes et .
De plus, si X est fini, alors El(X) auSsi.

Donc le[Théoréme de McCord (| découle des Théoremes [I1, [IT] et [IV].

6 Pour aller plus loin

6.1 Espaces minimaux et coeur

14



6 POUR ALLER PLUS LOIN

Définition 57 (Down-beat et up-beat point). Soit X un [Ty-A-espacel

Alors z € X est un down-beat point si x couvre un et un seul élément de X, dans le sens ou
dJege X, Vye X, y<z=1y < x.

De méme x est un up-beat point si est inférieur & un et un seul élément de X.
Si 'on est dans un des deux cas, on dit que x est un beat point.

Remarque. Soient X un espace fini [[j-sépard et x € X.

x [down — beat point| <= U, \ {z} admet un mazimum.

x lup — beat point|<= U, \ {z} admet un minimum.
2 [down — beat point] de X <= x [up — beat point] de [X°7]

Remarque. 1l est facile de reconnaitre des dans le [diagramme de Hasse] :
2 est un [down-beat point|si et seulement s’il existe un unique point en-dessous de lui,

et c’est un fup-beat point|si et seulement s’il existe un unique point au-dessus de lui.

Ezemple. Dans le [diagramme de Hasse| ci-contre, e a
a, b, c sont des [down-beat points| mais pas des

et d. ¢ et ] sont des mais

pas des [down-beat points|

Proposition 58. Siz € X est un[beat poind, alors X \ {z} est un rétract fort par déformation de X.
i.e. il existe une application F : X x[0,1] — X telle que

VyeX, Fly1) £z,
etVtel0l], Vy#zx, F(y,t)=uy,
ou encore il existe f : X — X telle quelf ~idx rel X \ {z}}

Démonstration. Supposons que z soit un [down-beat point] et soit ¥ le de U, \ {z}.
Soit r: X — X\{z} tellequer(z)=yetVz#z, r(z)=-z

Soit i : X \{z} — X Vlinclusion canonique. Alors la composée ior etonaior <idy,
donc par la proposition 27 [for ~idx rel X \ {z}]
Ainsi f =i or convient. O

Définition 59 (Espace minimal et coeur). Un est un espace minimal s’il ne contient aucun

Un ceur d'un X est un rétract fort par déformation de X qui est aussi un espace minimal.

Proposition 60. Tout|A-espacd a un |ceeur

\.

Démonstration. Soit X un Alors on peut trouver un rétract fort par déformation X qui est un
lespace] (Théoréme IV]), puis on enléve les [beat points| un par un par la proposition précédente, jusqu’a obtenir
un [espace minimall O

Théoréme 61. Soit X unlespace fint minimal Alors
Une application f : X — X estlhomotopé a identité si et seulement si f = idx.

Démonstration. Tout d’abord, I'identité est bien 4 elle-méme.

Supposons maintenant que f soit 3 lidentité.
(Si f est a 'identité, il existe une suite de fonction de I'identité & f dont deux termes consécutifs sont
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comparables.

Par récurrence sur le nombre d’éléments de la suite, il suffit de démontrer le théoréme pour la premiére occur-

rence.)

On peut donc supposer que f < idx (le cas f > idx est similaire).

On va montrer par récurrence forte sur le nombre d’éléments de A que pour tout ouvert A C X, fj4 = ida.

Pour |A| = 1 : Soit z I’élément de A. Comme A est ouvert, z est un [¢lément minimall de X. Alors comme

f(x) < x par hypothése, et que x est flx) ==

Puis, supposons que pour tout ouvert A de X de cardinal inférieur & n € N*, fj4 = ida. Soient maintenant A

un ouvert de X de cardinal n+1,et x € A. Ona A= |J U,. Par hypothése de récurrence, fjy,\ (-1 = idy,\{z}-
yeEA

Si f(z) # «, alors par hypothése f(z) € U, \ {z}, d’oit pour tout y < z, y = f(y) < f(x) car f est continue

(car [homotope 4 id) donc [préserve Uordrel

Ainsi, f(x) est le [maximum|de U, \ {z}, ce qui contredit le fait que X n’aie pas de |[down-beat point| (X est

)

On en conclue que f(z) =, donc fi4 = id4. O

Remarque. Ce n’est pas vrai pour tout [A-espace| : par exemple sur Z muni de la topologie induite par I’ordre
canonique, f: Z — Z  est|homotope|a id mais n’y est pas égale.
z — x-—1

Théoréme 62 (Théoréme de classification). Une|équivalence d’homotopies| entre |espace finis minimaua
est un homéomorphisme.

En particulier, un d’un espace fini est unique a homéomorphisme pres, et deux espaces finis ont
Iméme type d’homotopid si et seulement si leurs ceurs sont homéomorphes.

Démonstration. Soient X et Y deux |espaces finis minimaux|7 f+ X — Y u |équiva1ence d’homotopie]
et g son inverse & homotopie pres.

Alors par le théoréeme[61] fog=1idy et go f =idx.

Ainsi, f est un homéomorphisme.

Puis, soient X et X; deux[coeurs|d’un espace fini X. Par définition, ils sont homotopes et sont des [espaces finis|
donc par le point précédent, ils sont homéomorphes.

Enfin, deux espaces finis sont homotopes si et seulement si leurs sont homotopes (car un espace fini est
homotope a son par définition), et c’est le cas si et seulement si ces sont homéomorphes. O

Remarque. On notera dans la suite X¢ le[coeur] de X & isomorphisme pres.

Ezemple. Si e a alors Yo = {a} = X¢.
X =

O
©

Ainsi X et Y ont méme type d’homotopie, mais pas Z défini par :

(2)
Z:

Corollaire 63. Le X d’un espace topologique fini X est le plus petit (au sens du cardinal) espace
ayant le type d’homotopie de X.

Démonstration. Si Y est un autre espace du type d’homotopie de X, alors son Yc est homéomorphe &
Xc. Ils ont le méme nombre de points.
Mais par rétraction, Y a au moins #Yo = #X¢ nombre de points. O
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Théoréme 64 (Caractérisation des [espaces finis minimaux)). Soit X un[Iy-espacd fini. Alors
X est < Va,y€ X, si(z comparable & x = z comparable ¢ y), alors x = y.

Démonstration. - Supposons que X ne soit pas Soit alors £ € X un

On peut supposer que = est un |[down-beat point|

Soit y le de U, \ {z}.

Soit z € X comparable a x.

Si x < z, alors par définition de U, et transitivité, y < z.
Si x > z, alors par définition de Uy, y > z.

Donc z est comparable & y, mais x # y.

- Réciproquement, supposons qu’il existe x # y € X tels que tout z € X comparable & = est comparable a y.
En particulier, = est comparable & x, donc x est comparable & y. On peut supposer =z > y.
Soit A={z€ X, z>yetVwe X comparable & z, w est comparable a y}.
Tout d’abord, A # ) car z € A.
Ensuite, soit ' un [élément minimall de A. On va montrer que z’ est un [down-beat point| avec y comme
de U\ {z}.
Soit z < z’. Alors z est comparable & y car 2’ € A.
Supposons que z > y. Soit alors w € X.
Siw < z, alors w < 2, donc w est comparable a y.
Siw > z, alors w > y, donc w est comparable a y.
Ainsi, z € A, or ceci contredit la [minimalitd de 2.

Donc z < y. Ainsi, y est bien le[maximum|de U, \ {z}, donc @’ est un|down-beat point] et X n’est pas[minimall
O

6.2 Non-Hausdorff suspension

Le but de cette sous-section est de montrer le théoréme suivant.

Théoréme 65 (Théoréme de McCord V). Il eziste un |foncteur covariany S : A — A et une
transformation naturelle g : S — S tels que :

— la classe des espaces finis (resp. localement finis, |A-espaces, [In-A-espaces|) est envoyée sur elle-
meéme par S ;

— Pour tout espace X, Uapplication gx : S(X) — S(X) est une |équivalence faible d’h0m0—|

D1E.

Définition 66 (Non-Hausdorff cone). Soit X un espace topologique. Le non-Hausdorff cone C(X) est
défini par X U {wx} avec wx un point qui n’est pas dans X.
On défini les ouverts de C(X) par tous les ouverts de X ainsi que C(X) tout entier.

Définition 67 (Non-Hausdorff suspension). Soit X un espace topologique. La non-Hausdorff suspension
de X est S(X) = X U{wx,wk} ot wx et w’ sont deux points distinets qui ne sont pas dans X.
Sa topologie est définie par les ouverts de X, X U {wx}, X U{w} et S(X).

\. J

Remarque. S(X) est I'union de deux copies de C(X) dont 'intersection est X.

Exemple. Si

a b ¢

x= | \\|/]

d e f

alors

wx et wx le
AN Dd
C(X)= a b c S(X)= a b c
ENVe NV
d e f d e f
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Définition 68 (). Soit f : X — Y . On étend f aux non-Hausdorff conefet [suspension| par
C(f) : C(X) — C(Y) telle que C(f)(wx) = wy
et S(f) + S(X) — SY) telle que S(f)(wx) = wy et S(f)(w) = wh.

Proposition 69. Si X et Y sont des espaces topologiques et f : X — Y est continue, alors

C(f) et S(f)| sont continues.

Démonstration. Soit U un ouvert de|C(Y )l Deux cas sont possibles :
— soit wy ¢ U, et dans ce cas 1(U) = f~Y(U) est un ouvert;
— ou alors wy € U, et 1(U) = YU\ {wy}) U{wx} qui est un ouvert de

Ainsi, [C(f)| est continue.
La continuité de|S(f)| se prouve de la méme maniére. O

Proposition 70. C et S sont des[foncteurs covariants de Top dans elle-méme.

Lemme 71. Les deuz|foncteursC et S préservent les propriétés suivantes : étre un espace fini, localement
fini, [[y-sépard ou étre un[A-espacd

Démonstration. - pour un espace fini (resp. localement fini), ces ne rajoutent qu'un ou deux points,
donc les espaces qui en découlent sont fini (resp. localement fini) ;

- pour un |[A-espace] les [foncteurs| ne rajoutent que un ou trois ouverts, dont 'intersection avec un autre ouvert
reste un ouvert, donc les espaces qui en découlent sont aussi des [A-espaces|;

- pour la [[g-séparation] pour tout x # y € X, il existe un ouvert contenant I'un mais pas l'autre si X est
p-séparél puis X est un ouvert contenant « mais pas wx, ni W', et enfin X U {wx} est un ouvert contenant

wx mais pas w ; et ainsi et vérifient bien [’axiome de Tp-séparation|

O

[ Lemme 72. Pour tout[A-espacd X, [C(X)| est contractile.

Démonstration. Soit F : [0,1] X C(X)| — définie pour tout x  C(X)|et t € [0, 1] par F'(t,z) =z
et F(1,z) = wx.
11 suffit maintenant de montrer que F est continue. Soit donc U ] C(X)| un ouvert.
— Si wx € U, alors par définition de la topologie sur le [non-Hausdorff conel U ={ C(X)} et donc F~1(U) =
[0,1] x|C(X)| qui est un ouvert ;
— Sinon, U C X, donc U est un ouvert de X par définition de la topologie sur le non-Hausdorff cone] et
alors F~1(U) = [0,1[xU qui est un ouvert pour la topologie produit (83).

Ainsi, F est bien une entre I’identité et application constante égale & wyx, d’oli la contractibilité de
c(x). 0

Nous allons montrer un résultat plus fort que le : nous allons construire une transformation
naturelle g™ : S™ — 8™, ou S™ (respectivement S") est l'itérée n-ieme de la (respecti-
vement la |non—Hausdorﬂ suspension SD, telle que pour tout espace X, ¢% : S"(X) — S"(X) est une
léquivalence faible d’homotopie]

7

Définition 73 (Application induite entre suspensions). Soit f : X — X’ .On définit 'opérateur
T par application T'(f) : |S(X)| — |S(X’)| par:

—siX#0et v: Xx[-1,1] — [S(X)| est lapplication quotient qui envoie X x {1} sur wx
et X x {—1} sur w, pour tout (z,t) € X x| —1,1[, on prend T(f)(v(z,t)) = f(z);

— on prend T'(f)(wx) = wx: et T(f)(w) = w..

Proposition 74. Si f : X — X' est continue, alors [I'(f)| : [S(X) — est conti-

nue.
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6 POUR ALLER PLUS LOIN

Démonstration. Soit f : X — X’ une application continue. Alors|T'(f)| est continue si et seulement si

h ov lest. Soit U un ouvert de |S(X")|
— SiU = X' U{wx'} (respectivement X’ U {w’. }, , alors h=1(U) = X x] — 1,1] (respectivement
X x [_15 1[a X x [_171])7

— sinon, U C X', et h=}(U) =Ux] - 1,1].
Dans tous les cas, h=1(U) est un ouvert de X x [—1,1], donc h est continue, et donc est continue. O

Lemme 75. Soient f: X — X', Y — Y, v X — Y et
WX — Y
Si ' o f = fl o1, alors on a la relation de commutativité :

ST T S@)

\

Démonstration. Supposons que la premiére relation est vérifiée. On a

SWITNX x {1}) LSW N wx)
= Wy
Yx]—1,1])
= T(S@IX x {1})
et on montre de méme que [S()|JT(fX x {-1}) TSN X x {~1}).

Puis dans le cas ou X # 0, soit (z,t) € X x] — 1,1[. On notera aussi (x,t) sa classe d’équivalence dans S(X).
Alors

BTN, 1) LS ()
= ¢'(f())
= [ (())
ST (2),1)
[TIEW) e 1)
g EACHIE IO CAF

On a donc bien la relation attendue pour tout élément de [S(X) O

Lemme 76. Si f: X — X est  une |équz'valence faible d’homotopidv alors
[T(f) : S(X) — S(X')|aussi.

Démonstration. On va appliquer le Théoréme I. Pour |basis-like open cover|de|S(X")| on prend {X'U{wx}, X'U
{w . X'}.

Par le Lemme X'U{wx-} est contractile. Mais comme[T'( f)]"*(X'U{wx+}) = v(X x]—1,1]) qui est contractile,
T( F)-1(X'U{ws,}) st une |équivalence faible d’homotopiel On applique une démonstration similaire pour
X U{wy, }.
Puis, soit 7 : Xx]—1,1] — X la projection canonique. Alors [T(f)|7(s)-1(x) = f o donc est une
|equivalence faible d’homotopie| par la propriété du deux sur trois ((32)car f l'est, et v est une projection, donc
une [¢quivalence d’homotopie] , donc une [équivalence faible d’homotopie| .

Ainsi, par le[Théoréme I} [T'( f)| est une [équivalence faible d’homotopie] O

e D

Définition 77 (g™ : S* — 8™ ). Soit n € N*. Pour tout [A-espace] X, on définit
g% = T'(idx) : S™"(X) — &8"(X) ,ot T" est la n-iéme composition de[I]avec elle-méme.

Proposition 78. Pour tout n € N* et toute application continue ¢ : X — Y entre
on a la relation de commutativité :

0 5™(¥) = §"(¥) 49 k-

Démonstration. Ceci découle directement du Lemme [75] en appliquant n fois le processus en partant de la
relation idy o) = ¢ oidx. O
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Proposition 79. Pour tout|A-espacd X, et tout n € N*, [ g% : S"(X) — S8"(X) |est une
|lvalence faible d’homotopie

Démonstration. Ceci découle directement du Lemme[76]en appliquant n fois le processus en partant de 1fquivalerjce
|faible d’homotopie| dy : X — X . O

Remarque. De cette construction découle bien le Théoréme V :

7

Théoréme 80 (Théoréme de McCord V - rappel). Le Ifoncteur covari(m4 S : Top — Top et
la transformation g : S — S sont tels que :

— la classe des espaces finis (resp. localement finis, |A-espaces, [Iy-A-espaced) est envoyée sur elle-
méme par S ;

— Pour tout espace X, lapplication gx : S(X) — S(X) estune |équivalence faible d’h0m0-|

[Fopidl
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7 ANNEXE

7 Annexe

7.1 Topologies

~ '

Définition 81 (Topologie quotient). Soient X un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur
X.Soit ¢ : X — X,  lapplication quotient. On munit le quotient X, de la topologie quotient
définie par :

U est un ouvert de X, si et seulement si g 1(U) est un ouvert de X.

Corollaire 82. Soient X et Y deux espaces topologiques, X' un quotient de X muni de la topologie
quotient, q : X — X' [lapplication quotient et f : X' — Y . Alors

f est continue si et seulement si foq : X — Y est continue.

Définition 83 (Topologie produit ). Une base de la topologie produit sur I’espace produit cartésien
X XY est donné par les produits cartésiens U x V, oit U est un ouvert de X et V un ouvert de Y.

Définition 84 (Topologie compacte-ouverte). Si X et Y sont deux espaces topologiques, la topologie
compacte-ouverte de YX est la topologie engendrée par la base S(K,W) = {f € YX; f(K) C W}, avec
K C X compact et W C Y ouvert.

Proposition 85. Soient X, Y et Z trois espaces. Alors il existe une bijection naturelle

¢: XxZ—Y) — (Z — Y¥X)

f — (z— (2 fz,2)))
En particulier, si X, Y, et Z sont topologiques, f : X xZ — Y continue =
o(f) : Z — YX continue, ou YX est muni de la |t0pologie compacte—ouvertd.

Démonstration. On suppose X, Y, et Z topologiqueset f : X xZ — Y continue. Soient K un compact
de X et W un ouvert de Y. Alors

e(/)HSE, W) ={z € Z; ¢(f)(2) € S(K, W)}
n={zeZ; Ve e K, ¢(f)(z)(x) e W}
={zeZ;VzeK, f(z,z) e W}
={zcZ;VacK, (r,2)€ f71(W)}
= m (K x 2)0 f71 ()
=mz(fTHW))
ol 7, est la projection de X x Z sur Z.

f étant continue, f~1(W) est un ouvert, donc son image par 7z aussi par définition de la topologie sur X x Y.
Ainsi ¢(f) est continue. O

Remarque. La topologie faible est définie ici : [94]

7.2 Groupes d’homotopie

Définition 86 (Groupe d’homotopie). Soit n € N*. On notera I,, le cube unité de dimension n. Soient
X un espace topologique et x € X.
Deux applications v, n : (I,,0I,) — (X,z) (ie. v(0I,) = n(dL,) = {x}) continues sont dites
homotopes s’il existe F : I, x[0,1] — X continue telle que :

— VYyeol,, Vtel0,1], F(y,t) =x;

— F(-,0) =~et F(-,1) =n.

Etre homotope est une relation d’équivalence, et la classe d’équivalence d’une fonction ~ sera notée [7]-
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Le groupe d’homotopie d’ordre n est
(X, 2) ={[v]; v : (In,0I,) — (X,{z}) continue}.
Ceci se généralise & n = 0 par : mo(X) est Pensemble des composantes connexes de X.

Proposition 87. Pour n € N*, (m,(X,x), +) est un groupe, de neutre la classe du chemin constant et
de loi [y] + [n] = [y +n] avec

XK I, — 2
v(2z1, T2, .- -, Tn) stz € [0, %]
(@1, ,20) +— { n(2xy — 1,29,...,2,) Si xle[%,l]
et dinverse —v : I, — X
(1y.eyn) — Y(—z1, T2, ..., Tp)

\.

Démonstration. Si v et n : (I,,0I,) — (X,z) sont continues, comme (1,-) = 7(0,-), on a bien
vy+n : (I,,0I,) — (X,z) continue, donc la somme est bien définie et est une loi interne sur m, (X, z).
Puis, en notant x le chemin constant, on a bien [x ++] = [y] = [y + ], et [y + (=) = [(—7) + 7] = [=]. O

Remarque. On pourrait aussi montrer que m, (X, x) est abélien.

Proposition 88. Les applications f* définis pour|[’équivalence faible d’homotopid pour n > 1 sont des
morphismes de groupes.

Démonstration. Soient v, n : (I,,0I,) — (X,z) continues.

Alors
L) = (@1, ) o { Fpm e ) H ]
=[foy+ fon
=[for]+[fon]
= fu([V]) + f([n])-

7.3 Complexes simpliciaux

7

Définition 89 (Simplexe et complexe simplicial géométriques). Soit E un espace affine.
- Un simplexre dans E est ’enveloppe convexe de points dont aucun n’est barycentre des autres.
- Ces points sont appelés sommets du simplexe.
- Les faces sont les enveloppes convexes des sous-ensembles des sommets.
- Un complexe simplicial dans E est un ensemble K de simplexes tels que :
— toutes les faces de chaque simplexe sont dans K ;

— lintersection non vide de deux simplexes est 'une de leurs faces.

Remarque. Par exemple, 'ensemble des faces d’un simplexe est un complexe simplicial.

Un triangle est un simplexe. C’est un complexe simplicial composé de trois sommets, trois arétes et d’une surface
intérieure triangulaire.

Un tétraédre est un simplexe. C’est un complexe simplicial composé de quatre sommets, six arétes, quatre
surfaces triangulaires et d’un volume intérieur.

Définition 90 (Complexe simplicial combinatoire). Un complexe simplicial abstrait est un ensemble
V (les sommets), muni d’'un ensemble X (les faces) de parties finies non vides de V' qui est stable par
sous-parties non vides (i.e. toute partie non vide d’une face est aussi une face), tel que tout sommet
appartienne a un nombre fini non nul de faces.
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Définition 91 (Application simpliciale). Une application f : V3 — V5 entre sommets de deux
complexes simpliciaux abstraits Ky = (V4, %) et ko = (Va,X3) est une application simpliciale notée
f: Ky — Ky silimage de toute face de V; est une face de V5.

Définition 92 (Sous-complexe et sous-complexe total). Soit K = (Vi,Xx) un complexe simplicial. Un
sous-compleze de K est un complexe simplicial L = (V7,,X1) tel que Vi C Vic et X C Zk.

Il est dit total si tout simplexe de K ayant tous ses sommets dans L est un simplexe de L.

Dans ce cas, L est un sous-complexe total de IC porté par les sommets de V7.

Définition 93 (Réalisation géométrique). Soit K = (V,3) un complexe simplicial abstrait. Sa réalisa-
tion géométrique | K| est un espace topologique construit par recollement des simplexes qui étant en tout
dimension la suite "point, aréte, triangle, tétraédre,...".

Concrétement, la construction se fait par l'identification unique (unique car Uintersection de deux sim-
plexes est une face) de point d’une face de |K| & un barycentre (avec coefficients positifs pour préserver
la structure d’enveloppe convexe) de sommets d’une face de X.

\

Remarque. La construction suivante fait le lien entre les deux notions.

Définition 94 (Topologie de la réalisation géométrique). Soit K = (V,S) un complexe simplicial (abs-
trait).
— Soit o = {vg, .. vn} un simplexe. Alors le simplexe fermé @ est I’ensemble des combinaisons
convexes formelles Z avg, avec pour tout k € [0,n], o > 0 et Z o = 1.
k=0 k=0
— Pour tout tel 0 € K, & est un espace métrique dont la distance d est donnée par :

d(> " akvr, »_ Brok) =
k=0 k=0

— La réalisation géométrique |K| de K est alors I'union des simplexes fermés @ pour tout o € K.

— La topologie faible sur |K| est la topologie finale induite par les simplexes fermés i.e.
U C |K]| est ouvert (resp. fermé) si et seulement si U N@ est ouvert (resp. fermé) dans I’espace
métrique @ pour tout o € K.

— La topologie métrique sur |K| est celle induite par les distances d sur chaque @ i.e.

d(z QyU, Z ﬁvv) = Z(au - ﬁv)z'

veV veV veV

— Le support d’un point z = > a,v € |K]| est le simplexe support(z) = {v; a, > 0} € S.
veV

— Sio € 8, le simplexe ouvert o est Pensemble des points de @ dont le support est exactement o.

.

Remarque. Si L C K, alors |L| est un fermé de | K]|.
Les deux topologies coincident si et seulement si V est localement fini.

Proposition 95. Une |applz'cation simplicialel ¢ : K — L induit une application continue (et
bien définie) |p| : | K| — |L]

SNoayy — > aye(v)
veV veEV

n
Démonstration. Soient o = {v1,...,v,} € L, x = > agvi et 7 > 0.
k=1
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Alors

n

m
lo| 1 (B(z,7)) = {y = Zﬁkwk ; Z(ak —Br)2 <r, pour 7= {wy,...,wx} € K tel que ¢(7) C o et
k=1 k=1

Br = Zﬂi, pour i tel que w; € o '({vp}) N7}

= U B(Z QpW, T).
)

TCe (o weT
Comme réunion de boules ouvertes, c’est un ouvert, donc |¢~!| est bien continue. O
Définition 96 (Barycentre). Pour tout simplexe o = {1, ..., 2, } de cardinal n, on définit son barycentre
L6
par b(c) = Y Ly
k=1 T

Définition 97 (Subdivision barycentrique). Soit K un |complexe simpliciall Sa premiére subdivision
barycentrique est le complexe simplicial dont :

— les sommets sont les barycentres de toute simplexe de K ;

— les simplexes sont les {b(01),...,b(0,)} avec 01 C ... C o, simplexes de K tels que V k €
[[Ln]]v |(7k| =k.

Proposition 98. En notant K' la|premiére subdivision barycentriqud de K, on a |K| = |K’|.

n
Démonstration. - Soit © € |K|. On peut écrire x = > aixyp avec pour tout k € [1,n], ap > 0, z €
k=1
n
K, Y ap=1et ag <...< ay,. Notons pour tout k € [1,n], o = {z1,..., 2%}
k=1
n
Alors on a z = ——1— 3 kayb(oy), et donc = € {b(01),...,b(0n)}.
> kak k=1

k=1
Ainsi, z € |K'|, et donc |K| C |K|.
n n
- Soit « € |K'|. On écrit © = Y, agxy avec pour tout k € [1,n], ar >0, z € K' et > af =1.
. SAPNOM( 0) (1 o 0)
Mais pour chaque k € [1,n], zy s’écrit > oz,(C z,(g) avec | € [1,n:], o)’ >0, xk) €eKet) op =1
=1 i=1
Donc = = > a,(cl)xg).
1<k<n ; 1<Ii<ng
Ainsi, € |K|, done |K'| C |K]|.
On a donc bien |K| = |K’|. O

Définition 99 (Cone simplicial). Un céne simplicial de pointe v est un complexe simplicial cone(K,v)
avec K un [complexe simpliciall ne contenant pas v, tel que pour tout simplexe o € cone(K,v), o U {v}
est un simplexe de cone(K,v), et v ¢ 0 & 0 € K.

Proposition 100. Pour tout[cone simplicial] L = cone(K,v), |L| est contractile.

Démonstration. F: [0,1] x |L] — |L| défini une rétraction de |L| & {v}. O
(t,x) — tv+ (1-t)z

7.4 Foncteur covariant et suspension

Définition 101 (Foncteur covariant). Un foncteur F : Top — C est covariant si
— pour tout morphisme f : X — Y ,ona F(f) : F(X) — F(Y) ;
— pour tous f,g € Hom(Top), F(fg) = F(f)F(9);
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— pour tout X € Top, F(idy) = idp(x).

Définition 102 (Suspensions). — La suspension d’un espace X est S(X) = X x[0,1]/(x x{o};x x{1})-
Conceptuellement, on obtient S(X) en étirant X en un cylindre, avant d’identifier chaque face
extérieure & un unique point.

— La suspension d’une application continue f : X — Y est Dapplication continue
S(f): S(X) — SE)
[z,1] — [f(2),1]

Proposition 103. Ces constructions forment un foncteur covariant S de la catégorie Top dans elle-
meme.
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