UGA 2018-2019 - Algebre L3B TD Réduction des endomorphismes

Exercice 1 Soient M et N dans M, (R) deux matrices qui sont semblables sur C. Soit donc
P € GL,(C) telle que NP = PM. On écrit P = A+ iB avec A et B dans M, (R). Montrer
que M et N sont semblables sur R.

Exercice 2 Soit ¢ € &,,. Soient (eq,...,e,) la base canonique de R", u I'endomorphisme de
R" défini par Vi € [1,n],u(e;) = e et P, la matrice de u dans la base canonique. Calculer

det P,.

Exercice 3 Soit M € M, (Z) dont les coefficients diagonaux sont impairs et les autres sont
pairs. Démontrer det(M) # 0.

Exercice 4 (Endomorphisme cyclique) Soient F un K-espace vectoriel de dimension n, et u et
v deux endomorphismes de E. On suppose que u est cyclique, c’est-a-dire qu’il existe z € F tel
que (z,u(x),...,u" 1(x)) soit une base de E.

1. Déterminer la forme de la matrice de u dans la base précédente.

2. Montrer que v commute avec u si et seulement si ¢’est un polynéme en u.

Exercice 5 (Endomorphisme nilpotent) Soient F un K-espace vectoriel de dimension n et u
un endomorphisme de E. Montrer que si u est nilpotent alors u™ = 0. On pourra considérer le
plus petit entier p > 1 tel que u? = 0 et construire une famille libre a p éléments dans F.

Exercice 6 Soient F = R[X]<3 et u: E — E 'application qui & un polynéme P € E associe le
reste de la division euclidienne de X P(X) par X4 — 1.

1. Montrer que u est un endomorphisme de E et donner sa matrice dans la base canonique
(1, X, X2 X3).

2. Déterminer le polyndéme caractéristique de wu.

3. Déterminer le polynéme minimal de u. [’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

4. Montrer que X* —1 se factorise dans R[X] en un produit de trois polynémes deux & deux
premiers entre eux.

5. En déduire une décomposition de E en somme directe de deux droites et d’un plan
stables par u. Déterminer la restriction de u a chacun de ces sous-espaces. Déterminer
une réduction de w en matrice diagonale par blocs et donner une matrice de passage
correspondante.

Exercice 7 Parmi les matrices suivantes, déterminer celles qui sont semblables :

1 00 010 0 01 2 00 020
My=(0 0 0|, Mi=|0 0 Of,Ms=10 0 O|,Myq=1{(0 0 O}, M;=1[{0 0 Of,
000 000 000 000 000
100 100 010 110 010
Mg=10 1 Of,M;=10 2 Of,Ms=11 0 Of,My=10 0 O, Mp=1]0 0 1
00 2 0 01 00 2 000 000

Exercice 8 Soit M € M, (R).

1. On suppose que M est annulée par X (X — 1)(X — 2). Pour k > 3, exprimer M* en
fonction de I,,, M et M?.

2. Méme question si on suppose que M est annulée par (X — 1)*(X — 2).
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Exercice 9 Que peut-on dire d’'un endomorphisme u d’un R-espace vectoriel de dimension finie
qui est annulé par X3 —1et X2 —2X +17

11
Exercice 10 Calculer le polynéme minimal de A = 0 1] € M3(R). En déduire que A est
01

inversible, expliciter A~! et déterminer A°.

M,
Exercice 11 Soit M = une matrice diagonale par blocs carrés. Exprimer le

My
polynéme minimal de M en fonction des polyndémes minimaux des blocs My, ..., M.

Exercice 12 Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E et
[y, le polyndome minimal de w.

1. On suppose que u est inversible. Montrer qu’il existe un polynéme @ € K|[X] tel que
ut = Q(u).

2. Soit P € K[X]. Montrer que P(u) est inversible si et seulement si P et p, sont premiers
entre eux.

Exercice 13 Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie, u et ' deux endomorphismes
de F et X et N dans K.

Enoncé ‘ V/F ‘
Pour P € K[X], si A est valeur propre de u alors P(\) est valeur propre de P(u).
Si A est valeur propre de u et \ est valeur propre de v’ alors A+ X est valeur propre
de u + '

Si A est valeur propre de u et A\ est valeur propre de u' alors A\ est valeur propre
de uou'.

Si u est diagonalisable alors u? est diagonalisable.

Si u est trigonalisable alors u? est trigonalisable.

Si u? est diagonalisable alors u est diagonalisable.

Si u? est trigonalisable alors u est trigonalisable.

Si u et ' ont méme polyndme caractéristique alors ils sont semblables.

Si u et ' ont méme polynéme minimal alors ils sont semblables.

Si le polynoéme caractéristique d’une matrice A € M, (R) est scindé sur R et si A
est diagonalisable sur C alors A est diagonalisable sur R.




