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ECHANGES D’INTERVALLES ET SURFACES DE TRANSLATION

par Jean—Christophe YOCCOZ

1. INTRODUCTION

Soit M une surface de Riemann compacte de genre ¢ > 1 et w une 1-forme ho-
lomorphe sur M, non identiquement nulle. Notons ¥ ’ensemble des zéros de w. Les
primitives locales de w constituent un atlas sur M — ¥ dont les changements de carte
sont localement des translations. Inversement, un tel atlas munit M — 3 d’une structure
complexe (qui se prolonge a M) et d’une 1-forme holomorphe pour cette structure. On
appelle surface de translation cette structure géométrique. Elle définit naturellement
sur M — ¥ une forme d’aire et un champ de vecteurs vertical (s’écrivant a% dans les
cartes).

Pour analyser la dynamique du flot vertical, on peut considérer ’application de pre-
mier retour sur un segment horizontal. L’application ainsi définie est un échange d’in-
tervalles : une transformation biunivoque qui est localement une translation a ’excep-
tion d’'un nombre fini de discontinuités.

Le cas du genre 1 est classique et bien connu : le champ de vecteurs est un champ
constant, en général irrationnel : la transformation de premier retour a une ou deux
discontinuités. Les échanges d’intervalles ayant une seule discontinuité sont simplement
des rotations sur le cercle apres identification des extrémités du segment.

Voici presque 30 ans, Rauzy [Ra] et Veech [Vel] ont défini pour les échanges d’in-
tervalles un algorithme qui généralise 'algorithme de fraction continue si important
pour étudier les propriétés diophantiennes des nombres irrationnels. La définition et
quelques propriétés de cet outil fondamental sont rappelées au §2. Veech s’en est servi
pour démontrer de nombreuses propriétés profondes des échanges d’intervalles : cf. [Ve2],
[Ve3], [Ved]. Une variante tres utile de I'algorithme a été mise au point par Zorich [Zo2].

Une des propriétés tres surprenantes de presque tout échange d’intervalles (quand la
combinatoire n’est pas celle d'une rotation) est le mélange faible : d’abord démontré
par Katok-Stepin pour 3 intervalles (ou plus généralement dans le cas de genre 1), elle
a ensuite été obtenue par Veech sous une hypothese un peu moins restrictive sur la
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combinatoire, avant d’étre prouvée en toute généralité par Avila-Forni. Ce résultat est
présenté au §4.

Auparavant, nous rappelons au §3 quelques propriétés des surfaces de translation,
leurs relations avec les échanges d’intervalles, et introduisons les espaces de modules
MW (M, X, k) pour les surfaces de translation d’aire 1. Cet espace de modules est na-
turellement muni d’une action de SL(2,R) ; on appelle flot de Teichmiiller la restriction
de cette action au sous-groupe diagonal. La relation entre flot de Teichmiiller et algo-
rithme de Rauzy-Veech est la méme qu’entre flot géodésique sur la surface modulaire
et algorithme usuel de fraction continue (le cas de genre un) : I'un s’obtient comme
suspension de 'extension naturelle de 'autre.

Pour définir les espaces de modules MW (M, %, k), on a fixé les multiplicités,
ki — 1,..., ks — 1 des zéros A;... A, de la 1-forme w. Les espaces de modules ainsi
définis ne sont pas toujours connexes, mais ils ont au plus 3 composantes connexes.
Kontsevich et Zorich ont completement classifié ces composantes au moyen de deux
notions : hyperellipticité et parité du spin. Leur travail est présenté succintement au
86.

Au-dessus du flot de Teichmiiller sur chaque composante de MM (M, ¥, k) est défini
un cocycle, dit de Kontsevich-Zorich, dont les propriétés gouvernent dans une large me-
sure la dynamique de presque tout échange d’intervalles. Comme le flot de Teichmiiller
est ergodique sur chaque composante d’apres un résultat fondamental de Masur et
Veech, on peut en calculer les exposants de Lyapunov. La non nullité de ceux-ci avait
été démontrée par Forni et fait 'objet d’un séminaire Bourbaki antérieur [Kri]. Confir-
mant une conjecture de Zorich, Avila et Viana ont démontré la simplicité des exposants
de Lyapunov pour le cocycle de Kontsevich-Zorich. Leur résultat est présenté au §5.

Parce que le flot de Teichmiiller s’integre dans une action de SL(2,R), son ergodi-
cité implique qu’il est mélangeant. Avila, Gouezel et moi-méme avons montré qu’il est
méme exponentiellement mélangeant. Cela implique une propriété de trou spectral et
est discuté au §7.

Les échanges d’intervalles, les surfaces de translation et leurs espaces de modules
ont fait 'objet de tres nombreuses recherches dans la décennie écoulée et les résultats
présentés ci-apres ne représentent qu’'une partie de cette activité. J’ai choisi de présenter
des résultats se rattachant plutot a la théorie des systemes dynamiques. Parmi les
nombreux résultats importants non abordés par cet exposé, citons

— la détermination par Eskin et Okunkov du volume des espaces de modules [EOK];

— Pestimation asymptotique du nombre de connexion de selles par Eskin-Masur [EM]
et Eskin-Masur-Zorich [EMaZo| ;

— les travaux de Hubert, Lanneau, Lelievre, Mdller, Schmidt sur les groupes de Veech,
stabilisateurs des points de I’espace des modules pour I'action de SL(2,R) [HuLa],
[HuLaMol, HuLLaMo2] [HuLel, HuLe2], [HuMaScZo| [HuSdt1] a [HuSdt5];

— la détermination indépendamment par McMullen [McM1] a [McM7] et Calta [Clt]
des ensembles fermés transitifs pour I'action de SL(2, R) sur les espaces de modules
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en genre 2, et en particulier la classification des orbites fermées de cette action
(surfaces de Veech);
Le lecteur pourra consulter avec profit le trés complet exposé de Zorich [Zol] pour
une introduction a ces questions.

2. ’ALGORITHME DE RAUZY-VEECH-ZORICH POUR LES
ECHANGES D’INTERVALLES

2.1. Echanges d’intervalles

Un échange d’intervalles est une transformation biunivoque d’un intervalle borné
dans lui-méme qui est localement une translation a l'exception d’un nombre fini de
singularités.

Dans l'optique de I'algorithme décrit ci-dessous, il est préférable de nommer les in-
tervalles de continuité. On se donne donc un alphabet fini A, avec d := #A > 2, et
deux bijections 7y, m, de A sur {1,...,d} qui indiquent I'ordre dans lequel sont rangés
les sous-intervalles dans le domaine et dans I'image de la transfromation. On supposera
toujours que cette donnée combinatoire m = (m;, 1) est irréductible :

o ({1 kY £ (L, k), VI<Ek<d

Sinon, la transformation considérée est une juxtaposition de deux transformations
plus simples. Etant donné un vecteur de longueurs A = (\,)aca € R7, on pose

I=(0, A\ et

fc’i:( > s >, /\ﬁ)

7T'Eﬂ<7'r€a ﬂ-EﬁSﬂ-Ea
pour e =t,bet a € A.
On définit une matrice antisymétrique 2 = Q(7) par

1 si ma<mB,ma > m0,
Qup=<¢ —1 si ma>mb, ma < ms,
0  sinon,

puis I’échange d’intervalles T' = T  par
T(I) =x+ Z Qaﬁ)\ﬁ7 T € I};
B

de sorte que T(I.) = I°.

Les singularités de T' (resp. de T~') sont les d — 1 points de [ —UI? (resp. de I —UI?)
et sont notées ul < ... < uf , (resp. u§ < ... < uf ;). Une connexion est une
relation T™(u?) = ub(m > 0,1 <i,j < d) qui correspond a une orbite de T joignant
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deux singularités. Keane a montré [Keal] qu'un échange d’intervalles sans connexion est
minimal, et qu'un échange d’intervalles dont les coordonnées du vecteur de longueurs
sont rationnellement indépendantes est sans connexion.

Pour d = 2, un échange d’intervalles est sans connexion si et seulement s’il correspond
a une rotation irrationnelle.

2.2. Le pas élémentaire de P’algorithme de Rauzy-Veech

Soit T' = Ty, un échange d’intervalles. Notons ay, ap les lettres telles que m (o) =
™ b(Oé(,) d.

Supposons T sans connexion. On a donc en particulier uf, | # uf_ L On pose 1=
(0, max(uf,_;,u_,)) et on note T I'application de premier retour dans I,

L’application T est un échange d’intervalles sans connexion T (sur le méme alpha-

bet A). Siuf | >ub |, ona

'ﬁ' = ('ﬁ't,'frb) = Rt(ﬂ')

avec m; = m; et

yye’ si ma < may,
=< ma+1 si moy < mpa < d,
oy + 1 si mpa = d,

ainsi que

/):a = O F
Aoy = Aoy — Ay -
b

Les formules pour u),_; > ul, ; sont analogues, en échangeant b et .

2.3. Diagrammes de Rauzy

Une classe de Rauzy sur un alphabet A est un ensemble non vide de données
combinatoires irréductibles qui est stable par R; et R, et minimal (pour l'inclusion)
parmi les ensembles ayant cette propriété. Le diagramme de Rauzy associé est le
graphe dont les sommets sont les éléments de la classe et les fleches (de type top ou
bottom) joignent un sommet 7 a Ry et Rym. Comme R, et R, sont biunivoques, chaque
sommet est aussi extrémité d'une fleche de chaque type. Le gagnant d'une fleche de
type top (resp. bottom) issue de 7 est la lettre oy telle que may = d (resp. la lettre oy
telle que map, = d), le perdant est la lettre o (resp. ay). A une fleche v de type top
(resp. bottom) issue d’'un sommet 7 est associée la matrice B, € SL(Z*) définie par

B,=1+FE,
(resp. B, = 1+ E,,q,,), ou E,g désigne la matrice élémentaire dont le seul coefficient

non nul, égal a 1, se trouve en position a3. A un chemin v = ~; ...~ dans le diagramme
de Rauzy est associé le produit B, = B, ... B,,.

bt
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2.4. Les algorithmes de Rauzy-Veech et Zorich

Soit T = T© = = 0 un échange d’intervalles sans connexion sur un intervalle
I = IO, Comme l’échange d’intervalles T = T® sur I = I obtenu par le pas
élémentaire décrit en 2.2. est sans connexion, on peut itérer le processus et construire
une suite d’échanges d’intervalles T opérant sur une suite décroissante d’intervalles
I™  On a ﬂ[(") = ¢. On note T™ = Tz, €t y(n,n + 1) la fleche de 7™ vers

n>0

7" (de type top ou bottom suivant qu’on a appliqué R, ou R;). Pour m < n, on
note y(m,n) le chemin composé des y(I,l + 1),m < [ < n. Les vecteurs de longueurs
vérifient

Q(rN™ = B

Y(m,n)

Q(ﬂ(m)))\(m).

Pour chaque donnée combinatoire 7, la matrice antisymétrique Q(7) définit une forme
symplectique sur I'image H(m) := Im{)(r). La matrice B, = définit alors un isomor-
phisme symplectique de H(7™) sur H (7).

Suivant Zorich, il est souvent préférable d’accélérer ’algorithme ci-dessus, en regrou-
pant en une seule étape les pas consécutifs qui correspondent a des fleches du méme
type. Lorsque d = 2, on retrouve ainsi l'algorithme d’Euclide, c¢’est-a-dire 1'algorithme
de fraction continue usuel.

2.5. Dynamique des algorithmes

Soit R une classe de Rauzy sur un alphabet A. Le pas élémentaire de I'algorithme

de Rauzy-Veech :

-~

(m,\) — (T, \)

(cf. 2.2) induit une application de R x P(R%') dans lui-méme notée Qpy. Cette applica-
tion admet une unique mesure invariante absolument continue [Ve2]; cette mesure est
conservative et ergodique mais sa masse est infinie, ce qui ne permet pas de déployer tout
I’arsenal de la théorie ergodique. C’esst pourquoi il est souvent préférable de considérer
Papplication Q (sur le méme espace R x P(R7)), induite par la version accélérée a la
Zorich de l'algorithme. En effet, application )z admet a nouveau une unique mesure
invariante, absolument continue [Zo2]; mais cette mesure (ergodique) est maintenant
finie.
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3. LES SURFACES DE TRANSLATION ET LEURS ESPACES DE
MODULES

3.1. Surfaces de translation

Soit M une surface topologique orientable compacte de genre g > 0, % = {A;,..., As}
une partie finie non vide de M et Kk = (Ky,...,Ks) un s-uplet de nombres entiers
strictement positifs tel que ¥(k; — 1) = 2g — 2.

Une structure de surface de translation sur (M, 3, k) est un atlas maximal de cartes
sur M — ¥ par des ouverts de C ~ R? qui vérifie

(i) les changements de cartes sont localement des translations;

(i) pour chaque 1 <1 <'s, il existe un voisinage V; de A;, un voisinage W; de 0 € C et
un revétement ramifié d’ordre k;

Di - (VuAi) — (Wi70)

tel que les restrictions injectives de p; soient des cartes de 1’atlas.

De fagon équivalente, on se donne une structure complexe sur M, et une 1-forme
holomorphe w ne s’annulant pas sur M — ¥ et admettant en A; un zéro d’ordre x; — 1 ;
les cartes de 'atlas sont obtenues par intégration de w Une structure de surface de
translation sur (M, ¥, k) induit canoniquement

— une orientation sur M ;
— une forme d’aire, ne s’annulant pas sur M — X
— un champ de vecteurs vertical a% et un champ de vecteurs horizontal 8% sur M — 3.

3.2. L’espace de Teichmiiller

L’espace de Teichmiiller Q(M, 3, k) est 'ensemble des structures de surface de
translation sur (M, %, k) modulo l'action du groupe des homéomorphismes de M qui
sont isotopes a l'identité rel. ¥. L’intégration de la 1-forme holomorphe (donc fermée)
associée a une structure de surface de translation définit une application de période :

0:Q(M,%, k) — Hom (H\(M,%,Z),R?) = H'(M, %, C).

On peut munir Q(M, X, k) d’une topologie qui fait de © un homéomorphisme local.
L’application © permet de transférer sur Q(M, 3, k) une structure de variété complexe
(de dimension d := 2g + s — 1) et une forme volume canonique.

Si ¢ est une structure de surface de translation sur (M, >, k) et g € GL(2,R), 'atlas
obtenu en composant par g les cartes de ( est encore une structure de surface de
translation sur (M, ¥, k). On en déduit une action a gauche de GL(2,R) sur Q(M, X, k).
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3.3. L’espace des modules et le flot de Teichmiiller

Le groupe modulaire Mod(M, ) des classes d’isotopie rel. ¥ agit sur l'espace
de Teichmiiller Q(M, 3, k). Cette action préserve le volume canonique et commute
avec l'action de GL(2,R). L’espace quotient est I'espace des modules et est noté
M(M, 3, k). Comme 'action de Mod(M, X) est proprement discontinue mais en général
pas libre, M(M, ¥, k) est un orbifold. L’espace des modules est muni d’une action de
GL(2,R).

Une surface de translation est automatiquement munie d’'une forme d’aire, dont
I'intégrale sur la surface définit une fonction sur Q(M,% k) et M(M,%, k). On
désignera par QW (M, %, k) (resp. MW(M, X, k)) I'hypersurface correspondant & une
aire totale égale a 1. Ces hypersurfaces héritent d’'une mesure canonique, et sont
invariantes par l'action de SL(2,R), action qui préserve cette mesure canonique.

Le flot de Teichmiiller est la restriction au sous-groupe diagonal diag(ef, e™*) de lac-
tion de SL(2,R) sur MW (M, ¥, k). Le résultat suivant est fondamental :

THEOREME 3.1 ([Ma] [Ve2]). — (Masur, Veech) La masse totale de MM (M, ¥, k) est
finie. Le flot de Teichmiiller est ergodique, et méme mélangeant, sur chaque composante
conneze de MW (M, Y k).

Les composantes connexes de M(l)(M , 2, k) ont été déterminées par Kontsevich et
Zorich (voir §6 ci-dessous) ; il y en a entre 1 et 3 suivant les valeurs de g, &.

Pour ¢ = s = 1, on retrouve des objets tres classiques : l'espace de Teichmiiller
s’identifie & GL(2,R), 'espace des modules a GL(2,R)/GL(2,7Z), 'espace des modules
normalisé & SL(2,R)/SL(2,7Z) et le flot de Teichmiiller au flot géodésique sur la surface

7 N

modulaire.

3.4. Les surfaces de translation comme suspensions d’échanges d’intervalles

Soit ¢ une structure de surface de translation sur (M, %, k). Soit S un segment hori-
zontal. L’application de premier retour sur S du flot engendré par le champ de vecteurs
vertical a% est un échange d’intervalles; cependant, si S ne rencontre pas toutes les
orbites du flot, cet échange d’intervalles ne représente pas toute la dynamique du flot.
Par ailleurs, comme le montre déja I’exemple d’un flot irrrationnel sur un tore, un choix
arbitraire de S peut créer un échange d’intervalles inutilement compliqué. Ceci conduit
a la définition suivante : un segment horizontal S est bon si
(i) son extrémité gauche est A; € ;

(ii) lintérieur de S rencontre toute connexion verticale (un segment vertical dont les
deux extrémités, éventuellement confondues, appartiennent a ) ;

(iii) son extrémité droite soit est un point de ¥, soit est reliée & un point de ¥ par un
segment vertical qui ne rencontre pas l'intérieur de S.

Lorsque la surface de translation ne possede pas de connexion verticale, ou ne possede
pas de connexion horizontale, il existe toujours de bons segments horizontaux.
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Comment reconstruire une surface de translation a partir de ’application de retour
du flot vertical sur un bon segment horizontal ?

Soit T' = T , un échange d’intervalles ; on se donne aussi un vecteur de suspension
T = (Ta)aca Vérifiant

(1) UZ::ZTQ>O, vg::ZTa<O, 1<k <d.
ma<k ma<k

Dans les cas favorables, les deux lignes polygonales joignant dans C = R? le point 0
au point Y Ay + 1Y, To via les points uf + i, 1 <k < d (resp. u} +v?,1 <k < d)
délimitent un polygone et on obtient une surface de translation en identifiant les cotés
paralleles de ce polygone. Une construction dite de “zippered rectangles” due a Veech
permet d’aboutir au méme résultat dans tous les cas.

Notons M, la surface de translation ainsi construite; l'intervalle I sur lequel T
opere devient un bon segment horizontal sur M, . et T" est 'application de retour
du flot vertical sur /. Inversement, soit S un bon segment horizontal sur une surface
de translation (M, X, k,(); écrivons I'application de premier retour sur S comme un
échange d’intervalles T ) ; il existe un unique choix de vecteur de suspension 7 tel que
(M, X, K, () soit isomorphe a M, », (I'isomorphisme étant 'identité sur S).

L’ensemble Y pour M, . est constitué des images des sommets du polygone. Le
genre g de M ) ;, le cardinal s de X et le cardinal d de A sont reliés par la formule
d = 2g+ s — 1. Les formes linéaires \, +i7,, @ € A , forment une base de H*(M, %, C);
I'image H(m) de Q(m) s’identifie alors a I’'homologie absolue de M.

3.5. Flot de Teichmiiller et algorithme de Rauzy-Veech

Le flot de Teichmiiller est, a un ensemble de codimension un pres et a un revétement
fini pres, obtenu par suspension de l'algorithme de Rauzy-Veech, ou plutot de son
extension naturelle.

Sur la surface de translation M » , du numéro précédent est en effet privilégiée une
séparatrice horizontale sortante issue du point A; de X, correspondant a l'extrémité
gauche de l'intervalle I sur lequel opere 77 ; cette extrémité est préservée au cours
de l'algorithme de Rauzy-Veech. Ce marquage de M, correspond a un revétement
M(M, S, k) de degré k.

Soit R une classe de Rauzy, D le diagramme associé. Pour chaque élément 7 de R,
notons W (m) I'ensemble des triplets (m, A, 7) qui vérifient (1), A, > 0 pour a € A et

1< Z/\a <1+ min(Aa,, Aoy )

avec may = mpap = d. Pour chaque fleche v : m — 7’ de D, on recolle une partie
des bords de W (m) et W(n') en identifiant (7, A, 7) a (7',) B;'A\.F B7'7) (car ces deux
données produisent des surfaces de translations isomorphes). Le flot de Teichmiiller
dans W () se traduit par
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donc peut étre effectivement vu comme suspension de I’extension naturelle Q gy de Qry,
version projective de l'identification ci-dessus. A chaque classe de Rauzy est associée
ainsi une composante connexe d’un espace de modules MM (M, ¥, k).

4. MELANGE FAIBLE POUR LES ECHANGES D’INTERVALLES

4.1. Ergodicité, unique ergodicité, mélange faible

Un échange d’intervalles sans connexion est minimal. Lorsque d = 2, une rotation
minimale du cercle est automatiquement ergodique et méme uniquement ergodique.

Ce n’est plus le cas pour des échanges d’intervalle pour lesquels la surface obtenue
par suspension est de genre > 2. Il existe des échanges de 4 intervalles qui sont sans
connexion mais pas ergodiques (pour la mesure de Lebesgue) [KeyNew], [Kea2].

Cependant, Masur [Ma] et Veech [Ve2] ont montré que presque tout échange d’inter-
valles est uniquement ergodique ; plus précisément, pour toute donnée combinatoire 7,
et pour Lebesgue presque tout A, 75 » est uniquement ergodique.

A l'inverse, Katok a montré [Ka| qu'un échange d’intervalles n’est jamais mélangeant.
Rappelons qu'une transformation 7" préservant une mesure m est mélangeante si on a

lirf m(T"(A) N B) =m(A)m(B)
pour toutes parties boréliennes A, B. L’ergodicité équivaut a
1 n
lim — > " (m(T*(A) N B) = m(A)m(B)) = 0.

n—-+oo N,

Une notion intermédiaire et importante entre ergodicité et mélange est le mélange
faible, qui requiert

lim % > " [m(T*(A) N B) = m(A)m(B)| = 0.

Une définition équivalente est que T' x T est ergodique pour m x m. Une autre
définition équivalente est que l'opérateur induit par T sur L*(m) n’a pas de fonction
propre non constante.
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4.2. Résultats

Bien stir, une rotation n’est jamais faiblement mélangeante, les fonctions exponen-
tielles exp 2minx étant fonctions propres.

On dira qu'une donnée combinatoire 7 est rotationnelle si my(a) — m(«) mod d est
indépendant de .

Du point de vue du mélange faible, les rotations sont exceptionnelles, comme le
montrent les résultats qui suivent (chacun améliorant le précédent) :

THEOREME 4.1 ([KaSt]). — (Katok-Stepin) Si le genre de la surface obtenue par
suspension est 1, mais m n'est pas rotationnelle, presque tout Ty \ est faiblement
mélangeant.

THEOREME 4.2 ([Ve3]). — (Veech) Si (1,...,1) ¢ H(w), presque tout T} » est faible-
ment mélangeant.

THEOREME 4.3 ([AvFor|). — (Awila-Forni) Si m n’est pas rotationnelle, presque tout
T x est faiblement mélangeant.

Avila et Forni ont aussi obtenu la version en temps continu.

THEOREME 4.4 ([AvFor]). — (Awila-Forni) Pour toutes données (M, X%, k) avec g > 2,
le flot vertical de presque toute structure de surface de translation dans M(M, %, k) est
faiblement mélangeant.

4.3. Quelques mots sur les démonstrations

Nous nous restreignons au cas des échanges d’intervalles. Soit R une classe de Rauzy.
Veech montre [Ve3] qu'il existe un ouvert non vide U C RxP(R') possédant la propriété
suivante. Supposons qu'un échange d’intervalles T ) agissant sur un intervalle I, un d-
uplet h € T# et une fonction non constante ¢ : I — T vérifient

o(Tz) = p(x) + ho,x € I'.

Alors, on a

nEiIloo ||B,y(n)h||']r,4 =0.
Q%y (mN)eU

Ici, (n) désigne le chemin dans le diagramme de Rauzy associé & R qui correspond
aux n premieres étapes de 'algorithme de Rauzy-Veech pour T ,; comme la matrice
B, est a coefficients entiers, elle opere sur T4 et ||zp4 désigne la distance a lorigine
sur ce tore.

Ce critére de Veech, appliqué a la diagonale de T4, permet d’obtenir facilement le
théoreme de Katok-Stepin et celui de Veech. Il est aussi a la base de la démonstration
d’Avila-Forni, mais la preuve dans ce cas est considérablement plus difficile.
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5. EXPOSANTS DE LYAPUNOV DU COCYCLE DE ZORICH

5.1. Les cocycles de Zorich et Kontsevich-Zorich

Soient M, ¥, k comme dans la section 3.1. Sur le produit QW(M, X, k) x H'(M,R)
de I'espace de Teichmiiller (pour les structures de surfaces de translation d’aire 1) par
le premier groupe de cohomologie, considérons le flot

e L)

avec t € R, ¢ € QW(M, X, k),n € H(M,R).

Le groupe modulaire Mod (M, X)) agit naturellement sur QV(M, %, k) x H'(M,R)
et cette action commute au flot considéré. En passant au quotient, on obtient un flot
linéaire sur un fibré vectoriel au-dessus de MW (M, X, k), qui se projette sur le flot
de Teichmiiller sur M (M, X, k). Le cocycle déterminant ce flot est appelé cocycle de
Kontsevich-Zorich [Kon].

La version discrete de ce cocycle, qui est plus concrete, avait auparavant été introduite
par Zorich [Zo2], [Zo3]. Soit R une classe de Rauzy sur un alphabet A. Sur le fibré
vectoriel

U {m} x BRY) x H(r)

TER

au-dessus du domaine A x P(R%) de Qry, considérons le cocycle

(m, A\, v) = (Qrv (T, \), Byv),

ol 7 est la fleche du diagramme de Rauzy associé a R qui correspond au pas élémentaire
de l'algorithme a partir de (7, \). On a vu que la mesure naturelle invariante par Q gy
est de masse infinie. Il est donc préférable d’accélérer le temps de ’algorithme et de
considérer plutot

(m, A\, v) = (Qz(m, \), Bsv),

ol le chemin 7 est la concaténation des fleches associées aux pas de 'algorithme de
Rauzy-Veech constituant un seul pas de l'algorithme de Zorich. Ce produit fibré au-
dessus de Q7 est appelé cocycle de Zorich.

On a rappelé que le flot de Teichmiiller s’obtient, a revétement fini pres et a un
ensemble de codimension un pres, comme suspension de ’extension naturelle de 1’algo-
rithme de Rauzy-Veech ; les cocycles de Kontsevich-Zorich et de Zorich se correspondent
par suspension. Leurs propriétés dynamiques sont donc étroitement reliées, puisque seul
un reparamétrage du temps les différencie.
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5.2. Exposants de Lyapunov

Considérons une composante connexe C d'un espace de modules MM (M, ¥, k). La
restriction du flot de Teichmiiller & C est ergodique (et méme mélangeante) pour la
mesure canonique, qui est de masse totale finie. Le théoreme d’Oseledets garantit donc
I'existence d’exposants de Lyapunov

01 >0 > ... >0y

pour le cocycle de Kontsevich-Zorich.

Le caractere symplectique de ce cocycle implique qu’on a 0; 4 0441—; = 0 pour
1 << 2g.

Le résultat suivant a fait 'objet d’un séminaire Bourbaki [Kri] :

THEOREME 5.1 ([For2]). — (Forni) Le cocycle de Kontsevich-Zorich est hyperbolique :
on a b, >0.

Un résultat plus précis, conjecturé par Zorich, a ensuite été obtenu par Avila et
Viana :

THEOREME 5.2 ([AvVi]). — (Awila-Viana) Les exposants de Lyapunov du cocycle de
Kontsevich-Zorich sont simples : on a

Oh>...>0,>0,1 =—0,>...>0=—0.

Il est facile de voir que §; = 1. L’inégalité stricte 0; > 65 (qui équivaut a 'hyperboli-
cité du flot de Teichmiiller) est plus simple et avait été obtenue auparavant par Veech
[Veb].

Kontsevich [Kon| a par aileurs établi une formule pour la somme 6; + 65 + ... 46,
des exposants de Lyapunov positifs, qui correspond au taux de dilatation maximal des
sous-espaces lagrangiens dans H*(M,R).

Les exposants de Lyapunov pour le cocyle de Zorich sont proportionnels a ceux du
cocycle de Kontsevich-Zorich, donc vérifient les mémes conclusions (a part 6; = 11!).

5.3. Conséquences

Les résultats qui suivent ont été découverts numériquement par Zorich [Zo3], [Zo4],
qui a aussi montré comment les déduire des théoremes (& I’époque encore conjecturaux)
de Forni et Avila-Viana.

Soit ¢ une structure de surface de translation sur (M, X, k), générique pour la mesure
canonique sur A(M, ¥, k). Il existe alors des sous-espaces

{0} =Ey C Ei(¢) C...C E,(¢) C Hi(M,R)

avec dim E;(¢) = ¢ qui ont la propriété suivante. Pour 7" > 0, soit v(7") un lacet obtenu
en complétant un segment horizontal (pour la métrique plate définie par ¢) de longueur
T par un chemin de longueur bornée (indépendante de T); on a
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lim sup 28 WU (D), Ei(Q))
T—+4o00 1Og T

:9i+17 O§Z<ga

et

sup dist([y(T)], £(¢)) < +o0,

ou [y(T)] est la classe de v(T') dans Hy(M,R).

La version discrete de ce phénomene est la suivante. Soit 7' = T, un échange
d’intervalles, le vecteur de longueurs A\ étant générique pour la mesure de Lebesgue.
Considérons la fonction ¢ & valeurs dans Z* qui vaut e, sur I, (eq)aca désignant la
base canonique de ZA. Les sommes de Birkhoff

n—1

1=0

vérifient alors la propriété suivante. Pour tout x, on a

log dist(S,e(x), Ei(m, A))

lim sup =01, 0<i<g
et
sup dist(S,p(x), Ey(m, A)) < 400,
o By = {0} C Ey(m\) C ... C Ey(m ) C RA sont des sous-espaces avec

dim E;(m, \) = 1.

5.4. Eléments de la preuve du théoreme d’Avila-Viana

La simplicité des exposants de Lyapunov a déja une assez longue histoire. Dans
le cadre probabiliste d’'un produit de matrices aléatoires, on citera le travail pion-
nier de Furstenberg [Fur] et les résultats de Guivarch-Raugi [GR]et Goldsheid-Margulis
[GM] Dans un cadre déterministe, ceux de Ledrappier [Le|, Bonatti-Gomez-Mont-Viana

[BGV], Bonatti-Viana [BV].

La simplicité des exposants de Lyapunov est obtenue a partir de deux ingrédients :

— le caractere chaotique du flot de Teichmiiller, ou, de fagon équivalente (cf §3.5), des
applications Q7 ou Qry ; cette propriété a été établie par Veech.

— deux propriétés du cocycle de Zorich appelées “torsion” et “pincement” que nous
présentons ci-dessous.
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La propriété de torsion du cocycle de Zorich est la suivante. Soit R une classe de
Rauzy, m un élément de R, F' un sous-espace vectoriel de H(w) de dimension k, F}, ..., F
des sous-espaces vectoriels de H () de codimension k. Il existe alors un lacet v basé en
7 dans le diagramme de Rauzy associé¢ a R tel que le sous-espace B, F' soit transverse
a chacun des F;.

Pour définir la propriété de pincement, introduisons sur H () un produit scalaire
auxiliaire ; pour un lacet v basé en 7, notons o%(y) > o2(y) > ... les valeurs propres,
comptées avec multiplicité de 'opérateur B(7y)*B(7). On demande que, pour toute
constante C' > 1 et tout m € R, il existe un lacet v basé en 7 tel qu’on ait o;(vy) >
Coiy1(7y) pour 0 < i < dim H (7).

Avila et Viana établissent ces propriétés du cocycle de Zorich par récurrence sur
le nombre d’intervalles échangés. Pour d = 2, ces propriétés résultent de propriétés
élémentaires de ’algorithme classique de fraction continue. Dans 1’étape de récurrence,
on cherche a établir les propriétés de torsion et de pincement pour un diagramme de
Rauzy D a partir des mémes propriétés pour les diagrammes plus simples.

La relation entre un diagramme de Rauzy D et des diagrammes plus simples s’exprime
par 'opération de réduction. Supposons que I'un des intervalles I’ soit de longueur
négligeable ; la lettre a ne peut alors étre gagnante. On efface donc dans D toutes
les fleches dont le gagnant est . Les composantes connexes du graphe restant sont, a
quelques décorations pres, des diagrammes de Rauzy D’ dont I'alphabet est contenu
dans A — {a}. Au niveau de M (M, 3, k), cela correspond a des compactifications par-
tielles de I'espace des modules par des espaces de modules plus simples. Le genre ¢
du diagramme de Rauzy D’ est toujours au plus égal au genre g de D. L’opération de
réduction est facile a controler lorsque ¢’ = g, plus délicate lorsque ¢’ < g.

6. COMPOSANTES CONNEXES DE L’ESPACE DES MODULES

Les composantes connexes des espaces de modules M (M, ¥, k) ont été classifiées par
M. Kontsevich et A. Zorich [KonZo]. Nous décrivons dans cette section leur résultat.
Comme les surfaces considérées sont toujours connexes, il suffit de traiter le cas ou tous
les k; sont > 1, ce que nous supposons dans cette section.

6.1. Composantes hyperelliptiques

Soient d un entier > 4 et P € C[z] un polynome de degré d 4+ 1 dont les racines
sont simples. En compactifiant la surface {w? = P(z)} par un ou deux points & I'infini

suivant que d est pair ou impair, on obtient une surface de Riemann de genre g = [g]
De plus, la 1-forme holomorphe w = % ne s’annule pas a distance finie; lorsque d est
pair, w a un zéro d’ordre d — 2 = 2g — 2 au point a l'infini; lorsque d est impair, w
a un zéro d’ordre % = g — 1 en chacun des deux points a l'infini. Les surfaces de

translation ainsi définies correspondent donc aux cas
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—d=2g,s=#YX =1,k =29—1;
—d=294+1,s =#X =2,k = ky = g.

Pour a € C*,b € C les polynomes P(z) et a=2P(az + b) produisent des surfaces de
translation isomorphes. On dispose donc de d parametres complexes indépendants ; ¢’est
aussi la dimension (complexe) des espaces de modules pertinents. Pour chaque entier
d > 4, les surfaces de translation ainsi construites décrivent une composante connexe
de I'espace des modules approprié, qu’on appellera hyperelliptique.

Les cas d = 4 et d = 5 correspondent aux deux choix pour k en genre 2 : un zéro
double ou deux zéros simples pour la 1-forme w. Dans ces deux cas, I'espace des modules
est connexe et donc égal a sa composante hyperelliptique. Cela peut se voir par exemple
en considérant les classes de Rauzy avec d = #.A € {4,5}. En fait, de fagon générale,
les classes de Rauzy correspondant aux composantes hyperelliptiques sont celles qui
contiennent la donnée combinatoire 7* = (m;, m,) telle que m(a) + () = d + 1 pour
tout a € A.

6.2. Parité du spin

On suppose ici que tous les x; sont impairs > 3. Une structure de surface de trans-
lation sur (M, X, k) définit une structure complexe sur M et un diviseur canonique
Y(k; — 1) A; pour cette structure. Comme les k; sont supposés impairs, on peut former
le diviseur D = %Z(/@- — 1)A; et définir ainsi une structure spin; la parité de cette
structure est celle de la dimension de ’espace des fonctions méromorphes f telles que
(f)+D >0.

On renvoie a [Mi], [At], [Mu] pour plus d’informations. La parité de la structure
spin est invariante par déformation et est donc un invariant de chaque composante
connexe de I'espace des modules (lorsque tous les x; sont impairs!). On peut d’ailleurs
la calculer comme suit : on choisit une base symplectique a;, b;, 1 < i < g pour Hy(M,Z).
Pour chaque lacet v sur M — X, ( (M, X, k) étant muni d’une structure de surface de
translation), on définit 'indice ind () comme le degré mod 2 de I'application de S* dans
St qui associe a t 'angle entre () et la direction horizontale en (). Il ne dépend que
de la classe de v dans Hy(M,Z) car les k; sont impairs. La parité de la structure spin
est alors donnée par

Xg:(ind (a;) + 1)(ind (b;) + 1) mod 2.

i=1
6.3. Classification

Le résultat de Kontsevich et Zorich est que hyperellipticité et parité du spin classifient
les composantes. Plus précisément :

1. Lorsque I'un des k; est pair, I'espace des modules M (M, ¥ k) est connexe sauf si
s =2,k = K = g pair > 4; il y a alors une composante hyperelliptique et une
composante non hyperelliptique.
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2. Si tous les k; sont impairs, avec s > 3 ou s = 2, k1 # kg, il y a deux composantes,
distinguées par la parité du spin.

3. Lorsque s = 1,9 > 4 ou s = 2,k = Kg, g impair > 5, il y a 3 composantes, ['une
hyperelliptique et les deux autres non hyperelliptiques, distinguées par la parité
du spin.

4. Lorsque g = 2,s = 1, 'espace des modules est connexe. Lorsque g = 3 et s = 1
ou s =2,k = kg = 3, il y a deux composantes, 'une hyperelliptique, I'autre pas
(celle-ci est de spin impair).

6.4. Méthode de démonstration

La confluence des zéros de la 1-forme organise, pour chaque genre g, les différents
espaces de modules comme les strates d’une stratification. La strate minimale est alors
celle pour laquelle s =1 : la 1-forme a un seul zéro de multiplicité 2g — 2.

Kontsevich et Zorich raménent 1’analyse des strates supérieures a celle de la strate
minimale en prouvant le résultat suivant : pour toute strate S’, et toute composante
connexe C' de la strate minimale, il existe une et une seule composante de S’ dont
I’adhérence contienne C'

Reste a classifier, pour chaque genre g, les composantes de la strate minimale. Cela
se fait par récurrence sur g. Etant donné une surface de translation avec un seul zéro
A; de multiplicité 2¢g — 2, une procédure locale d’abord décrite dans [EMaZo| permet
d’attacher une anse : on dédouble A; en deux zéros A}, A (de multiplicités ki, k7), on
fend la surface suivant le segment joignant ces deux zéros et on recolle les deux cotés
de la fente aux deux extrémités d’un cylindre. On obtient ainsi une surface de genre
g+ 1 avec un seul point marqué (le recollement du cylindre ayant identifié A} et A7) de
multiplicité maximale 2¢g. La parité du spin de la surface obtenue dépend de la parité
de k.

Cette construction permet de montrer qu’il y a au moins autant de composantes
connexes qu’annoncées dans la section 6.3. Pour voir qu’il n’y en a pas plus, on procede
a nouveau par récurrence sur g et il faut cette fois “arracher” une anse, ce qui se fait
en présentant la surface comme suspension d’'un échange d’intervalles dont la donnée
combinatoire a des propriétés appropriées.

7. MELANGE EXPONENTIEL DU FLOT DE TEICHMULLER

7.1.

Soit C une composante connexe d’un espace de modules MW (M, ¥, k). Rappelons
que C est muni d’une mesure canonique, de masse totale finie, préservée par ’action du
groupe SL(2,R). Notons L2(C) I'espace des fonctions de carré intégrable et de moyenne
nulle sur C. On dispose donc d’une représentation unitaire p = pe de SL(2,R) dans

LA(0).
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L’ergodicité du flot de Teichmiiller, démontrée par Masur et Veech (cf 3.3), implique
lergodicité de 'action de SL(2,R) sur C, et celle-ci signifie que p ne contient pas la
représentation triviale. L’examen des représentations unitaires irréductibles de SL(2, R)
permet alors de conclure que le flot de Teichmiiller est mélangeant, c¢’est-a-dire qu’on a

pour tous ¢, € L2 (C), (g*) désignant le flot de Teichmiiller.

L’ergodicité de action de SL(2, R), ¢’est 'absence d’'un vecteur invariant dans L3(C).
On dit que p a un trou spectral si la propriété plus forte suivante est vérifiée : il existe
des éléments g1 ...gny de SL(2,R) et ¢ > 0 tels que, pour tout vecteur unitaire v de
L3(C), on ait

sup ||giv — v|| > e.

La propriété de trou spectral est équivalente a une propriété de la décomposition
de p en représentations unitaires irréductibles. Rappelons qu’outre la représentation
triviale, celles-ci se répartissent suivant Bargmann en série discrete, principale et
complémentaire. C’est cette derniere qui nous intéresse ; elle est paramétrée par un réel
s € (0,1), I'espace de Hilbert étant donnée par

H,={f:R>C,|f| ::/Qdedy<+oo}

2 |2 —y|17®

et 'action de SL(2,R) par

(24) s (222)

La propriété de trou spectral pour p est équivalente a la propriété suivante : il existe
e > 0 tel qu’aucune représentation de la série complémentaire avec 1 — ¢ < s < 1

n’intervienne dans la décomposition de p.

Il se trouve que la propriété de trou spectral est équivalente a une propriété dy-
namique, le mélange exponentiel pour le flot de Teichmiiller. Cette derniere propriété
sighifie qu’il existe 6 > 0 tel qu’on ait

(2) /w 0g' - < Clp, )
pour t > 0 et p, ¥ de classe C* a support compact et de moyenne nulle sur C.

THEOREME 7.1 ([AvGoYol). — Le flot de Teichmiller est exponentiellement mélangeant
pour toute composante C de tout espace de modules M(l)(M, k).

L’inégalité (2) est en fait valable pour une classe bien plus large que C*° a support
compact : la régularité Holder suffit, avec une condition de croissance a 'infini.
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7.2.

Le mélange exponentiel est caractéristique des systemes dynamiques les plus chao-
tiques. C’est par exemple une propriété classique des difféomorphismes d’Anosov du
tore T™ préservant la mesure de Lebesgue. On sait depuis Veech [Ve5| que le flot de
Teichmiiller est hyperbolique (cela équivaut a l'inégalité 6, > 6y de 5.2). Pour ob-
tenir le mélange exponentiel du flot de Teichmiiller, il y a par rapport au cas des
difféomorphismes d’Anosov deux difficultés :

— on a affaire a un flot plutét qu’a un difféomorphisme ;
— défaut d’uniformité et de compacité.

Que la premiere difficulté soit sérieuse apparailt des qu’on observe qu’une suspension
en temps constant d’un difféomorphisme d’Anosov ne peut étre mélangeante. C’est
Dolgopyat [Do| qui a le premier développé des outils permettant de montrer le mélange
exponentiel pour certains flots d’Anosov. Baladi et Vallée [BaVa] ont développé ces
techniques dans un cadre assez proche de celui du flot de Teichmiiller, et ces techniques
sont adaptées dans l'article [AvGoYo.

7.3.

La maitrise des problemes d’uniformité et de compacité repose sur une estimation
“diophantienne” que nous présentons ci-dessous. Fixons un diagramme de Rauzy D et
un sommet 7 de D. Munissons 'ensemble {75 y,> A\, = 1} de la mesure de Lebesgue
normalisée en probabilité. A chaque 7' € A, sans connexion, on associe (cf. 2.4) un
chemin " dans D issu de 7 et une suite (7™) d’échanges d’intervalles qui sont les
applications de premier retour de T sur une suite décroissante d’intervalles (1), Notons
Q™ le plus grand temps de retour de 7' dans I™. Pour chaque entier n, notons n' le
plus petit entier (dépendant de T') tel que tous les coefficients de la matrice B, n+)
soeint strictement positifs.

THEOREME 7.2 ([AvGoYol). — Il existe des constantes ¢ > 0,0 > 0, ne dépendant
que de D, telles que l'inégalité suivante soit vérifiée : pour tout chemin fini vy dans D
issu de w (de longueur n) et toute constante A > 2, on a

P(Q™) > AQ™|Y"(0,n) = 70) < C(log A)°A™".

La démonstration utilise comme dans [AvVi| (cf. §5.4) une récurrence sur le nombre
d’intervalles via des opérations de réduction.

On notera que de telles conditions diophantiennes apparaissent dans [MmMSsY], ou
les résultats fondamentaux de Forni [Forl] sur I’équation cohomologigue sont précisés;
mais 'estimation de mesure de [MmMsY] est bien plus faible que I'estimation ci-dessus.
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