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�®¡¯�°%±¤²�³�´'¯�µ¶±T® ·
¸T¹»º�¼ ´e½I¾T°v±T³�®�² ¿
· ¹»À µ¶®�Á ¼ °*µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�Ä ¸�Å
Æ�¹�Ç ÁD±hÈÉÁg¯�°%Ê�±hË:¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²&ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ·T·
Å�¹ �°%° ¼ ¯vµ�±T® ¼ Ã�µ�¯�ÊÉ±ZË5Ã¶µ�®�Á ¼ °/µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®�Ä ÆTÆ
Î¤¹»Ï Ê¤® ¼ ÈÉµ¶´DÄ�±hËN¯�Ð�Á-°%ÁD®�±T°%È ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ�µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h® Æ¡Ô
¿ ¹ Ñ ¼ ³�ÌgÊ�´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ Å�¸
Õ Í�ÍGÁ'®�²�µ�Ö Õ ¹�× ±TÈ�Í�³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�±hËN¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ�´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ ÅIÎ
Õ Í�ÍGÁ'®�²�µ�Ö º�¹ Õ ®�±h¯vÐ�ÁD°�²�ÁgØ\®�µ¶¯vµ�±T®�±ZË:¯vÐ�Á-ÁgÖM¯�Á'®�²�ÁD²ÙÑ ¼ ³�Ì'Ê�´'Ã ¼ Ä%Ä ÅIÔ
Ñ�Á'Ë=ÁD°%ÁD®�´'ÁDÄ Å¡Ú
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Õ ¾TÁD±M²�Á'Ävµ�´,+\±.- µ�® ¼ ¾hµ¶ÂTÁ'® ²�µ�°vÁ'´'¯vµ�±T® ±T® ¼ ¯v° ¼ ®�ÄvÃ ¼ ¯�µ�±h® Äv³�°VË ¼ ´DÁ�µ�®�²�³�´DÁ'Ä�±h® ¼ ¯�° ¼ ®�Ä%ÂhÁD°%ÄvÁ
ÄvÁ'¾TÈ�ÁD®¡¯ ¼ ® µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁLÈ ¼ Í ¹ Ï ÊM® ¼ È�µ�´�±hË�Äv³�´eÐ ¯�° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�Ð ¼ Ä,/8ÁDÁ'® ÁgÖM¯�Á'®¤Ò
Ävµ�ÂTÁ'Ã¶Ê�Ä%¯v³�²�µ�Á'²?²�³�°%µ�®�¾�¯�Ð�Á'ÄvÁ+Ã ¼ Ä%¯{¯�Ð�µ¶°%¯�Ê&ÊTÁ ¼ °vÄ�Í�°v±�ÂMµ�²�µ¶®�¾ ¼ Í�Í�Ã�µ¶´ ¼ ¯vµ�±T®�Ä*¯v±�/�µ�Ã¶Ã�µ ¼ °v²�Ä*µ¶®�° ¼ ¯�µ¶±T® ¼ Ã
Í8±TÃ¶ÊM¾T±T®�Ä10I¯�±(È�Á ¼ Ä%³�°vÁ'²�Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�±h®�Äv³�°VË ¼ ´DÁ'Ä10M¯�±32NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�ÁD°�¾TÁ'±TÈÉÁg¯�°VÊ ¼ ®�²�²�ÊM® ¼ È�µ�´'Ä10MÁ'¯v´ ¹
�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h®�Ä ¼ °vÁ�´'Ã�±TÄ%ÁDÃ�Ê °%ÁDÃ ¼ ¯�Á'² ¯�± Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ® ²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�Ä�±T® Ñ�µ�ÁgÒ

È ¼ ®�® Äv³�°VË ¼ ´DÁ'Ä ¹ l¯�µ¶Ä7-FÁDÃ¶Ã*½I®�±.-�® ¯�Ð ¼ ¯�¯vÐ�Á&´D±T®¡¯vµ�®I³�ÁD² Ë=° ¼ ´g¯�µ¶±T®�Ä+ÁD®�´D±M²�Á�´'³�¯v¯vµ�®�¾ ÄvÁ�8I³�ÁD®�´'ÁDÄ
±hË�Ð¡ÊMÍGÁ'°9/8±TÃ�µ¶´�¾TÁ'±¤²�Á'Ävµ¶´DÄ�±T®Ù¯vÐ�Á;::±hµ�®�´ ¼ °9<(³�Í�ÍGÁ'°�Ð ¼ Ã�Ë¢Ò�Í�Ã ¼ ®�Á ¹>= µ�È�µ�Ã ¼ °vÃ�Ê?0�¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐLµ�®¤Ò
²�³�´g¯�µ¶±T®A@ ¼ ® ¼ Ã¶±T¾T±T³�Ä�¯�±CB�³�´DÃ¶µ�²�Á ¼ ® ¼ Ã�¾T±h°vµ¶¯vÐ�È�D�Í�°%±)ÂMµ¶²�ÁDÄ ¼ ²�µ�Ä%´D°vÁg¯�Á�ÈÉ±M²�Á'ÃrË=±T°*¯�Ð�ÁE2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�ÁD°
¾TÁ'±¤²�Á'Ävµ¶´DÄF+\±.-G@IH�Ñ ¼ ³ ÔhÚ 0�Ó�ÁDÁ1J¡· 0 Õ °%® ÚhÅ�K D ¹
L}Ä%µ�®�¾ ¯vÐ�µ�Ä�°vÁDÃ ¼ ¯�µ¶±T®NM ¹PO�¼ Ä%³�°�µ�®QH O�¼ ÄRJ¡· K�¼ ®�²NS ¹ Õ ¹ Ó�ÁDÁ'´eÐ µ¶®TH Ó�Á'ÁUJ¡· K Ð ¼ ÂTÁ?µ¶®�²�ÁDÍ8ÁD®MÒ

²�Á'®I¯vÃ¶Ê Í�°v±�ÂTÁ'² ¯vÐ�ÁWV�Á ¼ ®�Á�X�Ä�´'±T®ZY%ÁD´g¯�³�°%ÁA@=³�®�µ68M³�Á�ÁD°v¾h±¤²�µ¶´Dµ�¯�Ê ±hË ¼ Ã¶ÈÉ±hÄ%¯ ¼ Ã¶Ã�µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ
¯�° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®�ÄRD ¹ L{Ävµ¶®�¾�´D±TÈ[/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ�´DÄ{±hË�Ñ ¼ ³�ÌgÊ�´'Ã ¼ Ä%ÄvÁDÄ�0$V}±T®¡¯vÄvÁ'ÂMµ¶´eÐ ¼ ®�²]\r±T°vµ¶´eÐÙ´DÃ ¼ ÄvÄ%µ¶Ø\Á'²
¯�Ð�Á+´D±T®�®�ÁD´'¯vÁD² ´D±TÈ�ÍG±h®�ÁD®¡¯�Ä�±ZËFÄV¯�° ¼ ¯ ¼ ±hË�¯�Ð�Á+ÈÉ±M²�³�Ã¶µ:Ä%Í ¼ ´DÁ'Ä�±ZË Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ®Ù²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä;H_V`\ba ÆcKs¹
O ±T°%Á�°vÁ'´DÁD®¡¯vÃ¶Ê?0 Õ ÂMµ�Ã ¼ 0 Ç ±T³�d'ÌDÁ'Ã ¼ ®�²�e�±¤´'´D±TÌ�Í�°v±�ÂTÁ'²�¯vÐ�Á�ÁgÖ¤Í8±T®�ÁD®¡¯vµ ¼ Ã<²�ÁD´ ¼ Ê�±ZË:´'±T°v°%ÁDÃ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�Ë=±T°
¯�Ð�Áf2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�Á'°�¾TÁD±M²�Á'Ävµ�´3+�±c- ¼ Ã¶Äv±&³�Ävµ¶®�¾ ¼ °vÁ'®�±T°vÈ ¼ Ã¶µ�Ì ¼ ¯�µ�±h®�±hË�¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h®
@AÄ%ÁDÁgHh\r±h° Ú ¿	0 Õ Ç e>aT¿ K D ¹ Õ Â¤µ¶Ã ¼�¼ ®�² Ó�µ ¼ ® ¼ ³�ÄvÁD² ´D±TÈ[/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ�´DÄ�±hË*Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®Ù¯v±
Í�°%±)ÂhÁ�¯vÐ�Á&Ävµ�È�Í�Ã¶µ�´Dµ�¯�Ê ±ZË�¯�Ð�Á�Á'ÄvÄ%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã}Í ¼ °%¯�±hË}¯�Ð�Á À Ê ¼ Í�³�®�±�Â ÄvÍ8ÁD´'¯v°v³�È ±hË}¯�Ð�ÁW2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�ÁD°
¾TÁ'±¤²�Á'Ävµ¶´�+\±.- ±T® ¯�Ð�Á&ÄV¯�° ¼ ¯ ¼ ±hË Õ /8ÁDÃ�µ ¼ ® ²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶ÄW@AÄ%ÁDÁ]H Õ Ó>a ÔZK D ¹ Ñ{Á'´DÁ'®I¯vÃ¶Ê º ³¤Ë=Á'¯�±�Â ¼ ®�²
Ç ³�°vÁgÂ¤µ¶´eÐ�Í�°%±�ÂTÁD²Ù¯vÐ�Á�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�ÁD®�´DÁ ¼ ®�²�³�®�µ68I³�ÁD®�Á'ÄvÄ}±hË"¯�Ð�Á�È�Á ¼ Ä%³�°vÁ�±hË"È ¼ Ö¤µ�È ¼ Ã<Á'®¡¯�°v±hÍIÊ&Ë=±T°�¯�Ð�Á
2NÁDµ�´eÐ�È34�Ã�Ã¶ÁD°{¾TÁD±M²�Á'Ävµ�´i+\±.- ±T®�¯�Ð�Á(È�±M²�³�Ã�µOÄ%Í ¼ ´DÁ+±ZË Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ®�²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶Ä[H º*Ç a ÔcKa¹ Õ Â¤µ¶Ã ¼�¼ ®�²
j\±T°v®�µ3Í�°v±�ÂTÁ'²�¯vÐ�Á`-FÁ ¼ ½�ÈÉµ�Ö�µ¶®�¾(Ë=±T° ¼ Ã¶ÈÉ±TÄV¯ ¼ Ã¶Ã<µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã3ÁmÖ�´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h®�Ä ¼ ®�²&¯�° ¼ ®�Ä�Ò
Ã ¼ ¯�µ�±h®�+\±.-�Ä[H Õ j�a ÔcKa¹
2*Ð�Á'ÄvÁ�ÁmÖ ¼ ÈÉÍ�Ã�ÁDÄOÄ%Ð�±.- ¯�Ð ¼ ¯:Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ(µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®>-�Ð�µ¶´eÐi- ¼ Ä:µ¶®�µ¶¯vµ ¼ Ã¶Ã¶Ê�Á'Ã ¼ /8±T° ¼ ¯�ÁD²-¯�±{Í�°%±)ÂhÁ

ÁD°%¾T±M²�µ�´'µ¶¯�Ê�±hËNµ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã<ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯v° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¼ ®�²�Á'°v¾T±M²�µ�´'µ¶¯�ÊÉ±hËO¯�Ð�Á>2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�Á'°�¾TÁ'±¤²�Á'Ävµ¶´
+\±.- µ¶Ä10 ¼ ´'¯�³ ¼ Ã�Ã�Ê?0¤ÂhÁD°VÊ&Á�k�´Dµ¶ÁD®¡¯}Ë ¼ °F/GÁgÊT±T®�²&¯�Ð�ÁDÄvÁ�µ�®�µ¶¯�µ ¼ Ã8Í�°v±?/�Ã�ÁDÈ�Ä ¹
M}±.-FÁ'ÂhÁD°10 ¼ Ã�Ã:¯�Ð�Á ¼ Ë=±T°%ÁDÈ�ÁD®¡¯�µ¶±T®�Á'² °%ÁDÄ%³�Ã¶¯vÄ�´'±T®�´'ÁD°v® ±T®�Ã�Ê�¯�Ð�Á�È�±M²�³�Ã�µ:ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hË Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ®?²�µ¶Ë¢Ò

Ë=ÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä ¹ 2*Ð�Á�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾W8I³�ÁDÄV¯�µ�±h®�Ä�Ë=±h°�Ä%¯v° ¼ ¯ ¼ ±ZË�ÄV¯�°vµ¶´'¯E8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´+²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä7@Aµ ¹ Á ¹ ±hË
¯�Ð�±TÄvÁ�0�-�Ð�µ�´eÐ ¼ °vÁ-®�±Z¯�¾TÃ�±?/ ¼ ÃrÄl8M³ ¼ °vÁ'Ä�±hË Õ /8ÁDÃ¶µ ¼ ®�²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶ÄmDF°%ÁDÈ ¼ µ�®�±hÍGÁ'® ¹
n}±Z¯�Á+¯�Ð ¼ ¯�¯vÐ�Ág@A´'±�D�¯ ¼ ®�¾TÁ'®I¯i/�³�®�²�Ã�Á+¯�±�¯vÐ�ÁÉÈ�±M²�³�Ã�µ:ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hË/´'³�°%ÂhÁDÄ�µ¶Ä-® ¼ ¯�³�° ¼ Ã¶Ã¶Ê�µ�²�Á'®I¯vµ¶Ø\Á'²

-�µ¶¯vÐ ¯�Ð�Á&È�±¤²�³�Ã�µ�ÄvÍ ¼ ´DÁ&±hË[o1p�qsr�tlq�uwvyx�²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�Ä ¹ j\°v±TÈ�¯�Ð�µ�Ä+Í8±Tµ�®¡¯+±hË�ÂMµ�Áz-E0�¯vÐ�Á�Ä%¯v° ¼ ¯ ¼ ±hË
Õ /8ÁDÃ¶µ ¼ ®?²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�Ä�°%ÁDÍ�°%ÁDÄvÁ'®¡¯(ÄvÍ8ÁD´'µ ¼ Ã�±h°9/�µ�Ë=±TÃ�²�Ä}±hË/Ð�µ�¾TÐL´D±M²�µ¶ÈÉÁ'®�Ävµ¶±T®?µ�®Ù¯vÐ�Á�¯v±h¯ ¼ Ã"ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hË
¯�Ð�Á(¯ ¼ ®�¾hÁD®¡¯`/�³�®�²�Ã¶Á ¹3{ ³�°�µ�®¡¯�Á'°vÁDÄV¯�µ�®|2NÁDµ�´eÐ�È34�Ã�Ã¶ÁD°�²¤Ê¤® ¼ ÈÉµ¶´DÄ ¼ ®�²L¾TÁD±TÈ�Á'¯v°%Ê�±hË�¯�Ð�Á�Ä%¯v° ¼ ¯ ¼ ±hË
Ä%¯v°vµ¶´'¯�8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´�²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�Ä}- ¼ Ä�±T®�Á�±ZË5¯�Ð�Á�È ¼ µ�®&È�±h¯�µ�Â ¼ ¯�µ¶±T®�ÄFË=±h°{²�Á'ÂTÁ'Ã�±TÍ�µ�®�¾ÉÑ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ
µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�Ë=±h°F8M³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ�´-²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶Ä ¹
n ¼ ¯�³�° ¼ Ã�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�±hË*µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾hÁ�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h®�Ä~-�Á'°vÁ�µ¶®¡¯�°v±M²�³�´'ÁD²A/¡Ê Ï�¼ ®MÒ

¯�Ð�±T®¡Ê ¼ ®�²�n{±T¾T³�Á'µ�° ¼ µ�®�H Ï n�J?J�0 Ï n Ú a K @AÄ%ÁDÁ ¼ Ã¶Äv±�H�n}±T¾?J Ú�K D ¼ Ä�´'°v±TÄ%Ä�ÄvÁD´g¯�µ¶±T®�Ä�±hË�È�Á ¼ Ä%³�°vÁ'²
Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�±T® Ä%³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ ¹ 2*Ð�Á'Ê µ�®¡¯�°%±¤²�³�´DÁD² ¯�Ð�Á�®�±h¯vµ�±T® ±hË�Ã¶µ�®�Á ¼ °+µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®�Ä10 ¼ Äf-FÁDÃ¶Ã ¼ ÄÉ¯�Ð�Á
®�±h¯vµ�±T®�±ZË"Ñ ¼ ³�ÌgÊ&µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®�±T®�¯�Ð�ÁDÄvÁ�È ¼ Í�Ä ¹
= ¯v³�²�ÊMµ�®�¾ À Ê ¼ Í�³�®�±�Â ÄvÍ8ÁD´'¯v°v³�È ±hË�¯�Ð�Á�2:Á'µ�´eÐ�È34�Ã�Ã�Á'°�¾TÁ'±¤²�ÁDÄvµ¶´�+\±.-�V}±T®¡¯vÄvÁ'ÂMµ¶´eÐ ¼ ®�²�\r±T°vµ¶´eÐ

Ð ¼ ÂTÁ�Í8ÁD°VË=±T°vÈ�ÁD² ÄvÁD°%µ�Á'Ä(±hË�´D±hÈÉÍ�³¤¯�ÁD°�ÁgÖ¤ÍGÁ'°vµ¶ÈÉÁ'®I¯vÄ[-�µ¶¯vÐ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h®�Ä�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�µ�®�¾�¯v±
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8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´�²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä7H�V`\ Ú¡ÔcKa¹ 2*Ð�Á'ÄvÁ�ÁmÖ¤ÍGÁ'°vµ�È�ÁD®¡¯vÄ�µ¶®�²�µ�´ ¼ ¯�Á'² ¼ Í�Í8Á ¼ ° ¼ ®�´DÁ�±hË ¼ ¯v¯v° ¼ ´g¯�±T°%Ä�Ë=±T°
¯�Ð�Á?Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�0 ¼ Ä�-FÁDÃ�Ã ¼ Ä�ÁmÖ ¼ ÈÉÍ�Ã¶ÁDÄÉ±hË-¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�Ä%³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯
¯�Ð�Á�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾ÙÃ¶µ�®�Á ¼ °�µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�Ä ¼ °vÁÉÈÉµ¶®�µ�È ¼ Ã5Ë=±h° ¼ ²�±TÈ ¼ µ�® ±ZË*Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�Á'°vÄ�±ZË�ÍG±TÄ%µ¶¯vµ¶ÂTÁ
È�Á ¼ Ä%³�°vÁ�0 ¼ ®�² ®�±h® ÈÉµ¶®�µ�È ¼ Ã�Ë=±T° ¼ ´D±TÈ�Í�Ã�Á'ÈÉÁ'®¡¯ ¼ °VÊ ²�±TÈ ¼ µ�® ±hË�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°vÄ ¼ Ã�Ä%± ±ZË-ÍG±TÄ%µ¶¯vµ¶ÂTÁ
È�Á ¼ Ä%³�°vÁf@=ÁgÖ ¼ È�Í�Ã�Á'Ä*±hËO¯�Ð�µ¶Ä/¯�Ê¤Í8Á ¼ °%Á�Í�°vÁ'ÄvÁD®¡¯vÁD²�µ¶®Wj5µ�¾h³�°vÁ ¸DÅ�¼ ®�² j5µ�¾h³�°vÁ ¸�Î µ�® Õ Í�Í8ÁD®�²�µ�Ö

A
D ¹

º ³�¯ ¼ ¯*¯vÐ�µ�Ä*Í8±Tµ¶®I¯10�¯�Ð�ÁD°vÁ>- ¼ Ä{®�±�´D±TÈ3/�µ�® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã8ÁgÖ¤Í�Ã ¼ ® ¼ ¯�µ¶±T® ¹
2*ÐI³�Ä10Zµ�®�±T°v²�ÁD°3¯�±{¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'Á�¯�ÁD´eÐ�®�µ8I³�ÁF±hË�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ(µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�¯v±�8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´�²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä

µ�® ¼ ´D±T®�Ä%µ�ÄV¯�ÁD®¡¯,- ¼ Ê µ¶¯f- ¼ Ä�®�ÁD´'ÁDÄ%Ä ¼ °VÊ ¯�± Ø\®�² ´D±TÈ3/�µ�® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã�´D°%µ¶¯�Á'°vµ ¼ ¼ Ã¶Ã�±.-�µ�®�¾L¯�± µ¶²�ÁD®¡¯vµ¶Ë^Ê
¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä10.-�Ð�µ�´eÐi/GÁ'Ã�±T®�¾�¯v± ¼ ¯%¯�° ¼ ´'¯v±T°vÄ ¼ ®�²-¯�Ð�±TÄvÁ�±T®�Á'Ä10�-�Ð�µ�´eÐ�°%ÁDÍ�°%ÁDÄ%ÁD®¡¯�Ä"´'°v±TÄ%Ä
ÄvÁ'´'¯vµ�±T®�ÄF±hË3ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ Ã8Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�±hË 8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´�²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶Ä ¹ l¯ - ¼ Ä ¼ Ã¶Äv±�®�ÁD´DÁ'ÄvÄ ¼ °%ÊÉ¯�±�²�µ�Ä%¯vµ�®�¾h³�µ�Ä%Ð
¯�Ð�±TÄvÁ-¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�-�Ð�µ�´eÐ�¾Tµ�ÂTÁ�°vµ¶ÄvÁ�¯v±�È�µ�®�µ�È ¼ Ã\Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®b0 ¼ ®�²�¯�±�ÄvÍ8ÁD´'µ¶Ë^Ê
¯�Ð�Á�²�±TÈ ¼ µ�®�Ä/±ZË ¼ Í�Í�°v±TÍ�°vµ ¼ ¯�Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°vÄ ¹

�®�¯vÐ�µ�Ä}Í ¼ Í8ÁD°�-FÁ+ÁDÄV¯ ¼ /�Ã�µ�Ä%Ð�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�µ�®�¾�´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã3´D°%µ¶¯�Á'°vµ ¼ 0�-�Ð�µ�´eÐ?Á'® ¼ /�Ã¶Á�³�Ä�¯v±�²�ÁmÒ
ÂTÁ'Ã�±TÍ�¯�Á'´eÐ�®�µ68M³�Á}±hË<Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐÉµ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®+Ë=±T° 8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´*²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä ¹ : ¼ °%¯vµ ¼ Ã�°%ÁDÄ%³�Ã¶¯vÄ�µ¶®+¯�Ð�µ¶Ä
²�µ¶°vÁD´g¯�µ¶±T®�-FÁD°vÁ-±?/¤¯ ¼ µ¶®�ÁD²,/¡Ê�¯vÐ�Á�ÄvÁ'´D±T®�² ¼ ³�¯vÐ�±T°/µ¶® H ÀO¼ ®�a Å�Ka¹ S Á ¼ Ã�Äv±+ÄV¯�³�²¤Ê�°vÁ'Ã ¼ ¯vµ�±T®�Ä /GÁg¯ -�Á'ÁD®
´D±hÈ3/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ�´'Ä10�¾hÁD±TÈ�Á'¯v°%Ê ¼ ®�²�²¤Ê¤® ¼ ÈÉµ¶´DÄ*±hË:Ã�µ¶®�Á ¼ °/µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®�Ä ¹
2N± ´'±TÈ�Í ¼ °vÁ Ä%µ�È�µ�Ã ¼ °vµ�¯�µ�Á'Ä ¼ ®�²�²�µ65GÁD°%ÁD®�´'ÁDÄ /8Á'¯ -FÁDÁD® Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®�Ä�´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾ ¯v±

Õ /8ÁDÃ¶µ ¼ ® ¼ ®�²+¯�±>8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´*²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä5Ã�Ág¯�³�Ä"Ø\°%Ä%¯ /�°%µ�Áz+�Ê(°%Á'ÂMµ�Áz- ¯vÐ�Á*Ävµ�¯�³ ¼ ¯vµ�±T®+µ¶®�¯�Ð�Á{´'Ã ¼ Ä%Ävµ¶´ ¼ Ã
´ ¼ ÄvÁ ¹

Õ ®�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾hÁ}¯�° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®(µ¶Ä�Á'®�´D±M²�Á'²�/¡Ê ¼ ´D±TÈ3/�µ�® ¼ ¯v±T°vµ ¼ ÃM² ¼ ¯ ¼ @AÍ8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®
π±T®

d
ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯�ÄRD ¼ ®�²E/¡Ê ¼ ´D±T®¡¯�µ¶®I³�±T³�Ä3² ¼ ¯ ¼ @AÃ¶ÁD®�¾h¯vÐ�Ä

λ1, . . . , λd

±hËI¯�Ð�Á�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã�ÄRD ¹ Ñ{Á'´ ¼ Ã¶ÃZ¯vÐ ¼ ¯3¯�Ð�Á
V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä�Í�°v±hÍGÁ'°%¯�Ê @AÄ%ÁDÁ[/8ÁDÃ¶±.-�D{µ�Ä ¼ ´'°vµ�¯�ÁD°%µ�±T®�±hË���µ�°%° ¼ ¯vµ�±T® ¼ Ã�µ¶¯�Ê��3@ -�Ð�µ�´eÐb08µ�®�Í ¼ °%¯vµ�´'³�Ã ¼ °�0\µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ
È�µ�®�µ¶È ¼ Ã¶µ¶¯�Ê�DG±hË ¼ ®(µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ ÃMÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯v° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯vµ�±T® ¹ 2*Ð�µ¶Ä5Í�°%±TÍ8ÁD°%¯�Ê�µ�Ä:Ä ¼ ¯vµ�ÄVØ\ÁD²�Ë=±h° ¼ Ã¶ÈÉ±TÄV¯ ¼ Ã�Ã
Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°vÄ

λ
-�Ð�ÁD®�¯vÐ�Á{ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®

π
µ¶ÄFµ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á`@Aµ ¹ Á ¹

π({1, . . . , k}) 6= {1, . . . , k}, 1 ≤
k ≤ d − 1)

0�-�Ð�µ�Ã¶Á[-�Ð�Á'®
π
µ¶Ä�°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�0r¯�Ð�Á+´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã5ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�È ¼ Í?µ�Ä��	�����zt

È�µ�®�µ¶È ¼ Ã ¹){ ®�¯�Ð�Á}±h¯�Ð�ÁD°�Ð ¼ ®�²�¯vÐ�Á�µ¶°v° ¼ ¯�µ¶±T® ¼ Ã�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾hÁ�È ¼ Í�Ä ¼ °%Á}Í�°vÁD´'µ�Ä%ÁDÃ¶Ê�¯vÐ�±TÄvÁ{¯�Ð ¼ ¯
¼ °%µ�ÄvÁ ¼ Ä{´'°v±TÄ%Ä�ÄvÁD´g¯�µ¶±T®�Ä�±hË"È�µ�®�µ�È ¼ Ã\ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ãb+\±.-�Ä�±T®W-�Á'Ã�Ã<´eÐ�±TÄvÁ'®�¯�° ¼ ®�ÄVÂTÁD°%ÄvÁ�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�Ä ¹
2*Ð�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®-´D±h®�Ävµ¶Ä%¯�ÄOµ¶®�¯ ¼ ½Iµ�®�¾�¯vÐ�Á�Ø\°vÄV¯N°vÁ'¯v³�°v®�È ¼ Í-±hË ¼ ®�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ ÃTÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ

¯�° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯�µ¶±T® ¯v± ¼ ® ¼ Í�Í�°%±TÍ�°%µ ¼ ¯vÁÙÄvÈ ¼ Ã�Ã¶ÁD°Éµ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã ¹ 2*Ð�µ¶Ä�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ´ ¼ ®�/GÁÙÂMµ�Áz-�Á'² ¼ Ä ¼
²�ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ ÃOÄ%ÊMÄ%¯vÁDÈ ±T® ¼ Ø�®�µ¶¯vÁgÒ�²�µ�È�ÁD®�Ä%µ�±T® ¼ Ã<ÄvÍ ¼ ´DÁ(±hË�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ ÃOÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾hÁ+È ¼ Í�Ä ¹ 2*Ð�Á[/8ÁDÐ ¼ ÂMµ�±h°
±hË ¼ ® ±T°l/�µ¶¯�±hË/¯vÐ�Á�µ¶®�²�³�´g¯�µ¶±T® Í�°v±�ÂMµ�²�Á'Ä�µ�È�Í8±T°%¯ ¼ ®¡¯-µ�®�Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h®?±T® ²�ÊM® ¼ È�µ�´'Ä�±ZË/¯�Ð�Á�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã
ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ&¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h® °vÁDÍ�°vÁDÄ%ÁD®¡¯�µ¶®�¾ ¯vÐ�Á&Ä%¯ ¼ °%¯vµ�®�¾LÍ8±Tµ�®¡¯ ¹ 2*Ð�µ�Ä�µ�®�Ë=±h°vÈ ¼ ¯�µ¶±T® µ�Ä+Á'ÄvÍ8ÁD´'µ ¼ Ã¶Ã¶Ê
³�Ä%Á'Ë=³�Ã�-�Ð�Á'® ¼ Ã¶Ã�µ¶¯vÁD° ¼ ¯�Á'Ä ¼ °vÁ}-FÁDÃ�Ã\²�Á'Ø\®�Á'² ¼ ®�²;-�Ð�Á'®É¯vÐ�Á�Ã�ÁD®�¾h¯�Ð�±hË8¯�Ð�Á�³�®�²�ÁD°vÃ�ÊMµ�®�¾-Äv³�/�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã¶Ä
¯�Á'®�²�Ä�¯�±�ÌDÁ'°v± ¹ Õ ®�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã3ÁmÖ�´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h®�Ä ¼ ¯vµ�ÄVË^Ê¤µ¶®�¾�¯�Ð�Á-Ã ¼ ¯v¯�Á'°*´D±T®�²�µ¶¯vµ�±T®�Ä*µ¶Ä*Ä ¼ µ¶²
¯�±}Ð ¼ ÂTÁ����9q��	� � !#"�t%$%" �zt�u'& ¹ j\±T° ¼ ¾Tµ�ÂTÁD®�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®

π
0)¯�Ð�Á�Äv³�/�ÄvÁg¯"±hË�Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°%Ä

λ-�Ð�µ¶´eÐ�¾Tµ�ÂTÁ�°vµ¶ÄvÁ�¯�±�µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã¡ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾hÁ�¯v° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯vµ�±T®�ÄrÄ ¼ ¯vµ�Ä%Ë^ÊMµ¶®�¾�V-Á ¼ ®�Á�X�ÄNÍ�°v±hÍGÁ'°%¯�Ê�´'±T®¡¯ ¼ µ¶®�Ä ¼ Ã�Ã
µ�°%° ¼ ¯vµ�±T® ¼ Ã\Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�Á'°vÄ10 ¼ ®�²�Ä%±(µ¶¯Fµ�Ä ¼ Ë=³�Ã¶Ã À Á�/GÁ'Äv¾T³�Á�È�Á ¼ Äv³�°%Á�Äv³�/�ÄvÁg¯ ¹ O ±T°%ÁD±�ÂTÁ'°10�Ë=±T°�¯�Ð�Á�ÄvÍ ¼ ´'Á
±hËGµ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã\ÁmÖ�´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±h°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�-�µ�¯�Ð�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á/´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯�±h°vµ ¼ Ã¤² ¼ ¯ ¼ 0¡¯�Ð�Á{°%ÁD®�±h°vÈ ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²
µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�Í�°v±M´DÁ'ÄvÄ�µ�Ä"°%ÁD´'³�°v°%ÁD®¡¯ -�µ¶¯�Ð�°%ÁDÄvÍ8ÁD´g¯�¯�±�¯�Ð�Á À Á�/GÁ'Äv¾T³�Á*ÈÉÁ ¼ Äv³�°%Á`@ ¼ ®�²�ÁgÂTÁ'®ÉÁ'°v¾T±M²�µ�´ /IÊ ¼
¯�Ð�ÁD±T°%ÁDÈ ±hË3Ó�ÁDÁ'´eÐ D ¹ n}±h¯vÁ}¯vÐ ¼ ¯/¯vÐ�Á�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾(µ¶®IÂ ¼ °%µ ¼ ®¡¯FÈÉÁ ¼ Äv³�°vÁ�Ð ¼ Ä/µ�®�Ø�®�µ¶¯vÁ}¯�±Z¯ ¼ Ã8È ¼ ÄvÄ ¹
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�® ¯vÐ�µ�Ä�Í ¼ ÍGÁ'°f-FÁ�³�Ä%Á�¯vÐ�Á�²�Á'Ø\®�µ�¯�µ¶±T® ±ZË�� v �	�9q�t,v � ��$�� p uwv $ ����Í�°v±TÍ8±TÄ%ÁD²N/¡Ê Ï�¼ ®¡¯vÐ�±T®¡Ê ¼ ®�²

n}±h¾T³�ÁDµ¶° ¼ @=ÄvÁDÁCH Ï n J?J 0 Ï n Ú a K D ¹
Õ Ä ¼ /8±)ÂhÁ�0 ¼ � v �	�9q�t v � ��$�� p	uwv $ ��µ¶ÄFÁ'®�´D±M²�Á'²,/IÊ ¼ ´D±TÈ3/�µ�® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã�² ¼ ¯ ¼ @���¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ Ò

¯�µ¶±T® � D ¼ ®�²�/¡Ê�´D±T®¡¯vµ�®I³�±T³�ÄF² ¼ ¯ ¼�¹ Õ ¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�±hË<¯�ÊMÍGÁ
(l, m)

@ -�µ�¯�Ð
l +m = 2d

D
µ�Ä ¼ ¯ -F±ZÒl¯v±ZÒ�±h®�Á-È ¼ Í

π : {1, . . . , 2d} → A
¯�± ¼ ® ¼ Ã¶Í�Ð ¼ /8Á'¯

A
¹

Õ ¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®Lµ�Ä�´ ¼ Ã¶Ã�ÁD²�v�t�t �9r�p xzv������Éµ¶ËF¯�Ð�Á'°vÁÉÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T® ¼ ÄvÄv±BÒ
´Dµ ¼ ¯�Á'² ¯�±Ù¯vÐ�µ�Ä�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD² Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�0�-�Ð�µ�´eÐ °%ÁDÍ�°%ÁDÄ%ÁD®¡¯�Ä ¼ ® ¼ Í�Í�°v±TÍ�°%µ ¼ ¯vÁ�´'°v±TÄ%Ä+ÄvÁD´g¯�µ¶±T® ±hË
¯�Ð�Á�ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã�Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®L±hË�Ä%±TÈÉÁC8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´�²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã ¹ Õ ¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h® µ�Ä�´ ¼ Ã¶Ã�Á'²
r�& ��q
	;vyx9q
��� &,v�tzt �9r�p�xzv�������µ¶Ë�¯�Ð�ÁD°vÁ�ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÄ ¼ È�µ�®�µ¶È ¼ ÃOÃ¶µ�®�Á ¼ °�µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T® ¼ ÄvÄv±M´Dµ ¼ ¯�Á'²?¯�±�¯�Ð�µ¶Ä�¾TÁD®MÒ
ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h® ¹ l¯�µ�Ä�Á ¼ Ä%Ê?¯�±�ÄvÐ�±.- ¯vÐ ¼ ¯ ¼ ®¡Ê µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á+¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD² Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®Lµ¶Ä
²�ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ Ã�Ã�Ê�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á
�¤¯�Ð�Á-´D±h®IÂhÁD°%ÄvÁ�µ�Ä�®�±h¯*¯v°v³�Á-µ�®&¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã ¼ ÄF-FÁ`-�µ¶Ã�ÃGÄvÁDÁ ¹
������������»������tzt �9r�p�xzv������ q���rEr�& ��q
	;vyx9q
��� &�v�t�t%�9r�p�xzv�������� ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt�	;p uyq�u v $ ��!Fx9q�� ���Px"!�q�t�#
q	xzu �ztzv�� �9r$� & ��q�uwp tlq
��xzt�v�u �ztzvwq �&% "�t �%!%! �9r7v � �'���'	 ����u q�t &�x%$�	(�1v ��q�u $Zt�vwq
��u �zt�	�!�)
2*Ð�Á-´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�´D°%µ¶¯�Á'°vµ ¼+¼ °vÁ-Ä%¯ ¼ ¯�Á'² ¼ Ä Ï Á'Ø\®�µ�¯�µ¶±T®�Ä Æ�¹�¸�¼ ®�² Ï Á'Ø\®�µ¶¯�µ¶±T® Å�¹�Æ °%ÁDÄ%ÍGÁ'´'¯�µ�ÂTÁ'Ã¶Ê ¹
× ±T®�Ä%µ�²�Á'° ¼ ²�ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ Ã�Ã�Ê�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á�¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®

π
¹ 2*Ð�Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°�ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hË

®�±T°%È ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²ÙÃ¶µ�®�Á ¼ °�µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h®�Ä ¼ ÄvÄ%±¤´'µ ¼ ¯vÁD²?¯�±
π
µ�Ä�°%ÁDÍ�°%ÁDÄvÁ'®¡¯�ÁD² /IÊ ¼ Ð¡ÊMÍ8ÁD°vÍ�Ã ¼ ®�Á�ÄvÁ'´'¯vµ�±T®L±hË ¼

Ävµ¶ÈÉÍ�Ã�ÁgÖ ¹ S Á�²�ÁDÄ%´D°%µ/8Á ¼ ® ÁgÖ¤Í�Ã¶µ�´Dµ�¯�Í�°v±M´DÁ'²�³�°vÁ7-�Ð�µ¶´eÐ ¼ Ä%Äv±M´Dµ ¼ ¯�ÁDÄ-¯�±�Á ¼ ´eÐ ¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD² ÍGÁ'°vÈ(³¤Ò
¯ ¼ ¯�µ�±h®

π
¼ ®�±TÍ8ÁD®ÙÄ%³�/�Ä%Á'¯�µ¶®�¯vÐ�Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°{ÄvÍ ¼ ´'Á(²�ÁgØ\®�ÁD²|/¡Ê ¼ ÄVÊ¤ÄV¯�Á'È ±hË"Ã�µ�®�Á ¼ °�µ�®�Á18I³ ¼ Ã¶µ¶¯�µ¶ÁDÄ

²�Ág¯�ÁD°%ÈÉµ¶®�ÁD²|/¡Ê
π
¹ 2*Ð�µ�Ä�Ä%³�/�ÄvÁg¯-µ�Ä�´ ¼ Ã�Ã¶ÁD²�¯vÐ�Á+ÄvÁg¯-±hË�qsr
	;v�!%!zv������ "�q�t9q
	 �zu �zt ! ¹ S Ð�ÁD®

π
µ¶Ä�µ�°%°vÁgÒ

²�³�´'µ/�Ã¶Á�0I¯�Ð�Á�ÄvÁ'¯/±hË ¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ/�Ã�Á�Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�Á'°vÄ�´'±Tµ�®�´Dµ�²�ÁDÄ -�µ�¯�Ð�Á'®I¯vµ�°%Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°�Ä%Í ¼ ´DÁ*��µ�®�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã
µ¶¯�µ�Ä�Ä%È ¼ Ã�Ã�Á'° ¹ 2*Ð�Á?®�ÁgÖM¯�°vÁ'Äv³�Ã�¯�¾Tµ¶ÂhÁDÄ ¼ È�±T°%ÁÙÍ�°vÁ'´Dµ¶ÄvÁ?Ä%¯ ¼ ¯�Á'ÈÉÁ'®¡¯�¯�Ð ¼ ®�2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ

A
µ�® ¯�Ð�Á

²�ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ Ã�Ã�Ê�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�´ ¼ ÄvÁ ¹
������������ +,�

@ ¸ D��.-
π

v�! �	$ZuEr�& ��q
	;vyx9q
��� & v�t�t �9r�p xzv������"/ $Zt�v -
π

v�!Wr�& ��q
	;vyx9q
��� & v�t�t �9r�p xzv������"/0�1p u
λ

r $ �%!
�	$Zu1���'��$ ��� u $ u�! � ! �zu $2-7qsr
	;v�!%!zv������ "�q�tlq
	 �zu �zt !"/Pu.! ��� v �	�9q�t3v � ��$�� p uwv $ �

T = (π, λ)
v�!

�	$Zu3	;v ��v�	fq
��)
@a·?D��.-

π
v�!]r�& ��q
	;vyx9q
��� &Av�t�t%�9r�p�xzv������"/fu�! ���4- $Zt q
�5	 $ !zu7q
���~qsr
	;v�!%!zv������ "�q�t9q
	 �zu �zt !

λ
u�! �

� v �	�9q�t>v � ��$�� p	u v $ �
T = (π, λ)

!1q�uwv�!.6 �%!Eu�! � ���9q��	� � ! "�t $%" �ztzu'&7/ q���r(! ����x%�Ev�!0	;v ��v�	fq
��)
= µ¶®�´DÁ(¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®?´D±hÈÉÈ(³¤¯�ÁDÄ~-�µ�¯�ÐL²�µ¶Ã ¼ ¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä108µ¶¯-Í�°v±ZY%Á'´'¯�µ�ÂMµ�ÌDÁ'Ä�¯�± ¼ È ¼ Í

Rr

±T®�¯�Ð�Á(ÄvÍ ¼ ´DÁ(±hË�®�±T°vÈ ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²�Ã¶µ�®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�Ä8��-FÁ(ÄvÐ ¼ Ã�ÃN´ ¼ Ã¶Ã3¯�Ð�µ¶Ä�È ¼ Í�¯vÐ�Á�t ���	$Zt�	fq
� v�� �9r
9}q�p:� &�#�;��%�mx"!Wv ��r�p�xzu v $ � ¹
������������ � ��< �zu>=?��� q@� v �	�9q�t v � ��$�� p	u v $ � $ �;u�! � p ��v�u�v ��u �zt��Zq
�	q���r@���zu�p !Fx%$ ��!zvwr �zt q ! �9o1p ����x%�
(
R

(n)
r (T ) = (π(n), λ(n))

)
n∈N

$2-Ev�u �ztlq�u �%!�� &Cu�! �`t ���	$Zt�	fq
� v�� �9r�9}q�p:� &�#�;��%�mx"!Wv ��r�p�xzu v $ �
Rr

)
@ ¸ D��.-

T
!�q !`u�! � ���9q��	� � ! "�t%$%" �zt�u'&A/ u�! ���|u.! �zt � �&%?v�!zu !

n0

!zp x"! u�!�q�u
π(n) v�!`v�t�t �9r�p xzv������3- $Zt

q
���
n ≥ n0

)
� KI`V_

f
�h`�_ak)`*x|]�cgwgf|~�_sx�w']�wg�

X × {0, 1}
ngx|cg`%]����

f(x, ε) = (x, 1 − ε)
��J f�x|])`vdmb�x|]Dc'wgf|~�_ax|wg]�x|q�d}o*dgp

T
E

��bswgo
X × {0, 1}

x�]D_sw*x¦_lqA`%f¦�=EZwm��_ak)`"��w'bao
f ◦ T̃

E)z3kB`Vbs`
T̃
xtqOdg]�x|]�cgw'f�~�_sx�w']}wg�

X × {0, 1}
z3x�_ak)w'~�_O�)i�`%u�phwgx|]D_%E

j�w']D_ax|]D~Bwg~Bq:`�i)j�`%p�_�x�]��B])x�_a`%f���o/dg]���pZw'x�]D_sq%EIdm]Zu-z3k)xtjlk�pBba`vqA`%bac'`%q3_sk)`*KI`%�Z`vqAn'~)`Fo/`vdgqa~)ba`'��;^]�_ak)xtq5pBdmph`Vb"zr`
z3x|f�f\w'])f��-jVwg]Bqaxtu�`Vb5f�x|])`vdmb"x�]�c'wgf|~�_ax|wg]Bq:z3x�_ak�_ak)`/dgu)u)x¦_sx�w']Bdmf\j�w']Bu�x�_ax|wg]I�F9<k)`*u�`Vbsx�cedm_ax|cg`�wg�

T̃
xtq

−1
dm_

(x, ε)
x��

(x, ε)
dm]Bu

T (x, ε)
�h`Vf|wg])n�_aw/_sk)`�qsdmo/`�j�wg]B])`%j�_a`%u�j�w'o/pZw'])`V]D_%E)dg]Bu

−1
wg_ak)`%baz3xtqA`'�)qA`%`�dmftqAw{1Gwg]�c'`V]D_ax|wg]�á�� á��
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@a·?D4= ! �Pt ���	$Zt�	fq
� v�� �9r 9}q�p
� &*#�;��%�mx"!7v ��r�p�xzuwv $ � /�r �.6 �	�9r $ ��u�! � ! �zu
{(π, λ) | π

v�t�t%�9r�p�xzv������
}
/

v�!Et �mxzp	tzt ����u )
M ¼ ÂMµ�®�¾ ¼ ¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD² ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®

π
-�Á�´ ¼ ® ²�Á'Ø�®�Á�±T®�Á�±T°+¯ -F± ±h¯vÐ�ÁD°�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD² Í8ÁD°�Ò

È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä
R0(π)

¼ ®�²
R1(π)

°vÁ�+�ÁD´'¯vµ�®�¾�¯vÐ�Á�ÍG±TÄ%Ävµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�µ¶ÁDÄ*Ë=±T°�¯vÐ�Á+µ�È ¼ ¾TÁ(±ZË�¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ
µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®

R(T )
¹ 2*Ð�ÁDÄ%Á�´D±TÈ[/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ Ã�Ñ ¼ ³�ÌgÊÉ±hÍGÁ'° ¼ ¯vµ�±T®�ÄF²�Á'Ø�®�Á ¼ Í ¼ °%¯�µ ¼ Ã�±T°v²�ÁD°�µ¶®�¯�Ð�Á�ÄvÁg¯*±hË

µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á-Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä}°%ÁDÍ�°%ÁDÄ%ÁD®¡¯�Á'²]/¡Ê ¼ ®Ù±h°vµ�Á'®¡¯�ÁD²�¾T° ¼ Í�Ð ¹ Õ 9}q�p:� & x'�^q !%!(µ¶Ä ¼ ´D±T®�®�ÁD´'¯vÁD²
´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯�±ZË5¯�Ð�µ�Ä*¾T° ¼ Í�Ð ¹
n}±Z¯�Á�¯�Ð ¼ ¯�¾TÁ'±TÈÉÁg¯�°VÊ ±ZË/¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê ¾T° ¼ Í�Ð�Ä�µ�Ä-ÂTÁ'°%Ê ²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯ ¼ ®�² È�±T°vÁ�´D±TÈ�Í�Ã¶µ�´ ¼ ¯�ÁD²L¯�Ð ¼ ®

µ�®�¯vÐ�Á�´ ¼ ÄvÁ�±hË#��¯v°v³�Á ��Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä�Ä%µ�®�´'Á�Ë=±T°/Äv±hÈÉÁ�µ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä/±T®�Á
±hË/¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ ±TÍGÁ'° ¼ ¯vµ�±T®�Ä�È�µ�¾TÐ¡¯`/8Á�®�±h¯�²�ÁgØ\®�ÁD² ¹ j\°v±TÈ 2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ

C
-FÁC-�µ¶Ã�Ã�²�ÁD²�³�´DÁ�¯vÐ ¼ ¯ ¼

Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ:µ�Ä ¼ ®(Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®�´DÁ/´'Ã ¼ Ä%Ä:Ë=±T°N¯�Ð�Á�Á18I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®�´'Á�°%ÁDÃ ¼ ¯�µ�±h®�¾Tµ�ÂTÁ'®;/IÊ�¯�Ð�ÁDÄvÁ*´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã
±TÍ8ÁD° ¼ ¯�µ¶±T®�Ä`@AÄ%ÁDÁ`:�°v±TÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T®&¿ ¹�¸ D ¹
�® ¼ ® ¼ Ã¶±T¾hÊ7-�µ¶¯vÐ�¯�Ð�Á�´ ¼ ÄvÁ-±hËO¯�Ð�Á �l¯�°%³�Á���ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�0 -FÁ-µ�®¡¯�°%±¤²�³�´DÁ�±T®�Á�È�±T°%Á�´D±TÈ[/�µ�® ¼ ¯�±ZÒ

°vµ ¼ ÃO±TÍ8ÁD° ¼ ¯�µ�±h®�±T®?¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¼ ®�²�²�Á'Ø\®�Á �&%?u ����r �9r 9}q�p:� & x'�^q !%! �%! ¼ Ä�È�µ�®�µ�È ¼ Ã
Äv³�/�ÄvÁg¯�Ä�±hË"µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á-¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�µ�®¡Â ¼ °%µ ¼ ®¡¯{³�®�²�Á'°}¯vÐ�ÁDÄ%Á�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾É¯vÐ�°vÁ'Á
±TÍ8ÁD° ¼ ¯�µ¶±T®�Ä ¹
2*Ð�Á}ÈÉ±M²�³�Ã¶µ�ÄvÍ ¼ ´DÁDÄF±hË Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ®�²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�Ä ¼ ®�²É±hËb8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´{²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä ¼ °%Á}ÄV¯�° ¼ ¯�µ�Ø\ÁD²C/IÊ

È(³�Ã�¯�µ¶Í�Ã�µ¶´Dµ¶¯vµ�Á'Ä�±hË:¯�Ð�Á�ÌDÁD°%±¤Á'Ä�±hË5¯�Ð�Á�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶Ä ¹ S Á�²�ÁD®�±h¯vÁ ¼ Ä%¯v° ¼ ¯v³�È ±hË"¯�Ð�Á
È�±¤²�³�Ã�µ�ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hËOÄV¯�°%µ�´'¯ 8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´�²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä~@�-�µ¶¯�Ð ¼ ¯/È�±TÄ%¯�Ävµ¶ÈÉÍ�Ã¶Á}Í8±TÃ¶ÁDÄmD /¡Ê

Q(k1, . . . , kn)
0

-�Ð�Á'°vÁ
ki ≥ −1

¼ °%Á-¯vÐ�Á-È(³�Ã�¯�µ�Í�Ã�µ�´'µ¶¯vµ�ÁDÄ�±hËN¯�Ð�Á�Ì'ÁD°%±¤Á'Ä[@
ki = −1

´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�Ä�¯�± ¼ Í8±TÃ�ÁUD ¹
�������������� ��� %?u ����r �9r 9}q�p:� &ix'�^q !%! �%!�$2- v�t�t �9r�p xzv������ � ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt�	;p uyq�u v $ ��!Fq�t � v � $ �	�'# u $�#
$ �	�;x%$Zt�t �%! " $ ��r ����x%��� v�u�!]x%$ � �	�mxzu �9rWx%$�	 " $ �	����u ! $2- !zuwt9q�uyq�v �|u.! � 	 $1r�p�� v ! "�q	x%�%! $2-io1p�qsr�t9q�uwvyx
r�v � �zt ����u vwq
� !�)
M}µ¶Ä%¯v±T°vµ¶´ ¼ Ã¶Ã¶Ê?0ZÁgÖM¯�Á'®�²�Á'²&Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ -�Ð�ÁD°vÁ}³�ÄvÁ'²�¯�±�Í�°v±�ÂhÁ}¯�Ð�Á�®�±T®MÒ�´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'²�®�ÁDÄ%Ä*±hË<Ä%±TÈ�Á

Ä%¯v° ¼ ¯ ¼ ±ZË Õ /8ÁDÃ¶µ ¼ ®&²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶Ä ¹ j\±T°�ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�±hË ¼ Ä%È ¼ Ã¶Ã<®I³�È3/8ÁD°{±hË"Á'Ã�Á'ÈÉÁ'®I¯vÄ10�µ¶¯{µ¶Ä{Á ¼ Ä%Ê
¯�±�´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯+ÁmÖ¤Í�Ã�µ¶´Dµ¶¯vÃ¶Ê?¯vÐ�Á�Ä%³�/�ÄvÁg¯�±hË�µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¼ ®�² ¯�Ð�Á'® ³�Ävµ¶®�¾�¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê
±TÍ8ÁD° ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�¯v±?²�ÁD´'±TÈÉÍ8±TÄ%Á�µ¶¯+µ¶®I¯v± ¼ ²�µ�Ä�Y%±Tµ�®¡¯+³�®�µ�±T® ±ZË}ÁmÖM¯�ÁD®�²�ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'Ê ´'Ã ¼ Ä%ÄvÁ'Ä ¹ L{Ävµ�®�¾Ù¯�Ð�µ¶Ä
¼ Í�Í�°v± ¼ ´eÐ�Ó�ÁDÁD´eÐ�Í�°%±�ÂTÁD²(¯vÐ ¼ ¯N¯�Ð�Á�ÈÉµ¶®�µ�È ¼ ÃhÄV¯�° ¼ ¯�³�È�µ�®�¾TÁD®I³�Ä

3
Ð ¼ Ä5¯ -�±�´D±T®�®�ÁD´'¯vÁD²�´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯vÄ

¼ ®�² Õ °v®�±T³MÖ&Í�°v±�ÂhÁD²&¯�Ð ¼ ¯*¯vÐ�Á�È�µ�®�µ¶È ¼ Ã�ÄV¯�° ¼ ¯�³�È µ�®�¾TÁ'®M³�Ä
4
Ð ¼ Ä/¯�Ð�°%ÁDÁ-´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'²�´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯vÄ

@=Ë=±h° Õ /8ÁDÃ�µ ¼ ®�²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶ÄmD ¹
M ¼ ÂMµ�®�¾�Á'Ä%¯ ¼ /�Ã�µ¶ÄvÐ�Á'² ¼ ® ÁmÖ�Í�Ã�µ�´'µ¶¯�´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã5´'°vµ¶¯vÁD°%µ�±T®?±hËFµ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê�±hË ¼ ¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²

Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T® @=® ¼ È�ÁDÃ¶ÊA2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ
A
D+±T®�Á�´ ¼ ® ¼ Í�Í�Ã¶Ê 2*Ð�Á'±T°vÁ'È

D
¯v± ´'Ã ¼ Ä%Ävµ¶Ë^Ê ¯�Ð�Á�´D±T®�®�ÁD´g¯�ÁD²

´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯vÄÉ±ZË ¼ Ã¶Ã/Ä%¯v° ¼ ¯ ¼ ±hË 8M³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ�´&²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶Ä+±hË�Ä%³�k�´Dµ¶ÁD®¡¯�Ã�Ê ÄvÈ ¼ Ã�Ã/²�µ�È�ÁD®�Ä%µ�±T® ¹ 2*Ð�µ¶Ä
Y%³�ÄV¯�µ¶Ø�ÁDÄ10\µ¶®&Í ¼ °%¯vµ�´'³�Ã ¼ °�0¤¯vÐ�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±c-�µ¶®�¾�ÁmÖ¤ÍGÁ'°vµ�È�ÁD®¡¯ ¼ Ã3°vÁ'Äv³�Ã�¯�±hË \r±h°vµ�´eÐ ¹
������������ @ \r±T°vµ¶´eÐ D'���}q	x"! $2-~u�! � - $�����$�� v ��� - $Zp	t �&% x%� "�u v $ ��q
� !zuwt9q�uyq $2->o1p�qsr�tlq�uwvyxEr�v � �zt ����uwvwq
� !
Q(−1, 9),Q(−1, 3, 6),Q(−1, 3, 3, 3)

q���r
Q(12)

x%$ ��uyq�v ��! �&%�q	xzu�� &iu�� $;x%$ � �	�mxzu �9r7x%$�	 " $ �	����u !�)
n}±Z¯�Á}¯vÐ ¼ ¯ ¼ ¯�Ð�ÁD±T°%ÁDÈ ±hË<¯vÐ�Á�Ä%ÁD´D±h®�² ¼ ³�¯�Ð�±T° H ÀO¼ ®�a ÅZK ´'Ã ¼ Ä%Ävµ�Ø\ÁDÄ ¼ Ã�Ã�´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'²�´D±TÈ�ÍG±h®�ÁD®¡¯�ÄF±hË

¼ Ã¶Ã5±h¯vÐ�ÁD°-Ä%¯v° ¼ ¯ ¼ ±hË�È�ÁD°%±TÈ�±T°vÍ�Ð�µ�´38I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´+²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä -�µ¶¯vÐ ¼ ¯-ÈÉ±TÄV¯-Ävµ¶ÈÉÍ�Ã¶Á(Í8±TÃ�Á'Ä ¹ 2*Ð�Á'ÄvÁ
Ä%¯v° ¼ ¯ ¼?¼ °vÁ�Á'µ¶¯vÐ�ÁD°(´'±T®�®�Á'´'¯vÁD²b0�±T°+´D±h®I¯ ¼ µ�® ÁmÖ ¼ ´'¯vÃ¶Ê ¯ -F±L´D±T®�®�ÁD´g¯�ÁD² ´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯vÄ+±T®�Á�±ZË�-�Ð�µ�´eÐ
/8ÁDµ�®�¾ Ð¡ÊMÍGÁ'°vÁ'Ã�Ã�µ¶Í�¯�µ¶´ ¹ 2*Ð�Á�Ä ¼ È�Á�¯vÐ�ÁD±h°vÁDÈ H ÀO¼ ®�a ÅZK Í�°v±�ÂTÁ'ÄÉ¯vÐ ¼ ¯ÉÁ ¼ ´eÐ ±hË�¯vÐ�Á�°%ÁDÈ ¼ µ�®�µ�®�¾ÙË=±T³�°



� �������	��
������������������������������������� ��!
ÁgÖ¤´'ÁDÍ�¯vµ�±T® ¼ Ã�Ä%¯v° ¼ ¯ ¼ ÈÉµ¶¾TÐ¡¯�Ð ¼ ÂTÁ ¼ ¯�ÈÉ±TÄV¯�¯ -F± ´'±T®�®�Á'´'¯vÁD² ´D±TÈ�ÍG±h®�ÁD®¡¯�Ä ¹ M{±c-FÁ'ÂhÁD°�0�¯�Ð�ÁÙ±h®�Ã¶Ê
´D³�°v°vÁ'®¡¯�Ã¶Ê ¼ Â ¼ µ�Ã ¼ /�Ã¶Á�Í�°v±M±hË�±hË�¯�Ð�Á�Ë ¼ ´g¯É¯vÐ�Á'Ê ¼ °%Á�²�µ�Äv´'±T®�®�Á'´'¯vÁD² µ¶Ä�¯vÐ�Á�±h®�Á / ¼ ÄvÁD² ±T® ÁmÖ¤Í�Ã�µ¶´Dµ¶¯
´ ¼ Ã�´D³�Ã ¼ ¯vµ�±T® ±hË/¯vÐ�Á�ÁgÖM¯vÁD®�²�Á'² Ñ ¼ ³�Ì'Ê ´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ ¼ ®�² ´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�Ä�¯v±�¯�Ð�ÁÉ¯�Ð�ÁD±T°%ÁDÈ ±hË�\r±T°vµ¶´eÐ ¹ l¯
-F±T³�Ã�² /GÁ�µ�®¡¯�Á'°vÁDÄV¯�µ¶®�¾É¯v±�Ð ¼ ÂTÁ ¼ ® ¼ Ã�¾hÁ1/�° ¼ µ�´mÒ�¾TÁ'±TÈÉÁg¯�°%µ�´D±+Í�°v±M±hË�±hË"¯vÐ�Á�Ã ¼ Ä%¯{¯�Ð�ÁD±T°%ÁDÈ �r® ¼ È�ÁDÃ�Ê ¼
¯�±hÍG±TÃ¶±T¾Tµ¶´ ¼ Ã<µ¶®¡Â ¼ °vµ ¼ ®I¯ ¼ Ä�µ¶®�¯vÐ�Á;V}±h®I¯vÄvÁgÂ¤µ¶´eÐ¤ÒI\r±h°vµ�´eÐ�X�Ä�´'Ã ¼ Ä%Ävµ�Ø\´ ¼ ¯vµ�±T® H�Vi\ba ÆZKa¹ n}±h¯vÁ ¼ Ã¶Äv±�¯�Ð ¼ ¯ ¼
Í ¼ Í8ÁD°�±hË�\r±h°vµ�´eÐ H_\r±T°Ra Ô.K ¾Tµ¶ÂhÁDÄ�ÁgÖ¤Í�Ã�µ¶´Dµ�¯�Ä-°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁD®¡¯ ¼ ¯�µ�ÂTÁDÄ+Á'Ã�Á'ÈÉÁ'®I¯vÄ�Ë=±h°�Á ¼ ´eÐ ÁmÖ¤¯vÁD®�²�ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'Ê
´DÃ ¼ ÄvÄ ¹ = ÁDÁ ¼ Ã¶Äv± Hh\r±h°RaT¿ K Ë=±T°*Í�°%±T¾T° ¼ ÈÉÄ*´'±T®�´DÁ'°v®�µ¶®�¾�´ ¼ Ã¶´D³�Ã ¼ ¯�µ¶±T®�Ä/±ZË:¯vÐ�ÁDÄ%Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ�´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ ¹
9��9qsr �zt � ! ��p	vwr ��)"�® = Á'´'¯�µ¶±T® ¸ -�Á�°vÁ'´ ¼ Ã¶Ã)/ ¼ Ävµ¶´�Í�°%±TÍ8ÁD°%¯vµ�Á'Ä}±hË�+ ¼ ¯}Äv³�°VË ¼ ´DÁ'Ä10rÈ�±M²�³�Ã�µrÄvÍ ¼ ´'ÁDÄ ¼ ®�²
µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã\ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�È ¼ Í�Ä ¹ �®ÉÍ ¼ °%¯vµ�´'³�Ã ¼ °&-FÁ{°vÁD´ ¼ Ã�Ã\¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ¼ ®�²�µ¶¯vÄF²¤Ê¤® ¼ È�Ò
µ�´ ¼ Ã<Í�°%±TÍ8ÁD°%¯vµ�Á'Ä ¹ S Á�°%ÁDÃ ¼ ¯�Á�¯vÐ�ÁDÄ%Á�Í�°%±TÍ8ÁD°%¯vµ�Á'Ä/¯�±�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê ¹
�®�ÄvÁ'´'¯vµ�±T®�·`-FÁ�°vÁ'´ ¼ Ã¶ÃG¯�Ð�Á�²�Á'Ø�®�µ¶¯vµ�±T®�±ZË ¼ Ã¶µ�®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T® ¼ ®�²�¾Tµ¶ÂhÁ~/ ¼ Ä%µ�´DÄ�Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�µ¶ÁDÄ ¹ 2*Ð�ÁD®
µ�®?Ä%ÁD´g¯�µ�±h® Æ -�Á�²�ÁgØ\®�Á ¼ ´D±hÈ3/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ ÃO®�±Z¯�µ�±h®Ù±hË�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê?0 ¼ ®�²?Í�°v±�ÂTÁ+¯�Ð�Á�Ø\°vÄV¯-Í ¼ °V¯�±hË
2*Ð�Á'±T°vÁ'È

A
¹ 2*Ð�Á�È ¼ µ¶®&¯v±¤±hÃb-�Á�³�ÄvÁ�¯�±�Í�°v±�ÂTÁ�¯�Ð�µ¶Ä{¯vÐ�ÁD±T°%ÁDÈ µ¶Ä{¯vÐ�Á�Í�°vÁDÄ%ÁD®¡¯ ¼ ¯�µ�±h®ÙÍ�°%±TÍG±hÄvÁD²g/¡Ê

O�¼ °%ÈÉµ 0 O ±h³�ÄvÄ ¼�¼ ®�²�e�±M´D´'±TÌ>-�Ð�µ�´eÐ ¼ Í�Í8Á ¼ °%Ä�µ�®]H O O eEa ÎcK
�® ÄvÁ'´'¯vµ�±T® Å -FÁ�µ�®¡¯�°%±¤²�³�´DÁ�¯vÐ�Á,V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä+Í�°v±hÍGÁ'°%¯�Ê Ë=±h°�¯�Ð�Á�Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®�Ä ¼ ®�² Í�°v±�ÂTÁ�¯�Ð�Á
ÄvÁ'´D±T®�² Í ¼ °%¯�±hË�2*Ð�Á'±T°vÁ'È

A
0�¯�Ð ¼ ¯�µ�Ä32*Ð�Á'±T°vÁ'È

B
¹ j�±h°�¯�Ð ¼ ¯;-�Á&Í�°%±)ÂhÁ�¯�Ð ¼ ¯

T
Ä ¼ ¯�µ�ÄVØ\ÁDÄ+¯vÐ�Á

V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä�Í�°v±hÍGÁ'°%¯�Ê�µ¶Ë ¼ ®�²Ù±T®�Ã¶Ê&µ¶Ë5¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ?µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�µ�Ä ¼ Ã6- ¼ ÊMÄ�-FÁDÃ�ÃN²�ÁgØ\®�ÁD² ¼ ®�²�¯�Ð�Á
Ã�Á'®�¾h¯vÐ�Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�Á'°vÄF¯vÁD®�²�Ä/¯�±(Ì'ÁD°v± ¹ 2*Ð�ÁD®&µ¶Ë

T
²�±MÁDÄ�®�±h¯/Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ë^Ê�¯�Ð�Á~V-Á ¼ ®�Á�X�Ä/Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�ÊC-FÁ�ÄvÐ�±.-

¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á'°vÁ�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä
n0

Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯
Rn0(T )

µ�Ä�²�ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ Ã�Ã�Ê�°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á>-�Ð�µ�´eÐ�¯�Ð�Á'®�µ¶ÈÉÍ�Ã¶µ�Á'Ä�¯�Ð ¼ ¯
Tµ�Ä ¼ Ã�Äv±�²�ÊM® ¼ ÈÉµ¶´ ¼ Ã¶Ã¶Ê�°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¹

�®�Ä%ÁD´'¯vµ�±T® Î 0	-FÁ�ÄV¯�³�²�Ê�¯�Ð�Á�²�ÊM® ¼ È�µ�´'ÄF±ZË3¯�Ð�Á}°vÁD®�±T°vÈ ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²�Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ�È ¼ ÍÉ±T®É¯vÐ�Á�Ä%Í ¼ ´DÁ}±hË
¯�Ð�Á�Ã¶µ�®�Á ¼ °3µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®�Ä10 ¼ ®�²�Í�°v±�ÂhÁ 2*Ð�Á'±T°vÁ'È

C
¹ j\±T°<¯�Ð ¼ ¯$-�Á�³�ÄvÁ�¯�Ð�Á 2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�Á'°3¾TÁD±TÈ�Á'¯v°%Ê ¼ ®�²

¯�Ð�Á{Ø\®�µ¶¯�Á'®�ÁDÄ%ÄF±ZËr¯�Ð�Á{Âh±TÃ�³�È�Á�±hËr¯vÐ�Á�Ä%¯v° ¼ ¯ ¼ Í�°%±�ÂTÁD²�/IÊ O�¼ Äv³�° ¼ ®�²�Ó�ÁDÁ'´eÐ @AÄ%ÁDÁiH O�¼ ÄRJ¡· 0¡Ó�Á'Á Ú a K D ¹
= Á'´'¯�µ¶±T® ¿�µ¶Ä�²�ÁgÂT±h¯vÁD² ¯v± ¼ Í�°%±¤±hË/±hËP2*Ð�ÁD±h°vÁDÈ

D
±T® ÁgÖM¯�Á'®�²�ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'Ê ´'Ã ¼ Ä%ÄvÁDÄ8� -FÁ�Í�°%ÁDÄ%ÁD®¡¯ ¼

°vÁ'Äv³�Ã�¯�±hË \r±h°vµ�´eÐ,/ ¼ ÄvÁ'²�±T® ¼ ®�ÁgÖ¤Í�Ã¶µ�´Dµ�¯*´ ¼ Ã�´D³�Ã ¼ ¯vµ�±T®�±ZË:¯vÐ�ÁDÄ%Á�´'Ã ¼ Ä%ÄvÁDÄ�µ¶®�Ã¶±.- ¾TÁ'®�ÁD° ¼�¹
�® ¯�Ð�Á Õ Í�ÍGÁ'®�²�µ�ÖA-FÁ�Í�°vÁDÄ%ÁD®¡¯�Äv±TÈ�Á�ÁgÖ¤Í�Ã¶µ�´'µ¶¯+Ñ ¼ ³�ÌgÊ ´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ ¼ Ä+µ¶Ã�Ã�³�Ä%¯�° ¼ ¯�µ¶±T® ±hË�¯�Ð�Á&Í�°%±?/�Ã�Á'ÈÉÄ
-�Ð�µ¶´eÐ ¼ Í�Í8Á ¼ °/µ¶®�¯�Ð�Á�¾TÁD®�Á'° ¼ ÃG´ ¼ Ä%Á ¹ S Á ¼ Ã�Ä%±(¾Tµ�ÂTÁ ¼ Í�°%±TÍ8ÁD°%¯�ÊÉ´D±h®�´DÁ'°v®�µ¶®�¾(¯�Ð�Á�ÁmÖM¯�ÁD®�²�ÁD²�Ñ ¼ ³�Ì'Ê
´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ ¹
� x�� �	$�� ���9r7�
	 ����u !�)�S Á ¯�Ð ¼ ®�½ Õ ®¡¯�±T® \r±T°%µ�´eÐ Ë=±h°�³�Ä%Á'Ë=³�Ã(²�µ�Äv´'³�ÄvÄ%µ�±T®�Ä ¹ S Á ¯vÐ ¼ ®�½ Õ °%® ¼ Ã�²�±
n}±h¾T³�ÁDµ¶° ¼ Ë=±T°*´'±TÈ�ÈÉÁ'®I¯vÄ ¼ ®�²&°vÁ'È ¼ °%½IÄ{±h® ¼ Í�°%ÁDÃ�µ¶ÈÉµ¶® ¼ °VÊ�ÂhÁD°%Ävµ�±h®�±hËN¯�Ð�µ�Ä/¯�ÁmÖM¯ ¹
2*Ð�µ¶Ä�-�±h°v½i- ¼ Ä�Í ¼ °V¯�µ ¼ Ã�Ã�Ê�Äv³�Í�ÍG±T°V¯�Á'²f/¡Ê�¯�Ð�Á Õ n�Ñ � 2:Á'µ�´eÐ�È[4�Ã�Ã¶ÁD°5Í�°v±ZY%Ág¯ /�Ã ¼ ®�´�� Õ n}Ñ*Ò aT¿BÒ º�À Õ n�Ò
a?a Æ J ¹

¸T¹���� (	��
 #r¨�':©)%
�® ¯vÐ�µ�Ä�ÄvÁ'´'¯�µ¶±T® -FÁ °vÁgÂMµ�Á�- / ¼ Ävµ�´ ®�±h¯vµ�±T®�Ä�´D±h®�´DÁ'°v®�µ¶®�¾ + ¼ ¯�Äv³�°VË ¼ ´DÁ'Ä10�ÈÉ±M²�³�Ã¶µ�ÄvÍ ¼ ´DÁDÄ ¼ ®�²

µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã�ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ È ¼ Í�Ä ¹ j\±T°�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�°vÁgË=ÁD°vÁ'®�´DÁ'Ä�Ä%ÁDÁ Ä ¼ Ê H O�¼ ÄRJ¡·	0�Ñ ¼ ³ ÔhÚ 0/Ó�Á'Á Ô J�0/Ó�Á'ÁUJ¡· 0
\r±T° Ú ¿ K�¼ ®�²�H O 2Pa¡· Ks¹ �® ¯�Ð�µ�Ä�Í ¼ ÍGÁ'°i-FÁ�-�µ�Ã¶Ã�ÈÉ±hÄ%¯�Ã�Ê?Ë=±TÃ�Ã¶±.-�Ä�®�±h¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�Í�°%ÁDÄ%ÁD®¡¯�Á'² µ¶® ¯vÐ�Á�Í ¼ Ò
Í8ÁD°`H O O eEa ÎcK 0\±T°*Á�8I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®¡¯�Ã�Ê|H e�±¤´1a ÆZKa¹
¸T¹�¸T¹ ������������������:���
� Õ�� q�u	!zp	t�-�q	x%�3µ¶Ä ¼ @A°vÁ ¼ Ãy0B´D±hÈÉÍ ¼ ´'¯U0Z´D±T®�®�ÁD´g¯�ÁD²�DN¾TÁ'®M³�Ä

g
Ä%³�°%Ë ¼ ´'Á�Á�8M³�µ�Í�Í8ÁD²

-�µ¶¯vÐ ¼ + ¼ ¯:È�Á'¯�°%µ�´�@�-�µ¶¯�Ð�µ�Ä%±TÃ ¼ ¯�ÁD²�´D±h®�µ�´ ¼ Ã¡Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�µ�Á'ÄmDGÄ%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯O¯�Ð�Á�Ð�±TÃ¶±T®�±TÈ�Ê�¾T°%±T³�Í`/GÁ'Ã�±T®�¾hÄ
¯�±

{±
�²
}
¹ M{ÁD°vÁ�Ð�±TÃ¶±T®�±TÈ�Ê�È�Á ¼ ®�Ä�¯�Ð ¼ ¯}¯vÐ�Á�Í ¼ ° ¼ Ã�Ã�Á'Ãr¯�° ¼ ®�Ä%ÍG±T°V¯{±hË ¼ ÂTÁD´g¯�±T° ¼ Ã¶±T®�¾ ¼ Ã¶±T®�¾�Ã�±M±TÍ
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/�°%µ�®�¾TÄ�¯�Ð�ÁÉÂTÁD´g¯�±T°[/ ¼ ´e½ ¯v±Ùµ¶¯vÄvÁ'Ã¶Ë*±T°�¯�±Ùµ�¯�Ä�±TÍ�Í8±TÄvµ�¯�Á ¹ 2*Ð�µ�Ä�µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ�¯�Ð ¼ ¯ ¼ Ã�Ã�´'±T®�Á ¼ ®�¾TÃ�Á'Ä ¼ °%Á
µ�®¡¯vÁD¾TÁ'°�È�³�Ã¶¯vµ�Í�Ã¶ÁDÄ�±ZË

π
¹ B 8I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®¡¯�Ã�Ê ¼ + ¼ ¯�Äv³�°VË ¼ ´DÁLµ¶Ä ¼ ¯v°vµ�Í�Ã�Á

(S,U , Σ)
Ä%³�´eÐ ¯vÐ ¼ ¯

S
µ¶Ä

¼ ¯�±TÍ8±TÃ�±h¾Tµ�´ ¼ ÃF´'±TÈ�Í ¼ ´'¯�´'±T®�®�Á'´'¯�Á'² Äv³�°%Ë ¼ ´'Á�0
Σ
µ¶Ä ¼ Ø�®�µ¶¯vÁ�Ä%³�/�Ä%Á'¯�±ZË

S
@�-�Ð�±TÄ%Á�Á'Ã�ÁDÈ�ÁD®¡¯vÄ ¼ °%Á

´ ¼ Ã�Ã�Á'²!zv ����p��^q�t�v�u v �%!9D ¼ ®�²
U = {(Ui, zi)}

µ�Ä ¼ ® ¼ ¯vÃ ¼ Ä{±hË
S \ Σ

Äv³�´eÐ?¯vÐ ¼ ¯�¯vÐ�Á�¯v° ¼ ®�Ävµ¶¯vµ�±T®�È ¼ Í�Ä

zj ◦ z−1
i : zi(Ui ∩Uj) → zj(Ui ∩Uj)

¼ °%Á{¯v° ¼ ®�Ä%Ã ¼ ¯vµ�±T®�Ä�±h°�Ð ¼ Ã�Ë¢Òl¯v³�°v®�Ä��
zi = ±zj + const

0 ¼ ®�²ÉË=±T°
Á ¼ ´eÐ

s ∈ Σ
0�¯�Ð�ÁD°vÁ�µ�Ä ¼ ®�Á'µ�¾TÐ�/8±T°vÐ�±¤±M²&±hË

s
µ¶Äv±TÈ�Á'¯v°vµ�´�¯v± ¼ B�³�´DÃ�µ¶²�Á ¼ ®�´D±h®�Á ¹ 2*Ð�Á'°vÁ'Ë=±h°vÁi-FÁ�¾hÁ'¯

¼ o1p�qsr�tlq�u vyx3r�v � �zt ����u vwq
��²�Á'Ø\®�ÁD²LÃ�±M´ ¼ Ã¶Ã¶Ê�µ�®�¯vÐ�Á�´'±¤±h°v²�µ¶® ¼ ¯�Á'Ä
zi

/IÊ�¯�Ð�Á�Ë=±T°%È(³�Ã ¼
q = dz2

i

¹ 2*Ð�µ¶Ä
Ë=±T°%È ÁgÖM¯�Á'®�²�Ä�¯v±�¯vÐ�Á�Í8±Tµ�®¡¯vÄF±hË

Σ
¯�±�ÌDÁ'°v±MÁDÄ10¤Ävµ¶ÈÉÍ�Ã¶Á�ÍG±TÃ¶ÁDÄ�±T°�È ¼ °v½hÁ'²�Í8±Tµ�®¡¯vÄ~@=ÄvÁDÁ[H O 2Pa¡· K D ¹ S Á

-�µ�Ã¶ÃrÄ%±TÈÉÁg¯�µ¶ÈÉÁ'Ä*³�ÄvÁ�¯�Ð�Á�®�±h¯ ¼ ¯vµ�±T®
(S, q)

±T°*Ävµ¶ÈÉÍ�Ã�Ê
S
¹

{ /�ÄvÁ'°%ÂhÁ�¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á-Ð�±TÃ¶±T®�±TÈ�Ê�µ�Ä*¯v°vµ¶ÂMµ ¼ Ãrµ�Ë ¼ ®�²�±T®�Ã�Ê�µ�Ë:¯vÐ�ÁD°%Á�ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÄ ¼ Äv³�/MÒ ¼ ¯vÃ ¼ Ä�Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯ ¼ Ã�Ã
¯�° ¼ ®�Ä%µ¶¯�µ¶±T®?Ë=³�®�´g¯�µ�±h®�Ä ¼ °vÁ�¯�° ¼ ®�ÄvÃ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�±T°-Á�8M³�µ¶Â ¼ Ã�Á'®¡¯�Ã¶ÊÙµ¶Ë�¯�Ð�Áf8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´�²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�Ä

q
µ�Ä�¯�Ð�Á

¾TÃ¶±?/ ¼ ÃGÄ98I³ ¼ °%Á�±hË ¼ ® Õ /8ÁDÃ¶µ ¼ ®�²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã ¹ S Á>-�µ�Ã�Ã8¯�Ð�Á'®�Ä ¼ Ê�¯�Ð ¼ ¯
S
µ�Ä ¼ ¯�° ¼ ®�ÄvÃ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä%³�°%Ë ¼ ´'Á ¹

¸T¹ · ¹ � ��� � ��� ��� ���:���
�`j�±h°
g ≥ 1

0b-FÁÉ²�ÁgØ\®�Á�¯�Ð�Á�È�±¤²�³�Ã�µ:ÄvÍ ¼ ´'ÁÉ±ZË Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ®?²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä
Hg¼ Ä/¯vÐ�Á�ÄvÁg¯�±hËNÍ ¼ µ�°%Ä

(S, ω)
È�±¤²�³�Ã�±�¯vÐ�Á�Á18I³�µ�Â ¼ Ã�ÁD®�´DÁ�°%ÁDÃ ¼ ¯�µ�±h®�¾TÁD®�ÁD° ¼ ¯�ÁD²W/¡Ê	�

(S, ω) ∼ (S ′, ω′)
µ�Ë

¯�Ð�ÁD°vÁ-ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÄ ¼ ® ¼ ® ¼ Ã¶ÊI¯�µ¶´�µ�Ä%±TÈ�±T°vÍ�Ð�µ�ÄvÈ
f : S → S ′ Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯ f ∗ω′ = ω

¹
j\±T°

g ≥ 0
0�-FÁ ¼ Ã�Ä%±�²�ÁgØ\®�Á*¯�Ð�Á*È�±M²�³�Ã�µMÄvÍ ¼ ´DÁ*±hË�8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´*²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä

Qg
¼ Ä5¯vÐ�Á*È�±¤²�³�Ã�µMÄvÍ ¼ ´'Á

±hË�Í ¼ µ�°vÄ
(S, q)

@ -�Ð�Á'°vÁ
q
µ�Ä�®�±h¯�¯�Ð�Á�¾hÃ�±?/ ¼ Ã�Äl8I³ ¼ °vÁ�±hË ¼ ®¡Ê Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ® ²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�D�ÈÉ±M²�³�Ã¶±�¯vÐ�Á

Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®�´DÁ�°vÁ'Ã ¼ ¯vµ�±T®�¾TÁ'®�ÁD° ¼ ¯�Á'² /¡Ê	�
(S, q) ∼ (S ′, q′)

µ�Ë:¯vÐ�ÁD°%Á�ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÄ ¼ ® ¼ ® ¼ Ã�ÊI¯�µ�´�µ¶Äv±TÈ�±T°%Í�Ð�µ�Ä%È

f : S → S ′ Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯ f ∗q′ = q
¹

2*Ð�Á+È�±¤²�³�Ã�µOÄvÍ ¼ ´DÁ+±hË Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ®�²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä;@A°%ÁDÄ%ÍGÁ'´'¯�µ�ÂTÁ'Ã¶Ê 8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´�²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�ÄRD{µ�Ä}Ä%¯v° ¼ ¯VÒ
µ¶Ø�ÁD²N/¡Ê ¯vÐ�ÁÙÈ(³�Ã¶¯�µ¶Í�Ã�µ¶´Dµ�¯�µ�Á'Ä(±hË�¯vÐ�Á�Ì'ÁD°v±MÁDÄ ¹ S Á -�µ�Ã�Ã{²�Á'®�±h¯�Á /IÊ

H(k1, . . . , kn)
@=°vÁ'ÄvÍ8ÁD´'¯vµ¶ÂhÁDÃ¶Ê

Q(k1, . . . , kn)
D�¯vÐ�Á?Ä%¯v° ¼ ¯v³�È ´'±T®�Ävµ¶Ä%¯vµ�®�¾ ±ZË�Ð�±hÃ�±TÈ�±T°vÍ�Ð�µ�´�±T®�ÁmÒlË=±T°%ÈÉÄ @=°vÁ'ÄvÍ8ÁD´'¯vµ¶ÂhÁDÃ¶Ê 8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´

²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶ÄmDP-�µ�¯�Ð
n
Ì'ÁD°%±¤Á'Äf@A±T°�Í8±TÃ¶ÁDÄmD{±hË�È(³�Ã¶¯vµ�Í�Ã¶µ�´'µ¶¯�µ¶ÁDÄ

(k1, . . . , kn)
¹ 2*Ð�ÁDÄ%Á�ÄV¯�° ¼ ¯ ¼�¼ °%Á(®�±T®MÒ

´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'² µ�®?¾hÁD®�Á'° ¼ ÃP@^Ë=±T° ¼ ´D±TÈ�Í�Ã¶Á'¯�Á�´DÃ ¼ ÄvÄvµ�Ø\´ ¼ ¯�µ�±h®?ÄvÁDÁ H�V`\ba ÆZK µ¶®Ù¯�Ð�Á Õ /GÁ'Ã�µ ¼ ®Ù²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä
´ ¼ ÄvÁ ¼ ®�² H ÀO¼ ®�a Å�K µ¶®&¯vÐ�ÁE8I³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ¶´�²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä/´ ¼ ÄvÁUD ¹
2*Ð�Á*Ã¶µ�®�Á ¼ ° ¼ ´g¯�µ¶±T®+±hË�¯�Ð�Á

1
Ò�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°"Ä%³�/�¾T°%±T³�Í�±hË8²�µ ¼ ¾T±T® ¼ ÃMÈ ¼ ¯�°%µ�´DÁ'Ä

gt :=
²�µ ¼ ¾

(et/2, e−t/2)±T®�¯�Ð�ÁE+ ¼ ¯{Äv³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ�Í�°vÁDÄ%ÁD®¡¯�Ä ¼ Í ¼ °%¯�µ¶´D³�Ã ¼ °*µ�®¡¯vÁD°vÁ'Ä%¯ ¹ l¯}¾hµ¶ÂTÁ'Ä ¼ ÈÉÁ ¼ Äv³�°vÁgÒlÍ�°vÁ'ÄvÁ'°%ÂMµ�®�¾f+\±.-Q-�µ¶¯vÐ
°vÁ'ÄvÍ8ÁD´g¯�¯�± ¼ ® ¼ ¯v³�° ¼ ÃNÈ�Á ¼ Äv³�°%Á

µ(1) 08Í�°%ÁDÄvÁ'°%ÂMµ�®�¾�Á ¼ ´eÐ�Ä%¯�° ¼ ¯�³�È ±ZË ¼ °vÁ ¼ ±T®�Á`+ ¼ ¯�Äv³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ ¹ 2*Ð�µ¶Ä
+\±.- µ¶Ä(½I®�±.-�® ¼ Ä(¯�Ð�Á =��zvyx"!�	�
 �����zt � �%$1r �%!zvyx � $�� ¹ O�¼ Äv³�° ¼ ®�² Ó�Á'ÁD´eÐ Í�°v±�ÂTÁ'² ¯vÐ�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾
¯�Ð�ÁD±T°%ÁDÈ ¹

������������ @ O�¼ Äv³�°8�"Ó�ÁDÁ'´eÐ D'� = ! �4=��zvyx"!�	�
������zt�� �%$1r �%!zvyx � $�� q	xzu ! �zt � $1r�vyx9q
��� & $ � �9q	x"! x%$ � #
�	�mxzu �9r x%$�	 " $ �	����u�$2- �9q	x"! !zuwtlq�u p�	 $2-iu�! � 	 $1r�p�� v ! "�q	x%�%! $2-[q�t �9q $ �	� � ���'� vwq�� q���rWo1p�qsr�t9q�uwvyx
r�v � �zt ����u vwq
� !� � v�u.!Wt �%! " �mxzu u $�q 6 ��v�u � 	 �9q !zp	t �Ev �|u.! �@< �����%! ��p �;x'�^q !%!��
)
2*Ð�µ¶Ä"¯�Ð�Á'±T°vÁ'È - ¼ Ä�Í�°v±�ÂTÁ'²C/¡Ê O�¼ Äv³�°�H O�¼ Ä9J¡· K�¼ ®�²�Ó�Á'ÁD´eÐgH Ó�Á'ÁUJ¡· K Ë=±T°"¯�Ð�Á

H(k1, . . . , kn)
´ ¼ Ä%Á

¼ ®�²&Ë=±T°/¯vÐ�Á
Q(4g − 4)

´ ¼ ÄvÁ ¹
2*Ð�Á}ÁD°v¾h±¤²�µ¶´Dµ�¯�Ê+±hË<¯vÐ�Á�2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�Á'°�¾hÁD±M²�ÁDÄ%µ�´P+\±.- µ�Ä�Í�°v±�ÂTÁ'²�µ�®�Ë=³�Ã¶Ã8¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ¶¯�Ê+µ¶® H Ó�ÁDÁ1JT¿ K 0	2*Ð�ÁmÒ
±T°%ÁDÈ

0.2
¹ 2*Ð�Á/Ø�®�µ¶¯vÁD®�Á'ÄvÄ�±hË\¯�Ð�Á*ÈÉÁ ¼ Äv³�°%Á ¼ Í�Í8Á ¼ °vÄ"µ¶®(¯ -�±

1984
Í�°%ÁDÍ�°%µ�®¡¯�Ä5±hË�Ó�ÁDÁD´eÐ�� Ï ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ Ã

Ä%ÊMÄV¯�ÁDÈ�Ä�±h® ¼ ® ¼ Ã¶ÊI¯�µ¶´{È ¼ ®�µ�Ë=±TÃ�²�Ä�±hËb8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´{²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä�m0¦vP@=ÄvÁDÁ ¼ Ã�Ä%±�H Ó�ÁDÁ1JT¿ K Í ¹¦ÅTÅIÎ D ¹ 2*Ð�Á'ÄvÁ
Í�°%ÁDÍ�°%µ�®¡¯�Ä�Ð ¼ ÂTÁ`/8ÁDÁD®�Í�³�/�Ã�µ�Ä%Ð�ÁD²�µ�®

1990
H Ó�ÁDÁ Ú a Ka¹
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¸T¹�Æ�¹ 	�� �7����� ���$����������	��� � � � �*���® ¯�Ð�µ¶Ä�ÄvÁ'´'¯vµ�±T® -FÁ?°vÁ'´ ¼ Ã¶Ã�/�°vµ�Áz+�Ê ¯�Ð�Á�¯�Ð�Á'±T°%Ê ±hË-µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã
ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ&È ¼ Í�Ä ¹ S Á�-�µ¶Ã�Ã�Ä%Ð�±.- ¯vÐ ¼ ¯10�³�®�²�ÁD°�Ä%µ�È�Í�Ã�ÁÉ´D±TÈ3/�µ�® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã�´D±T®�²�µ¶¯vµ�±T®�Ä�0�Äv³�´eÐ ¯�° ¼ ®�Ä�Ò
Ë=±T°%È ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¼ °vµ¶ÄvÁ�® ¼ ¯�³�° ¼ Ã�Ã�Ê ¼ Äf::±hµ�®�´ ¼ °9<&°vÁg¯�³�°%® È ¼ Í�Ä+±ZË�È�Á ¼ Ä%³�°vÁ'² Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¼ ®�² ¾TÁ'±¤²�Á'Ävµ¶´
+\±.-�Ä*±T®�¯v° ¼ ®�ÄvÃ ¼ ¯�µ�±h®�Äv³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ ¹ O ±h°vÁD±�ÂhÁD°}-FÁ~-�µ�Ã�Ã8Í�°%ÁDÄvÁ'®¡¯*¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ&µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T® ¼ ®�²�µ¶¯�Ä
¾TÁ'±TÈÉÁg¯�°%µ�´ ¼ ®�²�²�ÊM® ¼ ÈÉµ¶´ ¼ Ã<Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�µ�Á'Ä`@AÄ%ÁDÁCH Ó�Á'ÁUJ¡· K Ë=±T°*ÈÉ±h°vÁ�²�Ág¯ ¼ µ¶Ã�ÄmD ¹
À Á'¯

I ⊂ R
/8Á ¼ ® ±TÍ8ÁD® µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã ¼ ®�² Ã�Ág¯�³�Ä�´eÐ�±M±TÄvÁ ¼ Ø�®�µ¶¯vÁ Ä%³�/�ÄvÁg¯

{sing}
±hË

I
¹ l¯vÄ

´D±hÈÉÍ�Ã¶ÁDÈ�ÁD®¡¯{µ�Ä ¼ ³�®�µ�±h®�±hË
d ≥ 2

±hÍGÁ'®�Äv³�/�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã¶Ä ¹ Õ ®�µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ ÃNÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�È ¼ Í�µ¶Ä ¼ ±T®�ÁmÒl¯v±ZÒ
±T®�Á*È ¼ Í

T
Ë=°v±TÈ

I\{sing}
¯v± ¼ ´D±ZÒsØ\®�µ¶¯vÁ/Äv³�/�ÄvÁg¯F±ZË

I
¯�Ð ¼ ¯�µ�Ä ¼ ¯v° ¼ ®�ÄvÃ ¼ ¯�µ�±h®(±T®�Á ¼ ´eÐ�Ä%³�/�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã

±hË�µ�¯�Ä�²�ÁgØ\®�µ�¯�µ�±h®Ù²�±TÈ ¼ µ�® ¹ l¯�µ�Ä}Á ¼ ÄVÊ�¯v±�ÄvÁDÁ(¯vÐ ¼ ¯
T
µ¶Ä�Í�°vÁ'´Dµ¶ÄvÁDÃ�Ê�²�Á'¯�Á'°vÈ�µ�®�Á'²|/¡Ê�¯vÐ�Á(Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾

² ¼ ¯ ¼ � ¼ Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®
π
¯�Ð ¼ ¯{ÁD®�´'±¤²�Á'Ä�Ð�±.- ¯vÐ�Á�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�Ä ¼ °vÁ�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾hÁD² @=ÁgÖ¤Í�°vÁ'ÄvÄ%µ�®�¾�¯�Ð ¼ ¯{¯�Ð�Á

½TÒl¯vÐÙµ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã 0�-�Ð�Á'®?®I³�ÈÉÁ'° ¼ ¯vÁD²ÙË=°%±TÈ ¯�Ð�Á(Ã¶Á'Ë^¯{¯�±�¯vÐ�Á(°%µ�¾TÐ¡¯U08µ�Ä}ÄvÁ'®I¯~/IÊ
T
¯�±É¯vÐ�Á(Í�Ã ¼ ´DÁ

π(k)
D�0

¼ ®�² ¼ ÂTÁ'´'¯�±h°P-�µ�¯�Ð�ÍG±hÄvµ¶¯vµ¶ÂhÁ�ÁD®¡¯�°%µ�Á'Ä{¯vÐ ¼ ¯�ÁD®�´D±M²�ÁDÄ�¯�Ð�Á-Ã¶ÁD®�¾h¯vÐ�Ä*±hËN¯�Ð�Á-µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã�Ä ¹
j\±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾ O�¼ °%ÈÉµ 0 O ±T³�ÄvÄ ¼ 0 e�±M´D´'±TÌ;H O O eEa Î�K 0	-�Á�²�Á'®�±h¯vÁ�¯�Ð�Á'ÄvÁ�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã¶Ä /¡Ê

{Iα, α ∈ A}
0

-�µ¶¯vÐ
A

¼ Ø\®�µ�¯�Á ¼ Ã�Í�Ð ¼ /GÁg¯ ¹ 2*Ð�Á�Ã¶ÁD®�¾Z¯�Ð ±hË*¯vÐ�Á�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã¶Ä�µ¶Ä ¼ ÂhÁD´'¯v±T°
λ = (λα)α∈A

0 ¼ ®�² ¯�Ð�Á
´D±hÈ3/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ ÃN² ¼ ¯ ¼ µ¶Ä ¼ Í ¼ µ�°

π = (π0, π1)
±hËF±T®�ÁmÒl¯v±ZÒ�±T®�Á+È ¼ Í�Ä

πε : A → {1, . . . , d}
¹ 2*Ð�Á'®

π
µ�Ä ¼ ±T®�ÁmÒl¯v±ZÒ�±T®�Á+È ¼ ÍÙË=°%±TÈ

{1, . . . , d}
µ�®¡¯�±&µ�¯�ÄvÁ'Ã¶Ë�¾Tµ�ÂTÁD®]/¡Ê

π = π1 ◦ π−1
0

¹ S Á;-�µ�Ã¶Ã5³�Ä%³ ¼ Ã¶Ã¶Ê
°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁ'®I¯}Äv³�´eÐ ¼ ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®,/¡Ê ¼ ¯ ¼ /�Ã�Á �

π =

(
1 2 . . . n

π−1(1) π−1(2) . . . π−1(n)

)
=

=

(
π−1

0 (1) π−1
0 (2) . . . π−1

0 (n)
π−1

1 (1) π−1
1 (2) . . . π−1

1 (n)

)
.

��%�q
	 " ��� ¸T¹�¸ ) À Á'¯�³�Ä�´D±h®�Ävµ¶²�ÁD°�¯�Ð�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾ ¼ Ã¶Í�Ð ¼ /8Á'¯
A = {A, B, C, D}

-�µ¶¯�Ð
d = 4

¹ 2*Ð�ÁD®
-FÁ�²�ÁgØ\®�Á ¼ ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®

π
¼ Ä*Ë=±TÃ�Ã¶±.-�Ä ¹

π =

(
A B C D
D C B A

)
.

I

I
T

IA IB IC ID

T (IA)T (IB)T (IC)T (ID)


 * 
 ' #O«��� Õ ®&µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã3ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�È ¼ Í ¹

¸T¹�Æ�¹�¸T¹ 9}q�p:� &�#�;��%�mx"!,v ��r�p�xzu v $ � )��®�¯�Ð�µ¶Ä�Ä%ÁD´'¯vµ�±T®�-FÁ�µ¶®I¯v°v±M²�³�´'Á�¯�Ð�Á�®�±h¯�µ¶±T®�±ZË -�µ�®�®�Á'° ¼ ®�²�Ã�±TÄ%ÁD°10
Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾É¯�Ð�Á+¯�Á'°vÈ�µ�®�±hÃ�±T¾hÊ�±hË�¯�Ð�Á�Í ¼ ÍGÁ'°�±ZË Õ ÂMµ�Ã ¼ 0 Ç ±T³�dDÌDÁ'Ã ¼ ®�²|e�±¤´'´D±TÌ H Õ Ç e>aT¿ Ka¹ j�±h°

T =
(π, λ)

-FÁ(²�Á'Ø�®�Á(¯�Ð�Á�u &%" �
ε
±ZË

T
/¡Ê

λπ−1
ε (d) > λπ−1

1−ε(d)

¹ S Á[-�µ�Ã¶ÃO¯vÐ�ÁD®LÄ ¼ Ê�¯�Ð ¼ ¯
Iπ−1

ε (d)

µ¶Ä}¯�Ð�Á
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�� ���?� �

-�µ�®�®�ÁD° ¼ ®�²
Iπ−1

1−ε(d)

µ�Ä/¯vÐ�Á�Ã�±hÄvÁD° ¹ 2*Ð�ÁD®W-FÁ�²�Á'Ø\®�Á ¼ Ä%³�/�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã
J
±hË

I
/¡Ê�°vÁ'ÈÉ±�ÂMµ�®�¾(¯�Ð�Á�Ã¶±TÄvÁ'°

±hË
I
¼ Ä*Ë=±TÃ¶Ã�±.-�Ä ¹

{
J = I\T (Iπ−1

1 (d))
µ¶Ë

T
µ¶Ä*±hËN¯�Ê¤Í8Áia

J = I\Iπ−1
0 (d)

µ¶Ë
T
µ¶Ä*±hËN¯�Ê¤Í8Á ¸T¹

2*Ð�Á Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®
R(T )

±hË
T
µ�Ä�²�ÁgØ\®�Á'² ¼ Ä�¯vÐ�ÁÙØ\°%Ä%¯&°vÁg¯�³�°%® È ¼ Í ±ZË

T
¯�± ¯vÐ�Á

Äv³�/�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã
J
¹ l¯�µ¶Ä�Á ¼ ÄVÊ ¯�± ÄvÁDÁ�¯�Ð ¼ ¯�¯vÐ�µ�Ä�µ¶Ä ¼ ¾ ¼ µ�® ¼ ® µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã*ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±h°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®b0

²�ÁgØ\®�ÁD² ±T®
d
Ã�Ág¯v¯�Á'°vÄf@=ÄvÁDÁ+Á ¹ ¾ ¹ H�Ñ ¼ ³ ÔZÚ�K D ¹ S Á+®�±.- Ä%ÁDÁ�Ð�±.-�¯�±&´D±TÈ�Í�³�¯vÁ�¯�Ð�Á+² ¼ ¯ ¼ ±hË�¯vÐ�Á+®�Á�-

È ¼ Í ¹
2*Ð�Á'°vÁ ¼ °%Á�¯ -F±�´ ¼ Ä%ÁDÄ�¯v±�²�µ¶Ä%¯�µ¶®�¾T³�µ¶ÄvÐ�²�ÁDÍ8ÁD®�²�µ�®�¾�±h® -�Ð�Á'¯vÐ�ÁD°

T
µ¶Ä�±hË"¯�ÊMÍ8Á

0
±h°

1
�r¯vÐ�Á�´'±TÈ+Ò

/�µ¶® ¼ ¯�±h°vµ ¼ Ã3² ¼ ¯ ¼ ±hË
R(T )

±T®�Ã�Ê�²�ÁDÍ8ÁD®�²�Ä�±T®
π
¼ ®�²�±T®�¯�Ð�Á�¯�ÊMÍGÁ(±ZË

T
¹ 2*Ð�µ�Ä}²�Á'Ø�®�ÁDÄ�¯ -F±�È ¼ Í�Ä

R0
¼ ®�²

R1
/IÊ

R(T ) = (Rε(π), λ′)
0�-�µ¶¯vÐ

ε
¯�Ð�Á-¯�ÊMÍ8Á-±hË

T
¹

@ ¸ D
T
Ð ¼ Ä*¯�Ê¤Í8Á

0
��Á�8I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®¡¯�Ã�Ê�¯�Ð�ÁE-�µ¶®�®�Á'°{µ¶Ä

Iπ−1
0 (d)

¹
�®L¯�Ð ¼ ¯�´ ¼ ÄvÁ�0)-FÁÉ²�Á'Ø\®�Á

k
/¡Ê

π−1
1 (k) = π−1

0 (d)
-�Ð�ÁD°%Á

k ≤ d − 1
¹ �® ¼ ® Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®I¯

- ¼ Ê
k = π1 ◦ π−1

0 (d) = π(d)
¹ 2*Ð�Á'®

R0(π0, π1) = (π′
0, π

′
1)

-�Ð�Á'°vÁ
π0 = π′

0

¼ ®�²

π′−1
1 (j) =





π−1
1 (j)

µ�Ë
j ≤ k

π−1
1 (d)

µ�Ë
j = k + 1

π−1
1 (j − 1)

±h¯�Ð�Á'°l-�µ¶ÄvÁ ¹
S Á�Ð ¼ ÂTÁ

λ′
α = λα

µ�Ë
α 6= π−1

0 (d)
¼ ®�²

λ′
π−1
0 (d)

= λπ−1
0 (d) − λπ−1

1 (d)

¹
@a·?D

T
Ð ¼ Ä*¯�Ê¤Í8Á

1
��Á�8I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®¡¯�Ã�Ê�¯�Ð�ÁE-�µ¶®�®�Á'°{µ¶Ä

Iπ−1
1 (d)

¹
�®L¯�Ð ¼ ¯�´ ¼ ÄvÁ�0)-FÁÉ²�Á'Ø\®�Á

k
/¡Ê

π−1
0 (k) = π−1

1 (d)
-�Ð�ÁD°%Á

k ≤ d − 1
¹ �® ¼ ® Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®I¯

- ¼ Ê
k = π0 ◦ π−1

1 (d) = π−1(d)
¹ 2*Ð�ÁD®

R1(π0, π1) = (π′
0, π

′
1)

-�Ð�ÁD°vÁ
π1 = π′

1

¼ ®�²

π′−1
0 (j) =





π−1
0 (j)

µ�Ë
j ≤ k

π−1
0 (d)

µ�Ë
j = k + 1

π−1
0 (j − 1)

±h¯�Ð�Á'°l-�µ¶ÄvÁ ¹
S Á�Ð ¼ ÂTÁ

λ′
α = λα

µ�Ë
α 6= π−1

1 (d)
¼ ®�²

λ′
π−1
1 (d)

= λπ−1
1 (d) − λπ−1

0 (d)

¹

��%�q
	 " ��� ¸T¹ · ) À Á'¯
A = {A, B, C, D}

/GÁ ¼ ® ¼ Ã�Í�Ð ¼ /GÁg¯ ¹�À Á'¯/³�Ä*´D±T®�Ävµ�²�ÁD°/¯�Ð�Á�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®
π
±ZË

B5Ö ¼ ÈÉÍ�Ã�Á ¸T¹�¸T¹ 2*Ð�Á'®

R0π =

(
A B C D
D A C B

)
¼ ®�²

R1π =

(
A D B C
D C B A

)
.

S Á*Ä%¯�°%ÁDÄ%Ä�¯vÐ ¼ ¯�¯�Ð�Á}Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ�µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h®+µ�Ä�-FÁDÃ¶Ã\²�Á'Ø\®�ÁD²�µ�Ë ¼ ®�²�±T®�Ã�Ê(µ¶Ë�¯vÐ�Á/¯ -�±�°vµ¶¾TÐ¡¯�È�±TÄ%¯
µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã¶ÄÉ²�± ®�±h¯�Ð ¼ ÂTÁ�¯�Ð�Á�Ä ¼ È�Á�Ã¶ÁD®�¾h¯vÐ µ ¹ Á ¹

λπ−1
0 (d) 6= λπ−1

1 (d)

¹ �® ¯�Ð�Á�®�ÁgÖM¯10}-�Á - ¼ ®¡¯�¯v±
Ä%¯v³�²�ÊÙ¯vÐ�Á+Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h® ¼ Ä ¼ ²�ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ Ã5ÄVÊMÄ%¯�Á'È ²�ÁgØ\®�ÁD² ±T®Ù¯vÐ�Á+ÄvÍ ¼ ´DÁ+±hË�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã
ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ&¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h®�Ä ¹ 2*ÐM³�Äf-FÁ,- ¼ ®¡¯�¯�Ð�Á�µ�¯�Á'° ¼ ¯vÁDÄ+±hË�¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h® ±T®

T
¯�± /GÁ ¼ Ã6- ¼ Ê¤Ä`-�Á'Ã�Ã�²�Á'Ø�®�ÁD² ¹ S Á ¼ Ã�Ä%± - ¼ ®¡¯(¯�Ð�µ�Ä�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T® ¯v± /8Á ¼ ¾h±¤±M² °%ÁD®�±T°%È ¼ Ã�µ�Ì ¼ ¯�µ¶±T®

Í�°%±¤´'ÁDÄvÄ�0<µ�®�¯�Ð�Á(Ä%ÁD®�Ä%Á(¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á(µ¶¯vÁD° ¼ ¯�ÁDÄ}´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²?¯�±�µ¶®�²�³�´g¯�µ¶±T®�Ä{±T®?Äv³�/�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�Ä{¯�Ð ¼ ¯�¯�Á'®�²
¯�±�Ì'ÁD°v± ¹ 2*Ð�µ�Ä�Ã�Á ¼ ²�Ä/¯�±+¯vÐ�Á-²�Á'Ø\®�µ¶¯�µ¶±T®&±hË:°vÁD²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê ¼ ®�²&¯�±+¯�Ð�ÁiV�Á ¼ ®�Á�X¦Ä{Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�Ê ¹



��� �������	��
������������������������������������� ��!
¸T¹�Æ�¹ · ¹ 9}q�p:� &�#�;��%�mx"! v ��r�p xzuwv $ � q���r ���9q��	� � ! "�t $%" �zt�u'&:)�S ÁC-�µ¶Ã�Ã�Ä ¼ Ê ¯�Ð ¼ ¯

π = (π0, π1)
µ�Ä�°vÁmÒ

²�³�´'µ/�Ã¶Á-µ¶Ë5¯vÐ�ÁD°%Á�ÁmÖ¤µ�Ä%¯vÄ
1 ≤ k ≤ d − 1

Ä%³�´eÐÙ¯�Ð ¼ ¯
{1, . . . , k}

µ�Ä�µ�®¡Â ¼ °%µ ¼ ®¡¯{³�®�²�Á'°
π = π1 ◦ π−1

0

¹
2*Ð�µ¶Ä{È�Á ¼ ®�Ä*ÁgÖ ¼ ´g¯�Ã¶Ê�¯�Ð ¼ ¯

T
ÄvÍ�Ã¶µ¶¯�Ä�µ�®¡¯�±+¯ -F±Éµ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã3ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾hÁ�¯v° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¹

S Ái-�µ�Ã¶ÃOÄ ¼ Ê�¯vÐ ¼ ¯
T
Ä ¼ ¯vµ�Ä%Ø�ÁDÄ�¯vÐ�Á3V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä�Í�°%±TÍGÁ'°%¯�ÊA@ ¼ Ã¶Äv±É´ ¼ Ã¶Ã�ÁD²�¯�Ð�Á�µ�®�Ø�®�µ¶¯vÁ�²�µ¶Ä%¯vµ�®�´g¯�±T°l/�µ¶¯

´D±h®�²�µ¶¯vµ�±T®L±T°-µ ¹ ² ¹ ± ¹ ´ ¹ Í�°v±hÍGÁ'°%¯�Ê�Dz0Nµ¶Ë�¯�Ð�Á�±T°l/�µ¶¯vÄ�±ZËF¯vÐ�ÁÉÄ%µ�®�¾h³�Ã ¼ °%µ¶¯vµ�ÁDÄ�±hË
T−1 /IÊ

T
¼ °vÁ�µ�®¤Ø\®�µ¶¯vÁ ¹

2*Ð�µ¶Ä�Á'®�Äv³�°vÁDÄ�¯�Ð ¼ ¯
π
µ�Ä�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¼ ®�²�¯�Ð�Á�µ�¯�ÁD° ¼ ¯�Á'Ä�±hËr¯vÐ�Á{Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ�µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h® ¼ °vÁ ¼ Ã^- ¼ ÊMÄ

-FÁDÃ�Ã3²�Á'Ø\®�Á'² ¹
lË"¯vÐ�Á

λα
¼ °%Á�° ¼ ¯�µ¶±T® ¼ Ã¶Ã¶ÊÉµ�®�²�ÁDÍ8ÁD®�²�Á'®¡¯�ÂTÁ'´'¯v±T°vÄ�0G¯�Ð ¼ ¯�µ¶Ä ∑

rαλα 6= 0
Ë=±T° ¼ Ã�Ã3®�±T®�ÌDÁD°%±�µ¶®I¯vÁD¾TÁ'°

ÂTÁ'´'¯v±T°vÄ
(rα)

0\¯�Ð�Á'®
T
Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ø\Á'Ä{¯vÐ�Á[V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä{Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�Ê @AÄ%ÁDÁ�H�V�Á ¼¡ÔhÎcK D ¹ M{±.-�ÁgÂTÁD°}¯�Ð�Á�´D±T®¡ÂhÁD°vÄ%Á�µ¶Ä

®�±h¯*¯v°v³�Á ¹ n}±h¯vÁ-¯vÐ ¼ ¯�µ�Ë
T
Ä ¼ ¯vµ�Ä%Ø�ÁDÄ*¯�Ð�Á`V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä}Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�Ê�¯�Ð�Á'®

T
µ�Ä*È�µ�®�µ¶È ¼ Ã ¹

À Á'¯
T = (π, λ)

/8Á ¼ ® µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ È ¼ Í ¹ À Á'¯�³�Ä&²�Á'®�±h¯�Á]/¡Ê
λ

(n)
α

¯vÐ�Á Ã¶ÁD®�¾Z¯�Ð ±hË
¯�Ð�Á�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã ¼ ÄvÄ%±¤´'µ ¼ ¯vÁD² ¯v±�¯�Ð�Á�ÄVÊMÈ3/G±hÃ

α ∈ A
Ë=±T°�¯vÐ�Á

n
Òl¯�Ð µ�¯�Á'° ¼ ¯vÁ�±hË

T
/¡Ê

R
� -FÁ�²�ÁD®�±Z¯�Á

Rn(T ) =: (π(n), λ(n))
µ�ËNµ¶¯�µ�Ä}-FÁDÃ¶Ã3²�Á'Ø�®�ÁD² ¹

� ��� � � � � � �.� �3��= ! � - $�����$�� v ����q�t ���9o1p	v �Zq
������u )
@ ¸ D

T
!1q�uwv�!.6 �%!Eu.! � ���9q��	� � ! "�t%$%" �zt�u'&:)

@a·?D4= ! �19Fq�p
� &�#�;��%�mx"!�v ��r�p�xzu v $ �
R

v�!>q
� � q�& !�� �'���5#Ir �.6 �	�9r7q���r - $Zt>q�� &
α ∈ A

/ u�! � ��������u�!
$2->u�! �`v ��u �zt �Zq
� !

λ
(n)
α
� $ �%!Eu $�� �zt $Cq !

n
u ����r !>u $fv � 6 ��v�u'&:)

Õ ÄF-FÁ>-�µ�Ã�ÃrÄvÁDÁ�¯vÐ�µ�Ä*Ä%µ¶¯�³ ¼ ¯�µ¶±T®�µ�Ä/ÂhÁD°%Ê&Ä%µ�È�µ�Ã ¼ °�µ¶®�¯�Ð�Á-´ ¼ ÄvÁ�±hË5Ã¶µ�®�Á ¼ °/µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h®�Ä ¹
lË -FÁW- ¼ ®¡¯�¯�± Ä%¯v³�²�Ê ¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ¼ Ä ¼ ²¤Ê¤® ¼ ÈÉµ¶´ ¼ Ã*ÄVÊMÄ%¯�Á'È ±T® ¯vÐ�Á�ÄvÍ ¼ ´'Á

±hË�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã*ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁÙÈ ¼ Í�Ä10�µ¶¯�µ�Ä�³�ÄvÁgË=³�Ã�¯�± ´'±T®�Ä%µ�²�Á'°�¯vÐ�ÁÙÑ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ °vÁ'®�±T°vÈ ¼ Ã¶µ�Ä ¼ ¯�µ�±h® ±T®
¯�Ð�Á�Í�°%±ZY%ÁD´g¯�µ�ÂTÁ�Ä%Í ¼ ´'Á�±hË�Ã�ÁD®�¾h¯�Ð�Ä�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°vÄ�ÄvÍ ¼ ´DÁ ¹ 2*Ð�Á�® ¼ ¯v³�° ¼ Ã ¼ ÄvÄv±M´Dµ ¼ ¯�Á'² ±?/�Y%ÁD´'¯Éµ�Ä�¯�Ð�Á
°vÁ'®�±T°%È ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²&Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�²�ÁgØ\®�Á'²�±T®�Ã�Á'®�¾h¯�Ð&±T®�Á�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�Ä��

µ�Ë
R(π, λ) = (π′, λ′)

¯vÐ�ÁD®
Rr(π, λ) := (π′, λ′/|λ′|).

¸T¹�Æ�¹�Æ�¹ 9}q�p:� &Cx'�^q !%! �%!�) Ç µ�ÂTÁ'® ¼ ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®
π
0�-�Á}´ ¼ ®É²�Á'Ø\®�Á}¯ -F±�±h¯vÐ�ÁD°�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä

Rε(π)-�µ¶¯vÐ
ε = 0, 1

¹�× ±T®¡ÂTÁ'°vÄ%ÁDÃ¶Ê�0 ¼ ®¡ÊLÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®
π′ Ð ¼ Ä�ÁmÖ ¼ ´'¯�Ã�Ê?¯ -�±�Í�°vÁ'²�ÁD´'ÁDÄ%Äv±T°%Ä��+¯�Ð�Á'°vÁÉÁgÖ¤µ�ÄV¯

ÁgÖ ¼ ´g¯�Ã�Ê�¯ -F±�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä
π0 ¼ ®�² π1 Äv³�´eÐL¯�Ð ¼ ¯ Rε(π

ε) = π′ ¹ n}±Z¯�Á(¯�Ð ¼ ¯ π
µ�Ä�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�µ�Ë

¼ ®�² ±T®�Ã�ÊLµ¶Ë
Rε(π)

µ¶Ä-µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á ¹ 2*ÐI³�Ä�¯�Ð�ÁÉ°vÁDÃ ¼ ¯�µ¶±T®L¾TÁD®�ÁD° ¼ ¯�ÁD² /IÊ
π ∼ Rε(π)

µ¶Ä ¼ Í ¼ °%¯vµ ¼ Ã
±T°%²�ÁD°-±T® ¯�Ð�Á�ÄvÁg¯�±hË�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á+Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä��$-�Á�°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁ'®I¯(µ¶¯ ¼ Ä ¼ ²�µ�°vÁ'´'¯vÁD² ¾h° ¼ Í�Ð

G
¹ S Á

´ ¼ Ã�Ã3Ñ ¼ ³�ÌgÊ�´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ*¯�Ð�Á-´'±T®�®�Á'´'¯�Á'²�´'±TÈÉÍ8±T®�Á'®¡¯�Ä�±hËN¯�Ð�µ¶Ä{¾h° ¼ Í�Ð ¹
� ��� � � � � � �.� � @aÑ ¼ ³�ÌgÊ�D��$= ! �[q ��$ ���Et �'�^q�uwv $ �|v�!;q�� �9o1p	v �Zq
������x%�Et �'�^q�uwv $ � $ �|u.! � ! �zu $2- " �zt'	;p�#
uyq�u v $ ��!�) � � "�q�t�u vyxzp��^q�t / u.! ���9o1p	v �Zq
������u}x'�^q !%! $2-iq " �zt�	;p uyq�uwv $ � v�!`u.! � 9}q�p
� &Wx'�^q !%!�)
� t $ $2-8) 2*Ð�Á ½ZÁ'Ê °vÁ'È ¼ °%½ µ�Ä�¯vÐ�Á?Ë=±TÃ�Ã¶±c-�µ¶®�¾ � µ�Ë

π′ = Rε(π)
¯vÐ�ÁD® ¯�Ð�Á'°vÁ ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä

n > 0
Äv³�´eÐ

¯�Ð ¼ ¯
π = Rn

ε (π′)
¹ n{±.- ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ�¯�Ð�Á'°vÁÉÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä ¼ ® ±T°vµ¶ÁD®¡¯�Á'² Í ¼ ¯�Ð µ¶®

G
Y%±Tµ¶®�µ�®�¾

π
¼ ®�²

π′ 0}v�)'��)
¯�Ð�ÁD°vÁ�ÁgÖ¤µ�ÄV¯

ε1, . . . , εr

Ä%³�´eÐ ¯vÐ ¼ ¯
π′ = Rε1 ◦ · · · ◦ Rεr

(π)
¹ 2*Ð�ÁD® ¯vÐ�ÁD°%Á�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä

n1

Ä%³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯

Rn1
ε1

(π′) = Rε2 ◦ · · · ◦ Rεr
(π)

¹ l¯vÁD° ¼ ¯�µ�®�¾L¯vÐ�µ�Ä ¼ °v¾T³�È�ÁD®¡¯10�¯vÐ�ÁD°%Á�ÁmÖ�µ¶Ä%¯
n1, . . . , nr

Äv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯

π = Rnr
εr

◦ · · · ◦ Rn1
ε1

(π′)
¹ 2*ÐI³�Ä�¯�Ð�Á'°vÁ-µ�Ä ¼ ®�±T°%µ�ÁD®¡¯vÁD²&Í ¼ ¯vÐ�µ¶®

G
¯�Ð ¼ ¯ Y%±hµ�®�Ä

π′ ¼ ®�² π
¹

�

S Á -�µ�Ã¶Ã¡ÄvÁ'Á�¯�Ð ¼ ¯5¯�Ð�ÁD°vÁFµ�Ä ¼ ® ¼ ® ¼ Ã�±T¾h±T³�ÄNÍ�°v±TÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T®�µ�®�¯vÐ�Á�´ ¼ ÄvÁ�±hË\¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä
¼ Ã�¯�Ð�±T³�¾TÐ�¯�Ð�Á-Ä%µ¶¯�³ ¼ ¯�µ¶±T®�µ�Ä*È(³�´eÐ�È�±T°vÁ�´'±TÈ�Í�Ã�µ¶´ ¼ ¯vÁD² ¹
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¸T¹�Æ�¹¦Å�¹�� p ! " ����!zv $ � rsq�uyq $ ���zt|q���v ��u �zt �Zq
� �&% x"!�q���� � u tlq���!.- $Zt�	fq�uwv $ � )�M}Á'°vÁ -FÁÙ²�Á'Äv´'°vµ/8ÁÙ¯�Ð�Á
´D±h®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ�±h® ±hË ¼ !zp�! " ����!zv $ � ±)ÂhÁD° ¼ ® µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�È ¼ Í

T
05¯vÐ ¼ ¯(µ¶Ä ¼ + ¼ ¯(Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ�Ë=±T°

-�Ð�µ¶´eÐ
T
µ�Ä/¯�Ð�Á-Ø�°vÄ%¯{°%Á'¯�³�°v®�È ¼ Í&±hËN¯�Ð�Á-ÂhÁD°V¯�µ�´ ¼ Ãb+\±.- ±h® ¼ -FÁDÃ�Ã3´eÐ�±TÄvÁ'®�ÄvÁ'¾TÈ�ÁD®¡¯ ¹

À Á'¯
T = (π, λ)

/GÁ ¼ ® µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã�ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁÉ¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h® ¹ Õ !zp�! " ����!zv $ ��rsq�uyq?Ë=±T°
T
µ�Ä ¼

´D±hÃ�Ã�Á'´'¯vµ�±T®�±ZË5ÂTÁ'´'¯v±T°vÄ
(ζα)α∈A

Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯ �
@ ¸ D

∀α ∈ A, Re(ζα) = λα
¹

@a·?D
∀1 ≤ k ≤ d − 1, Im(

∑
π0(α)≤k ζα) > 0

¹
@ Æ D

∀1 ≤ k ≤ d − 1, Im(
∑

π1(α)≤k ζα) < 0
¹

Ç µ¶ÂTÁ'® ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® ² ¼ ¯�³�È
ζ
0 -FÁ�´'±T®�Ä%µ�²�Á'°É¯�Ð�Ág/�°%±T½hÁ'® Ã�µ¶®�Á

L0

±T®
C = R2 ²�ÁgØ\®�ÁD² /IÊ

´D±h®�´ ¼ ¯vÁD® ¼ ¯�µ�±h®?±hË�¯�Ð�Á�ÂhÁD´g¯�±T°%Ä
ζπ−1

0 (j)

@=µ�®�¯vÐ�µ�Ä�±h°v²�Á'°mD}Ë=±T°
j = 1, . . . , d

-�µ¶¯vÐ?Ä%¯ ¼ °%¯vµ�®�¾�Í8±Tµ¶®I¯ ¼ ¯
¯�Ð�Á�±T°%µ�¾Tµ¶®�@=ÄvÁ'Á}j5µ¶¾T³�°vÁF·?D ¹ = µ¶ÈÉµ¶Ã ¼ °%Ã¶Ê�01-�ÁF´D±T®�Ävµ�²�ÁD°O¯�Ð�Á /�°v±T½ZÁD®+Ã¶µ�®�Á

L1
²�ÁgØ\®�ÁD²[/IÊ�´'±T®�´ ¼ ¯�ÁD® ¼ ¯�µ¶±T®

±hËG¯�Ð�Á�ÂTÁ'´'¯�±h°vÄ
ζπ−1

1 (j)

@Aµ¶®�¯vÐ�µ�Ä�±T°%²�ÁD°RD�Ë=±h°
j = 1, . . . , d

-�µ�¯�Ð�Ä%¯ ¼ °%¯�µ¶®�¾�ÍG±Tµ¶®¡¯ ¼ ¯�¯�Ð�Á{±T°vµ¶¾Tµ�® ¹ lË<¯vÐ�Á
Ã�µ¶®�ÁDÄ

L0
¼ ®�²

L1

Ð ¼ ÂTÁ�®�±&µ�®¡¯�Á'°vÄvÁ'´'¯vµ�±T®�Ä�±Z¯�Ð�Á'°�¯�Ð ¼ ®L¯�Ð�Á+ÁD®�²�Í8±Tµ¶®I¯vÄ103¯�Ð�ÁD® -�Á�´ ¼ ® ´'±T®�ÄV¯�°v³�´'¯ ¼
¯�° ¼ ®�Ä%Ã ¼ ¯vµ�±T®-Äv³�°%Ë ¼ ´'Á

S
¼ ÄOË=±TÃ�Ã¶±c-�Ä��b-�Á�´ ¼ ®(µ¶²�ÁD®¡¯vµ¶Ë^Ê�Á ¼ ´eÐ+Ävµ¶²�Á

ζα

±T®
L0

-�µ¶¯�Ð�¯�Ð�ÁFÄvµ¶²�Á
ζα

±T®
L1

/IÊ
¼ ¯�° ¼ ®�ÄvÃ ¼ ¯�µ¶±T® @=µ�®�¯�Ð�Á-¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã<´ ¼ ÄvÁ�0 -FÁ-È(³�ÄV¯�³�ÄvÁ-¯�Ð�Á�Ó�Á'ÁD´eÐ�ÌDµ�Í�ÍGÁ'°vÁD²�°vÁ'´'¯ ¼ ®�¾TÃ¶Á�´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯vµ�±T®b0
ÄvÁ'Á�ÄvÁ'´'¯vµ�±T® ¸h¹|Æ�¹|Î D ¹�À Ág¯

I ⊂ S
/GÁ�¯vÐ�Á�Ð�±T°vµ¶ÌD±T®¡¯ ¼ ÃGµ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ ÃG²�ÁgØ\®�Á'²,/IÊ

I = (0,
∑

α∈A λα)×{0}
¹

2*Ð�Á'®�¯�Ð�Á�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ ÃOÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ(È ¼ Í
T
µ�Ä{Í�°vÁ'´Dµ�Ä%ÁDÃ�Ê�¯vÐ�Á�±T®�Á�²�Á'Ø\®�Á'²|/¡Ê�¯vÐ�Á-Ø\°vÄV¯�°vÁg¯�³�°%®ÙÈ ¼ Í�¯v±

I
±ZË:¯vÐ�Á�ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ãb+\±.- ±T®

S
¹

ζA

ζA
ζB

ζB
ζC

ζC

ζD

ζD


 * 
 ')#O«��  = ³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�±�ÂhÁD° ¼ ®�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã<ÁmÖ�´eÐ ¼ ®�¾TÁ-¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±h°vÈ ¼ ¯�µ¶±T® ¹

S Á/Ð ¼ ÂTÁ*®�±Z¯5ÊTÁg¯�²�µ�Ä%´D³�Ä%ÄvÁ'²�¯vÐ�Á/ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÁD®�´'Á*±hË�Äv³�´eÐ ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®�² ¼ ¯�³�È Ë=±T° ¼ ¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã
ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�È ¼ Í ¹ Õ ®�ÁD´'ÁDÄvÄ ¼ °%Ê�´'±T®�²�µ�¯�µ¶±T®�Ë=±T°

T
¯v±�Ð ¼ ÂTÁ�Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�² ¼ ¯ ¼ µ�Ä:¯�Ð ¼ ¯

π
µ�Ä5µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹

�®�²�Á'ÁD²b0Fµ¶Ë�-�Á&Ð ¼ ÂhÁ
1 ≤ k ≤ d − 1

Äv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯
π1 ◦ π−1

0 ({1, . . . , k}) = {1, . . . , k}
0 ¼ ®�² Ã�Á'¯

ζ = (ζα)α

/GÁ ¼ ´D±hÃ�Ã�Á'´'¯vµ�±T®�±hË:´D±hÈÉÍ�Ã¶ÁgÖ�®M³�È3/GÁ'°vÄ�0�¯�Ð�Á'® �
∑

π0(α)≤k

ζα =
∑

π1(α)≤k

ζα.

= ±�¯vÐ�Á�µ¶È ¼ ¾Tµ�® ¼ °%Ê�Í ¼ °%¯}±hË�¯�Ð�µ¶Ä�®I³�È3/8ÁD°}´ ¼ ®�®�±h¯~/8Á[/8±h¯vÐÙÍG±hÄvµ¶¯vµ¶ÂhÁ ¼ ®�²?®�ÁD¾ ¼ ¯�µ¶ÂhÁ�0 ¼ ®�²
ζ
µ¶Ä}®�±Z¯

¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�² ¼ ¯ ¼ Ë=±T°
T
¹ lË

π
µ¶Ä�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�0¤¯�Ð�Á-ÁgÖ¤µ¶Ä%¯�Á'®�´DÁ�±hË ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�² ¼ ¯ ¼ µ¶Ä�¾Tµ¶ÂhÁD® /IÊ

O�¼ Ä%³�° ¼ ®�²�Ó�Á'ÁD´eÐ�µ�®�²�ÁDÍ8ÁD®�²�Á'®¡¯�Ã¶Ê|@AÄ%ÁDÁ7H O�¼ ÄRJT· K Í ¼ ¾TÁ ¸)ÔZÅ�¼ ®�² H Ó�Á'ÁUJ¡· K Ë=±T°vÈ�³�Ã ¼
3.7

Í ¼ ¾TÁ-·�a Ô D ¹
S Á�ÁmÖ¤Í�Ã ¼ µ¶®�¯�Ð�Á-´D±h®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ�±h®�Ð�ÁD°vÁ ¹
j5µ¶°vÄ%¯10�Ã¶Á'¯�³�Ä�°vÁ'È ¼ °v½�¯vÐ ¼ ¯

π = (π0, π1)
µ�Ä*µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�µ¶Ë ¼ ®�²�±T®�Ã�Ê�µ¶Ë

@ ¸ D k∑

i=1

π1 ◦ π−1
0 (i) − i > 0

Ë=±T° ¼ ®¡Ê
1 ≤ k ≤ d − 1.
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{ Ë5´'±T³�°%ÄvÁ�µ¶Ë

π
µ¶Ä*µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á�0¤¯�Ð�ÁD®�Äv±�µ�Ä

π−1 0�¯vÐ�ÁD°%Á'Ë=±T°%Á

@s·�D k∑

i=1

π0 ◦ π−1
1 (i) − i > 0

Ë=±T° ¼ ®¡Ê
1 ≤ k ≤ d − 1.

À Á'¯{³�Ä�²�ÁgØ\®�Á ¼ ´'±TÃ�Ã¶ÁD´g¯�µ�±h®�±hË:´D±TÈ�Í�Ã�ÁmÖ�®I³�È3/8ÁD°
ζ = (ζα)α

¼ Ä/Ë=±TÃ¶Ã�±.-�Ä��

ζα = λα + i(π1(α) − π0(α))
Ë=±T° ¼ ®¡Ê

α ∈ A.
2*Ð�Á'®�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾ @ ¸ D ¼ ®�² @s·�D�0�¯vÐ�Á-´D±TÃ¶Ã�ÁD´g¯�µ¶±T®

(ζα)α∈A
µ¶Ä ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®�² ¼ ¯ ¼ ±)ÂhÁD°

T
¹

¸T¹�Æ�¹|Î¤¹�� v "�" �zt �9rCt �mxzu q����
���%!�)�M}ÁD°%Á`-FÁ-²�ÁDÄ%´D°%µ/8Á ¼ ® ¼ Ã�¯�ÁD°%® ¼ ¯vµ¶ÂTÁ�´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯vµ�±T®�±hË5¯vÐ�Á-Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®
±�ÂTÁ'° ¼ ®�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã3ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±h°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®�¯�Ð ¼ ¯F-�±T°%½IÄ}Ë=±T°iq�� &�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®�² ¼ ¯ ¼ 0\® ¼ È�ÁDÃ�Ê�¯�Ð�Á
Äv± ´ ¼ Ã�Ã�Á'² ÌDµ�Í�ÍGÁ'°vÁD² °vÁ'´'¯ ¼ ®�¾TÃ�Á'Ä�´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯vµ�±T® ²�³�Á&¯�±LÓ�ÁDÁ'´eÐ�H Ó�Á'ÁUJ¡· Ks¹ À Ág¯

T = (π, λ)
/8Á ¼ ®

µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã:ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ�È ¼ Í�0 ¼ ®�²LÃ�Ág¯�³�Ä ¼ Ä%Äv³�È�Á(¯�Ð ¼ ¯
π
µ�Ä�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹�À Á'¯

ζ
/GÁ ¼ ®IÊ�Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®

±�ÂTÁ'°
T
¹ 2*Ð�Á'® -FÁ�²�Á'Ø\®�Á

h = (hα)α∈A

/¡Ê

hα =
∑

π0(β)<π0(α)

Im(ζβ) −
∑

π1(β)<π1(α)

Im(ζβ) > 0.

j\±T°�Á ¼ ´eÐ
α ∈ A

Ã�Ág¯(³�Ä(´'±T®�Ä%µ�²�Á'° ¼ °%ÁD´'¯ ¼ ®�¾TÃ¶Á
Rα

±hËF-�µ¶²�¯�Ð
Re(ζα)

¼ ®�² ±ZË�Ð�ÁDµ¶¾TÐ¡¯
hα

/ ¼ Ä%ÁD²
±T®

Iπ0(α) ⊂ I
¹ 2*Ð�Á�Ì'µ�Í�Í8ÁD°%ÁD²�°%ÁD´g¯ ¼ ®�¾hÃ�Á�´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯vµ�±T®�µ�Ä�¯�Ð�Á-¯�° ¼ ®�ÄvÃ ¼ ¯�µ¶±T®&Äv³�°VË ¼ ´DÁ ⋃

α∈A Rα/ ∼-�Ð�Á'°vÁ
∼
µ�Ä�¯vÐ�Á�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾�Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®�´DÁ�°%ÁDÃ ¼ ¯�µ¶±T® � -FÁ�µ�²�ÁD®¡¯�µ�Ë^Ê�¯vÐ�Á�¯v±TÍ ¼ ®�²�¯vÐ�Á~/8±h¯v¯v±TÈ ±hËO¯�Ð�Á'ÄvÁ

°vÁ'´'¯ ¼ ®�¾TÃ¶ÁDÄ7/¡Ê
(x, hα) ∼ (T (x), 0)

Ë=±T°
x ∈ Iπ0(α)

¹ 2*Ð�ÁD®�-�Á���Ì'µ�Í �É¯�Ð�Á�ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ ÃF/G±h³�®�² ¼ °%µ�Á'Ä
±hË-¯�Ð�ÁDÄvÁL°%ÁD´'¯ ¼ ®�¾TÃ¶ÁDÄ�¯vÐ ¼ ¯ ¼ °%Á ¼ ²ZY ¼ ´'ÁD®¡¯ @AÄ%ÁDÁ?Ø\¾T³�°vÁ Æ ��Ä%ÁDÁ ¼ Ã�Ä%±�H Ó�Á'ÁUJ¡· K Ë=±T° ¼ È�±T°vÁ�Í�°vÁ'´Dµ�Ä%Á
²�Á'Äv´D°%µ�Í�¯vµ�±T®�D ¹

A

A

B

B

C

C

D

D


 * 
 ' #O«��  \rµ¶Í�ÍGÁ'°vÁ'²�°%ÁD´g¯ ¼ ®�¾hÃ�ÁDÄ�´'±T®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ¶±T® ¹

¸T¹�Æ�¹ ¿ ¹ 9}q�p:� &�#�;��%�mx"!3v ��r�p�xzuwv $ � $ ��!zp ! " ����!zv $ ��!�)}S Á�´ ¼ ®�²�ÁgØ\®�Á�¯vÐ�Á/Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ+µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®�±T®
¯�Ð�Á�Ä%Í ¼ ´'ÁF±hË�Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�Ä�0 ¼ Ä -FÁDÃ�Ã ¼ Ä:±T®�¯vÐ�ÁFÄ%Í ¼ ´'ÁF±hË¤ÌDµ¶Í�Í8ÁD°vÁ'²�°%ÁD´g¯ ¼ ®�¾hÃ�ÁDÄ ¹"À Á'¯

T = (π, λ)
/8Á ¼ ®

µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã8ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ-È ¼ Í ¼ ®�²�Ã¶Á'¯
ζ
/8Á ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®&±�ÂTÁ'°

T
¹ 2*Ð�ÁD®,-FÁ�²�Á'Ø�®�Á

R(π, ζ) = (π′, ζ ′)¼ Ä*Ë=±TÃ¶Ã�±.-�Ä ¹
S Á�²�Á'Ø\®�Á

(π′, Re(ζ ′)) = R(π, Re(ζ))
@^¯�Ð�Á+ÄV¯ ¼ ®�² ¼ °v² Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® D ¹ lË

Iπ−1
ε (d)µ�Ä/¯vÐ�Á>-�µ�®�®�ÁD°*Ë=±T°

T = (π, Re(ζ))
¯�Ð�Á'®

{
ζ ′
π−1

ε (d)
= ζπ−1

ε (d) − ζπ−1
1−ε(d)

ζ ′
α = ζα

±h¯vÐ�ÁD°I-�µ�ÄvÁ ¹
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s�	�����b
�� ���?� � �

9��'	fq�t � ¸T¹�Æ ) = µ¶®�´DÁ
(π′, ζ ′)

µ�Ä�±�/�¯ ¼ µ¶®�ÁD² Ë=°%±TÈ
(π, ζ)

/IÊ ��´D³¤¯v¯�µ¶®�¾ � ¼ ®�² ��¾hÃ�³�µ¶®�¾ �m0/¯vÐ�ÁDÄ%Á?¯ -�±
Äv³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ/²�µ^5rÁ'° /¡Ê ¼ ®�Á'Ã�Á'ÈÉÁ'®I¯F±hË<¯vÐ�Á�È ¼ Í�Í�µ�®�¾�´DÃ ¼ ÄvÄF¾T°v±T³�Íb0¤Ð�ÁD®�´'Á�¯�Ð�ÁgÊ�²�Á'Ø\®�Á{¯�Ð�Á}Ä ¼ È�Á�Í8±Tµ¶®I¯
µ�®�¯vÐ�Á-ÈÉ±M²�³�Ã¶µrÄvÍ ¼ ´DÁC@AÄ%ÁDÁij5µ�¾h³�°vÁ Å Ë=±T° ¼ ®�ÁmÖ ¼ ÈÉÍ�Ã¶Á.D ¹

ζA

ζA

ζB

ζB

ζC

ζC

ζD

ζD

ζ ′A

ζ ′A

ζ ′B

ζ ′B

ζ ′C

ζ ′C

ζ ′D

ζ ′D


 * 
 ')#O«��  Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®-±T® ¼ Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�±)ÂhÁD° ¼ ®�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã¡ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ
¯v° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯vµ�±T® ¹ 2*Ð�Á�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾ÉÈ ¼ Í�µ�Ä�±hË"¯�ÊMÍ8Á

0
Ð�Á'®�´DÁ�¯�Ð�Á�®�Á�- Äv³�Ä%ÍGÁ'®¤Ò

Ä%µ�±T®&² ¼ ¯ ¼�¼ °vÁ
ζ ′
A = ζA

0
ζ ′
B = ζB

0
ζ ′
C = ζC

¼ ®�²
ζ ′
D = ζD − ζA

¹

lË
C
µ�Ä ¼ Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´'Ã ¼ Ä%Ä10�-FÁ-²�Á'Ø\®�Á

TC = {(π, ζ), π ∈ C, ζ
µ�Ä ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�² ¼ ¯ ¼ Ë=±T°

π}.
S Á�Ð ¼ ÂhÁ�¯vÐM³�ÄÉ²�ÁgØ\®�Á'² ¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ È ¼ Í ±h® ¯vÐ�Á&ÄvÍ ¼ ´'Á

TC
¹ l¯Éµ�Ä+Á ¼ Ä%Ê ¯v± ´eÐ�ÁD´e½ ¯�Ð ¼ ¯

µ¶¯�²�ÁgØ\®�Á'Ä ¼ ® ¼ Ã�È�±TÄ%¯�Á'ÂTÁ'°%Ê�-�Ð�Á'°vÁ�µ�®¡ÂhÁD°%¯vµ/�Ã¶Á�È ¼ Í���lË ∑
Im(ζ ′

α) 6= 0
¯�Ð�Á'® Á'ÂhÁD°VÊ

(π′, ζ ′)
Ð ¼ Ä

ÁgÖ ¼ ´g¯�Ã�Ê�±T®�Á-Í�°%ÁDµ�È ¼ ¾TÁ}Ë=±T°
R
¹

¸T¹�Æ�¹|Ô¤¹�� $1r�p�� v ! "�q	x%�%! q���r 9Fq�p
� &�#�;��%�mx"!�v ��r�p xzuwv $ � )�S Á�²�ÁgØ\®�Á�¯vÐ�Á 8I³�±h¯vµ�Á'®I¯
HC = TC/ ∼±hË

TC

/¡Ê?¯vÐ�Á�Á18I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®�´'Á�°vÁDÃ ¼ ¯�µ¶±T®L¾TÁD®�ÁD° ¼ ¯�ÁD²]/¡Ê
(π, ζ) ∼ R(π, ζ)

¹ 2*Ð�ÁÉÌ'µ�Í�Í8ÁD°%ÁD² °vÁD´g¯ ¼ ®�¾TÃ�Á
´D±h®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ�±h®b0hÍ�°%±�Â¤µ¶²�ÁDÄ ¼ È ¼ Í�Í�µ�®�¾

p
Ë=°v±TÈ

HC
¯�± ¼ Ä%¯v° ¼ ¯v³�È

H(k1, . . . , kn)
±hË�¯vÐ�ÁFÈ�±M²�³�Ã�µhÄvÍ ¼ ´'Á

±hË Õ /8ÁDÃ¶µ ¼ ®L²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä7@AÄ%ÁDÁÉÑ{Á'È ¼ °%½ ¸T¹�Æ D ¹C{ /�Ä%ÁD°%ÂhÁÉ¯vÐ ¼ ¯
(k1, . . . , kn)

´ ¼ ® /8Á�´ ¼ Ã�´'³�Ã ¼ ¯�ÁD²Lµ¶®
¯�Á'°vÈ�Ä�±hË

C 3 π
¹[{ ®�Á�´ ¼ ® ¼ Ã¶Äv±�Ä%Ð�±.- ¯vÐ ¼ ¯

HC

µ¶Ä�´'±T®�®�Á'´'¯�Á'² ¼ ®�²?Äv±�¯vÐ�Á(µ�È ¼ ¾TÁ`/8ÁDÃ�±h®�¾TÄ�¯v± ¼
´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'²�´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯{±hË ¼ Ä%¯v° ¼ ¯v³�È ¹
S Á�-�µ�Ã¶Ã\²�ÁD®�±h¯�Á~/¡Ê

m
¯�Ð�Á}® ¼ ¯v³�° ¼ Ã À Á1/8ÁDÄ%¾T³�Á�È�Á ¼ Äv³�°%Á�±T®

TC
µ ¹ Á ¹

m = dπdζ
0s-�Á'°vÁ

dπ
µ�Ä�¯�Ð�Á

´D±h³�®¡¯�µ�®�¾ÉÈ�Á ¼ Ä%³�°vÁ-±T®
C
¼ ®�²

dζ
µ�Ä/¯�Ð�Á À Á�/GÁ'Äv¾T³�Á�È�Á ¼ Ä%³�°vÁ ¹ 2*Ð�Á�È ¼ Í�Í�µ¶®�¾

R
Í�°vÁDÄ%ÁD°VÂTÁDÄ

m
0�Äv±

µ¶¯�µ¶®�²�³�´'ÁDÄ ¼ ÈÉÁ ¼ Äv³�°vÁ�0\²�ÁD®�±h¯vÁD² ¼ ¾ ¼ µ¶®W/IÊ
m
±T®

HC
¹

2*Ð�Á'°vÁ-µ�Ä*® ¼ ¯�³�° ¼ Ã ¼ ´'¯vµ�±T®�±ZË:¯vÐ�Á-È ¼ ¯v°vµ�Ö

gt =

(
e

t
2 0

0 e−
t
2

)

±T®
TC

/¡Ê
gt(π, ζ) = (π, (gt(ζα))α)

0 -�Ð�ÁD°%Á
gt
¼ ´g¯�Ä�±T®

ζα ∈ C = R2 Ã�µ¶®�Á ¼ °%Ã¶Ê ¹ 2*Ð�µ�Ä ¼ ´g¯�µ�±h®
Í�°%ÁDÄvÁ'°%ÂhÁDÄ+¯�Ð�ÁÉÈÉÁ ¼ Äv³�°vÁ

m
±h®

TC
¼ ®�² ´D±TÈ�È(³�¯vÁDÄ`-�µ¶¯�Ð

R
0"Ä%±Ùµ¶¯�²�ÁDÄ%´DÁ'®�²�Ä(¯�± ¼ ¸ ÒlÍ ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°

¼ ´g¯�µ�±h® ±T®
HC

´ ¼ Ã�Ã¶ÁD² ¯�Ð�Á =��zvyx"!�	�
������zt � $�� ¹�= µ�®�´'Á�¯vÐ�Á ¼ ´'¯�µ¶±T® ±hË
gt

±T®
HC

Í�°%ÁDÄvÁ'°%ÂhÁDÄ�¯�Ð�Á
¼ °%Á ¼ ±hË{¯�Ð�Á�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�µ�®�¾|+ ¼ ¯�Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ�0�¯�Ð�ÁW2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�ÁD°`+\±.- ¼ Ã¶Äv± ¼ ´g¯�Ä+±T® ¯�Ð�Á�Ä%³�/�Ä%Á'¯

H1
C´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�¯�± ¼ °vÁ ¼ ±T®�Á/Ä%³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ�0 ¼ ®�²+Í�°%ÁDÄvÁ'°%ÂhÁDÄ�¯�Ð�Á/È�Á ¼ Äv³�°%Á

m(1) µ�®�²�³�´DÁ'²f/¡Ê�¯�Ð�Á*È�Á ¼ Äv³�°%Á
m
±h®&¯vÐ ¼ ¯{Äv³�/�ÄvÁg¯ ¹ n}±h¯vÁ ¼ Ã�Ä%±�¯vÐ ¼ ¯

{
(π, ζ) ∈ TC ; 1 ≤ |Re(ζ)| ≤ 1 + min

(
Re(ζπ−1

0 (d)), Re(ζπ−1
1 (d)

)}
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������������������������������������� ��!
µ�Ä ¼ Ë=³�®�² ¼ È�ÁD®¡¯ ¼ ÃG²�±TÈ ¼ µ�®�±hË

TC

Ë=±T°�¯�Ð�Á{°vÁ'Ã ¼ ¯vµ�±T®
∼
¼ ®�²�¯�Ð�Á ::±Tµ¶®�´ ¼ °l<}È ¼ Í�±hË<¯vÐ�Á�2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�Á'°

+\±.- ±h®

S = {(π, ζ); π
µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á

, |Re(ζ)| = 1}/ ∼
µ�Ä*Í�°vÁD´'µ�Ä%ÁDÃ¶Ê�¯�Ð�Á-°vÁ'®�±T°%È ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²&Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�±T®�Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�Ä ¹
{ ®�Á/´ ¼ ®+ÄvÐ�±.-Q@AÄ%ÁDÁ>H Ó�ÁDÁ1J¡· K D3¯�Ð ¼ ¯"¯�Ð�Á�È ¼ Í�Í�µ�®�¾

p
µ�Ä ¼ Ø\®�µ�¯�Á/´'±�ÂTÁD°%µ�®�¾�Ë=°%±TÈ

H1
C

±T®¡¯�± ¼ Ä%³�/�Ä%Á'¯
±hË3Ë=³�Ã¶ÃGÈ�Á ¼ Äv³�°%Á�µ�® ¼ ´'±T®�®�Á'´'¯vÁD²&´D±TÈ�Í8±T®�ÁD®¡¯*±ZË ¼ Ä%¯�° ¼ ¯�³�È ¼ ®�²�¯�Ð�Á�È�Á ¼ Äv³�°%Á

m
Í�°v±ZY%Á'´'¯vÄ/¯�±(¯�Ð�Á

È�Á ¼ Ä%³�°vÁ
µ(1) ²�Á'Ø\®�ÁD²Lµ�®ÙÄ%ÁD´g¯�µ�±h® ¸T¹ · ¹`O ±T°vÁ'±�ÂTÁD°�¯vÐ�Á ¼ ´g¯�µ�±h®Ù±hË

gt

µ�Ä�Á�8I³�µ¶Â ¼ °%µ ¼ ®¡¯ -�µ�¯�Ð?°%ÁDÄvÍ8ÁD´g¯
¯�±

p
0\¯vÐ ¼ ¯{µ�Ä

p ◦ gt(π, ζ) = gt ◦ p(π, ζ)
¹ M}Á'®�´DÁ�µ¶Ë)-�Á�°vÁ'Ä%¯�°%µ�´g¯{¯v± ¼ °vÁ ¼ ±T®�Á�Äv³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ10�¯�Ð�Á�°%ÁDÄv³�Ã¶¯

±hË O�¼ Äv³�° ¼ ®�²�Ó�Á'ÁD´eÐ�@=Ø�®�µ¶¯vÁD®�Á'ÄvÄ�±hË5¯�Ð�Á�ÈÉÁ ¼ Äv³�°%Á.D�µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ/¯�Ð ¼ ¯�¯vÐ�Á�È�Á ¼ Ä%³�°vÁ
m(1) µ�Ä{Ø\®�µ�¯�Á�±T®

H1
C

¹

� ����� � � � ����� ����� = ! �Et ���	$Zt�	fq
� v�� �9r�9}q�p
� &*#�;��%�mx"! v ��r�p�xzu v $ � v�!`t%�mxzp	t�t ����u�$ �
S
)

9��'	fq�t � ¸h¹tÎ )3Ó�ÁDÁ'´eÐ�Í�°v±�ÂhÁD² ¼ Ä%¯v°v±T®�¾hÁD°�°vÁDÄ%³�Ã¶¯10M¯vÐ ¼ ¯�µ�Ä�¯vÐ�Á}Á'°v¾T±M²�µ¶´Dµ¶¯�Ê�±hË
gt

@=±T®É¯vÐ�Á{Ã�Á'ÂhÁDÃ�±hË
HCË=±T° ¼ ®¡ÊLÑ ¼ ³�ÌgÊÙ´'Ã ¼ Ä%Ä

C
D�0$-�Ð�µ�´eÐLµ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ{¯�Ð�Á�ÁD°%¾T±M²�µ�´'µ¶¯�Ê�±hËF¯vÐ�Á;2NÁDµ�´eÐ�È34�Ã�Ã¶ÁD° +�±c- Ë=±T° Õ /8ÁDÃ¶µ ¼ ®

²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶ÄP@AÄ%ÁDÁiH Ó�Á'ÁUJ¡· K D ¹ M}Á ¼ Ã�Ä%±�Í�°v±�ÂTÁ'²É¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á{µ�®�²�³�´DÁ'²ÉÈ�Á ¼ Äv³�°%Á{±h®
S
µ¶Ä ¼ Ã6- ¼ ÊMÄ�µ�®¤Ø\®�µ¶¯vÁ ¹

· ¹�� *^©N« � #�*^©	�3¨�
 'Oª$*^¨"©N¬
· ¹�¸T¹ ��� ��� � � � � � � � �	� �.� � � ��� � � � ����� � � �� � � � ���*���	� ��� �.� � �*� À Á'¯

S
/GÁ ¼ @A´'±TÈ�Í ¼ ´'¯10�´D±T®MÒ

®�Á'´'¯�Á'²b05±h°vµ�Á'®¡¯�ÁD²�D>+ ¼ ¯�Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁC-�µ�¯�Ð
Z/2Z

Ã¶µ�®�Á ¼ °�Ð�±TÃ¶±T®�±TÈ�Ê ¼ ®�² Ã�Ág¯
X

/8Á ¼ Ð�±T°%µ�ÌD±h®I¯ ¼ Ã�ÄvÁ'¾ZÒ
È�ÁD®¡¯ -�µ¶¯vÐ ¼ ´eÐ�±hµ�´DÁ*±ZË ¼ Í8±TÄvµ�¯�µ¶ÂhÁ�ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ Ã\²�µ�°%ÁD´'¯vµ�±T® @=±T°�Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®I¯vÃ¶Ê�0 ¼ ´eÐ�±Tµ�´'Á�±hË8Ã�Á'Ë^¯ ¼ ®�²�°vµ�¾hÐI¯
ÁD®�²�ÄmD ¹ S Á�´'±T®�Ä%µ�²�Á'°-¯vÐ�Á+Ø\°vÄV¯�°%Á'¯v³�°v® È ¼ Í

T0 : X → X
±ZËFÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã�¾TÁD±M²�Á'Ävµ�´'Ä-Ä%¯ ¼ °%¯�µ¶®�¾�Ë=°v±TÈ

X
µ�®?¯�Ð�Á�Í8±TÄ%µ¶¯�µ�ÂTÁ+²�µ¶°vÁ'´'¯�µ¶±T® ¹ Õ ®¡Ê?ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ã�¾TÁ'±¤²�ÁDÄvµ¶´3-�Ð�µ�´eÐ Ä%¯ ¼ °%¯-Ë=°%±TÈ

X
¼ ®�²L²�±MÁDÄ%®bX¦¯�Ð�µ�¯ ¼

Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê -�µ¶Ã�Ã"µ¶®I¯vÁD°%ÄvÁD´g¯
X

¼ ¾ ¼ µ�® ¹ 2*Ð�ÁD°%Á'Ë=±T°%Á�0N¯�Ð�Á�È ¼ Í
T0

µ¶ÄE-FÁDÃ¶Ã�²�Á'Ø\®�ÁD² ±T³¤¯�Ävµ¶²�Á ¼ Ø�®�µ¶¯vÁ
®I³�È3/8ÁD°�±hË3Í8±Tµ�®¡¯vÄ

{sing}
@=´ ¼ Ã¶Ã�Á'²ÉÄ%µ�®�¾T³�Ã ¼ °�Í8±Tµ�®¡¯vÄmD"¯�Ð ¼ ¯F´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�¯v±�ÂhÁD°V¯�µ�´ ¼ Ã8¾TÁD±M²�ÁDÄ%µ�´'Ä�¯vÐ ¼ ¯

Ä%¯v±TÍ ¼ ¯ ¼ Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê7/GÁgË=±T°vÁ}µ�®¡¯�Á'°vÄ%ÁD´'¯vµ�®�¾ ¼ ¾ ¼ µ¶®É¯�Ð�Á�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã
X
¹ 2*Ð�Á�ÄvÁ'¯

X\{sing}
µ�Ä ¼ Ø\®�µ�¯�Á

³�®�µ¶±T®L±hËF±TÍGÁ'®Lµ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�Ä
(Xi)

¼ ®�²?¯�Ð�Á�°%ÁDÄV¯�°vµ¶´'¯vµ�±T®?±hË
T0

±T® Á ¼ ´eÐ ±hË�¯�Ð�ÁDÄvÁ�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã¶Ä�µ�Ä�±hË�¯�Ð�Á
½Iµ�®�²

x 7→ ±x + ci
¹

2*Ð�Á�È ¼ Í
T0

¼ Ã¶±T®�Á�²�±MÁDÄ�®�±h¯�Í�°v±hÍGÁ'°vÃ¶ÊÙ´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�² ¯�±&¯�Ð�ÁÉ²�ÊM® ¼ ÈÉµ¶´DÄ-±hË/ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã�¾TÁD±M²�ÁDÄ%µ�´'Ä
Ävµ¶®�´DÁ~-�Ð�ÁD®

T0(x) = −x + ci
±T®�¯�Ð�Á�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã

Xi
0M¯�Ð�Á'®

T 2
0 (x) = x

0 ¼ ®�²
(x, T0(x), T 2

0 (x))
²�±¤Á'Ä

®�±h¯�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�¯v±É¯�Ð�Á(Äv³�´'´DÁ'ÄvÄvµ�ÂTÁ+µ¶®I¯vÁD°%ÄvÁD´g¯�µ¶±T®�Ä�±ZË ¼ ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ Ã:¾TÁ'±¤²�ÁDÄvµ¶´i-�µ�¯�Ð
X

Ä%¯ ¼ °%¯vµ�®�¾�Ë=°v±TÈ

x
¹ 2N±�Ø¤Ö�¯�Ð�µ¶Ä�Í�°v±?/�Ã¶ÁDÈ 0�-FÁ}Ð ¼ ÂhÁ}¯�±-´'±T®�Ävµ¶²�ÁD°

T1

¯vÐ�Á*Ø\°vÄV¯�°%Á'¯�³�°v®�È ¼ Í�±hËG¯�Ð�Á*ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã�¾TÁD±M²�ÁDÄ%µ�´'Ä
Ä%¯ ¼ °%¯vµ�®�¾�Ë=°v±TÈ

X
µ�® ¯vÐ�Á�®�ÁD¾ ¼ ¯�µ�ÂTÁ�²�µ¶°vÁ'´'¯�µ¶±T® ¹ n{±c- µ¶Ë

T0(x) = −x + ci

¯vÐ�ÁD® ¯vÐ�Á�Äv³�´'´DÁ'ÄvÄvµ�ÂTÁ
µ�®¡¯vÁD°vÄ%ÁD´g¯�µ�±h®�ÄF-�µ¶¯�Ð

X
±hËN¯�Ð�Á�ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã3¾TÁD±M²�Á'Ävµ�´-ÄV¯ ¼ °V¯�µ�®�¾(Ë=°v±TÈ

x
-�µ�Ã¶Ãb/8Á

x, T0(x), T1(T0(x))
¹D¹D¹

S Á�¾hÁ'¯ ¼ ²¤Ê¤® ¼ ÈÉµ¶´ ¼ ÃhÄ%ÊMÄ%¯vÁDÈ ±T®
X×{0, 1}

¹ j\±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾ Ï�¼ ®¡¯�Ð�±h®IÊ ¼ ®�²3n{±T¾T³�Á'µ�° ¼ @=ÄvÁDÁ�H�n}±T¾sJ Ú 0
Ï n�J?J�0 Ï n Ú a K D&-�Á�-�µ�Ã�Ã\´ ¼ Ã�Ã\Ä%³�´eÐ ¼ ²¤Ê¤® ¼ ÈÉµ¶´ ¼ Ã�ÄVÊ¤ÄV¯�Á'È ¼ Ã�µ�®�Á ¼ °�µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T® ¹ S Á}°%ÁD´ ¼ Ã�Ã�Ð�ÁD°%Á�¯�Ð�Á
²�ÁgØ\®�µ¶¯vµ�±T®�¯vÐ ¼ ¯P-FÁ�Ð ¼ ÂhÁ�°%ÁDÄV¯�°vµ¶´'¯vÁD²&¯�±�±T³�°�Í�³�°%ÍG±hÄvÁ ¹
� ��� � ��� ��� ��� ��� � À Ág¯

X
/8Á ¼ ®�±TÍ8ÁD®&µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã ¼ ®�²&Ã�Ág¯

X̂ = X × {0, 1}
/GÁ}¯ -�±�²�µ�Ä�Y%±Tµ�®¡¯�´D±TÍ�µ¶ÁDÄ

±hË
X
¹ Õ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�±T®

X
µ�Ä ¼ È ¼ Í

T := f ◦ T̃
0�-�Ð�Á'°vÁ �

• T̃
µ�Ä ¼ Ä%ÈÉ±M±h¯vÐ?µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®g-�µ�¯�Ð�±h³�¯�Ø�Ö¤ÁD² Í8±Tµ�®¡¯�²�Á'Ø\®�Á'² ±h®

X̂\{sing}
0�-�Ð�Á'°vÁ

{sing}µ�Ä ¼ Ø\®�µ¶¯�Á�Ä%³�/�Ä%Á'¯}±hË
X̂
¹
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•
lË

p = (x, ε)
¼ ®�²

T (p)
/8ÁDÃ¶±T®�¾?¯�±L¯�Ð�Á�Ä ¼ ÈÉÁ&´'±T®�®�Á'´'¯�Á'² ´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯�±hË

X̂
¯�Ð�Á'® ¯�Ð�Á

²�Á'°vµ¶Â ¼ ¯vµ¶ÂhÁ�±hË
T̃
¼ ¯

p
µ�Ä
−1

±h¯�Ð�ÁD°l-�µ¶ÄvÁ�¯�Ð�Á�²�ÁD°vµ�Â ¼ ¯�µ�ÂTÁ�±hË
T̃
¼ ¯

p
µ�Ä

1
¹

• f
µ�Ä/¯vÐ�Á-µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®

(x, ε) 7→ (x, 1 − ε)
¹

� � � � � � � ��� � � � � � � �Au.!	v�! "�q�" �zt / � ��q�t �fv ��u �zt �%!zu �9r � v�u.!�	$ � $Zt�v ����u �9r?	 �9q !zp t �9r - $�� vwq�uwv $ ��!
r �.6 �	�9r $ � $Ztzv ����u �9r !zp t�-�q	x%�%!�) � ��! �zt ���gu.!�q�u[u.! � $Zt�v ����u q �1v�� v�u'& $2- u�! � !zp	t�-�q	x%�

S
- $ZtRx%�%! u�! �

! �mx%$ ��rWx%$ ��r�v�uwv $ � $ � u�! �[r �zt�v �Zq�u v ��� $2-
T

v ��� �.6 ��v�u v $ ����)�� )

1

1

1

1
22

22

3

3

3

3

4

4

4

4

5

5

5

5

(x, ε)(x, ε)

X
T̃ (x, ε)T (x, ε) �

T (x, ε)

T 2(x, ε)


 * 
 ' #O«
	  À µ¶®�Á ¼ °*µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�²�Á'Ø�®�ÁD²g/IÊ�¯�Ð�Á�ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ Ã<Ë=±TÃ�µ ¼ ¯�µ¶±T®�±hË ¼ + ¼ ¯{Äv³�°%Ë ¼ ´'Á ¹

2*Ð�Á-Í�°%Á'ÂMµ�±T³�Ä{²�Á'Ø\®�µ�¯�µ¶±T®�µ�Ä�È�±h¯�µ�Â ¼ ¯�ÁD²�/IÊ�¯vÐ�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾(°%ÁDÈ ¼ °v½ ¹
9��'	fq�t ��· ¹|Æ )$2*Ð�Á�Ø\°%Ä%¯�°vÁg¯�³�°%®ÉÈ ¼ Í�±hË8¯�Ð�Á*ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ Ã�¾TÁD±M²�Á'Ävµ�´*Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®�±T® ¼ Ð�±T°vµ¶ÌD±T®¡¯ ¼ Ã�ÄvÁ'¾TÈ�ÁD®¡¯
X

µ�® ¼ + ¼ ¯�Ä%³�°%Ë ¼ ´'Á
S
²�Á'Ø\®�Á'Ä ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®Lµ�®L¯�Ð�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾�- ¼ Ê ¹&× Ð�±M±TÄ%Á ¼ ÍG±TÄ%µ¶¯vµ¶ÂTÁ

ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ Ã\²�µ�°%ÁD´'¯vµ�±T®+µ¶® ¼ ®�ÁDµ�¾hÐ	/8±T°%Ð�±¤±M²+±hË
X
0 ¼ ®�²�°vÁ'Í�Ã ¼ ´DÁ

X
/GÁ/¯ -F±�´'±TÍ�µ¶ÁDÄ�±hË

X
¼ Ä�µ¶®fj5µ�¾T³�°vÁ Î¤¹

S Á�²�Á'®�±h¯vÁi/¡Ê
X × {0}

¯�Ð�Á�±T®�Á�±T®�¯vÐ�Á-¯�±TÍ ¼ ®�²g/IÊ
X × {1}

¯�Ð�Á�±T®�Á�±T®&¯�Ð�Ái/8±h¯v¯v±TÈ ¹ 2*Ð�Á'®
-FÁÙ´D±T®�Ävµ�²�ÁD°É¯vÐ�Á�Ø�°vÄ%¯�°vÁ'¯v³�°v® È ¼ Í ±T®

X × {0, 1}
±hË�ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ã{¾TÁD±M²�Á'Ävµ�´'Ä10}-�Ð�Á'°vÁ ¼ ¾TÁD±M²�ÁDÄ%µ�´

Ä%¯ ¼ °%¯vµ�®�¾�Ë=°%±TÈ
X × {0}

µ¶Ä�¯ ¼ ½ZÁD® µ�®Ù¯�Ð�Á�Í8±TÄ%µ¶¯�µ�ÂTÁ(ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã"²�µ¶°vÁD´g¯�µ¶±T®b0 ¼ ®�² ¼ ¾TÁ'±¤²�Á'Ävµ¶´+Ä%¯ ¼ °%¯�µ¶®�¾
Ë=°v±hÈ

X ×{1}
µ¶Ä�¯ ¼ ½ZÁD®�µ¶®�¯vÐ�Á�®�ÁD¾ ¼ ¯�µ�ÂTÁ{²�µ�°%ÁD´'¯vµ�±T® ¹ S Á{±�/�¯ ¼ µ¶® ¼ È ¼ Í

T̃
¼ ®�²�µ�¯�µ�Ä�Á ¼ Ä%Ê+¯�±�´eÐ�Á'´e½

¯�Ð ¼ ¯
T̃
Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ø\Á'Ä�¯�Ð�Á+´'±T®�²�µ�¯�µ¶±T®?±hË Ï Á'Ø�®�µ¶¯vµ�±T® · ¹�¸T¹ 2*Ð�ÁD® µ¶¯�µ�Ä�´'Ã�Á ¼ °�¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á+È ¼ Í

T = f ◦ T̃ÁD®�´D±M²�ÁDÄ�¯�Ð�Á-Ä%³�´D´'ÁDÄvÄ%µ¶ÂhÁ�µ�®¡¯vÁD°vÄ%ÁD´g¯�µ�±h®�Ä�±hË ¼ ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã3¾TÁD±M²�Á'Ävµ�´>-�µ�¯�Ð
X
¹

Ñ�ÁD´ ¼ Ã�Ã¤¯vÐ ¼ ¯�µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ{È ¼ Í�Ä ¼ °vÁ*Á'®�´D±M²�Á'²C/¡Ê+´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯�±h°vµ ¼ Ã ¼ ®�²�È�Á'¯v°vµ¶´�² ¼ ¯ ¼ �:¯vÐ�ÁDÄ%Á
¼ °%Á ¼ Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h® ¼ ®�² ¼ ÂhÁD´g¯�±T°>-�µ¶¯vÐLÍG±TÄ%µ¶¯vµ¶ÂTÁ+Á'®¡¯�°vµ¶ÁDÄ ¹ S Á�²�Á'Ø�®�Á ¼ ® ¼ ® ¼ Ã�±h¾T±T³�Ä�±�/	Y%ÁD´g¯�Ë=±T°
Ã�µ¶®�Á ¼ °/µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®�Ä ¹
� ��� � ��� ��� � � ����� À Á'¯

A
/8Á ¼ ® ¼ Ã�Í�Ð ¼ /GÁg¯+±hË

d
Ã¶Á'¯%¯�ÁD°%Ä ¹ Õ � ���	�zt9q
� v�� �9r " �zt�	;p uyq�uwv $ � ±hË�¯�Ê¤Í8Á

(l, m)
0P-�µ¶¯�Ð

l + m = 2d
0�µ�Ä ¼ ¯ -F±ZÒl¯v±ZÒ�±h®�Á?È ¼ Í

π : {1, . . . , 2d} → A
¹ S Á -�µ�Ã¶Ã}³�Äv³ ¼ Ã¶Ã¶Ê

°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁ'®I¯}Äv³�´eÐ�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²&Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®,/IÊ�¯vÐ�Á�¯ ¼ /�Ã�Á �
(

π(1) . . . π(l)
π(l + 1) . . . π(l + m)

)
.

Õ ¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®
π
²�ÁgØ\®�ÁDÄ ¼ ®�µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®

σ
-�µ¶¯vÐ�±T³�¯/Ø¤Ö�Á'²&ÍG±Tµ¶®¡¯�Ä}/¡Ê�¯vÐ�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾

- ¼ Ê
π−1({π(i)}) = {i, σ(i)}.
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XA

XC

XB

XD

XE

T (XA)

T (XC)

T (XB)

T (XD)

T (XE)

X×{0}

X×{1}

T
(x,0)

(y,1)

T (x,0)

T (y,1)

1

1
22

3

3

4

4

5

5

A

A BB

C

C

D

D

E E

�¶d'�

XA

XA

XC

XC

XB XB

XD

XD

XE XE T (XA)

T (XA)

T (XC)

T (XC)

T (XB)T (XB) T (XD)

T (XD) T (XE)T (XE)
X×{0}

X×{1}

T

(x,0)
(y,1)

T (x,0)

T (y,1)

1
2
3
4
5
A

B

C

D

E

���h�


 * 
 ' #O«��  Õ Ã¶µ�®�Á ¼ °/µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T® ¼ ÄvÄv±M´Dµ ¼ ¯�Á'²�¯�± ¼ È�Á ¼ Äv³�°%ÁD²&Ë=±TÃ�µ ¼ ¯�µ¶±T®�±T® ¼ + ¼ ¯�Ä%³�°%Ë ¼ ´'Á ¹

n}±Z¯�Á�¯�Ð ¼ ¯ ¼ Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�²�Á'Ø�®�ÁDÄ{µ�® ¼ ® ¼ ¯v³�° ¼ Ãb- ¼ Ê ¼ ¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T® ¹
S ÁF®�±.- ²�ÁDÄv´'°vµ6/GÁ�Ð�±.- ¼ Ã¶µ�®�Á ¼ °Oµ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®-® ¼ ¯v³�° ¼ Ã�Ã¶Ê�²�Á'Ø�®�ÁDÄ ¼ ¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T® ¹:À Ág¯

T
/GÁ ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °5µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T® ¼ ®�²+Ã�Ág¯

T̃
/8Á/¯�Ð�Á*´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T® ¼ Ä�µ¶® Ï Á'Ø�®�µ¶¯vµ�±T®�· ¹�¸T¹ 2*Ð�Á

²�±TÈ ¼ µ¶®+±hËr²�Á'Ø\®�µ�¯�µ¶±T®�±hË
T̃
µ�Ä ¼ Ø\®�µ�¯�Á*³�®�µ¶±T®

X1, . . . , Xl+m

±hËr±hÍGÁ'®Éµ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã�Ä10�-�Ð�ÁD°%Á
X1, . . . , Xl¼ °%Á�Ä%³�/�µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã�Ä�±hË

X × {0}
¼ ®�²

Xl+1, . . . , Xl+m
¼ °vÁ�Äv³�/�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã¶Ä�±hË

X × {1}
¹�= µ�®�´'Á

T̃
µ¶Ä

¼ ®�µ¶Äv±TÈ�Á'¯v°vµ¶´{µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®f-�µ�¯�Ð�±h³�¯FØ¤Ö�Á'²�ÍG±hµ�®¡¯U0MÁ ¼ ´eÐ
Xi

µ�Ä�È ¼ Í�ÍGÁ'²�µ�Ä%±TÈÉÁg¯�°%µ�´ ¼ Ã�Ã¶Ê�¯�± ¼
Xj

0�-�µ¶¯vÐ
j 6= i

0ZÐ�ÁD®�´'Á
T̃
µ�®�²�³�´DÁ'Ä ¼ ®�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®E-�µ¶¯�Ð�±T³�¯OØ�Ö¤ÁD²+Í8±Tµ�®¡¯

σT

±T®
{1, . . . , l+m}

¹ Õ Ä5µ¶®�ÄvÁ'´'¯vµ�±T®
¸ 0�-FÁ�´eÐ�±M±TÄvÁ ¼ ® ¼ ÈÉÁ

αi ∈ A
¯v±�Á ¼ ´eÐ�Í ¼ µ¶°

{i, σT (i)}
¼ ®�² -�Á�¾TÁ'¯ ¼ ¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®

µ�®�¯vÐ�Á-ÄvÁD®�ÄvÁ�±hË:¯vÐ�Á ¼ /8±)ÂhÁ-²�Á'Ø\®�µ¶¯�µ¶±T®,-�Ð�µ�´eÐ�µ�Ä*²�Á'Ø\®�Á'²�³�Í&¯�± ¼ ±T®�ÁmÒl¯v±ZÒ�±T®�Á�È ¼ Í&±hË
A
¹

��%�q
	 " ����· ¹|Î )5�®�ÂMµ�Áz- ±ZË)j5µ�¾T³�°vÁ}¿�0�Ã¶Á'¯/³�Ä/´D±T®�Ävµ�²�ÁD°�¯vÐ�Á�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾ ¼ Ã¶Í�Ð ¼ /8Á'¯
A = {A, B, C, D}-�µ¶¯vÐ

d = 5
¹ 2*Ð�ÁD® -�Á-²�ÁgØ\®�Á ¼ ¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®

π
¼ Ä*Ë=±TÃ�Ã¶±.-�Ä ¹

l = m = 5, π(1) = π(8) = A, π(2) = π(4) = B,

π(3) = π(9) = C, π(5) = π(6) = D, π(7) = π(10) = E.
�® ¼ ®�Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®I¯ - ¼ Ê?0�-FÁ�´ ¼ ®�²�Á'Ø\®�Á ¼ ®�µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®C-�µ�¯�Ð�±T³¤¯/Ø�Ö¤ÁD²�ÍG±hµ�®¡¯/µ¶®�±T°v²�Á'°�¯�±+²�Á'Ø\®�Á

π
¹

σ(1) = 8, σ(2) = 4, σ(3) = 9, σ(5) = 6, σ(7) = 10.
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S Á�°%ÁDÍ�°%ÁDÄ%ÁD®¡¯
π
/¡Ê�¯�Ð�Á-Ë=±hÃ�Ã�±.-�µ¶®�¾�¯ ¼ /�Ã�Á

π =

(
A B C B D
D E A C E

)
.

{ ®�Á�´ ¼ ® ´eÐ�ÁD´e½ ¯vÐ ¼ ¯�¯�Ð�Á�²�µ¶Äv´D°%Á'¯vÁ�² ¼ ¯�³�È ¼ ÄvÄv±M´Dµ ¼ ¯�Á'² ¯v± ¯vÐ�Á�Ã�µ�®�Á ¼ °(µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T® ²�ÁDÄ%´D°vµ6/GÁ'² µ¶®
j5µ¶¾T³�°vÁ�¿�µ¶Ä/¯�Ð�Á-¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²&Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®

π
¹

��%�q
	 " ����· ¹ ¿ ) n{±h¯�Á{¯�Ð ¼ ¯
π
µ¶Ä ¼ ��¯�°%³�Á��{Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�±T®

d
Ã�Ág¯v¯�Á'°vÄ�µ¶Ë ¼ ®�²�±T®�Ã�Ê�µ¶Ë

l = m = d
¼ ®�²

Ë=±T° ¼ ®¡Ê
i ≤ l

0
σ(i) > l

¹ �®&¯�Ð�µ¶Ä*´ ¼ Ä%Á�@=µ¶Ë
A = {1, . . . , d}

D �

π =

(
1 2 . . . d

σ(1) − d σ(2) − d . . . σ(d) − d

)
.

× ±T®¡ÂTÁ'°vÄ%ÁDÃ¶Ê�0�Ã�Ág¯
π
/8Á ¼ ¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²ÉÍ8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®É±ZË<¯�ÊMÍGÁ

(l, m)
¼ ®�²ÉÃ�Á'¯

σ
/8Á}¯vÐ�Á ¼ ÄvÄ%±¤´'µ ¼ ¯vÁD²

µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T® ¹ lË
π
µ�Ä�®�±h¯ ¼ ��¯v°v³�Á �ÙÍ8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®b0*¯�Ð�Á'® ¼ ® ±?/¡Â¤µ¶±T³�Ä�®�ÁD´DÁ'ÄvÄ ¼ °%Ê ¼ ®�² Ä%³�k�´Dµ¶ÁD®¡¯

´D±h®�²�µ¶¯vµ�±T®(Ë=±h°
π
¯�±-´D±TÈ�Á/Ë=°v±hÈ ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °5µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®(µ¶Ä"¯�Ð ¼ ¯�¯vÐ�ÁD°%Á�ÁgÖ¤µ�ÄV¯ ¼ ¯�Ã�Á ¼ Ä%¯�¯ -F±�µ¶®�²�µ¶´DÁDÄ

i ≤ l¼ ®�²
j > l

Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯
σ(i) ≤ l

¼ ®�²
σ(j) > l

¹
� � � � � � � ��� � � ��� ����t $�	 �	$���/ p � ���%!%! �&% " � vyxzv�u�� & !zuyq�u �9r � v � "�q�t�uwvyxzp �^q�t�v � ! �mxzuwv $ ����) ���7/�� � � v����
q
� � q�& !Cq !%!zp 	 �3u.!�q�u � ���	�ztlq
� v�� �9r�" �zt�	;p	u q�uwv $ ��! � v���� !1q�uwv�!.- & u.! � - $�����$�� v ��� x%$ � ������u v $ � ) = ! �zt �
�&%?v�!zu q�u>���9q !zu u�� $fv ��r�vyx%�%!

i ≤ l
q���r

j > l
!zp�x"! u�!�q�u

σ(i) ≤ l
q���r

σ(j) > l
)

À Á'¯
(λα)α∈A

/GÁ ¼ ´D±TÃ¶Ã�Á'´'¯�µ¶±T®�±hË:ÍG±hÄvµ¶¯vµ¶ÂhÁ�°vÁ ¼ Ã3®I³�È3/8ÁD°vÄ�Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯

L :=

l∑

i=1

λπ(i) =

l+m∑

i=l+1

λπ(i).
@ Æ D

l¯�µ�Ä-Á ¼ ÄVÊL¯�±�´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯ ¼ Ã¶µ�®�Á ¼ °-µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®L±T®L¯�Ð�Á�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã
X = (0, L)

-�µ¶¯�Ð ´D±TÈ[/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ Ã
² ¼ ¯ ¼

(π, λ)
¹ Õ Ä�µ�®&ÄvÁ'´'¯vµ�±T® ¸ 0�-FÁ>-�µ�Ã�Ãr²�ÁD®�±Z¯�ÁE/¡Ê

T = (π, λ)
¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T® ¹

· ¹ · ¹ � ���	� �r#%$ ������ � � � � � � ��� � � � ��� ��� � � � � � � � �	� ��� � �
�PS Á*°%ÁD´ ¼ Ã�Ã¤¯vÐ�Á@9}q�p:� &�#�;��%�mx"!7v ��r�p�x'#
uwv $ �?±T®&Ã�µ�®�Á ¼ °/µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�Ä/µ¶®I¯v°v±M²�³�´'ÁD² /IÊ Ï�¼ ®¡¯�Ð�±T®¡Ê ¼ ®�²gn{±T¾T³�Á'µ�° ¼ @=ÄvÁ'ÁCH Ï n Ú a K Í ¹\ÅIÔZÆ D ¹
À Á'¯

T = (π, λ)
/GÁ ¼ Ã¶µ�®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®L±T®

X = (0, L)
0 -�µ�¯�Ð

π
±hËF¯�Ê¤Í8Á

(l, m)
¹ lË

λπ(l) 6=
λπ(l+m)

0N¯�Ð�Á'® ¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®
R(T )

±hË
T
µ¶Ä�¯�Ð�ÁÉÃ�µ�®�Á ¼ °�µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h® ±?/¤¯ ¼ µ¶®�ÁD²]/¡Ê

¯�Ð�Á-Ø�°vÄ%¯{°%Á'¯�³�°v®�È ¼ Í&±hË
T
¯v±

(
0, max(L − λπ(l), L − λπ(l+m))

)
× {0, 1}.

Õ ÄOµ¶®�¯�Ð�Á�´ ¼ ÄvÁ�±hËMµ�®¡¯�Á'°%Â ¼ ÃTÁmÖ�´eÐ ¼ ®�¾TÁ�È ¼ Í�Ä10)¯�Ð�Á�´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ ÃZ² ¼ ¯ ¼ ±hËM¯�Ð�Á�®�Áz- Ã¶µ�®�Á ¼ °<µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®
²�Á'ÍGÁ'®�²�Ä�±T®�Ã�Ê�±T®(¯�Ð�Á�´D±TÈ3/�µ�® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã¡² ¼ ¯ ¼ ±hË

T
¼ ®�²[-�Ð�Á'¯�Ð�ÁD°

λπ(l) > λπ(l+m)

±T°
λπ(l) < λπ(l+m)

¹
Õ Ä)/8Á'Ë=±T°%Á�0c-�Á�Ä ¼ Ê-¯�Ð ¼ ¯

T
Ð ¼ ÄO¯�Ê¤Í8Á

0
±h°O¯�ÊMÍ8Á

1
°vÁ'ÄvÍ8ÁD´g¯�µ¶ÂhÁDÃ�Ê ¹ 2*Ð�ÁF´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�µ�®�¾}´D±TÈ3/�µ�® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã

±TÍ8ÁD° ¼ ¯�µ¶±T®�Ä ¼ °%Á{²�ÁD®�±h¯vÁD²C/IÊ
Rε

Ë=±T°
ε = 0, 1

°vÁ'ÄvÍ8ÁD´'¯vµ¶ÂhÁDÃ¶Ê ¹ n}±h¯vÁ*¯�Ð ¼ ¯�µ�Ë
π
µ�Ä ¼ ¾Tµ¶ÂhÁD®É¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²

Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�0r¯�Ð�Á�Ä%³�/�ÄvÁg¯�Ä
{T = (π, λ), λπ(l) > λπ(l+m)}

¼ ®�²
{T = (π, λ), λπ(l) < λπ(l+m)}´ ¼ ®�/8Á}Á'ÈÉÍ�¯�Ê7/8ÁD´ ¼ ³�Ä%Á

π(l) = π(l+m)
±T° /8ÁD´ ¼ ³�ÄvÁ}±hËr¯vÐ�Á{Ã�µ�®�Á ¼ °�°%ÁDÃ ¼ ¯�µ�±h®+±T®É¯vÐ�Á

λi

¯vÐ ¼ ¯�È(³�ÄV¯
/8Á�Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ø\Á'² ¹
S Á�Ø\°vÄV¯�²�ÁDÄ%´D°vµ6/GÁ�¯vÐ�Á�´D±hÈ3/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ Ã8Ñ ¼ ³�ÌgÊ�±TÍ8ÁD° ¼ ¯�µ¶±T®�Ä

Rε
¹�À Á'¯

σ
/8Á�¯�Ð�Á ¼ ÄvÄv±M´Dµ ¼ ¯�Á'²�µ�®¡ÂT±BÒ

Ã�³¤¯�µ�±h®�¯�±
π
¹
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@ ¸ D�È ¼ Í

R0
¹

•
lË

σ(l) > l
¼ ®�² µ¶Ë

π(l) 6= π(l + m)
¯vÐ�ÁD® -�Á�²�ÁgØ\®�Á

R0π
¯�± /GÁ+±ZË�¯�ÊMÍGÁ

(l, m)
¼ ®�²

Äv³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯ �

R0π(i) =





π(i)
µ¶Ë

i ≤ σ(l)
π(l + m)

µ¶Ë
i = σ(l) + 1

π(i − 1)
±h¯vÐ�ÁD°I-�µ�Ä%Á ¹

•
lË

σ(l) ≤ l
0 ¼ ®�²�µ¶ËN¯�Ð�Á'°vÁ�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä ¼ Í ¼ µ�°

{x, σ(x)}
µ¶®�´DÃ¶³�²�ÁD²�µ�®

{l + 1, . . . , l + m − 1}¯�Ð�ÁD®W-�Á-²�ÁgØ\®�Á
R0π

¯�±7/GÁ-±hËN¯�ÊMÍGÁ
(l + 1, m − 1)

¼ ®�²&Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯ �

R0π(i) =





π(i)
µ¶Ë

i < σ(l)
π(l + m)

µ¶Ë
i = σ(l)

π(i − 1)
±h¯vÐ�ÁD°I-�µ�Ä%Á ¹

•
{ ¯�Ð�Á'°l-�µ�Ä%Á

R0π
µ¶Ä*®�±h¯�²�ÁgØ\®�Á'² ¹

@a·?D�È ¼ Í
R1

¹

•
lË

σ(l + m) ≤ l
¼ ®�² µ�Ë

π(l) 6= π(l + m)
¯vÐ�ÁD® -�Á�²�ÁgØ\®�Á

R1π
¯v± /8Á+±hË�¯�ÊMÍGÁ

(l, m)Äv³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯ �

R1π(i) =





π(l)
µ¶Ë

i = σ(l + m) + 1
π(i − 1)

lË
σ(l + m) + 1 < i ≤ l

π(i)
±h¯vÐ�ÁD°I-�µ�ÄvÁ ¹

•
lË

σ(l + m) > l
¼ ®�²&µ¶Ë<¯vÐ�ÁD°%Á�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä ¼ Í ¼ µ¶°

{x, σ(x)}
µ�®�´'Ã�³�²�Á'²�µ�®

{1, . . . , l − 1}
¯vÐ�ÁD®

R1π
µ�Ä*±ZË:¯�ÊMÍ8Á

(l − 1, m + 1)
¼ ®�² �

R1π(i) =





π(i + 1)
µ¶Ë

l ≤ i < σ(l + m) − 1
π(l)

lË
i = σ(l + m) − 1

π(i)
±h¯�Ð�Á'°l-�µ¶ÄvÁ ¹

•
{ ¯�Ð�Á'°l-�µ�Ä%Á

R1π
µ¶Ä*®�±h¯�²�ÁgØ\®�Á'² ¹

S Á�®�±c- ²�ÁDÄ%´D°%µ/8Á-¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®
R(T )

±ZË
T
�

•
lË

T = (π, λ)
Ð ¼ Ä�¯�ÊMÍ8Á

0
05¯vÐ�ÁD®

R(T ) = (R0π, λ′)
0)-�µ¶¯vÐ

λ′
α = λα

µ�Ë
α 6= π(l)

¼ ®�²

λ′
π(l) = λπ(l) − λπ(l+m)

¹

•
lË

T = (π, λ)
Ð ¼ Ä�¯�ÊMÍ8Á

1
0I¯�Ð�Á'®

R(T ) = (R1π, λ′)
0	-�µ¶¯�Ð

λ′
α = λα

µ¶Ë
α 6= π(l + m)

¼ ®�²

λ′
π(l+m) = λπ(l+m) − λπ(l)

¹

��%�q
	 " ����· ¹ J ) À Á'¯-³�Ä�´'±T®�Ä%µ�²�Á'°�¯�Ð�Á+Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®Ù±hË B"Ö ¼ È�Í�Ã¶Á�· ¹|Î 0<® ¼ È�ÁDÃ�Ê
π = ( A B C B D

D E A C E )
¹

2*Ð�Á'®

R0(π) =

(
A B C B D
D E E A C

)
¼ ®�²

R1(π) =

(
A B C B
D D E A C E

)
.

��%�q
	 " ����· ¹|Ú ) À Á'¯�³�Ä�´'±T®�Ä%µ�²�Á'°�¯vÐ�Á�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®
π
²�ÁgØ\®�Á'²�±T®+¯�Ð�Á ¼ Ã�Í�Ð ¼ /GÁg¯

A = {A, B, C, D}/¡Ê
π = ( A B A

B D C C D )
¹ 2*Ð�Á'®

R0(π) =

(
D A B A
B D C C

)
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¼ ®�²
R1(π)

µ�Ä}®�±h¯�²�Á'Ø\®�Á'² ¹ �®�²�Á'ÁD²b03´'±T®�Ävµ¶²�ÁD° ¼ ®¡Ê�Ã¶µ�®�Á ¼ °}µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®g-�µ�¯�Ð
π
¼ Ä�´D±TÈ3/�µ�® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã

² ¼ ¯ ¼�¹ 2*Ð�Á'®g-FÁ�È�³�Ä%¯{Ð ¼ ÂTÁ

2λA + λB = λB + 2λC + 2λD.
2*Ð�Á'°vÁ'Ë=±h°vÁE-�Á-®�Á'´DÁDÄ%Ä ¼ °%µ�Ã�Ê�Ð ¼ ÂTÁ

λD < λA
¼ ®�²

λD > λA

®�Á'ÂTÁ'°}Ð ¼ Í�Í8ÁD®�Ä ¹

��%�q
	 " ���Ù· ¹¶¸ a ) × ±T®�Ävµ¶²�ÁD°�¯�Ð�Á�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®
π
²�ÁgØ\®�ÁD² ±T® ¯�Ð�Á ¼ Ã�Í�Ð ¼ /8Á'¯

A = {A, B, C}
/¡Ê

π = ( A B A
B C C )

¹ 2*Ð�ÁD®
Rε(π)

µ�Ä�®�±h¯}²�ÁgØ\®�ÁD²�Ë=±T° ¼ ®IÊ
ε
¹ �®�²�ÁDÁD²�0r´D±h®�Ävµ¶²�ÁD° ¼ ®¡Ê&Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h®

-�µ¶¯vÐ
π
¼ Ä�´D±hÈ3/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ Ã*² ¼ ¯ ¼�¹ 2*Ð�Á'®�-FÁLÈ(³�ÄV¯�Ð ¼ ÂTÁ

λA = λC
0{Ð�Á'®�´DÁ?¯�Ð�Á?Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ

µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�±ZË
T
µ¶Ä*®�±h¯�²�ÁgØ\®�Á'²�Ë=±T° ¼ ®¡Ê�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°%Ä ¹

�®�¯vÐ�Á/´ ¼ ÄvÁ/±hË�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã¤ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ*È ¼ Í�Ä�0T±T®�ÁF³�Äv³ ¼ Ã�Ã�Ê�²�Á'Ø\®�Á/¯vÐ�Á/Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®�±h®�Ã¶Ê
Ë=±T°}µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã3² ¼ ¯ ¼�¹ M}ÁD°%Á[-FÁ+Ð ¼ ÂTÁ�®�±h¯�ÊhÁ'¯�²�Á'Ø\®�Á'² µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�µ¶Ã�µ�¯�Ê ¹ M{±.-�ÁgÂTÁD°�0
µ¶¯�-�µ�Ã¶Ã ¼ Í�Í8Á ¼ °{µ�®�ÄvÁ'´'¯�µ¶±T® Æ ¯�Ð ¼ ¯}Äv±hÈÉÁ�µ�®¡¯�Á'°vÁDÄV¯�µ¶®�¾�Í�Ð�ÁD®�±TÈ�ÁD® ¼ -�µ¶¯vÐ�°%ÁDÄvÍ8ÁD´g¯�¯�±�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ
µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ¼ Í�ÍGÁ ¼ ° ¼ Ã�Ä%±+µ�®�¯�Ð�Á�°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�´ ¼ ÄvÁ ¹
�®�¯�Ð�Á�®�ÁgÖM¯�Ä%ÁD´'¯vµ�±T®�-FÁ -�µ¶Ã�Ã8²�Á'Ø\®�Á ¼ ®�±h¯vµ�±T®�±ZËOµ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�µ�Ã�µ�¯�Ê3-�Ð�µ¶´eÐ�µ¶Ä�Á�8M³�µ¶Â ¼ Ã�Á'®¡¯/¯�±(Ð ¼ ÂhÁ ¼

Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�² ¼ ¯ ¼�¹ l¯�µ¶Ä"Á ¼ ÄVÊ(¯�±�Ä%ÁDÁ*¯�Ð ¼ ¯ ¼ ¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²+Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®
π
Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯�®�ÁDµ�¯�Ð�Á'°

R0(π)®�±T°
R1(π)

µ�Ä*²�Á'Ø\®�Á'²Ùµ�Ä�®�Á'´DÁ'ÄvÄ ¼ °vµ�Ã�Ê�°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹ M}±.-�ÁgÂTÁ'°10G¯vÐ�Á-ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®
π
±hË B5Ö ¼ È�Í�Ã�Á�· ¹�Ú

µ�Ä*µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á7@AÄ%ÁDÁ Ï Á'Ø�®�µ¶¯vµ�±T® Æ�¹�¸�¼ ®�²W2*Ð�ÁD±h°vÁDÈ Æ¤¹ ·?D -�Ð�µ�Ã�Á
R1(π)

µ¶Ä*®�±h¯�²�ÁgØ\®�Á'² ¹

· ¹�Æ�¹  � ��� � � � �.� � � � � � ��� ��� � � � ���A� � ����� � � �	� �.� � �:� � � � � � � � �.� � � = ¯ ¼ °V¯�µ�®�¾�Ë=°v±hÈ ¼ Ã�µ�®�Á ¼ °
µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®

T
0$-�Áf- ¼ ®¡¯�¯�±�´D±T®�Ä%¯�°%³�´'¯ ¼ + ¼ ¯�Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ ¼ ®�² ¼ Ð�±T°%µ�Ì'±T®¡¯ ¼ Ã�Ä%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯`-�Ð�±TÄvÁÉ´D±T°%°vÁmÒ

ÄvÍ8±T®�²�µ�®�¾�Ø\°vÄV¯(°vÁg¯�³�°%® È ¼ Í�Ä
(T0, T1)

±hË/¯vÐ�ÁÉÂhÁD°V¯�µ�´ ¼ Ã�Ë=±TÃ�µ ¼ ¯�µ¶±T®?¾Tµ¶ÂhÁ
T
¹g= ³�´eÐ Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ�-�µ¶Ã�Ã /8Á

´ ¼ Ã�Ã�Á'² ¼ !zp ! " ����!zv $ � ±�ÂTÁD°
T
0 ¼ ®�²?¯vÐ�Á+Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�Á'°vÄ�ÁD®�´D±M²�µ�®�¾�¯vÐ�µ�Ä�´'±T®�ÄV¯�°v³�´'¯�µ¶±T®|-�µ�Ã¶Ã /8Á+´ ¼ Ã¶Ã�Á'²

!zp�! " ����!zv $ � rsq�u q ¹
� ��� � ��� ��� � � � � � � À Á'¯

T
/8Á ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T® ¼ ®�² Ã�Ág¯

(λα)α∈A

/8Á?¯�Ð�Á Ã�Á'®�¾h¯�Ð�Ä�±ZË�¯�Ð�Á
´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã¶Ä ¹�À Á'¯

{ζα}α∈A
/GÁ ¼ ´D±TÃ¶Ã�Á'´'¯�µ¶±T®�±hË:´D±hÈÉÍ�Ã¶ÁgÖ�®M³�È3/GÁ'°vÄ{Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯ �

@ ¸ D
∀α ∈ A Re(ζα) = λα

¹
@a·?D

∀1 ≤ i ≤ l − 1 Im(
∑

j≤i ζπ(j)) > 0@ Æ D
∀1 ≤ i ≤ m − 1 Im(

∑
1≤j≤i ζπ(l+j)) < 0@ Å D ∑

1≤i≤l ζπ(i) =
∑

1≤j≤m ζπ(l+j)
¹

2*Ð�Á-´D±hÃ�Ã�Á'´'¯vµ�±T®
ζ = {ζα}α∈A

µ�Ä�´ ¼ Ã¶Ã�Á'² ¼ !zp�! " ����!zv $ � rsq�uyqÉ±�ÂTÁ'°
T
¹

S ÁE-�µ¶Ã�Ã ¼ Ã¶Äv±�ÄvÍ8Á ¼ ½�µ�® ¼ ®�±�/IÂMµ¶±T³�Ä{È ¼ ®�®�ÁD°�±hË ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�² ¼ ¯ ¼ Ë=±T° ¼ ¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³¤Ò
¯ ¼ ¯�µ�±h® ¹
À Á'¯

L0

/GÁ ¼ /�°%±T½hÁ'®�Ã¶µ�®�Á3@ -�µ�¯�Ð ¼ Ø\®�µ�¯�Á�®I³�È3/8ÁD°*±hËNÁ'²�¾TÁDÄRD/±T®�¯�Ð�Á�Í�Ã ¼ ®�Á�Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯/¯vÐ�Á�ÁD²�¾TÁ
®I³�È3/8ÁD°

i
µ�Ä�°%ÁDÍ�°%ÁDÄ%ÁD®¡¯�Á'² /¡ÊÙ¯�Ð�Á�´'±TÈ�Í�Ã�ÁmÖÙ®I³�È3/8ÁD°

ζπ(i)

0<Ë=±h°
1 ≤ i ≤ l

0 ¼ ®�²
L1

/8Á ¼ /�°v±T½ZÁD®
Ã�µ¶®�Á-¯�Ð ¼ ¯�Ä%¯ ¼ °%¯vÄ�±T®Ù¯�Ð�Á�Ä ¼ ÈÉÁ(Í8±Tµ¶®I¯ ¼ Ä

L0

0 ¼ ®�² -�Ð�±TÄ%Á(ÁD²�¾TÁ(®I³�È3/8ÁD°
j
µ¶Ä�°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁ'®I¯vÁD²]/¡Ê�¯�Ð�Á

´D±hÈÉÍ�Ã¶ÁgÖ�®M³�È3/GÁ'°
ζπ(l+j)

Ë=±h°
1 ≤ j ≤ m

@wj5µ�¾h³�°vÁ Ô D ¹
lË

L0
¼ ®�²

L1

±h®�Ã¶Ê&µ¶®I¯vÁD°%ÄvÁD´g¯�±T®�¯vÐ�ÁDµ¶°}Á'®�²�Í8±Tµ�®¡¯vÄ10G¯vÐ�ÁD®
L0

¼ ®�²
L1

²�Á'Ø�®�Á ¼ Í8±TÃ¶ÊM¾T±h®g-�Ð�±TÄ%Á
Ävµ¶²�ÁDÄ�´D±hÈÉÁ'Ä`/¡ÊLÍ ¼ µ�°vÄ ¼ ®�² Ë=±h°�Á ¼ ´eÐ Í ¼ µ�°�¯vÐ�Á�´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾�Ä%µ�²�Á'Ä ¼ °%Á�Í ¼ ° ¼ Ã�Ã�Á'Ã ¼ ®�² Ð ¼ ÂhÁÉ¯�Ð�Á
Ä ¼ ÈÉÁ�Ã�Á'®�¾h¯vÐ ¹ 2*Ð�ÁD® µ�²�Á'®I¯vµ¶Ë^ÊMµ�®�¾�¯�Ð�Á'ÄvÁ�Ävµ�²�ÁDÄ-¯�±T¾TÁg¯�Ð�Á'°10O±T®�Á�¾TÁg¯�Ä ¼ + ¼ ¯-Äv³�°VË ¼ ´DÁ ¹ l¯�µ�Ä�Á ¼ Ä%Ê?¯v±
´eÐ�Á'´e½Ù¯�Ð ¼ ¯-¯vÐ�Á(Ø\°vÄV¯�°vÁ'¯v³�°v® È ¼ Í?±hË�¯�Ð�Á(ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã"Ë=±TÃ�µ ¼ ¯�µ¶±T®�±h®L¯vÐ�Á+ÄvÁ'¾TÈ�ÁD®¡¯�´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾&¯v±



� � �������	��
������������������������������������� ��!

ζA

ζA

ζB

ζB

ζC

ζC

ζD

ζD

ζE

ζE


 * 
 ')#O«��� Õ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�±)ÂhÁD° ¼ Ã�µ�®�Á ¼ °/µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T® ¹

ζA

ζA

ζB
ζB

ζC

ζC

ζD

ζD

ζE

ζE


 * 
 ' #O«��  = ³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�² ¼ ¯ ¼ ¯vÐ ¼ ¯�²�±MÁDÄ�®�±h¯�¾hµ¶ÂTÁ ¼ Äv³�µ¶¯ ¼ /�Ã�Á�Í8±TÃ¶ÊM¾T±h® ¹

X
µ¶®

S
²�Á'Ø\®�ÁDÄ�¯vÐ�Á�Ä ¼ È�Á�Ã¶µ�®�Á ¼ °*µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T® ¼ Ä

T
0�Ä%±C-FÁ�Ð ¼ ÂTÁ�´D±T®�Ä%¯�°%³�´'¯vÁD² ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®Ù±�ÂTÁ'°

T
¹ S Á>-�µ¶Ã�ÃrÄ ¼ Ê&µ�®�¯�Ð�µ¶Ä*´ ¼ Ä%Á�¯�Ð ¼ ¯

ζ
²�Á'Ø�®�ÁDÄ ¼ !zp	v�uyq ����� " $�� & � $ � ¹

2*Ð�Á>/�°%±T½hÁ'®�Ã¶µ�®�Á'Ä
L0

¼ ®�²
L1

È�µ�¾hÐI¯�µ�®¡¯�Á'°vÄ%ÁD´'¯ ¼ ¯*±h¯�Ð�ÁD°*Í8±Tµ�®¡¯�Ä>@AÄvÁ'Á`j5µ�¾T³�°vÁ~J?D ¹ M}±.-FÁ'ÂhÁD°10�-FÁ
´ ¼ ®�Ä%¯vµ�Ã¶Ã\²�Á'Ø\®�Á ¼ + ¼ ¯�Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ /¡Ê�³�Ä%µ�®�¾ ¼ ® ¼ ® ¼ Ã�±T¾h±T³�Ä�´D±T®�Ä%¯�°%³�´'¯vµ�±T® ¼ ÄF¯vÐ�Á{ÌDµ�Í�ÍGÁ'°vÁD²�°vÁD´g¯ ¼ ®�¾TÃ�Á'Ä
´D±h®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ�±h® ¹ S ÁÉ®�±.- ¾Tµ¶ÂhÁ ¼ Äv½hÁg¯�´eÐ ±hË�¯�Ð�µ¶Ä�´'±T®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ¶±T®�@AÄ%ÁDÁÉÁ ¹ ¾ ¹ H Ó�Á'ÁUJ¡·�0be�±M´Ua ÆcK Ë=±T°-¯�Ð�Á
´ ¼ ÄvÁ(±hË"µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ ÃOÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ(È ¼ Í�Ä108±T°{ÄvÁ'´'¯�µ¶±T® ¸T¹�Æ�¹|Î D ¹ 2*Ð�µ¶Ä�´'±T®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ¶±T®Ùµ�Ä�ÂTÁ'°%Ê�Ävµ¶ÈÉµ¶Ã ¼ °�¯v±�¯�Ð�Á
³�Ä%³ ¼ Ã\±T®�Á�0 ¼ Ã¶¯vÐ�±T³�¾hÐ+µ¶¯�Ä�Í�°vÁD´'µ�Ä%Á{²�ÁDÄv´'°vµ¶Í�¯�µ¶±T®+µ�Ä"ÂhÁD°%Ê�¯�ÁD´eÐ�®�µ�´ ¼ Ã ¹ = ¯�µ�Ã¶Ãy0)Ë=±T°�´D±hÈÉÍ�Ã¶Á'¯vÁD®�Á'ÄvÄ10s-FÁ�¾Tµ¶ÂhÁ
¼ ®&Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®I¯�/�³¤¯}° ¼ ¯�Ð�ÁD°*µ�È�Í�Ã¶µ�´Dµ�¯FË=±h°vÈ(³�Ã ¼ ¯�µ¶±T® ¹

S Á�Ø\°vÄV¯&´D±T®�Ävµ�²�ÁD°�¯vÐ�Á?Í�°vÁgÂMµ�±T³�Ä�´ ¼ Ä%Á -�Ð�ÁD®
L0

¼ ®�²
L1

²�Á'Ø\®�Á ¼ Ä%³�µ¶¯ ¼ /�Ã¶ÁÙÍG±hÃ¶ÊM¾T±T® ¹ j\±T°
Á ¼ ´eÐÙÍ ¼ µ¶°{±ZË�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã

Xi, Xσ(i)

±h®
X
0�¯�Ð�Á�°vÁg¯�³�°%®�¯�µ¶ÈÉÁ

hπ(i)

±hË:¯�Ð�Á�ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ã3Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®�ÄV¯ ¼ °V¯�µ�®�¾
Ë=°v±hÈ

x ∈ Xi
¼ ®�² °vÁ'¯v³�°v®�µ�®�¾ µ�®

y ∈ Xσ(i)
µ¶ÄÉ´'±T®�Ä%¯ ¼ ®¡¯ ¹ 2*Ð�µ�Ä�Â ¼ Ã�³�Á�²�ÁDÍ8ÁD®�²�Ä�±T®�Ã�Ê ±T® ¯�Ð�Á

¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²?Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T® ¼ ®�²L±T®Ù¯vÐ�Á+µ�È ¼ ¾Tµ¶® ¼ °VÊ&Í ¼ °%¯�±hË�¯�Ð�Á+Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ² ¼ ¯ ¼
ζ
¹ 2*Ð�ÁD°vÁ�µ¶Ä ¼

® ¼ ¯v³�° ¼ Ã�ÁDÈ[/GÁ'²�²�µ�®�¾ ±ZË{¯vÐ�Á�±TÍ8ÁD® °vÁ'´'¯ ¼ ®�¾TÃ¶Á
Rπ(i) = (0, λi) × (0, hπ(i))

µ¶®¡¯�±Ù¯�Ð�Á�+ ¼ ¯+Ä%³�°%Ë ¼ ´'Á
S
¼ ®�² ¯vÐ�µ�Ä�Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁLµ�Ä�±?/¤¯ ¼ µ¶®�ÁD² Ë=°v±hÈ

tαRα

/IÊ µ¶²�ÁD®¡¯vµ¶Ø\´ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�±T® ¯vÐ�Á /G±T³�®�² ¼ °%µ�ÁDÄ&±hË�¯�Ð�Á
Rα

¹ �²�ÁD®¡¯�µ�Ø\´ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�Ë=±T°�¯vÐ�Á�Ð�±h°vµ�Ì'±T®¡¯ ¼ Ã�Ä%µ�²�Á'Ä
[0, λα]

¼ °%ÁÉ¾Tµ�ÂTÁ'® /¡ÊL¯�Ð�Á�Ã�µ¶®�Á ¼ °-µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h® ¼ ®�²
µ�²�ÁD®¡¯�µ�Ø\´ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�Ë=±T°�¯vÐ�Á�ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ã/Ä%µ�²�Á'Ä�±T®�Ã¶Ê ²�Á'ÍGÁ'®�² ±T® ¯vÐ�Á�¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD² Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T® ¼ ®�² ±hË

{Im(ζα)}α∈A
¹

j\±T°�¯vÐ�ÁÉ¾hÁD®�Á'° ¼ Ã�´ ¼ ÄvÁ�0$-FÁ�´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯�¯�Ð�Á�°%ÁD´'¯ ¼ ®�¾TÃ¶ÁDÄ
Rα

³�Ävµ¶®�¾�¯�Ð�Á�Ä ¼ ÈÉÁ+Ë=±T°%È(³�Ã ¼ Ä ¹ �²�ÁD®¡¯�µ�Ò
Ø\´ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä�Ë=±T°*¯�Ð�Á�Ð�±T°%µ�ÌD±h®I¯ ¼ Ã3Ävµ¶²�ÁDÄ ¼ °vÁ�Ä%¯v° ¼ µ¶¾TÐ¡¯vË=±T°I- ¼ °v² ¹ �²�ÁD®¡¯�µ�Ø\´ ¼ ¯vµ�±T®�Ä{Ë=±T°*¯vÐ�Á�ÂhÁD°V¯�µ�´ ¼ ÃOÄvµ¶²�ÁDÄ�0
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R{1,10}

R{2,4}

1

1

2
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 * 
 ' #O«��  \rµ¶Í�Í8ÁD°vÁ'²&°vÁD´g¯ ¼ ®�¾TÃ�Á�´'±T®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ¶±T®�±ZË:¯vÐ�Á>+ ¼ ¯�Äv³�°%Ë ¼ ´'Á�±ZË j5µ¶¾T³�°vÁ Ô¤¹

¯�Ð ¼ ¯{²�±É®�±h¯{²�ÁDÍ8ÁD®�²�Ä}±T®&¯�Ð�Á�Ð�±h°vµ�Ì'±T®¡¯ ¼ ÃrÍ ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°%Ä10�-�µ¶Ã�Ãb/8Á>-�Á'Ã�Ã3²�ÁgØ\®�ÁD² ¼ Ë^¯�Á'°/¯�Ð�Á-Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾
Ã�Á'ÈÉÈ ¼�¹

03� � � � � ��� � ��< �zu
ζ
���]q !zp ! " ����!zv $ � rsq�uyq - $Zt|q � v �	�9q�t v � ��$�� p	u v $ �

T
/�q���r ���zu

π
��� u.! �

x%$Zt�t �%! " $ ��r�v ��� � ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt'	;p	uyq�u v $ � ) = ! �zt � �&%?v�!zu !}q � v �	�9q�t v � ��$�� p	uwv $ �
T ′ q���r>q !zp�! " ����!zv $ �

rsq�uyq
ζ ′ - $Zt T ′ !zp�x"! u.!�q�u��

•
= ! � � ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt'	;p	uyq�u v $ �]q !%! $.xzvwq�u �9rfu $

T ′ v�! π
)

•
� $ZtEq�� &

α
u�! �;x%$�	 " ���&% ��p�	(���zt%!

ζα

q���r
ζ ′
α

!�q����Eu�! � !1q
	 �Ev�	fq7��v ��q�t & "�q�t�u )
•
= ! � !zp�! " ����!zv $ �|rsq�uyq

ζ ′ r �.6 �	�%!iq !zp	v�uyq ����� " $�� & � $ � )
� t $ $2-8)&S Á�´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ�¯�Ð ¼ ¯ ∑l

k=1 Im(ζπ(k)) > 0
@=¯vÐ�Á�®�ÁD¾ ¼ ¯�µ¶ÂhÁ�´ ¼ ÄvÁ�µ�Ä ¼ ® ¼ Ã�±T¾T±h³�Ä ¼ ®�²�¯�Ð�Á'°vÁ

µ�Ä�®�±h¯�Ð�µ¶®�¾�¯�±&Í�°%±)ÂhÁf-�Ð�ÁD® ¯vÐ�Á�Äv³�È»µ¶Ä�ÌDÁ'°v±�D ¹ l¯�µ�Ä�´'Ã�Á ¼ °�¯�Ð ¼ ¯
σ(l + m) 6= l

±h¯�Ð�Á'°l-�µ¶ÄvÁ+¯�Ð�Á'°vÁ
-F±T³�Ã�²g/GÁ�®�±�Í8±TÄ%Ävµ/�Ã�Á�Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®Ù² ¼ ¯ ¼�¹ lË

σ(l + m) < l
08¯vÐ�ÁD® -FÁ�´ ¼ ®ÙÄ%Ð�±T°%¯vÁD®�¯vÐ�Á�°%Á ¼ ÃOÍ ¼ °%¯

±hË
ζπ(l+m)

0M½hÁ'ÁDÍ�µ¶®�¾+´D±h®�²�µ¶¯vµ�±T®�Ä>@ ¸ D���@ Å D�Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ø\Á'²b0 ¼ ®�²�¾TÁg¯ ¼ Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�² ¼ ¯ ¼
ζ ′ -�µ�¯�Ð�¯�Ð�Á�Ä ¼ È�Á

µ�È ¼ ¾Tµ¶® ¼ °VÊÙÍ ¼ °V¯ ¼ Ä
ζ
0 ¼ ®�² Ä%³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯

Re(ζ ′
π(l+m)) < Re(ζ ′

π(l))
¹ 2*Ð�µ�Ä�Ã ¼ Ä%¯�´D±T®�²�µ¶¯vµ�±T® µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ

¯�Ð ¼ ¯
ζ ′ ²�Á'Ø\®�ÁDÄ ¼ Ä%³�µ¶¯ ¼ /�Ã�Á�ÍG±TÃ�ÊM¾T±T® ¹

lË
σ(l + m) > l

0�¯�Ð�Á'® ´'±T®�²�µ�¯�µ¶±T®
(4)

µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ�¯vÐ ¼ ¯
Re(ζπ(l+m))

µ¶Ä(®�ÁD´'ÁDÄ%Ä ¼ °VÊ /�µ�¾T¾TÁ'°�¯�Ð ¼ ®
Re(ζπ(l))

¹ M}±.-FÁ'ÂTÁ'°10b-FÁ(´ ¼ ®ÙÄ%¯vµ�Ã�ÃO´eÐ ¼ ®�¾TÁ
ζ
µ¶®¡¯�± ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®?² ¼ ¯ ¼

ζ ′ 0�-�µ�¯�ÐÙÄ ¼ È�Á�µ�È ¼ ¾Tµ¶® ¼ °VÊ
Í ¼ °V¯U0 ¼ ®�² Äv³�´eÐ ¯vÐ ¼ ¯

Re(ζ ′
π(l+m))

µ�Ä-ÂTÁ'°%Ê ´DÃ¶±TÄvÁ�¯�±
Re(ζ ′

π(l))
¹ �® ¯�Ð ¼ ¯�´ ¼ ÄvÁ�0

ζ ′ ¼ Ã�Äv±�²�ÁgØ\®�ÁDÄ ¼
Äv³�µ¶¯ ¼ /�Ã�Á�Í8±TÃ¶ÊM¾T±h® ¹ = Á'ÁCH º ±Tµa ÔcK 0 À ÁDÈ�È ¼ · ¹¶¸ Ë=±T°*È�±T°vÁ�²�Á'¯ ¼ µ�Ã�Ä ¹

�

S Á�Ð ¼ ÂhÁ�¯�Ð�ÁD°vÁgË=±T°vÁ�²�ÁgØ\®�ÁD²Ù¯vÐ�Á�ÌDµ�Í�ÍGÁ'°vÁD²�°vÁ'´'¯ ¼ ®�¾TÃ�Á�´D±h®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ�±h®�Ë=±T° ¼ ®¡Ê&Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®Ù² ¼ ¯ ¼�¹
n}±Z¯�Á�¯�Ð ¼ ¯}-FÁ�Ð ¼ ÂhÁ-®�±h¯*ÊTÁg¯�²�µ�Ä%´D³�Ä%ÄvÁ'²�¯�Ð�Á�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�ÁD®�´DÁ-±hË ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�² ¼ ¯ ¼�¹ 2*Ð�µ�Ä}-�µ¶Ã�Ã�/8Á�²�±T®�Á
µ�®(¯vÐ�Á*³�Í8´D±TÈ�µ�®�¾�ÄvÁ'´'¯�µ¶±T® ¹ 2*Ð�µ�Ä"®�±Z¯�µ�±h®+µ�Ä"® ¼ ¯�³�° ¼ Ã ¹�= ÁDÁ`H Ó�ÁDÁ1J¡· K�¼ ®�²�¯vÐ�Á/Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾ :�°v±TÍ8±TÄvµ�¯�µ¶±T® ¹
� ��� � � � � � �.� � � ����� �3< �zu

S
����q � q�u#!zp t�-�q	x%� � v�u�! �	$ ���zt�u vyx9q
� !1qsrsr ���~x%$ � �	�mxzu v $ ��!Pq���r ���zu

X
���

q ! $Zt�v�� $ ��uyq
��v ��u �zt��Zq
�bq�u uyq	x"! �9rCu $Cq�!zv ����p��^q�t�v�u &�$ � u�! �0���.-�u ) < �zu
γ
���Eu�! � ���zt�u vyx9q
� ���9q&- "�q !%!zv ���

u�!	t%$Zp
��!gu.! �it�v���!	u ����r�" $Zv ��u�$2-
X
/ � �[q !%!zp�	 �`u.!�q�u

γ
	 �%�zu !3q !zv ����p �^q�t�v�u'& ���.- $Zt �`t �zu p	t ��v ����u $

X
/�v � " $ !zv�uwv ��� $Zt �	� �sq�uwv ���Cr�v�t �mxzu v $ � ),< �zu

T = (π, λ)
���;u.! �(� v �	�9q�t;v � ��$�� p	u v $ � ��v ����� � & u.! �

xzt $ !%! ! �mxzuwv $ � $ �
X

$2-3u�! �����zt�u vyx9q
� � $�� ) = ! �zt%� �&%?v�!zu !fq !zp ! " ����!zv $ � rsq�u q
ζ
!zp�x"!|u�!�q�u

(π, ζ)r �.6 �	�%!iq !zp	t�-�q	x%�`v�! $�	 �zu t�vyxEu $
S
)



�9� �������	��
������������������������������������� ��!
� t $ $2-8) = ÁDÁ�¯�Ð�Á-´'±T®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ¶±T®�¾hµ¶ÂTÁ'®�µ¶®�¯�Ð�Á-Í�°%±¤±ZË5±hË�:�°v±TÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T®

2.2
µ�®]H º ±Tµ a Ô.Ka¹

�

S Á�´ ¼ ®&²�ÁgØ\®�Á�¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�±T®�¯�Ð�Á�Ä%Í ¼ ´'Á�±hËNÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�Ä10 ¼ Ä -�Á'Ã�Ã ¼ Ä*±T®�¯�Ð�Á
ÄvÍ ¼ ´DÁ*±hË�Ì'µ�Í�Í8ÁD°%ÁD²(°%ÁD´g¯ ¼ ®�¾hÃ�ÁDÄ ¹"À Á'¯

T = (π, λ)
/8Á ¼ Ã¶µ�®�Á ¼ °Oµ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T® ¼ ®�²+Ã�Ág¯

ζ
/8Á ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®

±�ÂTÁ'°
T
¹ 2*Ð�Á'® -FÁ�²�Á'Ø\®�Á

R(π, ζ) = (π′, ζ ′)
¼ Ä/Ë=±TÃ�Ã¶±.-�Ä ¹

•
lË

T = (π, λ)
Ð ¼ Ä�¯�Ê¤Í8Á

0
03¯�Ð�Á'®

R(π, ζ) = (R0π, ζ ′)
0 -�µ¶¯vÐ

ζ ′
α = ζα

µ�Ë
α 6= π(l)

¼ ®�²

ζ ′
π(l) = ζπ(l) − ζπ(l+m)

¹

•
lË

T = (π, λ)
Ð ¼ Ä-¯�ÊMÍ8Á

1
0<¯�Ð�Á'®

R(π, ζ) = (R1π, ζ ′)
0b-�µ¶¯vÐ

ζ ′
α = ζα

µ�Ë
α 6= π(l + m)¼ ®�²

ζ ′
π(l+m) = ζπ(l+m) − ζπ(l)

¹
S Á(´ ¼ ®LÄ%Ð�±.- ¯vÐ ¼ ¯

(π′, ζ ′)
µ�Ä ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h® ±�ÂhÁD°

R(T )
¼ ®�²L²�ÁgØ\®�ÁDÄ ¼ Ä%³�°%Ë ¼ ´'Á+µ�Ä%±TÈÉÁg¯�°%µ�´-¯�±

¯�Ð�Á�±h®�Á-´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾�¯v±
(π, ζ)

¹
Õ Ä�µ�® ¯�Ð�Á�´ ¼ ÄvÁ�±ZË�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã�ÁmÖ�´eÐ ¼ ®�¾TÁÙÈ ¼ Í�Ä;-FÁ�´'±T®�Ävµ¶²�ÁD°�¯�Ð�Á�°vÁ'®�±T°%È ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ

µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�²�Á'Ø\®�Á'²�±T®�Ã�Á'®�¾h¯vÐ�Ä*±T®�Á-µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã¶Ä��
µ�Ë
R(π, λ) = (π′, λ′)

¯vÐ�ÁD®
Rr(π, λ) := (π′, λ′/|λ′|).

{ ®�Á�´ ¼ ® ²�Á'Ø\®�Á�±?/¡Â¤µ¶±T³�Ä%Ã¶Ê?¯�Ð�Á�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�°%ÁD®�±h°vÈ ¼ Ã�µ¶ÌDÁD² Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T® ±T® ¯�Ð�Á
Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�Ä-² ¼ ¯ ¼ /¡Ê?´D±T®¡¯v° ¼ ´g¯�µ�®�¾&¯vÐ�Á+µ�È ¼ ¾Tµ¶® ¼ °VÊ&Í ¼ °%¯vÄE/IÊ ¼ Ë ¼ ´'¯v±T°

|λ′|
-�Ð�µ�´eÐ Í�°vÁ'ÄvÁD°VÂTÁ'Ä�¯�Ð�Á

¼ °%Á ¼ ±hËN¯�Ð�Á-´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾7+ ¼ ¯�Äv³�°%Ë ¼ ´'Á ¹

Æ�¹�� «�¨���«\ª$#�� ¨�� 
�«�©:« # � 
	*��I« %
	�« #��>'Oª � ª$*^¨"©N¬
�®�¯�Ð�µ¶Ä�Ä%ÁD´g¯�µ�±h®f-FÁ�¾Tµ�ÂTÁ ¼ ®�ÁD´'ÁDÄvÄ ¼ °%Ê ¼ ®�²ÉÄ%³�k�´Dµ�Á'®¡¯/´D±h®�²�µ¶¯vµ�±T®(Ë=±h° ¼ ¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®

¯�± ¼ ²�È�µ¶¯ ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® �r¯�Ð�µ¶Ä�-�µ¶Ã�ÃOÍ�°v±�ÂhÁ�¯�Ð�Á�Ø\°vÄV¯�Í ¼ °%¯�±ZË 2*Ð�ÁD±h°vÁDÈ
A
¹}À Á'¯�³�Ä�Ø\°%Ä%¯�µ¶®¡¯�°v±M²�³�´'Á

Äv±hÈÉÁ�®�±Z¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä/¯v±�È ¼ ½ZÁ-´DÃ�Á ¼ °/¯�Ð�Á�²�Á'Ø\®�µ�¯�µ¶±T® ¹
� $Zu q�uwv $ � ��lË

A = {α1, . . . , αd}
µ¶Ä ¼ ® ¼ Ã�Í�Ð ¼ /GÁg¯U0&-FÁ�-�µ�Ã�Ã�²�Á'®�±h¯vÁ,/IÊ

A t A
¯�Ð�Á�Ä%Á'¯3-�µ�¯�Ð

È(³�Ã�¯�µ¶Í�Ã�µ¶´Dµ¶¯vµ�Á'Ä
{α1, α1, . . . , αd, αd}

±hË/´ ¼ °v²�µ�® ¼ Ã
2d

0 ¼ ®�² -FÁC-�µ�Ã¶Ã"³�Ä%Á ¼ ® ¼ Ã�±T¾T±h³�Ä-®�±h¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä�Ë=±T°
Äv³�/�ÄvÁg¯�Ä�±ZË

A
¹

S Á[-�µ�Ã¶Ã ¼ Ã¶Äv±�´ ¼ Ã�Ã u $%"�@=°vÁDÄ%ÍGÁ'´'¯vµ¶ÂTÁ'Ã¶Ê ��$Zu u $�	�D�¯�Ð�Á(°%ÁDÄV¯�°vµ¶´'¯vµ�±T®Ù±ZË ¼ ¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²ÙÍ8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®
π
¯�±

{1, . . . , l}
@=°vÁDÄ%ÍGÁ'´'¯vµ¶ÂTÁ'Ã¶Ê

{l + 1, . . . , l + m}
D -�Ð�ÁD°%Á

(l, m)
µ�Ä/¯�Ð�Á-¯�ÊMÍ8Á-±hË

π
¹

� $Zu q�uwv $ � � À Ág¯
F1, F2, F3, F4

/8Á,@AÍ8±TÄ%Ävµ/�Ã¶Ê&ÁDÈ�Í�¯�Ê�D*³�®�±T°%²�ÁD°%ÁD²?Äv³�/�ÄvÁg¯�Ä�±hË
A
±T°

A t A
¹ S Á

Ä ¼ Ê�¯vÐ ¼ ¯ ¼ ¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²&Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®
π
±hË:¯�ÊMÍGÁ

(l, m)
µ¶Ä*²�ÁD´'±TÈ�ÍG±TÄ%ÁD²�µ¶Ë

π =

(
F1 ∗ ∗ ∗ F2

F3 ∗ ∗ ∗ F4

)
,

¼ ®�²&¯�Ð�ÁD°vÁ-ÁmÖ�µ¶Ä%¯
0 ≤ i1 ≤ i2 ≤ l

¼ ®�²
l ≤ i3 ≤ i4 ≤ l + m = 2d

Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯

• {π(1), . . . , π(i1)} = F1

• {π(i2), . . . , π(l)} = F2

• {π(l + 1), . . . , π(i3)} = F3

• {π(i4), . . . , π(2d)} = F4
¹

2*Ð�Á�ÄvÁg¯�Ä
F1, F2, F3

0 ¼ ®�²
F4

-�µ�Ã¶Ãb/GÁ�°%Á'Ë=Á'°v°vÁ'² ¼ Ä*¯v±TÍ¤Ò�Ã¶Á'Ë^¯10¤¯�±hÍ¤Ò�°%µ�¾TÐ¡¯U0 /G±Z¯v¯�±hÈ�ÒlÃ�Á'Ë^¯ ¼ ®�² /G±Z¯v¯�±hÈ�Ò
°vµ¶¾TÐ¡¯�´D±T°%®�ÁD°%Ä�°vÁDÄ%ÍGÁ'´'¯vµ¶ÂTÁ'Ã¶Ê ¹
S Á�²�±�®�±h¯ ¼ ÄvÄ%³�È�Á-¯vÐ ¼ ¯

card(F1) = card(F3)
0\±T°

card(F2) = card(F4)
¹
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������b��
�
s�	�����b
�� ���?� � �
� ��� � ��� ��� � � ��� � S Á>-�µ�Ã�ÃGÄ ¼ Ê�¯vÐ ¼ ¯

π
µ�Ä>t �9r�p xzv�������µ¶Ë

π
¼ ²�È�µ¶¯vÄ ¼ ²�ÁD´'±TÈÉÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T®

(∗)

(
A ∪ B ∗ ∗ ∗ D ∪ B
A ∪ C ∗ ∗ ∗ D ∪ C

)
, A, B, C, D

²�µ¶Ä Y%±Tµ¶®I¯/Äv³�/�Ä%Á'¯vÄ�±hË
A,

-�Ð�Á'°vÁ*¯�Ð�Á�Ä%³�/�ÄvÁg¯�Ä
A, B, C, D

¼ °%Á*®�±h¯ ¼ Ã¶Ã�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¼ ®�²�±T®�Á�±hË�¯�Ð�Á*Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾�Ä%¯ ¼ ¯�Á'ÈÉÁ'®¡¯�Ä�Ð�±TÃ¶²�Ä
µ�Ò`n}±�´'±T°v®�Á'°�µ�Ä*ÁDÈ�Í�¯�Ê
µ�µ�ÒEB5Ö ¼ ´'¯vÃ¶Ê�±h®�Á-´D±T°%®�ÁD°�µ�Ä*Á'ÈÉÍ¤¯�Ê ¼ ®�²�µ¶¯*µ¶Ä�±T®�¯�Ð�Á-Ã�ÁgË^¯ ¹
µ¶µ�µ�Ò~B5Ö ¼ ´'¯vÃ¶Ê�¯ -�±�´D±h°v®�Á'°vÄ ¼ °%Á�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¼ ®�²�¯�Ð�ÁgÊ ¼ °%Á�ÁDµ�¯�Ð�Á'°}/G±Z¯�Ð�±T®�¯�Ð�Á�Ã�ÁgË^¯U0�Á'µ¶¯vÐ�ÁD°}/8±h¯vÐ�±T®

¯�Ð�Á�°vµ�¾hÐI¯ ¹
Õ ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�¯vÐ ¼ ¯�µ�Ä*®�±h¯�°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á-µ¶Ä>v�tzt �9r�p�xzv������ ¹
2*Ð�Á-È ¼ µ�®�°%ÁDÄv³�Ã¶¯�±hËN¯�Ð�µ¶Ä*ÄvÁ'´'¯�µ¶±T®�µ�Ä/¯�Ð�Á�®�ÁgÖM¯�¯�Ð�Á'±T°vÁ'È -�Ð�µ�´eÐb0�/8ÁDµ¶®�¾�´D±TÈ[/�µ�®�Á'²,-�µ¶¯�Ð :�°v±hÍG±ZÒ

Ävµ�¯�µ¶±T® · ¹�¸�Æ µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ�Ø\°%Ä%¯�Í ¼ °V¯-±hË 2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ
A
¹ S Á�È ¼ ½ZÁ�´DÃ�Á ¼ °�¯�Ð ¼ ¯-µ�®?¯�Ð�µ�Ä-ÄvÁ'´'¯�µ¶±T®b0 -FÁ�±T®�Ã¶Ê

ÄvÍ8Á ¼ ½�±hË"Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®�Ä}¾hµ¶ÂTÁ'®W/IÊ�¯vÐ�Á-´D±T®�Ä%¯�°%³�´'¯vµ�±T®&±hË:ÄvÁ'´'¯vµ�±T®�· ¹�Æ�¹
������������ � � � � < �zu

T = (π, λ)
����q�� v �	�9q�t7v � ��$�� p uwv $ � ) = ! ���

T
qsr
	;v�u !�q !zp ! " ����!zv $ �

ζ
v -

q���r $ � � &fv -Eu.! �>p ��r �zt�� &Zv ����� ���	�zt9q
� v�� �9r " �zt�	;p uyq�u v $ �
π
v�!`v�t�t%�9r�p�xzv�������)

9��'	fq�t � Æ�¹�Æ ) n{±h¯�Á(¯vÐ ¼ ¯�¯vÐ�Á+ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Á'®�´DÁ�±T°�®�±Z¯-±hË ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® µ¶Ä�µ�®�²�ÁDÍ8ÁD®�²�ÁD®¡¯�±hË�¯�Ð�Á�Ã�Á'®�¾h¯vÐ
² ¼ ¯ ¼

λ
¹

9��'	fq�t � Æ�¹¦Å ) { ®�Á�´ ¼ ® ÄvÁ'Á�¯�Ð ¼ ¯(¯�Ð�µ�Ä�°%ÁD²�³�´Dµ/�µ�Ã�µ�¯�Ê?®�±h¯vµ�±T® µ�Ä�®�±h¯(ÄVÊ¤È�È�Á'¯�°%µ�´f-�µ¶¯�Ð °vÁDÄ%ÍGÁ'´'¯(¯v±
¯�Ð�Á�Ã�Á'Ë^¯��Z°vµ¶¾TÐ¡¯U0�´'±T®¡¯�° ¼ °%Ê ¯v±?¯�Ð�Á�´ ¼ ÄvÁ&±hË{µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã�ÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾hÁ�È ¼ Í�Ä ¹ 2*Ð�Á'°vÁ'Ë=±h°vÁ�0�¯�Ð�Á�´eÐ�±Tµ�´'Á�±hË
¼ ¯%¯ ¼ ´eÐ�µ¶®�¾ ¼ Ä%µ�®�¾T³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê(±h®É¯�Ð�Á}Ã¶Á'Ë^¯�ÁD®�²É±hËr¯vÐ�Á�Ä%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯Fµ�®�¯�Ð�Á{´D±h®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ�±h®�±hËrÄvÁD´g¯�µ¶±T®�· ¹�Æ µ�Ä ¼
°vÁ ¼ Ã3´eÐ�±Tµ¶´DÁ ¹ 2*Ð�µ�ÄF-�µ�Ã¶ÃrÐ ¼ ÂhÁ ¼ ®�µ�È�Í8±T°%¯ ¼ ®¡¯/´D±h®�ÄvÁ�8M³�ÁD®�´'Á(µ�®�¯vÁD°vÈ�Ä�±hË:ÁgÖM¯�Á'®�²�ÁD²�Ñ ¼ ³�Ì'Ê&´'Ã ¼ Ä%ÄvÁDÄ ¹
9��'	fq�t � Æ�¹|Î )5�®�¯�Ð�Á�³�Äv³ ¼ Ãr´ ¼ Ä%Á�±hËNµ�®¡¯�Á'°%Â ¼ ÃrÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁ-È ¼ Í�Ä�0�±T®�Á�´ ¼ ® ¼ Ã^- ¼ ÊMÄ*´eÐ�±M±TÄvÁ

ζ
µ�®�Ä%³�´eÐ

¼ - ¼ ÊÙ¯vÐ ¼ ¯
Im(

∑l
i=1 ζπ(i)) = 0

@Iv�)'��)�¯vÐ�ÁD°%Á+µ�Ä ¼ Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê�±T®?¯�Ð�Á+Ã¶Á'Ë^¯ ¼ ®�² ±h®L¯vÐ�Á+°vµ¶¾TÐ¡¯�±hË
¯�Ð�Á(µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã D ¹ M{ÁD°vÁ�µ¶¯�µ¶Ä�®�±Z¯ ¼ Ã6- ¼ ÊMÄ�ÍG±hÄvÄvµ6/�Ã�Á ¹EO ±T°%Á+Í�°vÁ'´Dµ¶ÄvÁDÃ�Ê�±h®�Á(´ ¼ ®?ÄvÐ�±.- ¯�Ð ¼ ¯

T
¼ ²�È�µ¶¯�Ä

Äv³�´eÐ ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®W-�µ¶¯vÐ�¯�Ð�µ¶Ä/ÁgÖM¯v° ¼ ´D±T®�²�µ¶¯vµ�±T®�µ�Ë ¼ ®�²�±T®�Ã�Ê�µ�ËOË=±T° ¼ ®¡Ê�²�ÁD´D±hÈÉÍ8±TÄvµ�¯�µ¶±T®�±hË
π
¼ Ä*µ¶®

Á18I³ ¼ ¯�µ�±h®
(∗)

¼ /8±�ÂTÁ�0 ¼ Ã¶ÃG¯vÐ�Á-´D±T°%®�ÁD°%Ä ¼ °%Á�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹
Æ�¹�¸T¹ �?���:��� ��� ��� �:� � � � � ��� �3�
� ��� � � � � � �.� � � ��� � � t �9r�p�xzv�������� ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt'	;p	uyq�u v $ ��r $ �%! �	$Zu$qsr
	;v�u q�� &�!zp ! " ����!zv $ �frsq�uyq )
� t $ $2- $2->u.! � � t $%" $ !zv�uwv $ � ) À Ág¯*³�Ä/´'±T®�Ä%µ�²�Á'°

π
¼ °%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²ÉÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T® ¹ l¯/µ�ÄF´D±T®MÒ

ÂTÁ'®�µ�Á'®¡¯�¯�±�µ�®¡¯�°%±¤²�³�´DÁ�Äv±TÈ�Á�®�±h¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¹�À Á'¯�³�Ä ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯vÐ ¼ ¯{¯�Ð�Á'°vÁ�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®
ζ
±�ÂTÁ'°

π
¹ 2*Ð�Á'® -FÁ�²�ÁgØ\®�Á

a
¯vÐ�Á�°vÁ ¼ Ã�®I³�È[/GÁ'°

a =
∑

j∈A Im(ζπ(j))
� -�ÁÉ²�Á'Ø\®�Á

a = 0
µ¶ËF¯�Ð�Á�ÄvÁg¯

Aµ�Ä�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹ j5µ�® ¼ Ã�Ã�Ê,-�Á+²�ÁgØ\®�Á
b
0
c
¼ ®�²

d
µ¶® ¼ ® ¼ ® ¼ Ã¶±T¾T±T³�Ä�È ¼ ®�®�Á'°�Ë=±T°

B, C
¼ ®�²

D
¹ S Á ¼ Ã¶Äv±

²�ÁgØ\®�Á
t =

∑l
i=1 Im(ζπ(i))

¹ S Á-²�µ�ÄV¯�µ�®�¾T³�µ�Ä%Ð�¯�Ð�°%ÁDÁ�´ ¼ Ä%ÁDÄ�Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾ Ï Á'Ø\®�µ¶¯�µ¶±T® Æ�¹�¸T¹
v�# � $,x%$Zt��	�zt>v�!��'	 "�u'&
)
2*Ð�Á'®�¯�Ð�Á-Ë=±hÃ�Ã�±.-�µ¶®�¾�µ¶®�Á18I³ ¼ Ã¶µ¶¯vµ�ÁDÄ�Ð�±TÃ�²





a + b > 0
a + c < 0
t − d − b > 0
t − d − c < 0



� � �������	��
������������������������������������� ��!
= ³�/¤¯�° ¼ ´'¯�µ¶®�¾�¯�Ð�Á�Ä%ÁD´D±h®�² ±T®�Á�Ë=°%±TÈ�¯vÐ�Á+Ø\°vÄV¯�±h®�Á�0 ¼ ®�²L¯�Ð�Á+Ë=±T³�°%¯�Ð ±T®�Á+Ë=°%±TÈ ¯vÐ�Á�¯vÐ�µ�°%²L±T®�Á�0

-FÁ�¾TÁg¯ �
{

b − c > 0
c − b > 0

-�Ð�µ¶´eÐ�µ¶Ä ¼ ´'±T®¡¯�° ¼ ²�µ�´g¯�µ¶±T® ¹
v�v�# ��%�q	xzu�� & $ �	�;x%$Zt �	�zt>v�!��'	 "�u'&A/ q���r�v�u v�! $ �|u�! � ���.-�u )
S Á�´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�È�Á[-�µ¶¯vÐ�±T³�¯}Ã�±TÄ%Ä�±hË"¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ¶¯�Ê�¯vÐ ¼ ¯�µ�¯�µ¶Ä{¯vÐ�Á�¯v±TÍ¤Ò�Ã¶Á'Ë^¯{±T®�Á ¹ 2*Ð ¼ ¯�È�Á ¼ ®�Ä{¯�Ð ¼ ¯

A
0

B
¼ °vÁ�Á'ÈÉÍ�¯�Ê�0 ¼ ®�²

C
0
D
¼ °vÁ�®�±T®�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹ 2*Ð�Á'°vÁ'Ë=±h°vÁ-¯�Ð�Á�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾�µ�®�Á�8I³ ¼ Ã�µ�¯�µ¶ÁDÄ/Ð�±hÃ�²�Ä��





c < 0
t − d > 0
t − d − c < 0

= ³�/¤¯�° ¼ ´'¯�µ¶®�¾+¯�Ð�Á-¯�Ð�µ�°v²&µ¶®�Á18I³ ¼ Ã¶µ¶¯�ÊÉË=°v±TÈ ¯vÐ�Á-ÄvÁ'´D±T®�²�±T®�Á�0 -FÁ�¾TÁ'¯
c > 0

0�-�Ð�µ�´eÐ�´D±T®¡¯v° ¼ ²�µ¶´'¯vÄ{¯vÐ�Á
Ø\°%Ä%¯{±T®�Á ¹
v�v�v�# ��%�q	xzu�� &Cu�� $,x%$Zt �	�zt%!`q�t%���'	 "�u'&
)
lË�¯�Ð�ÁgÊ ¼ °vÁ;/8±h¯�Ð ±T®?¯�Ð�Á�Ã¶Á'Ë^¯-Ä%µ�²�Á�0O¯vÐ�ÁD® -FÁ�Ð ¼ ÂhÁ

B
¼ ®�²

C
Á'ÈÉÍ¤¯�Ê ¼ ®�²

D
®�±T® ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹ 2*Ð�µ¶Ä

µ�È�Í�Ã¶µ�ÁDÄ�¯�Ð ¼ ¯
t − d

µ�ÄF/8±h¯�Ð&Í8±TÄvµ�¯�µ¶ÂhÁ ¼ ®�²&®�Á'¾ ¼ ¯�µ�ÂTÁ�0�-�Ð�µ�´eÐ�µ�Ä*µ¶ÈÉÍ8±TÄvÄ%µ/�Ã¶Á ¹
lËN¯�Ð�ÁgÊ ¼ °vÁ>/8±h¯vÐ�±T®�¯�Ð�Á-°vµ¶¾TÐ¡¯*Ävµ¶²�Á�0�µ¶¯*µ¶Ä/Ävµ¶ÈÉµ¶Ã ¼ ° ¹ lËN¯�Ð�Á�¯ -F±�´D±T°%®�ÁD°%Ä�Ë=±h°vÈ�µ�®�¾ ¼ ²�µ ¼ ¾T±h® ¼ Ã�-FÁD°%Á
ÁDÈ�Í�¯�Ê�0G¯�Ð�ÁD®Ùµ�¯�µ¶Ä}Á ¼ Ä%Ê�¯�±�Ä%ÁDÁ�¯�Ð ¼ ¯ ¼ Ã�Ã3¯vÐ�Á�´'±T°v®�Á'°vÄ -F±T³�Ã¶² /8Á�Á'ÈÉÍ�¯�Ê�0rÐ�Á'®�´DÁ�¯�Ð�µ¶Ä�´ ¼ ÄvÁ�²�±¤Á'Äv®bX ¯
±M´D´D³�°�/¡Ê ¼ ÄvÄv³�ÈÉÍ�¯vµ�±T® ¹ 2*Ð�Á-Í�°v±TÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T®�µ�Ä*Í�°v±�ÂTÁ'® ¹

�

Æ�¹ · ¹  ��� � ��� � ���:� � � ��� �.� � ���®�¯�Ð�µ¶Ä5Ä%ÁD´'¯vµ�±T®�0�-�Á}-�µ¶Ã�ÃI®�±h¯5®�ÁD´'ÁDÄ%Ä ¼ °%µ�Ã¶Ê ¼ Ä%Äv³�È�ÁF¯vÐ ¼ ¯�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²
Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ë^Ê × ±h®IÂhÁD®¡¯�µ¶±T®&· ¹|Ô 0IÄvµ¶®�´DÁ�Ë=±T°�¯�Á'´eÐ�®�µ¶´ ¼ Ã�°vÁ ¼ Äv±h®�Ä10¤Äv±TÈ�Á�µ�®¡¯�Á'°vÈ�ÁD²�µ ¼ °%Ê+°%ÁDÄ%³�Ã¶¯vÄ
±hËN¯�Ð�µ¶Ä*ÄvÁ'´'¯�µ¶±T®�È(³�Ä%¯�/8Á�Ä%¯ ¼ ¯�Á'²�Ë=±T° ¼ ® ¼ °l/�µ¶¯v° ¼ °VÊ�¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²&ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T® ¹
S Á�-�µ¶Ã�Ã\Ð ¼ ÂTÁ{¯�±`-�±T°%½�±T®�Ã¶Ê�±h®É¯�Ð�Á}µ¶È ¼ ¾hµ�® ¼ °VÊ(Í ¼ °%¯F±hË<¯�Ð�Á

ζi

µ¶®É±T°%²�ÁD°�¯�±`/�³�µ¶Ã¶¯ ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ¹
M}Á'®�´DÁ�0<µ�®�±T°v²�ÁD°}¯v±�Ävµ¶ÈÉÍ�Ã�µ¶Ë^Ê�¯�Ð�Á�®�±h¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä�-FÁ[-�µ¶Ã�ÃO³�ÄvÁ�¯�Ð�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±c-�µ¶®�¾�±T®�ÁDÄ ¹ S Á[-�µ�Ã¶Ã3³�ÄvÁ�¯�Ð�µ¶Ä
ÂT±M´ ¼ /�³�Ã ¼ °%Ê�±h®�Ã¶Ê�µ�®�¯�Ð�µ¶Ä*ÄvÁ'´'¯�µ¶±T® ¹
� ��� � ��� ��� � � ��� � Õ " ! �zp�r $�# !zp ! " ����!zv $ ��µ�Ä ¼ ´D±TÃ¶Ã�Á'´'¯�µ¶±T®�±hË:°vÁ ¼ Ã3®I³�È3/8ÁD°%Ä

{τi}i∈A

Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯��

•
j\±T° ¼ Ã�Ã

k ∈ {1, . . . , l}
∑

i≤k τπ(i) ≥ 0
¹

•
j\±T° ¼ Ã�Ã

k ∈ {1, . . . , m}
∑

l<i≤l+k τπ(i) ≤ 0
¹

•
∑

i≤l τπ(i) =
∑

l<i≤l+m τπ(i) = 0
Õ Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® µ�Ä�!zuwt�vyxzu�µ�Ë ¼ Ã�Ã/¯�Ð�Á�Í�°%Á'ÂMµ�±h³�ÄÉµ¶®�Á18I³ ¼ Ã�µ¶¯vµ�Á'Ä ¼ °vÁ�Ä%¯v°vµ�´g¯�ÁgÖ¤´DÁ'Í�¯�Ë=±T°�¯�Ð�Á

ÁgÖM¯v°vÁDÈ ¼ Ã3±T®�ÁDÄ ¹
Õ �Zq���v�!"!	v ���;v ��r �&%�±h®�¯�Ð�Á{¯�±TÍ @A°%ÁDÄvÍ8ÁD´g¯�µ�ÂTÁDÃ�Ê�/8±h¯%¯�±TÈ�D"±hË ¼ Í�ÄvÁD³�²�±ZÒ�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®�µ¶Ä ¼ ®�µ�®¡¯vÁD¾TÁ'°

k0 < l
@=°vÁDÄ%ÍGÁ'´'¯vµ¶ÂTÁ'Ã¶Ê

k0 < m
D/Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯ ∑

i≤k0
τπ(i) = 0

@=°vÁDÄ%ÍGÁ'´'¯vµ¶ÂTÁ'Ã¶Ê ∑
l<i≤l+k0

τπ(i) = 0
D ¹

Õ Í�ÄvÁD³�²�±ZÒ�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®
τ ′ µ¶Ä,���zuwu �zt&¯�Ð ¼ ® τ

µ�Ë�¯vÐ�Á�ÄvÁg¯(±hË�Â ¼ ®�µ�Ä%Ð�µ�®�¾�µ�®�²�µ�´DÁ'Ä�±hË
τ ′ µ¶Ä�ÄV¯�°vµ¶´'¯vÃ¶Ê

µ�®�´DÃ�³�²�ÁD²&µ�®¡¯v±�¯vÐ�Á-ÄvÁg¯}±ZË:Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾+µ�®�²�µ�´'ÁDÄ�±hË
τ
¹

S Á~-�µ�Ã�ÃGÄ ¼ Ê�¯vÐ ¼ ¯
π
µ�Ä !zuwt $ ���
� &fv�t�t �9r�p�xzv������/µ�ËNË=±h° ¼ ®¡Ê�²�Á'´D±TÈ�ÍG±hÄvµ¶¯vµ�±T®�±hË

π
¼ Ä�µ¶®

(∗)
±hË Ï ÁgØ�Ò

®�µ�¯�µ�±h® Æ�¹¶¸ 0 ¼ Ã�Ã8¯�Ð�Á-´'±T°v®�Á'°vÄ ¼ °vÁ�Á'ÈÉÍ¤¯�Ê ¹ { Ë5´'±T³�°vÄ%Á�ÄV¯�°%±T®�¾�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê�µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄFµ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�µ�Ã�µ�¯�Ê ¹
2*Ð�Á�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾�Ã�ÁDÈ�È ¼ µ�Ä*±?/¡ÂMµ�±h³�Ä ¼ ®�²�Ã�Á'Ë^¯�¯�±+¯�Ð�Á-°%Á ¼ ²�Á'° ¹



��� ! � �����b�	����� �6�	�b!b��
�������
������!b���b���	
������b��
�
s�	�����b
�� ���?� � �
03� � � � � ��� � < �zu

π
��� � ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt�	;p uyq�u v $ � !1q�u v�!.- &Zv ����� $ � ������uwv $ � ��)��gu.!�q�uiqsr
	;v�u ! q

!zuwtzvyxzu#" ! �zp�r $�# !zp ! " ����!zv $ � )�= ! ���
π
qsr
	;v�u !iq !zp ! " ����!zv $ �

ζ
� v�u.!

Im(
∑

1≤i≤l ζπ(i)) = 0
)

À Á'¯�³�Ä ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ/¯vÐ ¼ ¯
π
µ¶Ä ¼ ®¡Ê(µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h® ¹&{ ®�Á*Ð ¼ Ä5¯�±�Ø�®�² ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®

ζ
±�ÂTÁ'°

π
¹ S Á -�µ�Ã¶Ã8Ø�°vÄ%¯ ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ�¯vÐ ¼ ¯

π
µ¶Ä�ÄV¯�°v±h®�¾TÃ¶ÊÉµ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¼ ®�²�-FÁ~-�µ�Ã¶ÃGÄ%Ð�±.- ¯vÐ ¼ ¯

π
¼ ²�ÈÉµ�¯�Ä�Ä%³�´eÐ

¼ Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® -�µ�¯�ÐÙ¯�Ð�Á(ÁgÖM¯�° ¼ Á18I³ ¼ Ã¶µ¶¯�Ê
Im(

∑
1≤i≤l ζπ(i)) = 0

¹ 2*Ð�µ�Ä�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�Ä�¯�± ¼ Ä%ÍGÁ'´Dµ ¼ Ã
´ ¼ ÄvÁ�±hË :�°%±TÍ8±TÄvµ�¯�µ�±h® Æ�¹¶¸ ¿ ¹ S Á;-�µ¶Ã�Ã:¯vÐ�ÁD® °vÁ'Ã ¼ Ö�¯�Ð�Á�´'±T®�²�µ�¯�µ�±h®?±T® ¯vÐ�Á�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê&±hË

π
¼ ®�²

Í�°%±)ÂhÁ�±T³�°FÈ ¼ µ�®�°vÁDÄ%³�Ã¶¯ ¹ n}±Z¯�Á}¯vÐ ¼ ¯�±T®�Á�´ ¼ ®�ÁmÖ¤¯vÁD®�²�¯vÐ�Á�Í�°%±¤±ZË3±hË$:�°v±hÍG±TÄ%µ¶¯vµ�±T® Æ�¹ ¿�¯�±�ÄvÐ�±.- ¯�Ð ¼ ¯
µ¶Ë

ζ
µ�Ä ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�² ¼ ¯ ¼ Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯

Im(
∑

1≤i≤l ζπ(i)) = 0
0¤¯�Ð�Á'®

π
µ�Ä*ÄV¯�°v±h®�¾TÃ¶Ê�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¹

j\°v±TÈ À ÁDÈ�È ¼�Æ¤¹ J�-FÁ�Ð ¼ ÂhÁÉ°%ÁD²�³�´DÁD² ¯�Ð�Á�Í�°%±?/�Ã¶ÁDÈ ¯v±�¯�Ð�Á�´'±T®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ¶±T® ±ZË ¼ ÄV¯�°vµ¶´'¯-Í�Ä%ÁD³�²�±ZÒ
Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ¹ Õ Ä[-�Á�Ð ¼ ÂhÁ�ÄvÁ'ÁD® µ�® ÄvÁD´g¯�µ¶±T® ¸ 0"µ¶® ¯�Ð�Á�´ ¼ Ä%Á�±hË*¯�°%³�Á�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä105¯vÐ�ÁD°%Á�µ�Ä ¼ ®
ÁgÖ¤Í�Ã¶µ�´'µ¶¯�Ë=±T°vÈ�³�Ã ¼ 0�²�³�Á�¯�± O�¼ Ä%³�° ¼ ®�²�Ó�ÁDÁD´eÐ�0r¯�Ð ¼ ¯�¾Tµ�ÂTÁ'Ä ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®g-�Ð�ÁD®Ù¯vÐ�Á�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®
µ�Ä-µ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹ S Áf-�µ¶Ã�Ã5Ø\°%Ä%¯`/�³�µ¶Ã�² ¼ Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®

τMV

/¡ÊLÁgÖM¯�Á'®�²�µ�®�¾�¯vÐ�µ�Ä�Ë=±T°%È(³�Ã ¼ ¯v±
¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²&Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä ¹ 2*Ð�µ�ÄF-�µ�Ã¶Ãr®�±h¯{¾Tµ�ÂTÁ�µ¶®�¾hÁD®�Á'° ¼ Ã ¼ Ä%¯v°vµ¶´'¯�Í�Ä%ÁD³�²�±BÒ�Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ¹
À Á'¯

π : {1, . . . l + m} → A
/GÁ ¼ ¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T® ¹ S ÁÉ´ ¼ ® ²�Á'´D±TÈ�Í8±TÄvÁ

A
µ�®¡¯�±

¯�Ð�°vÁDÁ-²�µ¶Ä Y%±Tµ¶®¡¯�Äv³�/�Ä%Á'¯vÄ
•
2*Ð�Á�Ä%³�/�ÄvÁg¯

A01
±hËGÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯�Ä

α ∈ A
Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯

π−1({α})
´'±T®¡¯ ¼ µ¶®�Ä�ÁgÖ ¼ ´g¯�Ã¶Ê(±T®�Á*ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯

µ�®
{1, . . . , l}

¼ ®�²É±h®�Á�ÁDÃ�Á'ÈÉÁ'®¡¯Fµ¶®
{l+1, . . . , l+m}

¹ 2*Ð�Á{°vÁ'Ä%¯�°%µ�´g¯�µ�±h®�±ZË
π
±T®

π−1(A01)²�ÁgØ\®�ÁDÄ ¼ ¯�°%³�Á-ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T® ¹

•
2*Ð�Á*Ä%³�/�Ä%Á'¯

A0

±ZËGÁ'Ã�Á'ÈÉÁ'®I¯vÄ
α ∈ A

Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯
π−1({α})

´D±T®¡¯ ¼ µ�®�Ä"ÁmÖ ¼ ´'¯vÃ¶Ê�¯ -F±�ÁDÃ�Á'ÈÉÁ'®¡¯�Ä
µ�®

{1, . . . , l}
@ ¼ ®�²�Ð�Á'®�´DÁ-®�±�ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯�Ä�µ�®

{l + 1, . . . , l + m}
D ¹

•
2*Ð�Á*Ä%³�/�Ä%Á'¯

A1

±ZËGÁ'Ã�Á'ÈÉÁ'®I¯vÄ
α ∈ A

Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯
π−1({α})

´D±T®¡¯ ¼ µ�®�Ä"ÁmÖ ¼ ´'¯vÃ¶Ê�¯ -F±�ÁDÃ�Á'ÈÉÁ'®¡¯�Ä
µ�®

{l + 1, . . . , l + m}
@ ¼ ®�²&Ð�Á'®�´DÁ�®�±�ÁDÃ�Á'ÈÉÁ'®¡¯�Ä�µ�®

{1, . . . , l}
D ¹

2*Ð�Á?®�ÁmÖM¯&Ã�ÁDÈ�È ¼ µ�ÄEY%³�Ä%¯ ¼ °%Á'Ë=±T°%È(³�Ã ¼ ¯�µ¶±T® ±hË-¯vÐ�ÁÙ´D±h®�Ä%¯v°v³�´g¯�µ�±h® ±ZË ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h® ² ¼ ¯ ¼ µ¶®
ÄvÁ'´'¯vµ�±T® ¸T¹�Æ�¹�Å
03� � � � � ����@ O�¼ Äv³�°8�\Ó�ÁDÁD´eÐ�D'�@< �zu

π
���[q�uwt�p ��" �zt�	;p uyq�uwv $ � r �.6 �	�9r $ �

{1, . . . , d}
/ u�! ���|u.! �

v ��u � � �zt%!
τi = π(i) − i

- $Zt
1 ≤ i ≤ d

r �.6 �	�fq " ! �zp�r $�# !zp�! " ����!zv $ � $ ���zt
π
) ��p t�u�! �zt�	 $Zt%�"/ � �

!�q���� �
∑

i≤i0

τi = 0 ⇔
∑

i≤i0

τπ−1(i) = 0 ⇔ π({1, . . . , i0}) = {1, . . . , i0}.

Ñ�ÁD´ ¼ Ã�Ã"¯�Ð ¼ ¯i-FÁ�²�±�®�±Z¯ ¼ Ä%Äv³�È�Á ¼ ®IÊLÈ�±T°%Á�¯vÐ ¼ ¯ ¼ ¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h® Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ø\Á'Ä × ±T®MÒ
ÂTÁ'®¡¯�µ�±h®Ù· ¹|Ô¤¹
03� � � � � ����� �1< �zu

π
���[q � ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt�	;p uyq�uwv $ � $2-Eu &%" �

(l, m) = (2d, 0)
q���r

σ
u.! �[q !%! $�#

xzvwq�u �9rWv � ��$�� p	u v $ � ) = ! �zt � �&%?v�!zu !;q x%$������mxzu v $ � $2-`t%�9q
� ��p�	(���zt%!
(τ1, . . . , τ2d)

� v�u.! ∑
i≤i0

τi ≥ 0- $Ztiq
���
i0

q���r�!zp x"! u�!�q�u
∑

i≤i0

τi = 0 ⇔ σ({1, . . . , i0}) = {2d, . . . , 2d − i0 + 1}).

� t $ $2-8)&S Á�-�µ¶Ã�Ã�´D±h®�Ä%¯v°v³�´g¯/Ë=°v±TÈ
π0 := π

¼ ®�Á�- ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®
π̃
±T®

d
Ä%ÊMÈ3/8±TÃ�Ä ¹�À Á'¯/³�Ä/´D±T®�Ävµ�²�ÁD°

¯�Ð�Á ��È�µ�°v°%±T°NÄ%ÊMÈÉÈ�Á'¯v°%Ê��
π1

±hË
π0

¼ Ä"Ë=±TÃ¶Ã�±.-�Ä ¹ �®+¯ ¼ /�³�Ã ¼ °5°vÁDÍ�°vÁDÄ%ÁD®¡¯ ¼ ¯�µ�±h®
π0

µ¶Ä
(τ(1), . . . , τ(2d))

�
π1

µ�Ä*±hËN¯�ÊMÍGÁ
(0, 2d)

¼ ®�²�µ�¯�Ä/¯ ¼ /�³�Ã ¼ °/°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁD®¡¯ ¼ ¯�µ¶±T®�µ¶Ä
(τ(2d), . . . , τ(1))

¹



� � �������	��
������������������������������������� ��!
2*Ð�Á'®

π̃
µ¶Ä�µ�®Ù¯ ¼ /�³�Ã ¼ °�°%ÁDÍ�°%ÁDÄ%ÁD®¡¯ ¼ ¯vµ�±T® (

L0
L1

) -�µ�¯�Ð
Li

µ�Ä�±?/¤¯ ¼ µ¶®�ÁD²ÙË=°%±TÈ
πi

/¡Ê?°%ÁDÈ�±�Â¤µ¶®�¾�¯�Ð�Á
ÄvÁ'´D±T®�² ±¤´'´D³�°%°vÁ'®�´DÁ ±hË(Á ¼ ´eÐ Ã�Ág¯v¯vÁD° ¹ j\±T°&µ�®�ÄV¯ ¼ ®�´'Á�0�µ�Ë

π0 = (A B C C D D A B)
¯�Ð�Á'®

π1 = (B A D D C C B A)
¼ ®�²

π̃ = ( A B C D
B A D C )

¹ l¯�µ�Ä}Á ¼ ÄVÊ�¯v±�´eÐ�ÁD´e½�¯�Ð ¼ ¯
π̃
µ�Ä�°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á�µ¶Ë

¼ ®�²?±h®�Ã¶Ê�µ¶Ë5¯�Ð�Á'°vÁ+ÁgÖ¤µ¶Ä%¯�Ä
i0
Äv³�´eÐ?¯vÐ ¼ ¯

σ({1, . . . , i0}) = {2d − i0 + 1, . . . , 2d}
¹>O ±T°%ÁD±�ÂTÁ'°�¯�Ð�Á

Äv±hÃ�³�¯vµ�±T®�±hË À ÁDÈ�È ¼+Æ¤¹|Ú ¾Tµ�ÂTÁDÄ*¯vÐ�Á-²�ÁDÄ%µ�°vÁ'²�´'±TÃ�Ã¶ÁD´g¯�µ�±h®�±hË5®I³�È[/GÁ'°vÄ
τi
¹

�

� ��� � ��� ��� ����03��� � � � ��� � � S Á�²�ÁgØ\®�Á�¯vÐ�Á�Í�Ä%ÁD³�²�±ZÒ�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®
τMV

±)ÂhÁD°
π
/¡ÊÉ¯vÐ�Á�´'±TÃ�Ã¶ÁD´'¯vµ�±T®

±hË:°vÁ ¼ Ã3®I³�È3/8ÁD°vÄ�¾Tµ�ÂTÁ'®g/¡Ê
•
2*Ð�Á&Ä%±TÃ�³�¯vµ�±T®�Ä(¾Tµ¶ÂhÁD® /¡Ê À ÁDÈ�È ¼?Æ¤¹|ÚL¼ ®�² À ÁDÈ�È ¼�Æ�¹¶¸ a?Ë=±h°(¯�Ð�Á�°%ÁDÄ%¯v°vµ¶´'¯�µ¶±T®�Ä+±hË

π
±T®

π−1(A01)
¼ ®�²�±T®

π−1(A0)
¹

•
2*Ð�Á�Äv±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�±hË À Á'ÈÉÈ ¼�Æ�¹�¸ a}Ë=±h°:¯�Ð�Á/°vÁ'Ä%¯�°%µ�´g¯�µ�±h®(±hË

π
±T®

π−1(A1)
0h¯ ¼ ½ZÁD®3-�µ�¯�Ð+±TÍ�Í8±TÄ%µ¶¯�Á

Ävµ¶¾T® ¹
03� � � � � ��� � ��< �zu

k ∈ {1, . . . , l}
���]q�� & �Zq���v�!"!	v ��� v ��r �&% $ � u.! � u $%" $2-

τMV
) � �zu uwv ���

A = π({1, . . . , k})∩A01

q���r
B = π({1, . . . , k})∩ (A0 tA0)

/ u�! �zt ���&%?v�!zu !
C ⊂ A1 tA1

q���r
D ⊂ A01

!zp x"!,u.!�q�u u.! �@� ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt�	;p	u q�uwv $ �
π
r �mx%$�	 " $ ! �%!Eq !

(
A ∪ B ∗ ∗ ∗ D ∪ B′

A ∪ C ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

)

� v�u�!
A∪B 6= ∅

q���r � v�u.! $ �	��$2- u.! ��- $�����$�� v ��� "�t $%" �zt�u v �%! � �zv�u.! �zt
B = B′ ⊂ A

$Zt~u.! �zt � �&%?v�!zu
i1, i2 ≤ k

!zp�x"! u.!�q�u
π(i1) = π(i2) ∈ B

q���r
B′ ⊂ B

)
= ! �zt �~v�!Eq��|q���q
��$ � $Zp�!Er �mx%$�	 " $ !zv�uwv $ � - $Zt �Zq���v�!"!	v ���;v ��r�vyx%�%!~v �

{l + 1, . . . , l + m}
�1p	u � v�u�!

r�v � �zt ����u !zp ��! �zu !
A′ B′ / C ′ q���r D′ ¼ Í�°vµ¶±T°%Ê )

� t $ $2-8)�l¯�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�Ä�Ë=°%±TÈ À ÁDÈ�È ¼ Ä Æ�¹�Ú�¼ ®�² Æ¤¹¶¸ a ¹
�

9��'	fq�t � Æ�¹¶¸�Æ )/lË
τ
µ¶Ä ¼ Í�Ä%ÁD³�²�±ZÒ�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ±hË

π = ( α1 α2 ∗∗∗ αl
αl+1 αl+2 ∗∗∗ αl+m )

¯�Ð�ÁD®
τ ′ = −τ

µ�Ä ¼
Í�Ä%ÁD³�²�±BÒ�Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ±hË

π′ = ( αl+1 αl+2 ∗∗∗ αl+m
α1 α2 ∗∗∗ αl

) ,
¼ ®�²

τ
µ�Ä ¼ Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® ±ZË�¯vÐ�Á(¾TÁ'®�ÁD°�Ò

¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®
π′′ =

( αl αl−1 ∗∗∗ α1
αl+m αl+m−1 ∗∗∗ αl+1

) ¹
M}Á'®�´DÁF-FÁ�´ ¼ ®�� +�µ�Í ��¯�Ð�Á*¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²+Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®

π
/¡Ê�¯�±TÍ �Z/G±h¯%¯�±TÈ�±T°"Ã¶Á'Ë^¯��Z°vµ¶¾TÐ¡¯�-�µ¶¯vÐ�±T³�¯"Ã�±TÄ%Ä

±hË:¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ¶¯�Ê ¹
�®?¯�Ð�Á�®�ÁmÖM¯�¯ -F±�Ã¶ÁDÈ�È ¼ Ä10�-FÁ�²�ÁD®�±Z¯�Á7/¡Ê

τ
¼ Í�ÄvÁD³�²�±ZÒ�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h® ¯�Ð ¼ ¯-µ�Ä>/8Á'¯v¯vÁD°�¯vÐ ¼ ®

τMV¼ ®�²�È ¼ Ö¤µ�È ¼ Ã&@=µ ¹ Á ¹ ¯vÐ�ÁD°%Á�µ¶Ä*®�±f/GÁg¯v¯�Á'°*Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�ÄRD ¹
03� � � � � �������3< �zu

i1
q���r

i2
��� u.! �}u � $�6 t !zu u $%"Wq���r ��$Zuwu $�	 �Zq���v�!"!	v ���~v ��r�vyx%�%! - $Zt

τ
� " $ !%!zv���� &

i1 = l, i2 = m
�
) < �zu

A = π({1, . . . , i1}) ∩ A01

q���r
A′ = π({l + 1, . . . , l + i2}) ∩ A01

) = ! ���
�zv�u�! �zt

A = A′ $Zt A = ∅
$Zt

A′ = ∅
)

� t $ $2-8)&S Á ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ{¯�Ð ¼ ¯F®�Á'µ¶¯�Ð�ÁD°
A
®�±h°

A′ µ�Ä�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹�À Á'ÈÉÈ ¼-Æ�¹�¸ ·�µ¶ÈÉÍ�Ã¶µ�Á'Ä"¯�Ð ¼ ¯F±T®�Á}±hËr¯vÐ�µ�Ä�ÄvÁg¯
µ�Ä ¼ Ä%³�/�ÄvÁg¯�±ZË:¯vÐ�Á-±h¯�Ð�Á'°�±T®�Á ¹
S µ¶¯vÐ�±T³�¯{Ã¶±TÄvÄ�±hË�¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ¶¯�Ê?0�-FÁ�´ ¼ ® ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ�¯�Ð ¼ ¯

A ⊆ A′ ¹�À Á'¯}³�Ä ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ A 6= A′ � -FÁi-�µ¶Ã�Ã
¾TÁg¯ ¼ ´'±T®¡¯�° ¼ ²�µ�´g¯�µ¶±T® ¹�= ±É¯vÐ�ÁD°%Á(ÁgÖ¤µ¶Ä%¯

j1, j2

µ�®
π−1(A01)

Äv³�´eÐÙ¯�Ð ¼ ¯
1 ≤ j1 ≤ i1 < j2 ≤ l

¹�º ³�¯
/¡Ê�²�ÁgØ\®�µ¶¯vµ�±T®&±hË

A
¼ ®�²

A′ 0�-�Á ¼ Ã¶Äv±+Ð ¼ ÂTÁ σ(j1) < σ(j2)
¹
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2

7

7
A = {1, 2}

A′ = {1, 2, 3, 4}

π(j1) = 1

4 = π(j2)


 * 
 ' #O«����  × ±T®�ÄV¯�°v³�´'¯�µ¶±T®&±hË ¼ Í�Ä%ÁD³�²�±ZÒ�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®
τ ′ /8Á'¯v¯vÁD°*¯�Ð ¼ ® τ

¹

2*Ð�ÁÉ²�Á'Ø\®�µ¶¯�µ¶±T® ±hË
i2
µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ�¯vÐ ¼ ¯�¯�Ð�Á'°vÁ�ÁmÖ¤µ�Ä%¯vÄ

c < 0
Äv³�´eÐ ¯vÐ ¼ ¯10:Ë=±T°

l + 1 ≤ k < i2
0:¯�Ð�Á

Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾�µ�®�Á�8M³ ¼ Ã�µ�¯�Ê�Ð�±hÃ�²�Ä��
∑

1+l≤i≤l+k

τπ(i) ≤ c < 0.

n}±.- -�Á�°vÁ'Í�Ã ¼ ´DÁ
τπ(j1)

@=°vÁDÄ%ÍGÁ'´'¯vµ¶ÂTÁ'Ã¶Ê
τπ(j2)

D /¡Ê
τπ(j1) −

c
2

@=°vÁ'ÄvÍ8ÁD´'¯vµ¶ÂhÁDÃ¶Ê
τπ(j2) + c

2

D ¼ ®�²L¾TÁg¯ ¼
ÂTÁ'´'¯v±T°

τ ′ 0\Ä%ÁDÁij5µ�¾T³�°vÁ ¸ a ¹ S Á-Ð ¼ ÂTÁ

•
∑

1≤i≤k τ ′
π(i) > 0

Ë=±h°
k < j2

¹

•
∑

1≤i≤k τ ′
π(i) =

∑
1≤i≤k τπ(i)

Ë=±T°
k ≥ j2

¹

•
∑

1+l≤i≤k τ ′
π(i) ≤ c/2 < 0

Ë=±T°
l + 1 ≤ k < σ(j2)

¹

•
∑

1+l≤i≤k τ ′
π(i) =

∑
1+l≤i≤k τπ(i)

Ë=±T°
k ≥ σ(j2)

@=Ävµ�®�´DÁ
σ(j1) < σ(j2)

D ¹
M}Á'®�´DÁ�0

τ ′ µ�Ä ¼ Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® /8Á'¯v¯vÁD°�¯�Ð ¼ ®
τ
0"´'±T®¡¯�° ¼ ²�µ�´g¯�µ�®�¾�µ¶¯vÄ�È ¼ Ö¤µ�È ¼ Ã¶µ¶¯�Ê ¹ 2*Ð�ÁD°%Á'Ë=±T°%Á

A = A′ ¼ ®�²�¯vÐ�Á-Ã�Á'ÈÉÈ ¼ µ�Ä*Í�°v±�ÂTÁ'® ¹
�

03� � � � � ����� � < �zu
i1

q���r
i2
��� u�! � 6 t !zu3q���r �^q !zuiu $%" �Zq���v�!"!	v ���]v ��r�vyx%�%! $2-

π
) < �zu

B =
π({1, . . . , i1})∩(A0tA0)

q���r
B′ = π({i2+1, . . . , l})∩(A0tA0)

)�= ! ��� �zv�u�! �zt
B′ = B ⊂ A0$Zt

B = ∅
$Zt

B′ = ∅
) � $Zt �%$ ���ztFv -Pu�! �zt%� �&%?v�!zu

ib1 6= ib2
v �

{1, . . . , i1}
!zp�x"!fu�!�q�u

π(ib1) = π(ib2)u�! ���
B = A0 t A0

)
� t $ $2-8)&S Á�Ä%½hÁg¯�´eÐ&¯�Ð�Á}Í�°v±M±hË3Ð�Á'°vÁ ¹ S Á ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ{¯�Ð ¼ ¯F¯�Ð�Á'°vÁ}ÁgÖ¤µ�ÄV¯

ib1
¼ ®�²

ib2
µ�®

{1, . . . , i1}
Äv³�´eÐ

¯�Ð ¼ ¯
π(ib1) = π(ib2)

¹ lË:¯vÐ�ÁD°%Á�ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÄ
ib3 > i1

Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯
π(ib3) ∈ B

0�¯vÐ�ÁD® -�Á-ÄvÁg¯ �

τ ′
π(ib1 ) = τπ(ib1 ) + ε

τ ′
π(ib3 ) = τπ(ib3 ) − ε.



� � �������	��
������������������������������������� ��!
2*Ð�Á'®�µ�Ä�µ¶Ä�Á ¼ Ä%Ê+¯v±�Ä%ÁDÁ{¯�Ð ¼ ¯10¡Ë=±T°

ε
ÄvÈ ¼ Ã�Ã�ÁD®�±T³�¾TÐb0

τ ′ µ�Ä ¼ Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® ¼ ®�²�µ�Ä /8Á'¯%¯�ÁD°�¯�Ð ¼ ®
τ
0G´D±T®¡¯v° ¼ ²�µ¶´'¯vµ�®�¾Éµ¶¯�Ä}È ¼ Ö�µ¶È ¼ Ã�µ¶¯�Ê ¹ Ñ�ÁDÈ ¼ °v½ Æ�¹�¸�Æ µ¶ÈÉÍ�Ã¶µ�Á'Ä/¯�Ð ¼ ¯}¯�Ð�Á�Ä ¼ È�Á�ÄV¯ ¼ ¯vÁDÈ�ÁD®¡¯�µ¶Ä}¯�°%³�Á�Ë=±T°

B′ �8Ð�ÁD®�´'Á�0�-FÁ�´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ-¯�Ð ¼ ¯ B, B′ ⊂ A0
¹ S Á�´D±h®�´DÃ¶³�²�Á-³�Ävµ¶®�¾É¯vÐ�Á-Ä ¼ È�Á ¼ °v¾T³�ÈÉÁ'®I¯ ¼ Ä�¯�Ð�Á

±T®�Á-±hËN¯�Ð�Á�Í�°v±M±hËN±hË5¯vÐ�Á-Í�°vÁgÂ¤µ¶±T³�Ä À ÁDÈ�È ¼�Æ¤¹¶¸�Å�¹
�

� ��� � � � � � �.� � � ��� � �@< �zu
π
���;q !zu t $ ���
� &�v�t�t �9r�p xzv������ � ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt�	;p uyq�u v $ � )�< �zu

τ
���7q�� &

" ! �zp�r $�# !zp ! " ����!zv $ � ��!	vyx"!�v�! ���zu u �zt|u�!�q��
τMV

q���r�	fq %?v�	fq
��) = ! ���
τ

v�!]q !zuwtzvyxzu " ! �zp�r $�#
!zp�! " ����!zv $ � )
� t $ $2- $2- � t%$%" $ !zv�uwv $ � ��)����
) À Á'¯�³�Ä ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯vÐ ¼ ¯

τ
µ�Ä�®�±h¯�Ä%¯�°%µ�´g¯ ¹ j\°v±hÈ À Á'ÈÉÈ ¼ Ä Æ�¹�¸�Å+¼ ®�² Æ�¹¶¸�Î

¼ ®�²�Ñ�ÁDÈ ¼ °v½ Æ�¹¶¸�Æ -FÁ-Ð ¼ ÂTÁ-¯�Ð�Á�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾(²�ÁD´'±TÈ�ÍG±TÄ%µ¶¯vµ�±T®�±ZË
π
¹

(
A ∪ B ∗ ∗ ∗ D ∪ B′

A′ ∪ C ∗ ∗ ∗ D′ ∪ C ′

)

-�µ¶¯vÐ
A, A′, D, D′ ⊂ A01

0
B, B′ ⊂ A0

¼ ®�²
C, C ′ ⊂ A1

/¡Ê ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÍ¤¯�µ�±h®b0 ¼ ®�²i-�µ�¯�Ð-¯�Ð�Á�´'±T®�²�µ�¯�µ�±h®
¯�Ð ¼ ¯(Á'µ¶¯�Ð�ÁD°

A, A′ ¼ °vÁÉÁ18I³ ¼ Ã 0"±T° ¼ ¯(Ã�Á ¼ Ä%¯�±T®�ÁÉ±hË*¯�Ð�Á'È µ¶Ä�Á'ÈÉÍ�¯�ÊN@ ¼ ®�² Ävµ¶ÈÉµ¶Ã ¼ °�ÄV¯ ¼ ¯vÁDÈ�ÁD®¡¯(Ë=±T°
¯�Ð�Á+Í ¼ µ�°

(D, D′)
D'� ¼ ®�²?¯�Ð�Á+´D±T®�²�µ¶¯�µ¶±T®Ù¯�Ð ¼ ¯�µ¶Ë

B, B′ ⊂ A0
¯�Ð�Á'® ¯vÐ�Á'Ê ¼ °vÁ(Á'µ¶¯�Ð�ÁD°�Á18I³ ¼ Ãy03±T° ¼ ¯

Ã�Á ¼ Ä%¯}±T®�Á�±hË"¯vÐ�ÁDÈ µ�Ä{ÁDÈ�Í�¯�Ê?08±h¯vÐ�ÁD°I-�µ�ÄvÁ�±T®�Á�±hË"¯�Ð�ÁDÈ µ�Ä
A0 t A0

@ ¼ ®�²ÙÄ%µ�È�µ�Ã ¼ °/Ä%¯ ¼ ¯�Á'ÈÉÁ'®¡¯�Ä�Ë=±T°
C, C ′ D ¹�º Ê�´D±T®¡ÂTÁ'®¡¯�µ�±h®�Ë=°%±TÈ ®�±.- ±T®b0�-FÁE-�µ¶Ã�ÃG½hÁDÁ'Í�¯vÐ�Á-®�±h¯ ¼ ¯�µ�±h®

B
±h°

C
±T®�Ã�Ê�-�Ð�Á'®�¯�Ð�Á'Ê ¼ °%Á

®�±h¯�Á�8I³ ¼ Ã3¯�±
A0 t A0

±T°
A1 t A1

0 ¼ ®�²&¯vÐ�ÁD°%Á'Ë=±T°%Á-Äv³�/�Ä%Á'¯vÄ�±hË
A0

±T°
A1

¹
À Á'¯�³�Ä�®�±h¯�Á/¯vÐ ¼ ¯�µ¶Ë�¯vÐ�ÁD°%Á{µ¶Ä"®�±�Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾�µ�®�²�ÁgÖ+µ¶®

{1, . . . , l−1}
±T°�µ�®

{l+1, . . . , l+m−1}
0

¯�Ð�Á�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�°%µ�¾TÐ¡¯�´D±T°%®�ÁD°�µ�Ä}Y%³�Ä%¯�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹�º ³�¯�µ¶Ë
τ
µ�Ä�®�±h¯�Ä%¯v°vµ�´g¯U0N¯�Ð�Á'® ¯�Ð�Á'°vÁÉÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä ¼ ¯

Ã�Á ¼ Ä%¯ ¼ Í ¼ µ�°*±hË:®�±T®�Á'ÈÉÍ¤¯�Ê�´D±T°%®�ÁD°%Ä}µ¶®�¯�Ð�Á�¯v±TÍ�±h°*µ�®�¯�Ð�ÁE/8±h¯v¯v±TÈ ¹
lË/¯vÐ�ÁD°%Á�µ�Ä ¼ Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾�µ¶®�²�ÁgÖ ±T® ¯�Ð�Á�¯�±TÍb0:¯�Ð�Á'® ¯�Ð�Á�¯ -�±?´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�µ�®�¾�´D±T°%®�ÁD°%Ä ¼ °%Á�®�±T®MÒ

ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹ 2*Ð�Á'® µ¶¯(µ¶Ä�Á ¼ Ä%Ê ¯�±�ÄvÁDÁÉ¯�Ð ¼ ¯�ÁDµ�¯�Ð�Á'°�¯�Ð�ÁD°vÁÉµ�Ä ¼ ´D±T°%®�ÁD°`-�µ¶¯vÐ ±T®�Ã�Ê
A, B

±T°
D
05±T°�¯vÐ�Á

´D±h°v®�Á'°vÄ ¼ °%Á}°%ÁDÄ%ÍGÁ'´'¯�µ�ÂTÁ'Ã¶Ê
A∪B

±h°
D∪B

0�-�µ�¯�Ð
A, B, D

®�±h®�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹ �®É¯�Ð�µ¶Ä�´ ¼ ÄvÁ À Á'ÈÉÈ ¼�Æ�¹�¸�Å
µ�È�Í�Ã¶µ�ÁDÄ�¯�Ð ¼ ¯*¯�Ð�Á'°vÁ�È(³�Ä%¯P/8Á ¼ Â ¼ ®�µ�Ä%Ð�µ�®�¾�µ¶®�²�ÁgÖ�µ�®

{l + 1, . . . , l + m}
¹

= µ¶®�´DÁ�¯�Ð�ÁD°vÁ�È(³�ÄV¯�/8Á ¼ Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾�µ�®�²�ÁgÖ-µ¶®�¯vÐ�Á�¯v±TÍb0B±T°Oµ�®-¯�Ð�Á /8±h¯v¯v±TÈg0�¯vÐ�ÁFÍ�°vÁ'ÂMµ¶±T³�Ä ¼ °v¾h³�ÈÉÁ'®¡¯
µ�È�Í�Ã¶µ�ÁDÄ"¯vÐ ¼ ¯FÁDµ�¯�Ð�Á'°

π
µ¶ÄF®�±h¯�ÄV¯�°%±T®�¾TÃ�Ê�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�0I±T°�¯�Ð�ÁD°vÁ}µ�Ä�±T®�Á{´D±T°%®�ÁD°�¯�Ð ¼ ¯�±T®�Ã¶Ê�´D±h®�Ävµ¶Ä%¯�ÄF±hË

±T®�Á�ÄvÁg¯
A, B, C

±T°
D
¹ 2*Ð ¼ ®�½IÄ}¯�±ÉÑ�ÁDÈ ¼ °v½ Æ¤¹¶¸�Æ 0 -FÁ ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ-¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�µ¶Ä{µ¶Ä*¯�Ð�Á-¯�±TÍMÒ�Ã�ÁgË^¯�´D±T°%®�ÁD°8�

¯�Ð�µ�Ä*Ã�Á ¼ ²�Ä*¯�±+¯vÐ�Á�¯ -�±�®�ÁgÖM¯{´ ¼ ÄvÁDÄ ¹
2*Ð�Á*¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶²�Á ¼ ±hË�¯vÐ�Á�®�ÁgÖM¯�Í ¼ °V¯�±hË�¯�Ð�Á*Í�°v±M±hË8µ�Ä5Ø\°%Ä%¯�¯v±�°vÁDÈ�±�ÂTÁ*¯�Ð�Á*´ ¼ Ä%ÁDÄ�¯�Ð ¼ ¯�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²

¯�±&®�±Z¯�Ä%¯v°v±T®�¾hÃ¶ÊÙµ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä10 ¼ ®�²?¯�Ð�Á'® Ä%Ð�±.- ¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á+±Z¯�Ð�Á'°�´ ¼ Ä%ÁDÄ-´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²
¯�± ¼ ®�±T®MÒ�È ¼ Ö¤µ�È ¼ ÃGÍ�ÄvÁD³�²�±ZÒ�Ä%±TÃ�³¤¯�µ�±h® ¹
� v�t !zuFx9q ! � �(= ! �Eu $%" # ���.-�uPx%$Zt �	�zt>v�!

B
)

2*Ð�Á'°vÁ�µ¶Ä�®�ÁD´DÁ'ÄvÄ ¼ °%Ê ¼ Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾�µ�®�²�ÁmÖ µ�®
{1, . . . , l − 1}

0 ¼ ®�² Ð�Á'®�´DÁ�¯�Ð�Á�¯�±TÍMÒ�°vµ¶¾TÐ¡¯�´D±T°%®�ÁD°�µ�Ä
®�±h¯�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹ l¯ ¼ Ã�Ä%±�²�±MÁDÄ�®�±h¯�´D±h®I¯ ¼ µ�®�Ä ¼ Ã�Ã

A0 t A0

0:Ð�Á'®�´DÁÉµ¶¯�µ�Ä-®�Á'´DÁ'ÄvÄ ¼ °%Ê
B
0
D

±T°
D ∪ B

¹
Ñ�ÁD´ ¼ Ã�Ã\¯�Ð ¼ ¯

π
µ¶Ä ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ'²�¯�±i/GÁ}Ä%¯�°%±T®�¾TÃ�Ê�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á�0MÄ%±�¯�Ð�Á}¯�±hÍ¤Ò�°%µ�¾TÐ¡¯�´D±T°%®�ÁD°Fµ�Ä�®�±h¯

B
¹ lË3¯vÐ�Á

/8±h¯v¯v±TÈ�Òl°vµ¶¾TÐ¡¯/´D±h°v®�Á'°P-FÁD°%Á
D
0�¯�Ð�Á-¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®

π
-�±T³�Ã�²�²�ÁD´'±TÈÉÍ8±TÄ%Á ¼ Ä

(
B ∗ ∗ ∗ D ∪ B

∗ ∗ ∗ D

)
,
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±T°
(

B ∗ ∗ ∗ D
∗ ∗ ∗ D

)

-�Ð�µ¶´eÐ ¼ °%Á�®�±h¯�ÄV¯�°v±h®�¾TÃ¶Ê µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¹ M}Á'®�´DÁ�¯�Ð�Á /8±h¯%¯�±TÈ+Ò�°%µ�¾TÐ¡¯�´D±T°%®�ÁD°�µ�Ä+®�±h¯
D
¹ 2*Ð�µ¶Ä ¼ Ã�Ä%±

µ�È�Í�Ã¶µ�ÁDÄ�¯�Ð ¼ ¯
A1

´ ¼ ®�®�±h¯�/8Á�ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹
À Á'¯�³�Ä ¼ ÄvÄ%³�È�Á�¯vÐ ¼ ¯�¯�Ð�Á'°vÁ ¼ °vÁ�®�±�Â ¼ ®�µ�Ä%Ð�µ�®�¾&µ¶®�²�µ�´'ÁDÄ-µ�®L¯�Ð�ÁC/8±h¯v¯v±TÈ Ã¶µ�®�Á ¹ S ÁÉ´eÐ�±¤±TÄ%Á ¼ ®IÊ

ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯
b ∈ B

0
c ∈ A1

0 ¼ ®�²
d ∈ D

¼ ®�²+´eÐ ¼ ®�¾TÁ
τb

/¡Ê
τb +ε

0
τc

/¡Ê
τc+ε

¼ ®�²
τd

/¡Ê
τd−2ε

¹ lË
εµ�ÄFÄvÈ ¼ Ã�Ã�Á'®�±T³�¾TÐ�0�¯�Ð�Á'®�¯�Ð�Á�®�Á�- ÂTÁ'´'¯�±h°

τ ′ µ¶Ä /8Á'¯v¯vÁD°�¯vÐ ¼ ® τ
0 -�Ð�µ¶´eÐ�´'±T®¡¯�° ¼ ²�µ�´g¯�ÄFµ¶¯�Ä�È ¼ Ö¤µ¶È ¼ Ã¶µ¶¯�Ê ¹

= ±�0"¯vÐ�Á�/8±h¯v¯v±TÈ ¼ ²�È�µ¶¯�Ä�Â ¼ ®�µ�Ä%Ð�µ�®�¾Ùµ�®�²�µ�´DÁ'Ä���¯�Ð�Á'® ¯�Ð�Á,/8±h¯%¯�±TÈ+Ò�Ã¶Á'Ë^¯�´D±T°%®�ÁD°+´ ¼ ® /8Á
C,A1 t

A1,A1 t A1 ∪ A, A
±T°

A ∪ C
¹�À Ág¯}³�Ä{²�µ�Äv´'³�ÄvÄ�¯�Ð�ÁDÄvÁ-´ ¼ ÄvÁ'Ä}µ¶®�²�Á'¯ ¼ µ�Ã�Ä ¹

• C
�}¯vÐ�Á;/G±Z¯v¯�±hÈ�Òl°vµ�¾hÐI¯{´'±T°v®�Á'°�µ�Ä

C
0
D

±T°
C ∪ D

¹ �®?¯�Ð�Á(Ø�°vÄ%¯ ¼ ®�²LÄvÁD´'±T®�²L´ ¼ ÄvÁDÄ�0
π
µ�Ä

®�±h¯�Ä%¯v°v±T®�¾hÃ¶Ê�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¹ lË3Ë=±T°Fµ�®�ÄV¯ ¼ ®�´'Á�0�¯vÐ�Á}¯v±TÍ¤Òl°vµ�¾hÐI¯Fµ�Ä
D ∪B

0¤¯vÐ�ÁD®
π
²�ÁD´'±TÈÉÍ8±TÄ%ÁDÄ

¼ Ä
(

B ∗ ∗ ∗ D ∪ B
C ∗ ∗ ∗ D ∪ C

)
,

¼ ®�²�¯vÐ�ÁD°%Á'Ë=±T°%Á
π
µ�Ä*®�±h¯�Ä%¯v°v±T®�¾hÃ¶Ê�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹ 2*Ð�Á�±h¯vÐ�ÁD°*´ ¼ ÄvÁ�µ�Ä*Ä%µ�È�µ�Ã ¼ ° ¹

• A1 t A1

±T°
A1 t A1 ∪ A

��µ�®�¯�Ð ¼ ¯{´ ¼ Ä%Á�0�¯�Ð�Á`/8±h¯%¯�±TÈ+Ò�°%µ�¾TÐ¡¯/´'±T°v®�ÁD°�µ�Ä*®�Á'´DÁ'ÄvÄ ¼ °%Ê
D
¼ ®�²

-FÁ�Ð ¼ ÂhÁ ¼ Ã�°vÁ ¼ ²�Ê�Í�°v±�ÂTÁ'²�¯vÐ ¼ ¯
π
µ�Ä*®�±h¯�ÄV¯�°%±T®�¾TÃ�Ê�µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�µ�®�¯�Ð�µ¶Ä*Ävµ�¯�³ ¼ ¯vµ�±T® ¹

• A
±T°

A ∪ C
� S Á�´D±T®�Ä%¯�°%³�´'¯ ¼ /GÁg¯v¯vÁD°�Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®

τ ′ ¹
À Á'¯

j1 ≤ l
/8ÁF¯vÐ�Á�Ä%È ¼ Ã¶Ã�Á'Ä%¯:µ�®�²�ÁmÖ�Äv³�´eÐ(¯vÐ ¼ ¯

σ(j1) > l
¼ ®�²�Ã�Ág¯

j2 ≤ l
/8ÁF¯vÐ�Á/Ã ¼ °v¾TÁ'Ä%¯:±T®�Á ¹

À Á'¯
i1
/GÁF¯�Ð�Á/Ø\°%Ä%¯"Â ¼ ®�µ�ÄvÐ�µ�®�¾�µ¶®�²�ÁmÖ ¹ 2*Ð�ÁD°%Á�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä

jb ∈ {1, . . . , i1}
Äv³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯

σ(jb) < j2±h¯vÐ�ÁD°I-�µ�ÄvÁ-¯�Ð�Á�¯v±TÍ¤Ò�Ã¶µ�®�Á~-F±T³�Ã¶²�Ð ¼ ÂhÁ ¼ ²�ÁD´D±hÈÉÍ8±TÄvµ�¯�µ¶±T® ¼ Ä
B| ∗ ∗ ∗ |B

0 ¼ ®�²
π
-�±h³�Ã�²g/GÁ

®�±h¯�ÄV¯�°%±T®�¾TÃ�Ê�µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¹�À Á'¯
jc

/GÁ�¯�Ð�Á-Ø�°vÄ%¯{µ¶®�²�ÁgÖ�µ�®
π−1(A1)

@AÄ%ÁDÁij5µ�¾T³�°vÁ ¸T¸ D ¹
n{±c- -�Á�²�ÁgØ\®�Á

τ ′ µ�®�¯�Ð�Á-Ë=±hÃ�Ã�±.-�µ¶®�¾i- ¼ Ê �

τ ′
π(j1) = τπ(j1) − ε

τ ′
π(j2) = τπ(j2) − ε

τ ′
π(jb)

= τπ(jb) + ε

τ ′
π(jc) = τπ(jc) + ε

∀α /∈ π({j1, j2, jb, jc}) τ ′
α = τα.

�®�¯vÐ�Á�ÁmÖ¤¯v°vÁ'È ¼ ÃM´ ¼ ÄvÁ
j1 = j2

0Z¯vÐ�ÁFË=±hÃ�Ã�±.-�µ¶®�¾ ¼ °v¾T³�È�ÁD®¡¯vÄ -�µ�Ã¶Ã?-�±h°v½�Ävµ�È�µ�Ã ¼ °vÃ�Ê�µ�Ë�-FÁ/²�Á'Ø�®�Á
τ ′
π(j1)

/¡Ê
τπ(j1) − 2ε

¹ S Á-Ð ¼ ÂTÁ

∀k ∈ {1, . . . , l}
k∑

i=1

τ ′
π(i) =

k∑

i=1

τπ(i) + nkε

∀k ∈ {1, . . . , m}
l+k∑

i=l+1

τ ′
π(i) =

l+k∑

i=l+1

τπ(i) + mkε
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nk

µ�Ä:¯vÐ�Á�²�µ65GÁD°vÁ'®�´DÁ /GÁg¯ -�Á'ÁD®(¯vÐ�Á/®I³�È3/8ÁD°:±hË\µ�®�²�µ�´'ÁDÄNµ�®
{jb, σ(jb)}

Ä%È ¼ Ã¶Ã�Á'°O¯vÐ ¼ ®�±T°
Á18I³ ¼ ÃG¯�±

k
0 ¼ ®�²�®I³�È3/8ÁD°�±ZËOµ�®�²�µ¶´DÁ'Ä/µ�®

{j1, j2}
ÄvÈ ¼ Ã�Ã¶ÁD°�¯�Ð ¼ ®�±T°�Á�8I³ ¼ ÃG¯v±

k
¹ 2*Ð�µ¶Ä�Â ¼ Ã�³�Á

µ�Ä�q
� � q�& !�¾T°vÁ ¼ ¯�Á'°�¯vÐ ¼ ® ±T°�Á18I³ ¼ Ã�¯�±?ÌDÁ'°v±ÙË=±T°
k ∈ {1, . . . , l}

0 ¼ ®�² µ�Ä�Ä%¯�°%µ�´g¯�Ã¶Ê ¾T°%Á ¼ ¯vÁD°
¯�Ð ¼ ®&ÌDÁD°%±f-�Ð�ÁD®

k
µ¶Ä/¯�Ð�Á�Ø\°%Ä%¯�Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾�µ�®�²�ÁmÖ ¹

= µ¶ÈÉµ¶Ã ¼ °%Ã¶Ê
mk

µ�Ä3¯�Ð�Á�²�µ^5rÁ'°vÁD®�´DÁ /8Á'¯ -FÁDÁ'®(¯�Ð�Á�®I³�È3/8ÁD°N±hË\µ¶®�²�µ�´'ÁDÄOµ�®
{jc, σ(jc)}

¯�Ð ¼ ¯ ¼ °%Á
µ�®

{l + 1, . . . , k}
0 ¼ ®�²&®I³�È3/8ÁD°*±hËNµ�®�²�µ�´'ÁDÄ/µ¶®

{σ(j1), σ(j2)}
¯vÐ ¼ ¯ ¼ °%Á�µ�®

{l + 1, . . . , k}
¹

2*Ð�µ¶Ä/Â ¼ Ã�³�Á�È�µ�¾TÐ¡¯F/8Á�Í8±TÄvµ�¯�µ¶ÂhÁ ¹�À Á'¯
i3 ≤ i4 < l + m

/8Á�°vÁDÄ%ÍGÁ'´'¯vµ¶ÂTÁ'Ã¶Ê�¯vÐ�Á�Ø\°vÄV¯ ¼ ®�²�Ã ¼ ÄV¯
/8±h¯v¯v±TÈ Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾+µ�®�²�µ�´'ÁDÄ ¹ S Á-Ð ¼ ÂTÁ-¯�Ð�Á�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾�Ë ¼ ´'¯vÄ��

� σ(j1) ≤ i3
±h¯�Ð�ÁD°l-�µ¶ÄvÁ�¯�Ð�Á`/8±h¯%¯�±TÈ+Ò�Ã¶Á'Ë^¯/´'±T°v®�ÁD°�µ�Ä

C
¹

� σ(jc) > i4
±h¯vÐ�ÁD°I-�µ�ÄvÁ�¯vÐ�ÁE/G±h¯%¯�±TÈ+Ò�°%µ�¾TÐ¡¯F´D±T°%®�ÁD°�µ¶Ä

D
¹

M}Á'®�´DÁÉµ¶¯�µ�Ä�Á ¼ Ä%Ê ¯�±�´eÐ�ÁD´e½L¯�Ð ¼ ¯
mk

´ ¼ ® /8Á�ÄV¯�°%µ�´'¯vÃ¶Ê?Í8±TÄ%µ¶¯�µ�ÂTÁ�±T®�Ã�Ê?Ë=±T°
l < k < i3

±h°

i4 < k < l + m
¹

2*Ð�Á'® µ¶Ë
ε
µ¶Ä�Ä%È ¼ Ã�Ã"Á'®�±T³�¾TÐ�0

τ ′ µ¶Ä ¼ Í�Ä%ÁD³�²�±BÒ�Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®b0 ¼ ®�² µ�ÄE/GÁg¯v¯vÁD°-¯�Ð ¼ ®
τ
@AÄvÁ'Á

j5µ¶¾T³�°vÁ ¸T¸ Dz0 -�Ð�µ�´eÐ�´D±T®¡¯v° ¼ ²�µ¶´'¯vÄ�¯vÐ�Á-È ¼ Ö�µ¶È ¼ Ã�µ¶¯�Ê�±ZË
τ
¹

1

1

2

2

2

3

3

3

3

4

4

4

4

4

4

5

5

5

6

6

6

7

7

π(σ(jb))=1

π(j1)=2

π(jb)=1

π(j2)=5

π(jc)=6

B B ∪ D

C

A ∪ C


 * 
 ')#N«�� �� × ±T®�ÄV¯�°%³�´'¯vµ�±T® ¼ Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv±TÃ¶³�¯�µ¶±T®
τ ′ /GÁg¯v¯vÁD°*¯�Ð ¼ ® τ

¹

� �mx%$ ��rWx9q ! � �(= ! �>u $%" # ���.-�uFx%$Zt �	�zt>v�!
A
)

S Á ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ�¯�Ð ¼ ¯*¯�Ð�Á'°vÁ ¼ °%Á�®�±�´'±T°v®�ÁD°vÄ
B
±T°

C
0�Ävµ¶®�´DÁ�¯�Ð�µ�Ä*´ ¼ ÄvÁ�Ð ¼ Ä ¼ Ã�°%Á ¼ ²¤Ê�/8ÁDÁD®�²�µ¶Äv´D³�ÄvÄvÁ'² ¹

À Á'¯�³�Ä ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯vÐ ¼ ¯�¯vÐ�ÁD°%Á(µ�Ä}®�±�Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾�µ¶®�²�ÁmÖ�µ¶®�¯�Ð�Á[/8±h¯v¯v±TÈ Ã�µ�®�Á ¹ 2*Ð�ÁD®b0 ¼ ´D´'±T°v²�µ¶®�¾É¯v±
À ÁDÈ�È ¼�Æ�¹�¸�Å 0

A = A01

�I¯�Ð�Á'°vÁgË=±T°vÁ{¯�Ð�Á�¯�±TÍMÒ�°vµ¶¾TÐ¡¯�´D±T°%®�ÁD°�µ�Ä
A0 tA0

±T°
B
¹ lË

A1

µ�Ä�ÁDÈ�Í�¯�Ê?0I¯�Ð�ÁD®
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π
²�ÁD´'±TÈ�ÍG±TÄ%ÁDÄ ¼ Ä

(
A A0 t A0

A

)

Äv±
π
µ�Ä/®�±h¯�Ä%¯v°v±T®�¾hÃ¶Ê�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹ lË

A1

µ�Ä/®�±Z¯�ÁDÈ�Í�¯�Ê?0�-FÁ-´eÐ�±¤±hÄvÁ ¼ ®¡Ê�ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯
a ∈ A

0
b ∈ A0

0
c ∈ A1

0 ¼ ®�²�°vÁDÍ�Ã ¼ ´'Á
τa

/IÊ
τa +2ε

0
τb

/¡Ê
τb−ε

0 ¼ ®�²
τc

/¡Ê
τc−ε

¹ 2*Ð�µ�Ä�®�Áz- Í�Ä%ÁD³�²�±ZÒ�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®
-FÁ�Ð ¼ ÂhÁ�´'±T®�ÄV¯�°v³�´'¯�Á'²Ùµ�ÄF/8Á'¯%¯�Á'°/¯�Ð ¼ ¯�¯vÐ�Á-±TÃ�²�±T®�Á-Ë=±h°

ε
ÄvÈ ¼ Ã¶ÃrÁD®�±T³�¾TÐ ¹

lËN¯�Ð�Á'°vÁ ¼ °vÁ�Â ¼ ®�µ¶ÄvÐ�µ¶®�¾+µ�®�²�µ�´DÁ'Ä�µ�®�¯�Ð�ÁE/8±h¯v¯v±TÈ 0�¯�Ð�Á'®�¯vÐ�ÁE/G±Z¯v¯�±hÈ�ÒlÃ�Á'Ë^¯�´D±T°%®�ÁD°�/8ÁDÃ�±h®�¾TÄ/¯�±�¯�Ð�Á
Ã�µ¶Ä%¯��

A, A ∪ C, A ∪ A1 t A1

±T°
A1 t A1

¹

• A
�"¯�Ð�Á-Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®

π
µ�Ä/¯vÐ�ÁD®�±?/¡ÂMµ�±T³�ÄvÃ¶Ê�®�±h¯�ÄV¯�°v±h®�¾TÃ¶Ê�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á ¹

• A ∪ C
��¯�Ð�Áf/8±h¯%¯�±TÈ+Ò�°%µ�¾TÐ¡¯�´'±T°v®�ÁD°�µ�Ä�®�ÁD´DÁ'ÄvÄ ¼ °%Ê

D
±T°

D ∪ C
¹ lËF¯�Ð�Á+¯v±TÍ¤Ò�°%µ�¾TÐ¡¯�´'±T°v®�ÁD°

-�Ð�Á'°vÁ
D
0�¯�Ð�Á'®

π
-F±T³�Ã¶² /8Á?®�±h¯&ÄV¯�°%±T®�¾TÃ�Ê µ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹ �® Í ¼ °%¯�µ¶´D³�Ã ¼ °10/¯vÐ ¼ ¯&È�Á ¼ ®�Ä

A0

µ�Ä�®�±h¯+Á'ÈÉÍ�¯�Ê ¹ M{ÁD®�´'Á&¯vÐ�ÁD°%Á�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä
jd < j1 ≤ l

Äv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯
d = π(jd) ∈ D

¼ ®�²

b = π(j1) ∈ A0
¹ 2*Ð�ÁD®g-FÁ-´eÐ�±M±TÄvÁ ¼ ®¡Ê�µ�®�²�ÁgÖ

a ∈ A
¼ ®�² ¼ ®¡Ê�µ¶®�²�ÁgÖ

c ∈ C
0 ¼ ®�²�ÄvÁg¯ �

τ ′
a = τa + ε

τ ′
d = τd + ε

τ ′
b = τb − ε

τ ′
c = τc − ε

∀i /∈ {a, b, c, d} τ ′
i = τi.

2*Ð�Á'®
τ ′ µ¶ÄP/GÁg¯v¯�Á'°/¯�Ð ¼ ® τ

Ë=±T°
ε > 0

ÄvÈ ¼ Ã¶ÃrÁD®�±T³�¾TÐb0�-�Ð�µ�´eÐ�´D±T®¡¯�° ¼ ²�µ¶´'¯�Ä�µ�¯�Ä*È ¼ Ö¤µ�È ¼ Ã�µ�¯�Ê ¹
• A ∪A1 tA1

0�±T°
A1 tA1

¹ 2*Ð�ÁE/G±Z¯v¯�±hÈ�Òl°vµ�¾hÐI¯F´D±h°v®�Á'°{µ¶Ä/®�Á'´DÁDÄ%Ä ¼ °VÊ
D
¹ lË

A0

µ¶Ä*ÁDÈ�Í�¯�Ê?0
¯�Ð�ÁD®Ù¯�Ð�Á�¯�±TÍMÒ�°vµ¶¾TÐ¡¯�´'±T°v®�ÁD°�µ�Ä ¼ Ã�Ä%±

D
0 ¼ ®�²Ù¯�Ð�ÁD°vÁgË=±T°vÁ

π
µ�Ä�®�±h¯�Ä%¯v°v±T®�¾TÃ¶Ê�µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¹ lË

A0

µ�Ä*®�±Z¯�ÁDÈ�Í�¯�Ê?0�¯vÐ�ÁD® -�Á-´eÐ�±M±TÄvÁ
a ∈ A

0
b ∈ A0

¼ ®�²
c ∈ A1

0 ¼ ®�²�ÄvÁ'¯��

τ ′
a = τa + 2ε

τ ′
b = τb − ε

τ ′
c = τc − ε

∀i /∈ {a, b, c} τ ′
i = τi

Õ ®�²
τ ′ µ¶ÄF/GÁg¯v¯vÁD°*¯�Ð ¼ ® τ

¹
2*Ð�Á-Í�°%±TÍG±hÄvµ¶¯vµ�±T®�µ¶Ä*Í�°v±�ÂhÁD² ¹

�

S Á�®�±c- Ð ¼ ÂTÁ ¼ Ã�ÃG®�ÁD´'ÁDÄ%Ä ¼ °VÊ�¯v±¤±hÃ�Ä�Ë=±T°*Í�°v±�ÂMµ�®�¾�±T³�°�È ¼ µ�®�°vÁDÄ%³�Ã¶¯ ¹

� t $ $2- $2-,= ! �%$Zt �'	 ��) ��)�S Á ±T®�Ã¶Ê Ð ¼ ÂhÁ ¯�± Í�°%±�ÂTÁ ¯�Ð�Á Äv³�k�´'µ�ÁD®¡¯?´'±T®�²�µ�¯�µ¶±T® ¹ S Á ´'±T®�Ävµ¶²�ÁD° ¼
Í�Ä%ÁD³�²�±BÒ�Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®

τ
/8Á'¯v¯vÁD°�¯vÐ ¼ ®

τMV
¼ ®�²�È ¼ Ö¤µ¶È ¼ Ã�Ë=±h°�¯�Ð�µ¶Ä/Í�°%±TÍGÁ'°%¯�Ê ¹ S Á�´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�È�Á�¯�Ð ¼ ¯

π : {1, . . . , l + m} → A
µ¶Ä*®�±h¯*ÄV¯�°v±h®�¾TÃ¶ÊÉµ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á;@Aµ ¹ Á ¹"¼ ¯�Ã�Á ¼ Ä%¯*±h®�Á�´D±T°%®�ÁD°*µ¶Ä/®�±T®&Á'ÈÉÍ�¯�Ê�µ�®

¯�Ð�Á�²�Á'´D±TÈ�ÍG±hÄvµ¶¯vµ�±T®�D*±Z¯�Ð�Á'°l-�µ�Ä%Á�¯vÐ�Á�¯vÐ�ÁD±T°%ÁDÈ Ë=±TÃ�Ã¶±.-�Ä�Ë=°%±TÈ À ÁDÈ�È ¼�Æ�¹ J ¼ ®�²|:�°%±TÍG±hÄvµ¶¯vµ�±T® Æ�¹�¸ ¿ ¹
À Á'¯{³�Ä�´D±h®�Ävµ¶²�ÁD° ¼ ²�ÁD´'±TÈ�ÍG±TÄ%µ¶¯vµ�±T®�±hË

π
¼ Ä

(
A ∪ B U D ∪ B
A ∪ C V D ∪ C

)
.



�R� �������	��
������������������������������������� ��!
-�Ð�Á'°vÁ

A ∪ B ∪ C ∪ D
µ�Ä}È ¼ Ö¤µ¶È ¼ Ã ¹ n}±h¯vÁ�¯�Ð ¼ ¯

π′ =
(

U
V

) ²�ÁgØ\®�ÁDÄ ¼ ¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®
-�Ð�µ¶´eÐ µ�Ä�®�±h¯ÉÄ%¯v°v±T®�¾hÃ¶Ê µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á,/¡Ê ¼ ÄvÄ%³�È�Í�¯�µ¶±T® ¹ n}±Z¯�Á ¼ Ã�Ä%± ¯vÐ ¼ ¯

π′ ²�±MÁDÄÉ®�±h¯É®�ÁD´'ÁDÄ%Ä ¼ °VÊ
Ä ¼ ¯�µ�ÄVË^Ê × ±T®¡ÂTÁ'®¡¯�µ�±h®Ù· ¹|Ô 0�ÁgÂTÁ'®Ùµ¶Ë

π
Ä ¼ ¯vµ�ÄVØ\ÁDÄ�¯�Ð ¼ ¯�´D±T®¡ÂTÁ'®¡¯�µ�±h® ¹

S Á�²�Á'Ø\®�Á
A′ = A\

(
A ∪B ∪C ∪ D

) ��Ë=°%±TÈ :�°%±TÍG±hÄvµ¶¯vµ�±T® Æ�¹¶¸ ¿�0¤¯vÐ�Á�°vÁ'Ä%¯�°%µ�´g¯�µ�±h®�±hË
τ
¯�±

A′ µ¶Ä
Ä%¯v°vµ¶´'¯*Ë=±T°

π′ ¹
= µ¶®�´DÁ

π
µ�Ä*µ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á�0¤¯vÐ�ÁD°%Á-µ�Ä*±T®�Á-±T°/¯ -F±�Á'ÈÉÍ¤¯�Ê�´D±T°%®�ÁD°%Ä�µ�®�¯�Ð�Á-²�Á'´D±TÈ�Í8±TÄvµ�¯�µ�±h® ¹

•
lË-±T®�Ã¶Ê ±T®�Á�´D±T°%®�ÁD°�µ¶Ä�Á'ÈÉÍ�¯�Ê�0*¯�Ð�Á'® µ¶¯�µ¶ÄÉ±h® ¯�Ð�ÁÙ°%µ�¾TÐ¡¯ ¹�= ± -FÁÙ´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�È�Á�¯�Ð ¼ ¯

π²�Á'´D±TÈ�ÍG±hÄvÁDÄ ¼ Ä��
(

A ∪ B U B
A V

)

-�µ¶¯vÐ
π′ =

(
U
V

) Ä%¯v°v±T®�¾hÃ¶Ê�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹
À Á'¯

i1
/8Á/¯�Ð�Á/Ø\°vÄV¯�Â ¼ ®�µ�Ä%Ð�µ�®�¾�µ¶®�²�ÁmÖ+µ�®(¯vÐ�Á*¯�±TÍ+Ã¶µ�®�Á�±hË

π
¼ ®�²

i2
/GÁ/¯vÐ�Á/Ø\°vÄV¯�Â ¼ ®�µ�Ä%Ð�µ�®�¾

µ�®�²�ÁgÖ�±hËO¯�Ð�Á-ÄvÁ'´D±T®�²�Ã¶µ�®�Á ¹�× ±T®�Ä%µ�²�Á'°
ib
¯�Ð�Á�Ø\°%Ä%¯�µ¶®�²�ÁgÖ�Äv³�´eÐ&¯�Ð ¼ ¯

b = π(ib) ∈ B
¹ 2*Ð�ÁD®

ib ≤ i1
±h¯vÐ�ÁD°I-�µ�ÄvÁ�¯vÐ�ÁD°%ÁE-F±T³�Ã¶²g/8Á ¼ Äv³�/8²�ÁD´'±TÈ�ÍG±TÄ%µ¶¯vµ�±T®�±hË

π
¼ Ä

(
A′ ∗ ∗ ∗
A′ ∗ ∗ ∗

)

¼ ®�²
π
-�±h³�Ã�²W/8Á�°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á ¹ n{±.- Ã�Ág¯

a = π(l + 1) ∈ A
¼ ®�²&Ã�Á'¯

c ∈ A1
¹ S Á-ÄvÁ'¯��

τ ′
b = τb + 2ε

τ ′
c = τc + 2ε

τ ′
a = τa − ε

∀j /∈ {a, b, c} τ ′
j = τj

lË
ε
µ�Ä*Ä%È ¼ Ã�ÃrÁ'®�±T³�¾hÐb0�¯�Ð�Á'®

τ ′ Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ø\Á'Ä��
�

j\±T° ¼ Ã�Ã
k ∈ {1, . . . , l}

∑
i≤k τ ′

π(i) > 0
¹

�

j\±T° ¼ Ã�Ã
k ∈ {1, . . . , m − 1}

∑
l<i≤l+k τ ′

π(i) < 0
¹

Õ ®�²�¯vÐ�ÁD®b0�-FÁ-´ ¼ ®�²�Á'²�³�´DÁ-Ë=°v±hÈ
τ ′ ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�±�ÂhÁD° π

¹

•
lËN¯ -�±�´D±h°v®�Á'° ¼ °vÁ-ÁDÈ�Í�¯�Ê?0�¯vÐ�ÁD®W-FÁ�´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ�¯vÐ ¼ ¯

π
²�ÁD´'±TÈÉÍ8±TÄ%ÁDÄ ¼ Ä��

(
B U B

V

)

-�µ¶¯vÐ
π′ =

(
U
V

) µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á ¹ n}±.- -FÁ�´eÐ�±¤±TÄ%Á
b ∈ B

¼ ®�²
c ∈ A1

0 ¼ ®�²&¯vÐ�ÁD®�ÄvÁg¯ �

τ ′
b = τb + 2ε

τ ′
c = τc + 2ε

∀j /∈ {b, c} τ ′
j = τj.

2*Ð�Á'®
τ ′ ²�ÁgØ\®�Á'Ä ¼ Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�±)ÂhÁD° π

Ë=±T°
ε
Ä%È ¼ Ã¶ÃrÁ'®�±T³�¾hÐ ¹ 2*Ð�Á�¯vÐ�ÁD±h°vÁDÈ µ�Ä*Í�°%±)ÂhÁD® ¹

�
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 'Oª$*^¨"©N¬
j\±T° ¼ ®�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ ÃrÁmÖ�´eÐ ¼ ®�¾TÁ-È ¼ Í

T = (π, λ)
Á'µ¶¯�Ð�ÁD°�¯vÐ�Á�³�®�²�Á'°vÃ�Ê¤µ¶®�¾+Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�µ�Ä/°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á

¼ ®�²L¯�Ð�ÁD® ¯vÐ�Á�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±T°%È ¼ ¯�µ�±h®?µ�Ä-®�Á'ÂhÁD°�ÈÉµ¶®�µ�È ¼ ÃN±T°
π
µ¶Ä�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¼ ®�²

T
Ð ¼ Ä�¯�Ð�Á�V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä

Í�°%±TÍGÁ'°%¯�Ê @ ¼ ®�²�Ð�ÁD®�´DÁ�µ�Ä�È�µ�®�µ¶È ¼ Ã DNË=±T° ¼ Ã�È�±TÄ%¯�ÁgÂTÁD°VÊ
λ
@AÄ%ÁDÁ�Ä%ÁD´'¯vµ�±T® ¸ D ¹ j\³�°V¯�Ð�Á'°vÈ�±T°vÁ

T
¼ ²�È�µ¶¯�Ä

¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�µ�Ë ¼ ®�²�±T®�Ã¶Ê�µ¶Ë
π
µ�Ä*µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¹

M}Á'®�´DÁ�¯�Ð�Á�´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ ÃOÄvÁ'¯�Ë=±T° -�Ð�µ�´eÐL¯�Ð�Á�²�ÊM® ¼ È�µ�´'Ä�±hË
T
µ�Ä�¾h±¤±M²L´D±Tµ¶®�´Dµ¶²�ÁDÄ~-�µ�¯�Ð?¯�Ð�Á�±T®�Á

Ë=±T° -�Ð�µ�´eÐÙ¯�Ð�Á+¾TÁD±TÈ�Á'¯v°%Ê�µ�Ä}¾T±¤±M² ¹ Õ Ä~-�Á3-�µ¶Ã�ÃNÄvÁDÁ�0<¯�Ð�Á�Ävµ¶¯v³ ¼ ¯vµ�±T®Ùµ¶Ä�È�±T°vÁ�´D±TÈ�Í�Ã�µ¶´ ¼ ¯vÁD²�µ�®Ù¯�Ð�Á
¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã3´ ¼ Ä%Á ¹ �®&¯�Ð�µ¶Ä*ÄvÁD´g¯�µ¶±T® -FÁ�Í�°v±�ÂTÁE2*Ð�Á'±T°vÁ'È

B
¼ ®�²�¯�Ð�Á-Ä%ÁD´D±h®�²�Ð ¼ Ã¶ËN±hË&2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ

A
¹

Å�¹�¸T¹�� � ������� � ����� � ��� � � �
� ��� � ��� ��� ������� � Õ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®�Ð ¼ Ä ¼ ´D±h®�®�ÁD´g¯�µ¶±T®�@A±hË�Ã¶ÁD®�¾h¯vÐ

r
D{µ¶Ë�¯�Ð�Á'°vÁ+ÁmÖ�µ¶Ä%¯

(x, ε) ∈
X × {0, 1}

¼ ®�²
r ≥ 0

Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯

• (x, ε)
µ�Ä ¼ Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�ÊÉË=±h°

T−1 ¹

• T r(x, ε)
µ�Ä ¼ Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê�Ë=±T°

T
¹

Õ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�-�µ�¯�Ð�®�±�´D±T®�®�ÁD´'¯vµ�±T®�µ�Ä*Ä ¼ µ�²�¯v±�Ð ¼ ÂhÁ�¯vÐ�Á`V�Á ¼ ®�Á�X�Ä�Í�°%±TÍ8ÁD°%¯�Ê ¹
n}±Z¯�Á/¯�Ð ¼ ¯U0s/¡Ê(²�Á'Ø\®�µ�¯�µ¶±T®+±hË ¼ Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê�0hµ�Ë�-FÁ�Ð ¼ ÂTÁ ¼ ´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h®�±ZËGÃ¶ÁD®�¾Z¯�Ð

r
ÄV¯ ¼ °V¯�µ�®�¾�Ë=°v±TÈ

(x, ε)
0�¯vÐ�ÁD®

∀r′ < r, T r′(x, ε)
µ�Ä*®�±h¯ ¼ Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê�Ë=±T°

T
¹

S Á-Ø�°vÄ%¯{Í�°%±�ÂTÁ�¯�Ð�Á�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾(Í�°v±hÍG±TÄ%µ¶¯vµ�±T® �
� ��� � � � � � �.� � ��� � � < �zu

T
���iq$� v �	�9q�t>v � ��$�� p	u v $ � ) = ! �3- $�����$�� v ����!zuyq�u �'	 ����u !iq�t ���9o1p v �Zq
������u )

@ ¸ D
T

!1q�uwv�!.6 �%!Eu.! � ���9q��	� � ! "�t%$%" �zt�u'&:)
@a·?D

Rn(T )
v�! � �'���br �.6 �	�9r - $Zt`q�� &

n ≥ 0
q���rfu�! �0��������u.!�! $2-~u�! �Ev ��u �zt��Zq
� !

λ(n) u ����r !>u $
0q !

n
u ����r !`u $fv � 6 ��v�u &
)

� $Zt%�%$ ���zt>v �|u�! �[q ��$ ��� !zv�uwp�q�uwv $ �|u�! �`u tlq���!.- $Zt�	fq�u v $ �
T

v�! 	;v ��v�	fq
��)
� t $ $2- $2- � t%$%" $ !zv�uwv $ ��� ) ��)�S Á}²�Á'®�±h¯vÁ /¡Ê

λ(n) ¯vÐ�Á}Ã¶ÁD®�¾Z¯�Ð�Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°%ÄF±ZËr¯�Ð�Á�È ¼ Í R(n)(T )
0�/¡Ê

π(n) 0 σ(n) 0 (l(n), m(n))
¯�Ð�Á{´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ ÃI² ¼ ¯ ¼ 0 ¼ ®�²f/IÊ

X(n) ¯�Ð�Á{Ä%³�/�µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã\±hË X ´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²MÒ
µ�®�¾�¯�±

R(n)(T )
¹�À Á'¯�³�Ä ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯vÐ ¼ ¯

T
Ð ¼ Ä/®�±(´'±T®�®�Á'´'¯�µ¶±T® ¹ 2*Ð�Á'® ¼ Ã�Ã�¯�Ð�Á�µ¶¯vÁD° ¼ ¯�Á'Ä�±hË

T
/¡Ê�¯vÐ�Á

Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ¼ °%Á;-�Á'Ã�Ã�²�ÁgØ\®�ÁD² ¹ �®�²�ÁDÁD² µ¶¯�µ¶Ä�Á ¼ ÄVÊ?¯�±&ÄvÁ'Á�¯vÐ ¼ ¯
T
Ð ¼ Ä�¯�Ð�ÁfV�Á ¼ ®�Á�X¦Ä

Í�°%±TÍGÁ'°%¯�Ê�µ¶Ë ¼ ®�²L±T®�Ã¶Ê�µ¶Ë�µ�¯�Ä�µ¶È ¼ ¾hÁ
R(T )

/¡Ê�¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®Ùµ¶Ä -�Á'Ã�Ã:²�Á'Ø\®�ÁD² ¼ ®�²
Ð ¼ Ä{¯�Ð�ÁiV�Á ¼ ®�Á�X¦Ä�Í�°%±TÍGÁ'°%¯�Ê ¹ M{ÁD®�´'Á�µ¶Ë

T
Ð ¼ Ä{¯�Ð�ÁiV�Á ¼ ®�Á�X�Ä}Í�°v±hÍGÁ'°%¯�Ê?08¯�Ð�Á'® /¡Ê�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®b0 ¼ Ã¶ÃOµ¶¯�Ä

µ¶¯vÁD° ¼ ¯�Á'ÄF/IÊ
R
¼ °%Á~-�Á'Ã�Ã3²�ÁgØ\®�ÁD² ¼ ®�²�Ð ¼ ÂTÁ�¯�Ð�ÁiV�Á ¼ ®�Á�X¦Ä{Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�Ê ¹

n}±.-�-FÁ�Ð ¼ ÂhÁ�¯�±+Í�°%±�ÂTÁ�¯�Ð ¼ ¯
λ(n) ¾T±MÁDÄ�¯v±+ÌDÁD°%± ¼ Ä n

¯�Á'®�²�Ä/¯v±+µ�®�Ø\®�µ¶¯�Ê ¹�À Ág¯
A′ /8Á�¯�Ð�Á�Ä%³�/�Ä%Á'¯

±hË�Á'Ã�Á'ÈÉÁ'®I¯vÄ
α ∈ A

Äv³�´eÐÙ¯vÐ ¼ ¯
(λ

(n)
α )n

²�Á'´D°%Á ¼ Ä%ÁDÄ ¼ ®�µ¶®�Ø\®�µ�¯�Á�®I³�È3/8ÁD°�±hË5¯�µ�È�Á�µ�®�¯vÐ�Á�Ä%Á18I³�Á'®�´DÁ
{Rn(T ))}n

0 ¼ ®�²�Ã�Á'¯
A′′ /GÁ-µ¶¯vÄ*´D±TÈ�Í�Ã¶ÁDÈ�ÁD®¡¯ ¹

Ñ�ÁDÍ8Á ¼ ¯vµ�®�¾ ¯vÐ�Á ¼ °%¾T³�È�ÁD®¡¯�Ä�Ë=±h°�¯�Ð�Á :�°%±TÍ8±TÄvµ�¯�µ�±h® ¼ ®�² × ±T°%±TÃ�Ã ¼ °%Ê ¸ ¼ ®�²�· ±hË�ÄvÁ'´'¯�µ¶±T® Å�¹�Æ
µ�®]H e�±¤´1a ÆZK 0�-FÁ�Ð ¼ ÂhÁ�¯vÐ ¼ ¯��

•
j\±T°

n
Ã ¼ °v¾TÁ�ÁD®�±T³�¾TÐb0�¯�Ð�Á�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®

π(n) ´ ¼ ® /8Á~-�°vµ¶¯%¯�Á'® ¼ Ä��
(

α1 . . . αi0 ∗ ∗ ∗
β1 . . . βj0 ∗ ∗ ∗

)
,

-�µ¶¯vÐ
{α1, . . . , βj0} = A′′ t A′′



� � �������	��
������������������������������������� ��!

•
j\±T° ¼ Ã�Ã

α ∈ A′ 0 λ(n)
α

¯vÁD®�²�Ä�¯v±ÉÌ'ÁD°%± ¹
lË
A′ = A

08¯vÐ�ÁD®Ù¯vÐ�Á�Í�°%±TÍ8±TÄvµ�¯�µ�±h®�µ�Ä{Í�°%±)ÂhÁD® ¹`= ±�-�Á�´ ¼ ® ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯vÐ ¼ ¯
A′ µ�Ä ¼ Ä%¯v°vµ�´g¯�Ä%³�/�Ä%Á'¯

±hË
A
¹ n}±h¯vÁ�¯�Ð ¼ ¯

A′ ´ ¼ ®�®�±Z¯�/8Á-ÁDÈ�Í�¯�Ê ¹ 2*Ð�Á'°vÁgË=±T°vÁ�0�-�Á�È(³�ÄV¯�Ð ¼ ÂTÁ

i0∑

i=1

λαi
=

j0∑

j=1

λβj
,

Ë=±T°�Äv±TÈ�Á
1 ≤ i0 ≤ l(n) − 1

¼ ®�²
1 ≤ j0 ≤ m(n) − 1

¹ 2*Ð�µ¶Ä�È�Á ¼ ®�Ä�¯vÐ ¼ ¯
Rn(T )

Ð ¼ Ä ¼ ´'±T®�®�Á'´'¯�µ¶±T®
±hË�Ã¶ÁD®�¾h¯vÐ ÌDÁ'°v±�0�Ð�ÁD®�´'Á

T
Ð ¼ Ä ¼ ´'±T®�®�Á'´'¯�µ¶±T® ¹ 2*Ð�µ¶Ä(´D±h®I¯v° ¼ ²�µ�´'¯vÄ�¯vÐ�Á�Ð¡ÊMÍG±h¯vÐ�ÁDÄ%µ�Ä ¹ = ± -�Á�Ð ¼ ÂhÁ

Í�°%±)ÂhÁD®�¯�Ð ¼ ¯{µ�Ë
T
Ð ¼ Ä�®�±É´'±T®�®�Á'´'¯vµ�±T®�Ä�0\¯�Ð�Á'®�¯�Ð�Á�Ä%Á18I³�Á'®�´DÁ

{Rn(T ))}n

±hË:µ¶¯vÁD° ¼ ¯�Á'Ä{±ZË
T

/¡Ê�¯�Ð�Á
Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ&µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h®�µ�ÄFµ�®�Ø\®�µ¶¯�Á ¼ ®�² ¼ Ã�Ã�Ã�Á'®�¾h¯�Ð�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°%Ä�±hË

Rn(T )
¯�ÁD®�²�¯�±(Ì'ÁD°v±3-�Ð�ÁD®

n¯�Á'®�²�Ä�¯�±�µ�®¤Ø\®�µ¶¯�Ê ¹

n}±.- -�Á ¼ ÄvÄ%³�È�Á{¯vÐ ¼ ¯
T
Ð ¼ Ä ¼ ´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h® ¹ = ±�0¡¯vÐ�ÁD°%Á{ÁmÖ¤µ�Ä%¯vÄ

u0 = (x, ε)
µ�®

X ×{0, 1}
-�Ð�µ¶´eÐ

µ�Ä ¼ Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê�±hË
T−1 0 ¼ ®�²�Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯�µ�¯�Ä�ÄvÁ�8M³�ÁD®�´'Á u1, . . . , um

±hË<µ�¯�Á'° ¼ ¯vÁDÄ /IÊ
T
µ¶Ä�Ø\®�µ¶¯vÁ�0s-�µ¶¯vÐ

um
¼ Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê�±hË

T
¹ S Á�²�Á'®�±h¯vÁ;/IÊ

u1, . . . , um

¯vÐ�Á�Í�°v±ZY%Á'´'¯vµ�±T®�Ä�±ZË
u0, . . . , um

±T®
X
¹(À Ág¯

umin

/GÁ�¯vÐ�Á-ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯�±hË
{u0, . . . , um}

-�Ð�±TÄvÁ-´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�Í�°v±cY%ÁD´'¯vµ�±T®�¯v±
X

µ¶Ä*ÈÉµ¶®�µ�È ¼ Ã ¹ S Á
Ð ¼ ÂTÁ

umin > 0
¹ lË:Ë=±T° ¼ Ã�Ã

n ≥ 0
0�¯�Ð�Á�È ¼ Í

Rn(T )
µ¶Ä}-�Á'Ã�Ã<²�Á'Ø\®�Á'² ¼ ®�²

umin ∈ X(n) 0�¯vÐ�ÁD® X(n)

²�±MÁDÄ{®�±h¯{¯�Á'®�²�¯v±ÉÌ'ÁD°v±�0 ¼ ®�²�Ð�Á'®�´DÁ�¯�Ð�Á'°vÁ�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä
α ∈ A

Ä%³�´eÐ�¯vÐ ¼ ¯
λ

(n)
α

²�±MÁDÄ{®�±h¯{¯�Á'®�²�¯v±�ÌDÁ'°v± ¹
M}Á'®�´DÁ�-�Á}´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ�¯�Ð ¼ ¯F¯vÐ�ÁD°%Á}ÁmÖ¤µ�Ä%¯vÄ ¼ È ¼ Ö¤µ¶È ¼ Ã

n0

Ä%³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯
Rn0(T )

µ¶Ä -�Á'Ã�Ã8²�Á'Ø\®�ÁD²b0 ¼ ®�²
X(n0) ´'±T®¡¯ ¼ µ¶®�Ä umin

¹ S ÁE- ¼ ®¡¯�¯�±�ÄvÐ�±c- ¯�Ð ¼ ¯
Rn0+1(T )

µ�Ä*®�±h¯{²�ÁgØ\®�Á'² ¹

Õ Ä%Äv³�È�Á�¯�Ð ¼ ¯
Rn0+1(T )

µ�Ä*²�ÁgØ\®�ÁD²�0�¯vÐ�ÁD®
umin /∈ X (n0+1) ¹ = µ�®�´'Á Rn0(T )

µ�Ä ¼ ® ¼ ´'´DÁDÃ¶ÁD° ¼ ¯�µ¶±T®
±hË

T
0G¯vÐ�ÁD°%Á(È(³�ÄV¯�ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÄ ¼ ®?µ¶¯vÁD° ¼ ¯�Á�±hË

umin

/¡Ê
T
08Ä ¼ Ê

uk

-�Ð�µ�´eÐ?µ¶Ä ¼ Ä%µ�®�¾h³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê�Ë=±T°
Rn0(T )

¹
B�µ¶¯vÐ�ÁD°

uk

µ�Ä{µ�®
X(n0+1) 08Á'µ¶¯vÐ�ÁD°�µ¶¯{µ¶Ä{µ�¯�Ä�°vµ¶¾TÐ¡¯{ÁD®�² ¹ M{±.-�ÁgÂTÁD°�0 X(n0+1) ²�±¤Á'Ä}®�±Z¯�´'±T®¡¯ ¼ µ¶® umin

0
¼ ®�²

umin ≤ uk
¹ 2*Ð�Á'°vÁ'Ë=±h°vÁ�0�-FÁ-È(³�Ä%¯{Ð ¼ ÂhÁ

umin = uk

0\Äv±
umin

µ¶Ä ¼ Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê�Ë=±T°
Rn0(T )

¹
S Á�Í�°%±)ÂhÁ�µ�® ¯vÐ�Á�Ä ¼ È�ÁC- ¼ Ê ¯�Ð ¼ ¯

umin

µ¶Ä ¼ Ã¶Äv± ¼ Ä%µ�®�¾h³�Ã ¼ °%µ¶¯�ÊÙË=±h°
Rn0(T )−1 ¹ 2*Ð�µ�Ä�µ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ

¯�Ð ¼ ¯ -�Á ¼ °vÁ�Í�°%ÁD´'µ�ÄvÁ'Ã¶Ê�µ¶®�¯vÐ�Á{´ ¼ Ä%Á�-�Ð�Á'®É¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ�µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h®�µ¶Ä�®�±h¯�²�Á'Ø�®�ÁD² ¹ M{ÁD®�´'Á�-FÁ
Ð ¼ ÂTÁ-Í�°%±�ÂTÁD®&¯�Ð ¼ ¯*µ¶Ë

T
Ð ¼ Ä ¼ ´D±h®�®�ÁD´g¯�µ¶±T®b0�¯vÐ�ÁD®&ÁDµ�¯�Ð�Á'°/¯�Ð�Á�Ä%Á18I³�Á'®�´DÁ

(Rn(T ))n

µ¶Ä/Ø\®�µ�¯�Á�0¤ÁDµ�¯�Ð�Á'°
¯�Ð�Á�Ã¶ÁD®�¾Z¯�Ð&Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�Á'°vÄ*²�±�®�±h¯ ¼ Ã¶Ãr¯�Á'®�²&¯�±�ÌDÁ'°v± ¹

2*Ð�µ¶Ä(Í�°v±�ÂhÁDÄ+¯�Ð�Á�Ø�°vÄ%¯�Í ¼ °%¯+±ZË{¯vÐ�Á�Í�°%±TÍ8±TÄvµ�¯�µ�±h® ¹ n}±.- Ã�Á'¯
T

/8Á ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T® ±T®
XÄ ¼ ¯�µ�ÄVË^ÊMµ�®�¾�¯�Ð�Á�V-Á ¼ ®�Á�X�Ä(Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�Ê ¹ Ñ�ÁD´ ¼ Ã�Ã�¯�Ð ¼ ¯

T
µ¶Ä�²�ÁgØ\®�ÁD² ±h® ¯�Ð�ÁÉÄvÁg¯

X × {0, 1}
¹�À Ág¯(³�Ä

´D±h®�Ävµ¶²�ÁD°�¯vÐ�Á(Ø\°%Ä%¯-°vÁg¯�³�°%®?È ¼ Í
T0

±T®
X × {0}

¹�º ÊÙ²�ÁgØ\®�µ�¯�µ�±h®Ù±hË
T0
03±T®�Á(Ð ¼ Ä�Ë=±T°}Á ¼ ´eÐ

(x, ε)Äv±hÈÉÁ�°vÁg¯�³�°%®�¯�µ¶ÈÉÁ
k = k(x, ε) > 0

Äv³�´eÐÙ¯�Ð ¼ ¯
T0(x, ε) = T k(x, ε)

¹{º ³¤¯
T
µ�Ä{Í�µ¶ÁD´DÁz-�µ�Ä%Á(Ã�µ¶®�Á ¼ °

¯�ÐI³�Ä�Ë=±T° ¼ ®¡Ê
(y, ε)

µ�® ¼ ÄvÈ ¼ Ã�Ã/®�ÁDµ�¾hÐ	/8±T°%Ð�±¤±M² ±hË
(x, ε)

0�¯�Ð�Á�°vÁg¯�³�°%® ¯vµ�È�Á
k(y, ε) = k(x, ε)

¹
= µ¶®�´DÁ�¯�Ð�Á{²�Á'°vµ¶Â ¼ ¯vµ¶ÂhÁ}±hË

T
µ�Ä

1
µ¶Ë

(x, ε)
¼ ®�²

T (x, ε)
/GÁ'Ã�±T®�¾�¯v±�¯�Ð�Á}Ä ¼ ÈÉÁ{´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'²�´D±TÈ�Í8±T®�ÁD®¡¯

¼ ®�²
−1

±h¯�Ð�Á'°l-�µ¶ÄvÁ�0:¯�Ð�ÁÉ²�ÁD°%µ¶Â ¼ ¯�µ�ÂTÁ�±hË
T0

µ�Ä�®�ÁD´'ÁDÄvÄ ¼ °%Ê
1
¹ M}Á'®�´DÁ

T0
µ�Ä ¼ ®Nv ��u �zt �Zq
� �&% x"!�q���� �

È ¼ Í ¹ { /¡Â¤µ¶±T³�Ä%Ã¶Ê
T0

Ð ¼ Ä*®�±�´D±h®�®�ÁgÖ¤µ¶±T®�Ä%µ�®�´'Á-µ¶¯*µ¶Ä ¼ ® ¼ ´D´'ÁDÃ�Á'° ¼ ¯vµ�±T®�±ZË
T
0�Ð�Á'®�´DÁ

T0

µ¶Ä*ÈÉµ¶®�µ�È ¼ Ã ¹
= µ¶ÈÉµ¶Ã ¼ °%Ã¶Ê?0�¯�Ð�Á�Ø\°vÄV¯�°vÁg¯�³�°%® È ¼ Í

T1

±ZË
T
±h®

X × {1}
µ�Ä ¼ Ã�Äv± ÈÉµ¶®�µ�È ¼ Ã ¹ = µ�®�´'Á

T
Ä ¼ ¯vµ�ÄVØ\ÁDÄ

× ±T®¡ÂTÁ'®¡¯�µ�±h® · ¹tÔ 0 ¼ ®IÊ�±T°l/�µ¶¯{±hË
T
µ�Ä{²�ÁD®�Ä%Á(±T®

X × {0}
¼ ®�²

X × {1}
¯�Ð�Á'°vÁgË=±T°vÁ

T
µ�Ä{ÈÉµ¶®�µ�È ¼ Ã ¹

2*Ð�Á-Í�°%±¤±hË:µ�Ä*´'±TÈ�Í�Ã�Ág¯�Á ¹
�
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� ��� � ��� ��� � ��� � � À Ág¯

T = (π, λ)
/8Á ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h® ¹ S Á�-�µ¶Ã�Ã\Ä ¼ Ê�¯vÐ ¼ ¯

λ
µ¶Ä~qsr
	;v�!%!zv�������Ë=±h°

π
@A±T°

T
Ð ¼ Ä ¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ/�Ã�Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°%ÄmD/µ¶ËN®�±T®�Á�±ZË:¯vÐ�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±c-�µ¶®�¾ ¼ Ä%ÄvÁ'°%¯�µ¶±T®�Ä�Ð�±TÃ¶²�Ä��

@ ¸ D
π
²�ÁD´'±TÈ�ÍG±TÄ%ÁDÄ ¼ Ä (

A| ∗∗∗
A| ∗∗∗

)
,
(

∗∗∗ |D
∗∗∗ |D

) ±T° (
A∪B| D∪B
A∪C| D∪C

)
-�µ¶¯vÐ

A, D ⊂ A01
¼ ®�²

B = A0, C = A1
¼ ®�²

A, D
®�±T®&ÁDÈ�Í�¯�Ê�µ�®�¯vÐ�Á�¯ -�±�Ø\°%Ä%¯{´ ¼ Ä%ÁDÄ ¹

@a·?D[2*Ð�Á'°vÁ�µ�Ä ¼ ²�Á'´D±TÈ�Í8±TÄvµ�¯�µ�±h®�±hË
π
¼ Ä (

A∪B| ∗∗∗ |B∪D
A∪C| α0 ∗∗∗ α0 |C∪D

) 0b-�µ¶¯vÐ�@A³�Í?¯�±&ÄI-�µ¶¯�´eÐ�µ�®�¾�¯�Ð�Á
¯�±hÍ ¼ ®�²?¯�Ð�Á7/8±h¯v¯v±TÈ�±hË

π
D

A, D ⊂ A01
¼ ®�²

∅ 6= B ⊂ A0, C ⊂ A1
¼ ®�²L¯�Ð�Á�Ã�Á'®�¾h¯vÐ

Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°vÄ
λ
Ä ¼ ¯�µ¶Ä%Ë^Ê�¯vÐ�Á�Ë=±TÃ�Ã¶±.-�µ�®�¾(µ¶®�Á18I³ ¼ Ã�µ¶¯�Ê

∑

α∈C

λα ≤
∑

α∈B

λα ≤ λα0 +
∑

α∈C

λα.

Õ ¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®
π
-�µ¶Ã�Ã�/8Á�´ ¼ Ã¶Ã�ÁD² r�& ��q
	;vyx9q
��� &iv�t�t �9r�p xzv������{µ�Ër¯vÐ�Á}´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�µ�®�¾�ÄvÁg¯

±hË ¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ/�Ã�Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°vÄ*µ¶Ä*®�±T®�Á'ÈÉÍ¤¯�Ê ¹
2*Ð�Á-ÄvÁg¯{±hË ¼ ²�ÈÉµ¶ÄvÄ%µ/�Ã¶Á�Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�Á'°vÄ*±hË ¼ ¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²&ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�µ�Ä ¼ Ã6- ¼ ÊMÄ�±TÍ8ÁD® ¹

9��'	fq�t � Å�¹¦Å )�2*Ð�Á'ÄvÁ�¯ -F±�´D±TÈ[/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ ÃT®�±h¯�µ¶±T®�ÄN±hË�°vÁ'²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê~-FÁD°%Á/µ�®¡¯v°v±M²�³�´DÁ'²3/¡Ê-¯�Ð�Á/Ä%ÁD´'±T®�²
¼ ³�¯vÐ�±T°�@AÄ%ÁDÁ|H ÀO¼ ®�a Å�K D ¹ { /�ÄvÁ'°%ÂhÁ�¯�Ð ¼ ¯�µ¶Ë

λ
µ¶Ä�®�±Z¯ ¼ ²�ÈÉµ¶ÄvÄvµ6/�Ã�Á+Ë=±T°

π
05¯vÐ�ÁD®

T = (π, λ)
Ð ¼ ÂhÁ ¼

´D±h®�®�ÁD´g¯�µ¶±T® ±ZË/Ã�Á'®�¾h¯vÐ
0
±T°

1
²�ÁDÍ8ÁD®�²�µ�®�¾�±T® ´ ¼ ÄvÁ'Ä,@ ¸ D�±T°C@s·?D�±hË Ï Á'Ø�®�µ¶¯vµ�±T® Å�¹�Æ 0 ¼ ®�² µ¶Ä�®�Á'ÂhÁD°

È�µ�®�µ¶È ¼ Ã ¹ O ±T°vÁ-Í�°%ÁD´'µ�ÄvÁ'Ã¶Ê�¯vÐ�ÁD°%Á-ÁgÖ¤µ�ÄV¯{¯ -F±�µ�®¡Â ¼ °vµ ¼ ®¡¯*ÄvÁg¯�Ä{±hË5Í8±TÄ%µ¶¯�µ�ÂTÁ�È�Á ¼ Ä%³�°vÁ ¹
{ ®�Á�´ ¼ ® ¼ Ã�Ä%± ®�±Z¯�Á�¯�Ð ¼ ¯�µ�Ë

π
µ�Ä�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á�¯vÐ�ÁD®

π
µ�Ä�²�ÊM® ¼ ÈÉµ¶´ ¼ Ã¶Ã¶Ê µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á]@=¯vÐ�Á�Ä%Á'¯É±hË

¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ6/�Ã�Á}Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°%ÄP/GÁ'µ�®�¾+¯�Ð�Á�Á'®¡¯�µ�°%Á�Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�Á'°vÄ�ÄvÍ ¼ ´DÁ.D ¹
2*Ð�Á&Ã�Á'®�¾h¯vÐ Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°%Ä(Ë=±T°

T
´ ¼ ®�®�±h¯7/8Á&Ã�µ�®�Á ¼ °%Ã¶Ê µ�®�²�ÁDÍ8ÁD®�²�Á'®¡¯�±�ÂTÁ'°

Q
Ävµ�®�´DÁ�¯�Ð�Á'Ê È(³�ÄV¯

Ä ¼ ¯�µ�ÄVË^Ê ¼ ®�±h®I¯v°vµ�Â¤µ ¼ Ãr°%ÁDÃ ¼ ¯�µ¶±T®C-�µ�¯�Ð&µ�®¡¯�Á'¾TÁD°�´D±MÁ�k�´Dµ¶ÁD®¡¯�Ä ¹ Õ Ã¶µ�®�Á ¼ °�µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®
T = (λ, π)

µ¶Ä/Ä ¼ µ�²
¯�±?Ð ¼ ÂhÁ|v�t�t9q�uwv $ ��q
�#"�q�t9q
	 �zu �zt !�µ�Ë

{λα}
¾hÁD®�Á'° ¼ ¯vÁDÄ ¼

Q
ÒlÂTÁ'´'¯v±T°+ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hË�²�µ¶ÈÉÁ'®�Ävµ¶±T®

#A − 1
¹

Õ Ã¶ÈÉ±hÄ%¯ ¼ Ã�Ã8Ã�µ�®�Á ¼ °Fµ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�ÄFÐ ¼ ÂTÁ-µ�°%° ¼ ¯vµ�±T® ¼ Ã\Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°%Ä10 ¼ ®�²�¯�Ð�µ¶Ä/Í�°%±TÍGÁ'°%¯�Ê�µ�Ä/Í�°%ÁDÄ%ÁD°%ÂhÁD²g/IÊ
¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ�µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h® ¹
� t $ $2- $2-,= ! �%$Zt �'	

B
)"lË

π
µ¶Ä�²�ÊM® ¼ ÈÉµ¶´ ¼ Ã-°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á�0�¯�Ð�Á ®�±T® È�µ�®�µ�È ¼ Ã�µ�¯�Ê ´'±TÈÉÁ'Ä�Ë=°%±TÈ Ñ{ÁmÒ

È ¼ °v½ Å�¹¦Å�¹ × ±h®IÂhÁD°%ÄvÁDÃ�Ê Ã�Ág¯+³�Ä ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯�Ð ¼ ¯
π
µ�Ä ¼ ²�ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ Ã�µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�ÁÉÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T® ¼ ®�²

Ã�Ág¯
T = (π, λ)

/8Á ¼ Ã¶µ�®�Á ¼ °/µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®C-�µ¶¯�Ð�µ�°%° ¼ ¯vµ�±T® ¼ ÃGÍ ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°%Ä ¼ ®�²
λ
¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ/�Ã�Á�Ë=±T°

π
¹

S Á(Ä%¯vµ�Ã�ÃO²�Á'®�±h¯vÁ;/IÊ
λ(n) ¯�Ð�Á�Ã�ÁD®�¾h¯�ÐÙÍ ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°%Ä�±hË R(n) ¼ ®�²|/¡Ê

π(n) 0 σ(n) 0 (l(n), m(n))
¯�Ð�Á

´D±hÈ3/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ Ã8² ¼ ¯ ¼�¹
2*Ð�ÁÉÍ�°v±M±hË/Ð ¼ Ä�¯ -F±ÙÄ%¯vÁDÍ�Ä��+Ø\°vÄV¯[-FÁ�ÄvÐ�±c- ³�Ä%µ�®�¾ :�°v±TÍ8±TÄvµ�¯�µ¶±T® Å�¹ ·�¯�Ð ¼ ¯�µ�Ë

T
²�±MÁDÄ�®�±h¯(Ð ¼ ÂhÁ

¯�Ð�Á|V�Á ¼ ®�Á�X�Ä�Í�°v±TÍ8ÁD°V¯�Ê?0�¯�Ð�Á'® ¯�Ð�Á'°vÁÙÁmÖ¤µ�Ä%¯vÄ
n0

Ä%³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯
Rn0(T )

²�±¤Á'Ä�®�±h¯�Ð ¼ ÂTÁ ¼ ²�ÈÉµ¶ÄvÄvµ6/�Ã�Á
Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°`@A´ ¼ ÄvÁC@ ¸ D�±hË Ï Á'Ø\®�µ�¯�µ¶±T® Å�¹�Æ D ¹ 2*Ð�Á'®g-FÁ-ÄvÐ�±.- ¯vÐ ¼ ¯�µ�®�¯vÐ�µ�Ä*´ ¼ ÄvÁ

λ
µ¶Ä*®�±h¯ ¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ6/�Ã�Á

Ë=±T°
π
¹ 2*Ð�µ�ÄF-�µ�Ã¶Ãrµ�È�Í�Ã�ÊÉ¯vÐ�Á�¯�Ð�Á'±T°vÁ'È ¹

� v�t !zu#!zu � " �}S Á ¼ Ä%Äv³�È�Á{¯vÐ ¼ ¯�¯�Ð�Á}Ä%Á18I³�ÁD®�´DÁ�µ¶Ä�Ø�®�µ¶¯vÁ ¹ 2*Ð�ÁD®�¯vÐ�ÁD°%Á}ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÄ
Rn0(T )

¯vÐ ¼ ¯ ¼ ²�È�µ¶¯vÄ
®�±�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ?µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ¹P= µ�®�´DÁ

λ(n0) µ�Ä�µ¶°v° ¼ ¯�µ�±h® ¼ Ãr¯vÐ�ÁD®ÙÁ'µ¶¯vÐ�ÁD° σ(n0)(l(n0)) = l(n0) + m(n0) 0
±T°

l(n0) /GÁ'Ã�±T®�¾hÄ�¯v±�¯vÐ�Á{±T®�Ã¶Ê�Í ¼ µ�° {i, σ(n0)(i)}
±h®É¯�Ð�Á{¯v±TÍ�±hËG¯�Ð�Á{Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T® ¼ ®�²

l(n0) +m(n0)

/8ÁDÃ�±h®�¾TÄ+¯�±L¯�Ð�Á�±T®�Ã�Ê Í ¼ µ¶°
{j, σ(n0)(j)}

±T® ¯�Ð�Á /8±h¯v¯v±TÈ ±hË}¯�Ð�Á�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T® ¹ �® Á ¼ ´eÐ ´ ¼ ÄvÁ�0
Rn0(T )

²�±MÁDÄ�®�±Z¯�Ð ¼ ÂTÁ ¼ ²�È�µ�ÄvÄ%µ/�Ã¶Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°`@A´ ¼ ÄvÁC@ ¸ D9D ¹



� � �������	��
������������������������������������� ��!
n}±.- -�Á ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ-¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á-Ã�Á'®�¾h¯vÐ�Ä�Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°%Ä}²�±É®�±Z¯ ¼ Ã�Ãr¯vÁD®�²�¯�±�ÌDÁD°%± ¹ Õ Ä}µ¶®�¯�Ð�Á�Í�°v±M±hË:±hË

:�°v±TÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T® Å�¹ · 0�Ë=±T°
n
Ã ¼ °v¾TÁ�ÁD®�±T³�¾TÐb0�¯�Ð�Á�¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²&ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®

π(n) ²�ÁD´D±hÈÉÍ8±TÄvÁ'Ä ¼ Ä��
(

a1 . . . ai0 ∗ ∗ ∗
b1 . . . bj0 ∗ ∗ ∗

)
,

-�µ¶¯vÐ
{a1, . . . , bj0} = A′′ t A′′ 08Ë=±h°}Ä%±TÈÉÁ ∅ 6= A′′ ⊂ A

¼ ®�²�Äv±TÈ�Á
1 ≤ i0 < l(n) ¼ ®�² 1 ≤ j0 <

m(n) ¹ Ñ�ÁD´ ¼ Ã�ÃG¯�Ð ¼ ¯
i0∑

i=1

λπ(n)(i) =

j0∑

j=1

λπ(n)(j).

2*Ð�Á-È ¼ Í
Rn(T )

Ð ¼ Ä�µ�°%° ¼ ¯vµ�±T® ¼ ÃGÍ ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°vÄ�0�¯�Ð�ÁD°vÁgË=±T°vÁ
π(n) È(³�Ä%¯�²�Á'´D±TÈ�ÍG±hÄvÁ ¼ Ä��

(
A ∗ ∗ ∗
A ∗ ∗ ∗

)
,
±T°

(
∗ ∗ ∗ D
∗ ∗ ∗ D

)
,

Äv±
Rn(T )

²�±MÁDÄ�®�±Z¯}Ð ¼ ÂhÁ ¼ ²�È�µ�ÄvÄ%µ/�Ã¶Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°`@A´ ¼ ÄvÁC@ ¸ D9D ¹
� �mx%$ ��r !zu � " ��l¯:µ�Ä:ÁD®�±h³�¾TÐ�¯v±�Í�°%±)ÂhÁ�¯�Ð ¼ ¯5µ�Ë

T ′ = R(T )
²�±MÁDÄ5®�±h¯:Ð ¼ ÂTÁ ¼ ²�ÈÉµ¶ÄvÄvµ6/�Ã�Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°�0

¯�Ð�ÁD®+Äv±�µ¶Ä
T
¹ S Á/´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�È�Á -�µ¶¯vÐ�±T³�¯5Ã�±TÄ%Ä"±hË�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ�¯�Ê�¯vÐ ¼ ¯:¯�Ð�Á/´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ ÃIÑ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ

¯�° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®�µ�Ä
R0

¹ S Á(²�Á'®�±h¯vÁ[/¡Ê
π, σ, λ

¯�Ð�Á�² ¼ ¯ ¼ ±hË
T
¼ ®�² /¡Ê

π′, σ′, λ′ ¯�Ð�Á�² ¼ ¯ ¼ ±hË T ′ ¹
lË

π′ ²�ÁD´'±TÈÉÍ8±TÄ%ÁDÄ ¼ Ä�� (
∗ ∗ ∗ D
∗ ∗ ∗ D

)
,

Ã�Ág¯(³�Ä�´D±T®�Ä%µ�²�Á'°
l′
¯vÐ�Á�Ã ¼ Ä%¯�ÁDÃ�Á'ÈÉÁ'®¡¯(±hË*¯vÐ�Á�¯�±hÍ Ã�µ¶®�Á ¹ l¯�Ä�¯ -�µ¶®

σ′(l′)
µ¶Ä�±T® ¯�Ð�Á�/8±h¯%¯�±TÈ+Ò�°%µ�¾TÐ¡¯

´D±h°v®�Á'°10�/�³¤¯*µ�Ä/®�±h¯
l′ + m′ ¹ S Á�²�ÁD®�±h¯vÁ>/¡Ê

β = π′(σ′(l′) + 1)
¹ 2*Ð�ÁD®&µ¶¯�µ�Ä/´'Ã�Á ¼ °F¯�Ð ¼ ¯}-FÁ�±?/�¯ ¼ µ�®

π
/¡Ê�°vÁ'ÈÉ±�ÂMµ�®�¾

β
Ë=°%±TÈ ¯vÐ ¼ ¯*Í�Ã ¼ ´'Á ¼ ®�²&Í�³�¯%¯�µ¶®�¾+µ¶¯ ¼ ¯/¯�Ð�Á�°vµ�¾hÐI¯VÒ�Á'®�²�±hËO¯�Ð�Á>/8±h¯%¯�±TÈ Ã�µ¶®�Á ¹ 2*Ð�ÁD®

T
²�±¤Á'Ä{®�±h¯{Ð ¼ ÂTÁ ¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ/�Ã�Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°`@A´ ¼ ÄvÁC@ ¸ D9D ¹
n}±.- -�Á ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯�Ð ¼ ¯

π′ ²�ÁD´D±hÈÉÍ8±TÄvÁ'Ä ¼ Ä��
(

A ∗ ∗ ∗
A ∗ ∗ ∗

)
.

lË
σ′(l′)

µ�Ä*±T®�¯�Ð�Á`/8±h¯%¯�±TÈ Ã�µ¶®�Á�0�¯vÐ�Á�Ävµ�¯�³ ¼ ¯�µ�±h®�µ�Ä ¼ ® ¼ Ã�±T¾T±h³�ÄF¯v±�¯vÐ�Á-Í�°vÁgÂMµ�±T³�Ä�´ ¼ ÄvÁ ¹ lË:®�±h¯10�¯�Ð�ÁD®
-FÁ�²�ÁD®�±Z¯�Á~/¡Ê

β = π′(σ′(l′)− 1)
¼ ®�²

α = π′(l′)
0 ¼ ®�²�-FÁ�¾TÁg¯

π
/¡Ê�°%ÁDÈ�±)ÂMµ¶®�¾

β
Ë=°v±TÈ

σ′(l′)− 1¼ ®�²�Í�³�¯%¯�µ¶®�¾�µ¶¯�±T®�¯�Ð�Á�°%µ�¾TÐ¡¯VÒ�ÁD®�²�±hËN¯�Ð�Á`/8±h¯%¯�±TÈ Ã�µ�®�Á ¹ lË5¯vÐ�µ�Ä*Í�Ã ¼ ´'Á�µ¶Ä*µ�®�¯�Ð�Á-¯v±TÍ¤Òl°vµ�¾hÐI¯/´D±T°%®�ÁD°�0
¯�Ð�ÁD®L´DÃ¶Á ¼ °%Ã¶Ê?0

T
²�±MÁDÄ�®�±Z¯-Ð ¼ ÂTÁ ¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ/�Ã�Á�Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°7@=´ ¼ Ä%Á @ ¸ DlD ¹ M}±.-�ÁgÂTÁ'°10Nµ¶¯�È�µ�¾TÐ¡¯>/8Á(¯�Ð�Á

Ã ¼ Ä%¯(Á'Ã�Á'ÈÉÁ'®I¯(±hË�¯�Ð�Á�¯v±TÍ¤ÒlÃ�Á'Ë^¯�´D±T°%®�ÁD° ¹ �® ¯�Ð ¼ ¯(´ ¼ Ä%Á�0�ÄvÁg¯v¯�µ¶®�¾
A = A′ ∪ {β}

05¯�Ð�Á�¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²
Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®

π
²�Á'´D±TÈ�Í8±TÄvÁ'Ä ¼ Ä��

(
A′ α ∗ ∗ ∗ α

A′ ∪ {β} ∗ ∗ ∗ β

)
,

-�µ¶¯vÐ
λβ = λ′

β > 0
¼ ®�²

λα = λ′
α + λ′

β > λβ
03Ð�ÁD®�´'Á

T
²�±MÁDÄ�®�±Z¯�Ð ¼ ÂTÁ ¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ6/�Ã�Á�Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°

@A´ ¼ ÄvÁC@a·?D9D ¹
n}±.- -�Á ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯�Ð ¼ ¯

π′ ²�ÁD´D±hÈÉÍ8±TÄvÁ'Ä ¼ Ä
(

A ∪ B B ∪ D
A ∪ C C ∪ D

)
.
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2*Ð�Á'®C-FÁ}±?/¤¯ ¼ µ¶®
π
Ë=°%±TÈ

π′ /¡Ê�°vÁ'ÈÉ±�ÂMµ�®�¾ ¼ ®�ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯�±T®�¯�Ð�Á�¯�±hÍ¤Ò�Ã¶Á'Ë^¯�´'±T°v®�Á'°�±T°�±T®�¯vÐ�ÁP/G±Z¯v¯�±hÈ�Ò
°vµ¶¾TÐ¡¯�´'±T°v®�ÁD°10 ¼ ®�² Í�³¤¯v¯�µ¶®�¾�µ�¯ ¼ ¯�¯�Ð�Á�°vµ¶¾TÐ¡¯%ÒlÁD®�² ±ZË/¯�Ð�ÁC/G±Z¯v¯�±hÈ Ã¶µ�®�Á ¹ 2*Ð�ÁD®

T
²�±MÁDÄ�®�±h¯(Ð ¼ ÂhÁ

¼ ²�È�µ�Ä%Ävµ6/�Ã�Á}Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°`@=´ ¼ Ä%Á�@ ¸ DID ¹ 2*Ð�Á-±h¯�Ð�ÁD°�´ ¼ Ä%ÁDÄ ¼ °vÁ�Ä%µ�È�µ�Ã ¼ ° ¹
�

Î¤¹�� ��© � �>*�(3¬�¨ �Lª��N« #O«8©N¨&# � � 
 *��I« %�� � '�� ���	�+«�« (
� *^©)%�')(<ª$*^¨"©
Õ Ä -FÁ}Ð ¼ ÂhÁ}Ä%ÁDÁ'®�Í�°%Á'ÂMµ�±T³�ÄvÃ¶Ê�0T¯�Ð�Á'°vÁ ¼ °vÁ/¯ -F±�®�±h¯�µ¶±T®�Ä�±hËGµ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê-Ë=±T° ¼ Ã�µ�®�Á ¼ °"µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T® ¹

•
� Ç Á'±TÈÉÁg¯�°%µ�´ ¼ Ã�µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�µ�Ã¶µ¶¯�Ê�� ¼ ÄFÄV¯ ¼ ¯vÁD²Éµ�®�ÄvÁD´g¯�µ¶±T® Æ 0¡¯vÐ ¼ ¯ -�Á Y%³�Ä%¯F´ ¼ Ã�Ã�Á'²Éµ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�µ¶Ã�µ�¯�Ê ¹

•
Ï ÊM® ¼ ÈÉµ¶´ ¼ ÃGµ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�µ�Ã�µ�¯�Ê ¼ Ä�Ä%¯ ¼ ¯�ÁD²�µ�®&Ä%ÁD´'¯vµ�±T® Å�¹

�®�¯�Ð�µ¶Ä�Ä%ÁD´g¯�µ�±h®b0s-�Á�Ø\°vÄV¯�Í�°v±�ÂTÁ�¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á{ÄvÁg¯F±ZË<µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�Ã�µ�®�Á ¼ °�µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h®�Ä�µ�® ¼ ® ¼ ¯v¯v° ¼ ´g¯�±T°
Ë=±T°/¯vÐ�Á�°vÁ'®�±T°vÈ ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²&Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T® ¹ 2*Ð�ÁD®W-�Á�ÄvÐ�±.- ¯�Ð ¼ ¯i@ ¼ ® ¼ Ã¶±T¾T±T³�ÄvÃ¶Ê�¯v±�¯vÐ�Á-´ ¼ Ä%Á
±hËGµ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã\ÁmÖ�´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�° ¼ ®�Ä%Ë=±h°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®�ÄmDO¯�Ð�Á�°vÁ'®�±T°%È ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐÉµ�®�²�³�´'¯vµ�±T®+µ¶Ä�°%ÁD´'³�°v°%ÁD®¡¯
Ë=±T° ¼ Ã¶ÈÉ±hÄ%¯ ¼ Ã¶Ãrµ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á�Ã�µ¶®�Á ¼ °�µ�®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®�Ä ¹
Î¤¹�¸T¹ � � ��� � � � � � ��� � ��� � � � �3�
� t $ $2- $2->u.! �36 t !zu#"�q�t�u�$2-,= ! �%$Zt �'	

C
)�S Á�´ ¼ ® Ø\®�² ¼ ®�±T®¤ÒlÌDÁ'°v± Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®

(τα)α∈A@AÄ%ÁDÁ Ï Á'Ø�®�µ¶¯vµ�±T® Æ�¹|Ô D"±h¯�Ð�Á'°l-�µ¶ÄvÁ{µ¶¯�µ�Ä�Á ¼ Ä%Ê+¯v±�Ä%Ð�±.- ¯�Ð ¼ ¯
T
²�±¤Á'Ä�®�±h¯�Ð ¼ ÂhÁ ¼ ²�ÈÉµ¶ÄvÄ%µ/�Ã¶Á*Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°

@A´ ¼ ÄvÁ @ ¸ DlD ¹ j\±T° ¼ Ã�Ã
α
0 -FÁ�²�Á'®�±h¯vÁ�/¡Ê

ζα
¯vÐ�Á�´'±TÈÉÍ�Ã�ÁgÖ?®M³�È3/GÁ'°

ζα = λα + iτα
¹ 2*Ð�ÁD®b0 ¼ Ä�µ¶®

ÄvÁ'´'¯vµ�±T® Å�¹ ·	0$-FÁ�´'±T®�Ä%µ�²�Á'° ¼ /�°v±h½hÁD® Ã�µ¶®�Á
L0

-�Ð�µ�´eÐ Ä%¯ ¼ °%¯vÄ ¼ ¯
0
0 ¼ ®�²]-�Ð�±hÄvÁ�Á'²�¾TÁ�®I³�È3/8ÁD°

i
µ¶Ä

°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁ'®I¯vÁD²A/¡ÊÙ¯vÐ�Á�´D±TÈ�Í�Ã¶ÁgÖ?®I³�È[/GÁ'°
ζπ(i)

0<Ë=±T°
1 ≤ i ≤ l

¹ 2*Ð�ÁD®]-�Á�´D±T®�Ävµ�²�ÁD° ¼ /�°v±T½ZÁD® Ã�µ¶®�Á

L1

0�-�Ð�µ¶´eÐ�Ä%¯ ¼ °%¯vÄ�±T®�¯�Ð�Á-Ä ¼ ÈÉÁ-Í8±Tµ�®¡¯ ¼ Ä
L0

0 ¼ ®�²,-�Ð�±hÄvÁ�ÁD²�¾TÁ-®I³�È3/8ÁD°
j
µ¶Ä*°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁD®¡¯vÁD² /¡Ê�¯�Ð�Á

´D±hÈÉÍ�Ã¶ÁgÖ�®M³�È3/GÁ'°
ζπ(l+j)

Ë=±h°
1 ≤ j ≤ m

¹

11

1 12

2

2

2
3

3

3

34

4

4

4

5

5

5

56

6

6

6
7

7

7

7

XX

X(n)


 * 
 ')#O« � �  2*Ð�Á&¯�° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯�µ¶±T®
T
µ�Ä+¯vÐ�Á�Ø�°vÄ%¯É°vÁg¯�³�°%® È ¼ Í ±hË�¯vÐ�Á&ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ã

Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®É±T® ¼ ³�®�µ�±T®�±ZË"Ä ¼ ²�²�Ã�Á�´'±T®�®�Á'´'¯vµ�±T®�Ä ¹

� " �mxzvwq
� x9q ! � �3S Á ¼ Ä%Äv³�È�Á(¯�Ð ¼ ¯
L0

¼ ®�²
L1

±T®�Ã¶Ê�µ�®¡¯�Á'°vÄvÁ'´'¯-±T®Ù¯vÐ�ÁDµ¶°�ÁD®�²�ÍG±hµ�®¡¯�Ä ¹ 2*Ð�Á'®L¯vÐ�Á'Ê
²�ÁgØ\®�Á ¼ + ¼ ¯+Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ

S
0 ¼ ®�²

T
¼ Í�ÍGÁ ¼ °vÄ ¼ Ä ¼ Ø\°vÄV¯�°vÁg¯�³�°%® È ¼ Í ±hË�¯vÐ�Á�ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ Ã�Ë=±TÃ�µ ¼ ¯�µ¶±T® ±T®

¼ ÄvÁD¾hÈÉÁ'®I¯
X

-�Ð�µ�´eÐ µ�Ä ¼ ³�®�µ�±T®L±hË�Ð�±T°vµ¶ÌD±T®¡¯ ¼ Ã�Ä ¼ ²�²�Ã�Á�´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h®�Ä�@=ÄvÁ'Á�j5µ¶¾T³�°%Á ¸ ·?D ¹ Õ Ë^¯vÁD°
nÄ%¯vÁDÍ�Ä�±hË\¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h®b0h¯�Ð�Á/°vÁ'Äv³�Ã�¯�µ�®�¾�Ã�µ�®�Á ¼ °Nµ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®

Rn(T )
µ�ÄN¯�Ð�Á/Ø\°%Ä%¯�°%Á'¯�³�°v®

È ¼ Í ±hË*¯vÐ�ÁÉÂhÁD°V¯�µ�´ ¼ Ã +\±.- ±ZË
S
±T® ¼ Ä%Ð�±T°%¯vÁD°�ÄvÁD¾hÈÉÁ'®I¯

X(n) 0 -�Ð�µ�´eÐ µ¶Ä ¼ ²cY ¼ ´DÁ'®I¯�¯�±�¯vÐ�Á�Ä ¼ È�Á
Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê ¼ Ä

X
¹ = µ�®�´DÁ

T
Ð ¼ Ä�®�±(´'±T®�®�Á'´'¯vµ�±T®b0M¯�Ð�Á'®�¯�Ð�Á}Ã�Á'®�¾h¯�Ð�±hË

X(n) ¯�Á'®�²�Ä�¯v±(ÌDÁ'°v±3-�Ð�Á'®
n¯�Á'®�²�Ä�¯v±�µ�®�Ø�®�µ¶¯�Ê /¡Ê�¯vÐ�Á�Ø\°%Ä%¯�Í ¼ °%¯�±ZË :�°%±TÍ8±TÄvµ�¯�µ�±h® Å�¹ · ¹ M{ÁD®�´'Á(Ë=±T°

n
Ã ¼ °v¾hÁ�Á'®�±T³�¾TÐ�0

Rn(T )
µ¶Ä

¯�Ð�Á�Ø\°%Ä%¯�°%Á'¯v³�°v®ÙÈ ¼ Í�±hË"¯vÐ�Á�ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã)+�±c- ±ZË
S
±T® ¼ ÄvÁ'¾TÈÉÁ'®¡¯U0 ¼ ²ZY ¼ ´DÁ'®¡¯�¯�± ¼ Ä%µ�®�¾T³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê?0 ¼ ®�²

-�µ¶¯vÐÉ®�±�Ä%µ�®�¾T³�Ã ¼ °%µ¶¯�µ¶ÁDÄ:µ�®�µ¶¯�Ä�µ¶®¡¯�ÁD°%µ�±T° ¹ S µ�¯�Ð�±T³�°�´D±T®�Ä%¯�°%³�´'¯vµ�±T®�±hË
S
0¡µ�¯�µ�Ä�´DÃ¶Á ¼ °�¯vÐ ¼ ¯ ¼ ®¡Ê+ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã

Ä ¼ ²�²�Ã�ÁÉ´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h® -F±T³�Ã�² µ�®¡¯�Á'°vÄvÁ'´'¯
X

¼ ®�² -�±T³�Ã�² ¾Tµ�ÂTÁ ¼ ´'±T®�®�ÁmÖ�µ¶±T® ±T®
S
¹g= µ¶®�´DÁ

T
Ð ¼ Ä�®�±

´D±h®�®�ÁD´g¯�µ¶±T®b0<¯�Ð�Á(Äv³�°VË ¼ ´DÁ
S
Ð ¼ Ä�®�±&ÂhÁD°V¯�µ�´ ¼ Ã5Ä ¼ ²�²�Ã¶Á+´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h®�@A®�±h¯vÁ(¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�µ¶Ä�µ�Ä�®�±h¯�¯v°v³�Á+µ¶®
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¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�Ë=±h° ¼ Ø�°vÄ%¯�°vÁg¯�³�°%® È ¼ Í ±T® ¼ ¯�° ¼ ®�Ä%ÂhÁD°%ÄvÁ�Ä%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯�D ¹ Õ ´'´D±T°%²�µ�®�¾�¯�±|:�°%±TÍG±hÄvµ¶¯vµ�±T® · ¹�¸�Æ 0
(π(n), λ(n))

¼ ²�È�µ¶¯vÄ ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® ¼ ®�²(Ð�Á'®�´DÁF2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ Æ¤¹ ·}µ¶ÈÉÍ�Ã�µ�Á'Ä3¯�Ð ¼ ¯
π(n) µ¶Ä5µ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹ 2*Ð�Á

¯�Ð�ÁD±T°%ÁDÈ µ¶Ä*Í�°v±�ÂTÁ'®�Ë=±T°/¯vÐ ¼ ¯{´ ¼ ÄvÁ ¹
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7
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a
a
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Xε

Sε


 * 
 ')#O« � �  × ±T®�ÄV¯�°v³�´'¯�µ¶®�¾
T
¼ Ä ¼ Ø\°vÄV¯*°vÁg¯�³�°%®�È ¼ Í�±T® ¼ °vÁ'¾T³�Ã ¼ °FÄ%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯*±ZË ¼

Ä%³�°%Ë ¼ ´'Á
Sε
¹

� ���	�ztlq
�$x9q ! � �}2*Ð�Á}¯ -�±;/�°%±T½hÁ'®�Ã�µ¶®�ÁDÄ
L0

¼ ®�²
L1

È�µ�¾hÐI¯FÐ ¼ ÂTÁ�±h¯�Ð�Á'°�µ¶®I¯vÁD°%ÄvÁD´g¯�µ¶±T®�Í8±Tµ�®¡¯vÄ ¹ S Á
Ø\°%Ä%¯�ÄvÐ�±c- ¯�Ð�µ¶Ä"Ä%¯vµ�Ã¶Ã¤²�ÁgØ\®�Á'Ä ¼ + ¼ ¯�Äv³�°VË ¼ ´DÁ ¹ S Á*´D±T®�Ä%µ�²�Á'°"¯�Ð�Á*Ã¶µ�®�Á

Lε
0

¯vÐ ¼ ¯�ÄV¯ ¼ °V¯�Ä ¼ ¯�¯vÐ�Á*´D±TÈ�Í�Ã¶ÁgÖ
®I³�È3/8ÁD°

2iε
¹ 2*Ð�Á'®g-FÁFY%±Tµ¶®�¯�Ð�Á-Ø\°vÄV¯�Í8±Tµ¶®I¯vÄ*±hË

Lε
0

¼ ®�²
L1

/¡Ê ¼ ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã3Ä%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯10 ¼ ®�²�²�±É¯�Ð�Á
Ä ¼ ÈÉÁ�Ë=±T°N¯vÐ�ÁDµ¶°5Á'®�²�Ä"Í8±Tµ�®¡¯vÄF@AÄ%ÁDÁFj:µ�¾T³�°%Á ¸�Æ D ¹ 2*Ð�µ�Ä5²�Á'Ø\®�ÁDÄ ¼ Í8±TÃ�Ê¤¾h±T® ¼ ®�²�¯�Ð�Á�®�±T®�ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã¤Ä%µ�²�Á'Ä
´D±hÈÉÁF/¡Ê+Í ¼ µ�°vÄ�0¡Äv±E-�Á{´ ¼ ®�¾hÃ�³�Á/¯vÐ�ÁDÈ ¼ Ä�Í�°vÁ'ÂMµ¶±T³�ÄvÃ�Ê ¹ 2*Ð�ÁD°%Á ¼ °%Á/¯ -�±�ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã�ÄvÁD¾hÈÉÁ'®I¯vÄFÃ¶Á'Ë^¯ ¹ S Á
²�Á'´D±TÈ�ÍG±hÄvÁ+Á ¼ ´eÐ ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã"ÄvÁ'¾TÈ�ÁD®¡¯-µ�®¡¯�± ¼ Í ¼ µ�°�±ZËFÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã"ÄvÁ'¾TÈ�ÁD®¡¯�Ä-±hË�¯�Ð�Á+Ä ¼ È�Á+Ã�Á'®�¾h¯�Ð ¼ ®�²
¾TÃ¶³�Á�¯�Ð�ÁDÈ ¯v±T¾TÁ'¯vÐ�ÁD°�@=ÄvÁ'Á�¯vÐ�Á/Ø\¾T³�°vÁ.D ¹ 2*Ð�µ¶Ä�´D°vÁ ¼ ¯�Á'Ä ¼ ÍG±TÃ¶Á�Ë=±T°"Á ¼ ´eÐ�µ�®�µ�¯�µ ¼ ÃMÄ%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯ ¹ S Á*²�ÁD®�±h¯vÁ
/¡Ê

Sε
¯�Ð�Á�°%ÁDÄ%³�Ã¶¯vµ�®�¾[+ ¼ ¯*Äv³�°%Ë ¼ ´'Á ¹ 2*Ð�Á�Ø\°%Ä%¯*°%Á'¯�³�°v®&È ¼ Í�±hËO¯�Ð�Á}ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ã�+�±c- ±T®�¯vÐ�Á�Ð�±T°%µ�Ì'±T®¡¯ ¼ Ã

ÄvÁ'¾TÈ�ÁD®¡¯
Xε

Y%±Tµ¶®�µ�®�¾�¯�Ð�Á�¯ -F±�ÍG±hÃ�ÁDÄFµ�Ä
T
¹ 2*Ð�Á�Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ

Sε

Ð ¼ Ä/¯ -�±+ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ ÃrÄ ¼ ²�²�Ã¶Á�´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h®�Ä
±hË5Ã�ÁD®�¾h¯�Ð

ε
Ä%¯ ¼ °%¯vµ�®�¾�Ë=°v±TÈ ¯�Ð�Á�ÍG±TÃ¶ÁDÄ�0�/�³�¯{¯�Ð�Á'°vÁ�µ¶Ä�®�±�±h¯vÐ�ÁD°�ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ ÃNÄ ¼ ²�²�Ã¶Á�´'±T®�®�Á'´'¯vµ�±T®�±T®

SεÄvµ¶®�´DÁ
T
Ð ¼ Ä*®�±+´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h®�Ä ¹ S Ð�Á'®

ε
¯vÁD®�²�Ä�¯v±(ÌDÁ'°v±�0¤¯�Ð�Á�¯ -F±+ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ ÃGÄ ¼ ²�²�Ã�Á�´'±T®�®�Á'´'¯�µ¶±T®�Ä ¼ °%Á

¯�Ð�Á}±T®�Ã¶Ê+±T®�ÁDÄ�¯�Ð ¼ ¯�Ä%Ð�°vµ¶®�½(¯�±�ÌDÁ'°v± ¹ M{ÁD®�´'Á}¯vÐ�ÁD°%Á}µ¶Ä�®�±�Ã¶±¤±TÍ+¯vÐ ¼ ¯�ÄvÐ�°%µ�®�½(¯v±�Ì'ÁD°%± ¹ j\³�°%¯vÐ�ÁD°%ÈÉ±T°%Á�0
¯�Ð�Á�µ¶®�µ¶¯vµ ¼ Ã8Í�ÄvÁ'³�²�±ZÒlÄv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®Ùµ¶Ä{®�±T®�ÌDÁ'°v±�0\Ä%±É¯vÐ�Á ¼ °vÁ ¼ ±hË

Sε

µ�ÄP/8±T³�®�²�Á'²�Ë=°%±TÈ /8ÁDÃ¶±c- ¹ M}Á'®�´DÁ�0
¯�Ð�Á{Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ

Sε

²�±¤Á'Ä�®�±h¯�²�ÁD¾hÁD®�Á'° ¼ ¯vÁ�-�Ð�Á'®
ε
¯vÁD®�²�Ä�¯v±�Ì'ÁD°v± ¼ ®�²�Äv±-¯�Ð�ÁD°vÁ{ÁgÖ¤µ¶Ä%¯�Ä ¼ ÄvÁ�8M³�ÁD®�´'Á

(εk)¯�Ð ¼ ¯*¯�Á'®�²�Ä�¯�±�ÌDÁ'°v±�Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯
(Sεk

)
¯�ÁD®�²�Ä*¯�± ¼ Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ

S
¹

2*Ð�Á�ÄvÁD¾hÈÉÁ'®I¯
X ⊂ S

´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�µ�®�¾�¯�±�¯�Ð�Á�Ã�µ�È�µ¶¯/±hË
Xεk

0 ¼ Ä
k
¯�ÁD®�²�Ä�¯�±Éµ�®�Ø�®�µ¶¯�Ê�08È�µ�¾hÐI¯�/8Á

ÂTÁ'°%Ê&´'±TÈÉÍ�Ã�µ�´ ¼ ¯�Á'² ¼ ®�²�¯�Ð�Á-Ø�°vÄ%¯{°%Á'¯�³�°v®�È ¼ Í&±T®
X

µ�Ä*®�±Z¯F-�Á'Ã�Ã3²�ÁgØ\®�ÁD² ¹
2*Ð�Á/¯v° ¼ ®�ÄVË=±T°vÈ ¼ ¯vµ�±T®

Rn(T )
µ�Ä"¯vÐ�Á/Ø\°vÄV¯�°vÁg¯�³�°%®�È ¼ Í+±hË8¯�Ð�Á/ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ã�+�±c- ±hË

Sεk

±h® ¼ Ä%Ð�±T°V¯�ÁDÄV¯
Ð�±T°%µ�Ì'±T®¡¯ ¼ Ã¡Ä%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯

X
(n)
ε

0 ¼ ²ZY ¼ ´DÁD®¡¯N¯�±{±T®�Á�±hË�¯vÐ�Á�ÍG±TÃ¶ÁDÄ ¹ lË
n
µ¶ÄNÃ ¼ °v¾hÁ�Á'®�±T³�¾hÐb0B¯vÐ�ÁD®�¯�Ð�Á�ÄvÁ'¾TÈ�ÁD®¡¯

X(n) ⊂ S
´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�¯�±�¯�Ð�Á+Ã�µ�È�µ¶¯}±hË

X
(n)
εk

Ð ¼ Ä�®�±&Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê�±T®Lµ¶¯vÄ�µ�®¡¯vÁD°vµ¶±T° ¹[= µ¶®�´DÁ+¯�Ð�Á
Äv³�°v¾TÁ'°%Ê&´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾+¯�±�´D±h®I¯v° ¼ ´g¯�µ¶®�¾

ε
²�±MÁDÄ�®�±h¯�´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�Ð�Á-¯�Ð�Á-ÂhÁD°V¯�µ�´ ¼ ÃrË=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T®�0I¯vÐ�Á�Ø\°%Ä%¯

°vÁg¯�³�°%®�È ¼ Í&±hËN¯�Ð�Á�ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã<Ë=±TÃ�µ ¼ ¯�µ¶±T®�±ZË
S
±T®

X(n) µ�Ä�Í�°%ÁD´'µ�ÄvÁ'Ã¶Ê Rn(T )
¹
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Õ Ä�µ�® ¯�Ð�ÁÉÄvÍ8ÁD´'µ ¼ Ã�´ ¼ ÄvÁ�0:¯�Ð�Á�Äv³�°VË ¼ ´DÁ
S
²�±¤Á'Ä�®�±h¯�Ð ¼ ÂhÁ ¼ ®¡ÊLÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã�Ä ¼ ²�²�Ã¶Á�´D±h®�®�ÁD´g¯�µ¶±T®b05Ä%±

¯�Ð�Á�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�¯�±
Rn(T )

µ¶Ä}µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¼ ®�²�¯vÐ�Á�Í�°%±TÍ8±TÄvµ�¯�µ�±h®�µ¶Ä
Í�°%±)ÂhÁD® ¹

�

Î¤¹ · ¹ �,��� �����A� � �:� �>2*Ð�Á-Ë=±hÃ�Ã�±.-�µ¶®�¾(Ã�Á'ÈÉÈ ¼ µ¶Ä ¼ ® ¼ Ã�±h¾T±T³�Ä�¯v±f:�°%±TÍ8±TÄvµ�¯�µ�±h® Ú�¹¶¸ µ¶® H Ó�ÁDÁ1J¡· Ka¹
03� � � � � ��� ��< �zu

T
���]q�� v �	�9q�t v � ��$�� p uwv $ � $ �

X = (0, L)
� v�u�! �	$ x%$ � �	�mxzuwv $ ��q���r ���zu

(x, ε) ∈ X × {0, 1}
���;q !zv ����p��^q�t�v�u & - $Zt

T
) < �zu

X (n) ⊂ X
���iu�! � !zp �1v ��u �zt��Zq
�&x%$Zt�t �%! " $ ��r�v ���

u $fu.! � � v �	�9q�t>v � ��$�� p	u v $ �
Rn(T )

)(= ! �zt � �&%?v�!zu !
n > 0

!zp�x"!Wu�!�q�u
X (n) = (0, x)

)

� t $ $2-8) = µ�®�´'Á
T
Ð ¼ Ä�®�± ´D±h®�®�ÁD´g¯�µ¶±T®b0�¯�Ð�Á'°vÁ?ÁgÖ¤µ¶Ä%¯�Ä ¼ Ø\°vÄV¯

n > 0
Äv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯

x /∈ X (n) ¹ = ±
x ∈ X(n−1) 0 ¼ ®�² (x, ε)

µ�Ä}Ä%¯vµ�Ã�Ã ¼ Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê�Ë=±T°
Rn−1(T )

¹ S Á�±?/¤¯ ¼ µ¶®
Rn(T )

Ë=°%±TÈ
Rn−1(T )/¡ÊÙ´'±T®�Ävµ¶²�ÁD°%µ�®�¾É¯�Ð�Á�Ø�°vÄ%¯-°%Á'¯v³�°v®?È ¼ ÍÙ±T®Ù¯vÐ�Á(Ã ¼ °v¾TÁ'Ä%¯�Äv³�/�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã

X(n) ⊂ X (n−1) -�Ð�±TÄ%Á+°vµ�¾hÐI¯
ÁD®�²�ÍG±hµ�®¡¯�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�Ä�¯�± ¼ Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê�±hË

Rn−1(T )
¹ = ±

X (n) = (0, x)
¹

�

À Á'¯
π0

/GÁ ¼ ® µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD² ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®b0 ¼ ®�² Ã¶Á'¯
C

/8ÁÉ¯vÐ�Á�ÄvÁg¯+±hË�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²
Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä/¯�Ð ¼ ¯�´ ¼ ® /GÁ�±?/¤¯ ¼ µ¶®�ÁD²W/¡Ê&µ¶¯vÁD° ¼ ¯�µ�±h®�Ä/±hËN¯�Ð�Á-È ¼ Í�Ä

R0
¼ ®�²

R1

@ -�Ð�Á'®�Í8±TÄvÄ%µ/�Ã¶Á.D ¹
S ÁÙ²�Á'Ø�®�Á

TC = {(π, ζ), π ∈ C, ζ
µ¶Ä ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®�² ¼ ¯ ¼ Ë=±T°

π}
¹ S Á�Ð ¼ ÂTÁL²�Á'Ø�®�ÁD² ¯�Ð�Á

Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ È ¼ Í ±T® ¯�Ð�Á�Ä%Í ¼ ´'Á
TC
¹ l¯�²�ÁgØ\®�Á'Ä ¼ ® ¼ Ã�È�±TÄ%¯�Á'ÂhÁD°%Ê�-�Ð�Á'°vÁ�µ�®¡ÂTÁ'°%¯�µ6/�Ã�Á�È ¼ Í���lË

∑l
i=1 Im(ζπ(i)) 6= 0

¯�Ð�Á'®
(π, ζ)

Ð ¼ Ä*ÁmÖ ¼ ´'¯vÃ¶Ê�±T®�Á�Í�°vÁDµ¶È ¼ ¾TÁ�Ë=±T°
R
¹

S ÁÙ²�Á'Ø�®�Á?¯�Ð�Á|8I³�±h¯vµ�Á'®I¯
QC

±hË
TC

/¡Ê ¯vÐ�Á?Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®�´DÁ?°%ÁDÃ ¼ ¯�µ�±h® ¾TÁ'®�ÁD° ¼ ¯�Á'² /¡Ê
(π, ζ) ∼

R(π, ζ)
¹

{ ®�ÁE-�µ�Ã�ÃO²�Á'®�±h¯vÁ[/¡Ê
m
¯�Ð�Á�® ¼ ¯�³�° ¼ Ã À Á1/8ÁDÄ%¾T³�Á(È�Á ¼ Ä%³�°vÁ�±T®

TC

µ ¹ Á ¹
m = dπdζ

0�-�Ð�ÁD°vÁ
dζ

µ�Ä
¯�Ð�Á(® ¼ ¯v³�° ¼ Ã À Á1/8ÁDÄ%¾T³�Á+È�Á ¼ Ä%³�°vÁ(±h®�¯�Ð�Á�ÐIÊMÍ8ÁD°%Í�Ã ¼ ®�Á ∑l

i=1 ζπ(i) =
∑2d

j=l+1 ζπ(j)

0 ¼ ®�²
dπ

µ¶Ä}¯vÐ�Á
´D±h³�®¡¯�µ�®�¾�È�Á ¼ Äv³�°%Á ¹ 2*Ð�Á�È ¼ Í�Í�µ�®�¾

R
Í�°%ÁDÄvÁ'°%ÂhÁDÄ

m
0NÄv±&µ�¯-µ�®�²�³�´DÁDÄ ¼ ÈÉÁ ¼ Äv³�°vÁ�0 ¼ ¾ ¼ µ�®?²�Á'®�±h¯vÁD²

/¡Ê
m
±h®

QC
¹

2*Ð�Á�È ¼ ¯v°vµ�Ö
gt
¼ ´g¯�Ä(±T®

TC
/IÊ

gt(π, ζ) = (π, (gt(ζα))α)
0&-�Ð�ÁD°%Á

gt
¼ ´g¯�Ä(±h®

ζα ∈ C = R2

Ã�µ¶®�Á ¼ °vÃ¶Ê ¹ 2*Ð�µ�Ä ¼ ´g¯�µ¶±T®�Í�°%ÁDÄ%ÁD°%ÂhÁDÄ/¯vÐ�Á�È�Á ¼ Ä%³�°vÁ
m
±T®

TC
¼ ®�²�´D±TÈ�È(³�¯vÁDÄ -�µ¶¯�Ð

R
0�Ä%±(µ¶¯F²�Á'Äv´DÁ'®�²�Ä

¯�± ¼ È�Á ¼ Ä%³�°vÁ-Í�°%ÁDÄvÁ'°%ÂMµ�®�¾f+\±.-
±h®
QC

´ ¼ Ã¶Ã�Á'²�¯�Ð�ÁE2NÁDµ�´eÐ�È34�Ã�Ã¶ÁD°}+\±.- ¹
lË

(π, ζ)
µ�Ä ¼ Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ² ¼ ¯ ¼ 0 -FÁ&²�ÁD®�±h¯�ÁW/¡Ê

|Re(ζ)|π
¯�Ð�Á&Ã�Á'®�¾h¯vÐ ±ZË}¯vÐ�Á�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾

µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã 0�v�)'��) ∑l
i=1 Re(ζπ(i))

¹ 2*Ð�Á�Ä%³�/�Ä%Á'¯
{
(π, ζ) ∈ TC ; 1 ≤ |Re(ζ)|π ≤ 1 + min

(
Re(ζπ(l)), Re(ζπ(2d))

)}

µ�Ä ¼ Ë=³�®�² ¼ ÈÉÁ'®I¯ ¼ ÃI²�±TÈ ¼ µ�®�±ZË
TC

Ë=±T°3¯�Ð�Á�°vÁ'Ã ¼ ¯vµ�±T®
∼
¼ ®�²�¯�Ð�Á�Ø\°%Ä%¯:°vÁg¯�³�°%®�È ¼ Í-±hË�¯vÐ�Á 2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�Á'°

+\±.- ±h®

S = {(π, ζ); π ∈ C, |Re(ζ)|π = 1}/ ∼
µ�Ä/¯vÐ�Á-°vÁ'®�±T°vÈ ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²&Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®�±T®�Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�Ä ¹

� ��� � � � � � �.� � � � � � = ! ���1v "�" �zt �9r t �mxzuyq����
���,x%$ ��!zu t�p�xzu v $ � "�t $ �.vwr �%!�q�6 ��v�u �Wx%$ ���zt�v ���
Z
-�t $�	

QC

u $ q�!zp ��! �zu $2-@-�p���� 	 �9q !zp	t �,v ��qAx%$ � �	�mxzu �9r x%$�	 " $ �	����u�$2-Wq !zu tlq�uwp 	
Q(k1, . . . , kn)

$2-
u�! �$	 $1r�p�� v ! "�q	x%� $2-�o1p�qsr�tlq�uwvyx,r�v � �zt ����uwvwq
� !�) = ! ��r � ��t �%� $2-fu.!	v�! x%$ ���zt7v�!

h!
��! �zt �

h
v�!�u�! �

r�v�	 ����!zv $ �$2-Eu�! � !zuwt9q�uwp�	() � $Zt �%$ ���zt
h = 2g + n − 2

�
g
v�!`u.! �@� ����p�! $2-Eu�! � !zp t�-�q	x%�%!��
)



� � �������	��
������������������������������������� ��!
� t $ $2-8) À Ág¯

S
/GÁ ¼ @A¾TÁ'®�ÁD°%µ�´UD + ¼ ¯�Äv³�°VË ¼ ´DÁ�µ�®

Q(k1, . . . , kn)
-�µ¶¯�Ð�®�±�ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ Ã ¼ ®�²�®�±(Ð�±T°%µ�Ì'±T®¡¯ ¼ Ã

Ä ¼ ²�²�Ã�ÁÉ´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h® ¹Ù× ±h®�Ävµ¶²�ÁD° ¼ Ð�±T°%µ�ÌD±h®I¯ ¼ Ã�ÄvÁ'Í ¼ ° ¼ ¯�°vµ�Ö
l
¼ ²ZY ¼ ´'ÁD®¡¯(¯�± ¼ ¾Tµ�ÂTÁD® Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê

P
¹

S Á�´ ¼ Ã�Ã>qsr
	;v�!%!zv������ ¼ ÄvÁ'¾TÈÉÁ'®¡¯
X

¼ ²cY ¼ ´DÁ'®I¯�¯v±
P
0�Äv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯+¯vÐ�Á�ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã*¾hÁD±M²�ÁDÄ%µ�´�Í ¼ Ä%Ävµ¶®�¾

¯�Ð�°v±T³�¾hÐ ¯vÐ�Á&°vµ¶¾TÐ¡¯�ÁD®�²�Í8±Tµ¶®I¯�±hË
X

ÈÉÁ'Á'¯vÄ ¼ Ä%µ�®�¾T³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê /GÁgË=±T°vÁ&°vÁg¯�³�°%®�µ�®�¾L¯v±
X
0Fµ¶® ÍG±TÄ%µ¶¯vµ¶ÂTÁ

±T°�®�ÁD¾ ¼ ¯�µ�ÂTÁ�²�µ�°vÁ'´'¯vµ�±T® ¹ 2*Ð�ÁD®�:�°v±TÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T® · ¹�¸�Æ µ¶ÈÉÍ�Ã¶µ�Á'Ä(¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�ÁD°vÁ�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä ¼ ´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾
Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ² ¼ ¯�³�È

ζ
Ä%³�´eÐ ¯vÐ ¼ ¯

S = Z(π, ζ)
¹�× ±T®¡ÂTÁD°%ÄvÁ'Ã¶Ê?0 ¼ ®¡Ê

ζ
Äv³�´eÐ ¯vÐ ¼ ¯

S = Z(π, ζ)
µ¶Ä

±?/�¯ ¼ µ�®�ÁD²W/¡Ê�¯�Ð�µ¶Ä�´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯vµ�±T® ¹
n}±.- Ã�Ág¯

X0, X1

/GÁ"¯ -F± ¼ ²�È�µ�ÄvÄ%µ/�Ã¶Á5Ä%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯�Ä�0 ¼ ®�²-Ã�Á'¯
ζ0, ζ1

/GÁ"¯vÐ�Á�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®
² ¼ ¯ ¼�¹>{ ®�Á�´ ¼ ® ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ[-�µ�¯�Ð�±h³�¯�Ã¶±TÄvÄ}±hË�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ�¯�Ê�¯�Ð ¼ ¯

X0 ⊂ X1
¼ ®�²�¯�Ð�Á'µ�°}Ã�Á'Ë^¯}ÁD®�²�ÍG±hµ�®¡¯�µ¶Ä

¯�Ð�Á�Ä%µ�®�¾T³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê
P
¹FÀ Á'¯

T0, T1

/GÁ-¯�Ð�Á�Ã¶µ�®�Á ¼ °*µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®�Ä*´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾�¯v±
X0, X1

¹ 2*Ð�Á�°vµ�¾hÐI¯
ÁD®�²�ÍG±hµ�®¡¯�±hË

X0
´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�Ä+¯�± ¼ Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê ±ZË

T1
¹ M{ÁD®�´'Á�¯�Ð�Á'°vÁ�ÁgÖ¤µ¶Ä%¯�Ä

n ≥ 0
Äv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯

Rn(T1) = T0

0 ¼ ®�²&¯�Ð�Á'°vÁgË=±T°vÁ
Rn(ζ1) = ζ0

¹
= ±;-FÁ�Ð ¼ ÂhÁ�Í�°%±�ÂTÁD®�¯�Ð ¼ ¯{Ë=±h°*Á ¼ ´eÐ�ÄvÁ'Í ¼ ° ¼ ¯�°vµ�Ö

l
¼ ²cY ¼ ´DÁ'®I¯�¯v± ¼ Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê?0M¯�Ð�Á'°vÁ-µ�Ä�±T®�Ã�Ê�±T®�Á

Í�°%ÁDµ�È ¼ ¾TÁ+±ZË
S

/¡Ê?¯vÐ�Á�È ¼ Í�Í�µ�®�¾
Z
¹C= ±

Z
µ�Ä ¼ Ø\®�µ�¯�Á�´D±�ÂTÁ'°vµ¶®�¾ ¹ 2*Ð�ÁÉ²�ÁD¾T°%ÁDÁ�±hË

Z
µ�Ä-±?/¡ÂMµ�±h³�Ä

/¡Ê�´'±T®�ÄV¯�°v³�´'¯�µ¶±T® ¹ lË
2h

µ¶ÄF¯�Ð�Á�®I³�È3/8ÁD°/±hËOÍ8±TÄ%Ävµ/�Ã�Á{´eÐ�±Tµ�´'ÁDÄ*±hËOÐ�±T°vµ¶ÌD±T®¡¯ ¼ Ã8Ä%ÁDÍ ¼ ° ¼ ¯v°vµ�´'ÁDÄ�¯vÐ�ÁD®�¯vÐ�Á
²�Á'¾T°vÁ'Á�±ZË

Z
µ�Ä

h!
@A´eÐ�±Tµ�´'ÁDÄ�±hË:Ã ¼ /8ÁDÃ¶Ä ¼ ®�²&¯�Ð�Á-´eÐ�±hµ�´DÁ-±hËN¯�Ð�Á�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã�Ä

X × {0, 1}
D ¹

j\±T°/Á ¼ ´eÐ�Ä%µ�®�¾T³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê?0¤±T®�Á�Ð ¼ Ä
ki + 2

Ä%ÁDÍ ¼ ° ¼ ¯v°vµ�´'ÁDÄ ¹ 2*ÐI³�Ä

2h =
n∑

i=1

(ki + 2) = 4g − 4 + 2n = 2(2g + n − 2).

2*Ð�Á-Í�°%±TÍG±hÄvµ¶¯vµ�±T®�µ¶Ä*Í�°v±�ÂhÁD® ¹
�

� t $ $2- $2->u.! � ! �mx%$ ��r "�q�tzu $2-,= ! �%$Zt �'	
C
)&2*Ð�Á�Äv³�/�Ä%Á'¯

Q1
C

´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾�¯�±�Äv³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ�±hË ¼ °vÁ ¼(¸
µ�Ä ¼ Ø�®�µ¶¯vÁ�° ¼ È�µ¶Ø�ÁD²�´D±�ÂhÁD°�±hË ¼ ´D±T®�®�ÁD´'¯vÁD²�´D±TÈ�ÍG±h®�ÁD®¡¯*±hË ¼ Ä%¯v° ¼ ¯v³�È ±hË)8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´�²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶Ä10
¼ ®�²&¯�Ð�Á�´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�µ�®�¾ À Á1/8ÁDÄ%¾T³�Á�ÈÉÁ ¼ Äv³�°vÁDÄ ¼ °%Á-Í�°v±TÍ8±T°V¯�µ�±h® ¼ Ã ¹
º Ê 2*Ð�Á'±T°vÁ'È a ¹ ·Lµ¶® H Ó�ÁDÁ Ú a K ¯�Ð�Á&ÂT±hÃ�³�È�Á�±hË�¯vÐ�Á�ÈÉ±M²�³�Ã¶µ/ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hË~8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´&²�µ65GÁD°%ÁD®¡¯�µ ¼ Ã�Ä

µ�Ä�Ø\®�µ¶¯vÁ�0 ¼ ®�² Ä%±�0
Q1

C

Ð ¼ Ä(Ø\®�µ�¯�Á�È�Á ¼ Äv³�°%Á ¹ M}ÁD®�´DÁ�¯�Ð�Á,2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�Á'°�¾TÁ'±¤²�Á'Ävµ¶´�+\±.- ±h®
QC

µ¶Ä
°vÁ'´D³�°%°vÁ'®I¯�Ë=±T°�¯vÐ�Á À Á�/GÁ'Äv¾T³�Á È�Á ¼ Äv³�°%Á ¹ Ñ{Á'´ ¼ Ã¶Ã�¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ °vÁ'®�±T°%È ¼ Ã¶µ�Ì ¼ ¯�µ¶±T® Ë=±T°
Äv³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�Ä

Rr

µ�Ä-¯�Ð�Á�´D°v±hÄvÄ+ÄvÁ'´'¯vµ�±T® ±ZË*¯�Ð�Á�2NÁDµ¶´eÐ�È34�Ã¶Ã�Á'°�¾TÁ'±¤²�ÁDÄvµ¶´C+\±.- ±T®
S
�F¯vÐ�ÁD°%Á'Ë=±T°%Á�¯�Ð�Á

Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�°vÁ'®�±T°vÈ ¼ Ã¶µ�Ì ¼ ¯�µ�±h®ÉË=±T°*Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�µ�Ä*°%ÁD´D³�°v°vÁ'®¡¯ ¹

S ÁÙÐ ¼ ÂTÁ
dζ = dλdτ

0 ¼ ®�² ¯�Ð�Á?Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T® ´'±TÈÉÈ�³�¯�Á'ÄC-�µ¶¯vÐ ¯�Ð�ÁÙÍ�°v±cY%ÁD´'¯vµ�±T®
(π, ζ) 7→ (π, λ)

¹&= ±�0MË=±T° ¼ Ã�È�±TÄ%¯ ¼ Ã¶Ã\Í ¼ ° ¼ ÈÉÁg¯�ÁD°%Ä
λ
0M¯vÐ�Á�Ä%Á18I³�Á'®�´DÁ

(Rn
r (π, λ))n

µ�Ä�°vÁ'´D³�°%°vÁ'®I¯ ¹
�

9��'	fq�t � Î¤¹�Æ )bn}±Z¯�Á�¯vÐ ¼ ¯5¯vÐ�Á�Í�°v±M±hË\±hË\¯vÐ�ÁD±T°%ÁDÈ
C
²�±¤Á'Ä"®�±h¯5³�ÄvÁ�¯vÐ�ÁFË ¼ ´'¯5¯vÐ ¼ ¯ ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °Nµ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®

Ä ¼ ¯�µ�ÄVË^ÊMµ�®�¾-¯�Ð�Á�V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä�Í�°%±TÍGÁ'°%¯�Ê�µ¶ÄFÈ�µ�®�µ¶È ¼ Ã ¹ S Á}´ ¼ ®�³�Ä%Á}¯vÐ�µ�Ä�¯�Ð�ÁD±T°%ÁDÈ ¯�±�¾Tµ¶ÂhÁ ¼ ® ¼ Ã�¯�ÁD°%® ¼ ¯vµ¶ÂTÁ
Í�°%±¤±hË�±hË\¯�Ð�Á�ÈÉµ¶®�µ�È ¼ Ã�µ�¯�Ê{±hË�Äv³�´eÐ�È ¼ Í ¹ Ã�Ág¯

T
/8Á ¼ Ã�µ¶®�Á ¼ °Nµ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®i-�µ�¯�Ð�¯vÐ�Á}V�Á ¼ ®�Á�X¦Ä"Í�°%±TÍGÁ'°%¯�Ê ¹

j\°v±TÈ 2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ
C
0�¯�Ð�Á'°vÁ�ÁgÖ¤µ�ÄV¯�Ä

n ≥ 0
Ä%³�´eÐÙ¯�Ð ¼ ¯

Rn(T ) = (π, λ)
µ�Ä�¯�Ð�Á�´D°%±TÄvÄ�ÄvÁD´g¯�µ¶±T®�±hË�¯vÐ�Á

ÂTÁ'°%¯vµ�´ ¼ ÃrË=±TÃ�µ ¼ ¯�µ¶±T®�±h® ¼ + ¼ ¯�Äv³�°VË ¼ ´DÁ>-�µ¶¯vÐ&®�±+ÂTÁD°V¯�µ¶´ ¼ Ã3Ä ¼ ²�²�Ã¶Á�´D±T®�®�ÁD´'¯vµ�±T® ¹ Õ ®¡Ê&µ�®�Ø�®�µ¶¯vÁ�ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã
¾TÁ'±¤²�Á'Ävµ¶´�±T®�Äv³�´eÐ ¼ Ä%³�°%Ë ¼ ´'Á�µ�Ä/²�ÁD®�Ä%Á�@=ÄvÁ'Á�Á ¹ ¾ ¹ H O 2Pa¡· K D ¹ 2*ÐI³�Ä

Rn(T )
µ¶Ä/È�µ�®�µ¶È ¼ Ã ¼ ®�²�Äv±+µ¶Ä

T
¹
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Õ Äi-�Á�Ð ¼ ÂhÁ�ÄvÁ'ÁD® Í�°%Á'ÂMµ�±T³�ÄvÃ¶Ê�05¯�Ð�Á�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á�¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä ¼ °vÁ ¼ ® ¼ ¯v¯v° ¼ ´g¯�±T°
Ë=±T°�¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ¹ �®É¯vÐ�µ�Ä�ÄvÁ'´'¯vµ�±T®b0�-FÁ}Í�°%±�ÂTÁ}¯vÐ ¼ ¯�¯�Ð�ÁD°vÁ}µ�Ä�®�±�ÄvÈ ¼ Ã�Ã¶ÁD° ¼ ¯%¯�° ¼ ´'¯v±T° ¹
S Á ¼ Ã�Äv±�Í�°%±�ÂTÁE2*Ð�ÁD±h°vÁDÈ

D
¹

S Á-Ø�°vÄ%¯{²�ÁgØ\®�Á�¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ�´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ ¼ ®�²�¯�Ð�ÁD®�¯vÐ�Á-ÁgÖM¯�Á'®�²�Á'²ÙÑ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄvÁ'Ä ¹

Ç µ¶ÂTÁ'® ¼ Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®
π
0Z-FÁ�´ ¼ ®�²�ÁgØ\®�Á q�u 	 $ !zuT¯ -F±}±h¯vÐ�ÁD°OÍ8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä

Rε(π)
-�µ�¯�Ð

ε = 0, 1-�Ð�Á'®
Rε

µ¶Ä -FÁDÃ�Ã�²�Á'Ø\®�Á'² ¹ 2*Ð�Á�°vÁ'Ã ¼ ¯vµ�±T®
π ∼ Rε(π)

¾hÁD®�Á'° ¼ ¯vÁDÄ ¼ Í ¼ °%¯vµ ¼ Ã:±T°v²�ÁD°-±T®?¯�Ð�Á+Ä%Á'¯�±hË
¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²&Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä��	-�Á�°vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁD®¡¯}µ¶¯ ¼ Ä ¼ ²�µ¶°vÁ'´'¯�Á'²�¾h° ¼ Í�Ð

G
0 ¼ ®�² ¼ Ä*Ë=±T°*Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä10

-FÁ`-�µ¶Ã�Ãr´ ¼ Ã�Ã<Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´'Ã ¼ Ä%ÄvÁDÄ*¯vÐ�Á-´D±T®�®�ÁD´'¯vÁD²�´D±TÈ�ÍG±h®�ÁD®¡¯�Ä�±hËN¯�Ð�µ�Ä*¾T° ¼ Í�Ð ¹
�®�¯vÐ�Á�´ ¼ ÄvÁ�±hË�µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ ÃNÁgÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁDÄ�0r¯�Ð�Á�Í8ÁD°vµ¶±¤²�µ�´Dµ�¯�Ê�±hË"¯vÐ�Á�È ¼ Í�Ä

R0
¼ ®�²

R1

¾Tµ�ÂTÁ'Ä ¼ ®ÙÁ ¼ Ä%Ê
Í�°%±¤±hË�±hË�¯vÐ�Á�Ë ¼ ´'¯�¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á ¼ /8±�ÂTÁ�°vÁDÃ ¼ ¯�µ¶±T® µ�Ä ¼ ® Á�8I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®�´'Á�°%ÁDÃ ¼ ¯�µ�±h® @=Í�°v±hÍG±TÄ%µ¶¯vµ�±T® ±hË�ÄvÁD´mÒ
¯�µ¶±T® ¸T¹�Æ�¹|Æ D ¹ M{ÁD°%Á{¯vÐ�Á ¼ °v¾T³�ÈÉÁ'®I¯�Ë ¼ µ¶Ã�Ä&/8ÁD´ ¼ ³�Ä%Á{¯vÐ�ÁDÄ%Á}È ¼ Í�Ä ¼ °%Á{®�±h¯ ¼ Ã6- ¼ ÊMÄF²�ÁgØ\®�Á'²b0 ¼ ®�²Éµ�¯�È ¼ Ê
Ð ¼ Í�ÍGÁ'®�¯vÐ ¼ ¯

R0(π)
µ�ÄF-FÁDÃ�Ã3²�Á'Ø\®�Á'²b0 /�³�¯{®�±h¯

R2
0(π)

¹ M{±c-FÁ'ÂhÁD°�08¯vÐ�Á-´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾ÉÄV¯ ¼ ¯vÁDÈ�ÁD®¡¯
µ�Ä*ÄV¯�µ¶Ã�ÃG¯v°v³�Á ¹

� ��� � � � � � �.� � � ��� � = ! � q ��$ ��� "�q�t�u vwq
��$Ztlr �zt v�! q�� �9o1p	v �Zq
������x%� t �'�^q�u v $ � $ �[u.! � ! �zu#$2- v�tzt �9r�p�xzv������
� ���	�ztlq
� v�� �9r " �zt�	;p	u q�uwv $ ��!�)
� t $ $2-8) À Ág¯

π
¼ ®�²

π′ /8Á-¯ -�±É¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä ¹ Õ Ä%Äv³�È�Á-¯�Ð ¼ ¯�¯vÐ�ÁD°%Á�µ�Ä ¼ ÄvÁ�8M³�ÁD®�´'Á(±hË
È ¼ Í�Ä

R0
¼ ®�²

R1

¯�Ð ¼ ¯�ÄvÁD®�²�Ä
π
¯v±

π′ ¹ lË π′ = Rε(π
′′)
0¡¯vÐ�ÁD®+Ë=±T° ¼ ®¡Ê+Í ¼ ° ¼ È�Á'¯vÁD°%Ä

λ′ 0I¯vÐ�ÁD°%Á�ÁgÖ¤µ�ÄV¯
Í ¼ ° ¼ È�Á'¯�Á'°vÄ

λ′′ Ä%³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯ R(π′′, λ′′) = (π′, λ′)
¹ l¯vÁD° ¼ ¯�µ¶®�¾�¯vÐ�µ�Ä ¼ °%¾T³�È�ÁD®¡¯U0�¯vÐ�ÁD°%Á�ÁgÖ¤µ¶Ä%¯�Ä

(π, λ0)¼ ®�²
n0

Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯
Rn0(π, λ0) = (π′, λ′)

¹/º ³¤¯}Ë=±T° ¼ ®IÊ
λ
µ¶® ¼ Äv³ kÉ´'µ�Á'®I¯vÃ¶Ê&Ä%È ¼ Ã¶Ã<®�Á'µ�¾TÐ�/8±T°vÐ�±M±M²

U
±hË

λ0 0�¯�Ð�Á-¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾+¯�± Rn0(π, λ0)
µ�Ä

π′ ¹
Ñ�ÁD´ ¼ Ã�Ã/¯�Ð ¼ ¯�°vÁD®�±T°vÈ ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'² Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® È ¼ Í µ¶Ä�°vÁD´'³�°v°%ÁD®¡¯ @ 2*Ð�ÁD±h°vÁDÈ

C
D+¯vÐI³�Ä

±T®�Á�´ ¼ ® Ø\®�²
λ ∈ U

Äv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯�¯vÐ�Á�ÄvÁ�8M³�ÁD®�´'Á
(Rn

r (π, λ))n

´D±hÈÉÁ;/ ¼ ´e½ µ¶® ¼ ®�Á'µ�¾TÐ�/8±T°vÐ�±¤±M²?±hË
(π, λ)

µ�®�Ø�®�µ¶¯vÁDÃ¶Ê&È ¼ ®¡Ê�¯�µ�È�Á ¹ j\³�°V¯�Ð�Á'°vÈ�±T°vÁ�0
Rn0

r (π, λ) = (π′, λ(n0))
¹ 2*ÐM³�Ä

(Rn
r (π, λ))n

¾Tµ�ÂTÁ'Ä
¼ Ä%Á18I³�Á'®�´DÁÙ±ZË�¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD² ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä+¯vÐ ¼ ¯É°vÁ ¼ ´eÐ

π′ ¼ ®�² ¯vÐ�ÁD® °vÁ ¼ ´eÐ
π
¹ = ±�0�µ¶¯�¾Tµ¶ÂhÁDÄ ¼

´D±hÈ3/�µ�® ¼ ¯�µ¶±T®�±hËN¯�Ð�Á-È ¼ Í�Ä
R0

¼ ®�²
R1

¯�Ð ¼ ¯�Ä%ÁD®�²�Ä
π′ ¯v± π

¹ 2*Ð�µ�Ä*Í�°%±)ÂhÁDÄ{¯�Ð�Á-Í�°%±TÍG±hÄvµ¶¯vµ�±T® ¹
�

� ��� � ��� ��� � � � � � À Á'¯
2d = l+m

¹ S Á�²�ÁgØ\®�Á}¯vÐ�Á�Ä%ÊMÈ�ÈÉÁg¯�°vµ¶´*ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®
s
±ZË

{1, . . . , 2d}
/IÊ

s(i) = 2d + 1 − i, ∀i = 1, . . . , 2d
¹ lË

π
µ¶Ä ¼ ¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�±hË5¯�Ê¤Í8Á

(l, m)
²�ÁgØ\®�ÁD²

±�ÂTÁ'° ¼ ® ¼ Ã�Í�Ð ¼ /GÁg¯
A
±hË

d
Ã�Ág¯v¯�Á'°vÄ�0 -FÁÉ²�ÁgØ\®�Á�¯�Ð�ÁÉ¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD² ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®

sπ
¯�±g/GÁ�±hËF¯�Ê¤Í8Á

(m, l)
/¡Ê

(sπ)(k) := π ◦ s(k).
S Á�Ä%¯ ¼ °%¯(Ë=°%±TÈ ¼ ® µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'² ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®

π
¼ ®�² -�Á�´'±T®�Ä%¯v°v³�´g¯�¯�Ð�Á�Ä%³�/�ÄvÁg¯�±hË

µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�¯�Ð ¼ ¯�´ ¼ ®|/8Á�±�/�¯ ¼ µ¶®�ÁD²�Ë=°v±TÈ
π
/¡Ê�Äv±TÈ�Á�´'±TÈÉÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T®&±hË

¯�Ð�Á�È ¼ Í�Ä
R0, R1

0 ¼ ®�²
s
¹ 2*Ð�Á 8I³�±Z¯�µ�Á'®¡¯/±hËG¯�Ð�µ¶ÄFÄ%Á'¯}/¡Ê�¯�Ð�Á{Á18I³�µ�Â ¼ Ã�Á'®�´DÁ}°vÁDÃ ¼ ¯�µ¶±T®�¾TÁD®�ÁD° ¼ ¯�ÁD²�/IÊ

π ∼ f ◦ π
Ë=±T° ¼ ®IÊ�/�µ Y%Á'´'¯�µ�ÂTÁ-È ¼ Í

f
Ë=°%±TÈ

A
±T®¡¯�±

A
µ�Ä*´ ¼ Ã�Ã¶ÁD²�¯�Ð�Á��&%?u ����r �9r 9}q�p:� &,x'�^q !%!�±hË

π
¹

9��'	fq�t �+¿ ¹�Æ )�2*Ð�Á 8I³�±h¯�µ¶ÁD®¡¯ /IÊ-¯vÐ�Á�Á�8M³�µ¶Â ¼ Ã�Á'®�´DÁ�°vÁ'Ã ¼ ¯vµ�±T®-¾TÁ'®�ÁD° ¼ ¯�Á'²3/¡Ê
π ∼ f ◦π

È�Á ¼ ®�ÄN¯vÐ ¼ ¯)-�Á
Ã�±M±T½ ¼ ¯�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä�²�Á'Ø\®�ÁD²?³�Í�¯�±�°%ÁD®I³�È3/8ÁD°%µ�®�¾ ¹ 2*Ð�µ�Ä{µ�Ä{®�ÁDÁ'²�ÁD²ÙË=±h°�¯vÁD´eÐ�®�µ�´ ¼ Ã
°vÁ ¼ Äv±h®�Ä�µ�®�¯�Ð�Á-Í�°%±¤±ZË5±hË 2*Ð�Á'±T°vÁ'È

D
¹



� � �������	��
������������������������������������� ��!
9��'	fq�t � ¿ ¹¦Å )}�® ±TÍ�Í8±TÄ%µ¶¯�ÁÙ¯v± ¯�Ð�Á?´ ¼ ÄvÁL±hË�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã�ÁmÖ¤´eÐ ¼ ®�¾TÁLÈ ¼ Í�Ä�0}¯�Ð�Á?²�Á'Ø\®�µ¶¯�µ¶±T® ±hË�µ�°%°vÁgÒ
²�³�´'µ/�µ¶Ã�µ�¯�Êf-FÁ-¾ ¼ ÂTÁ�µ�®�Ä%ÁD´'¯vµ�±T® Æ µ�Ä*®�±h¯�µ�®¡Â ¼ °vµ ¼ ®¡¯F/¡Ê�¯�Ð�Á�È ¼ Í

s
��Ë=±T°/µ¶®�Ä%¯ ¼ ®�´DÁ�0�¯�Ð�Á-¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²

Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®
π = ( 1 2 1

2 3 3 4 4 )
µ�Ä*µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á -�Ð�µ¶Ã�Á

sπ = ( 4 4 3 3 2
1 2 1 )

µ�Ä*°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹
= ± ¼ ®�ÁgÖM¯vÁD®�²�Á'² Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ�µ¶Ä}±�/�¯ ¼ µ¶®�ÁD² ¼ Ë^¯�Á'°}´'±T®�Ävµ¶²�ÁD°%µ�®�¾É¯�Ð�Á�ÄvÁ'¯�±hË�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³¤Ò

¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä�±�/�¯ ¼ µ¶®�ÁD² Ë=°v±TÈ
π
/IÊ ¯�Ð�Á�ÁgÖM¯vÁD®�²�Á'² Ñ ¼ ³�Ì'Ê ±TÍGÁ'° ¼ ¯vµ�±T®�Ä10 ¼ ®�² µ¶®I¯vÁD°%ÄvÁD´g¯�µ¶®�¾�¯�Ð�µ�Ä�Ä%Á'¯[/IÊ

µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¹ 2*Ð�Á{°vÁ'Äv³�Ã�¯�Ä�Ë=°v±hÈ ¯�Ð�Á}Í�°%Á'ÂMµ�±h³�Ä�ÄvÁD´g¯�µ¶±T®�ÄvÐ�±.-�ÄF¯vÐ ¼ ¯�±T³�°
²�ÁgØ\®�µ¶¯vµ�±T®�±hËNµ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�µ�Ã�µ�¯�Ê�µ�Ä�¯vÐ�Á�¾T±M±¤²�±T®�Á~-�µ¶¯vÐ�°vÁ'ÄvÍ8ÁD´'¯�¯v±(¯�Ð�Á-Ñ ¼ ³�ÌgÊIÒsÓ�ÁDÁ'´eÐ�µ¶®�²�³�´g¯�µ�±h®b0�/�³¤¯
-FÁ�Ä%ÁDÁ�¯�Ð ¼ ¯{¯vÐ�Á-´D±T®¡ÂhÁD®¡¯�µ¶±T®�±ZË:¯vÐ�Á ��Ã�ÁgË^¯%ÒlÁD®�²&Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê���µ¶Ä ¼ °vÁ ¼ Ã3´eÐ�±Tµ�´'Á ¹

9��'	fq�t � ¿ ¹|Î ) À Á'¯
T

/8Á ¼ Ã¶µ�®�Á ¼ °�µ¶®¡ÂT±TÃ¶³�¯�µ¶±T®Ù²�ÁgØ\®�ÁD² ±T® ¼ ®?µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã
X = (0, L)

¹ Ñ{Á'´ ¼ Ã¶Ã:¯vÐ ¼ ¯
Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T® ¼ Í�Í�Ã¶µ�Á'²�±h®

T
´'±T®�Ä%µ�Ä%¯vÄFµ¶®�´D±T®�Ä%µ�²�Á'°vµ¶®�¾�¯vÐ�Á*Ø\°vÄV¯�°%Á'¯v³�°v®�È ¼ ÍÉ±T®

(0, L′)
0

-�Ð�Á'°vÁ
L′ µ�Ä�¯�Ð�Á�È ¼ Ö¤µ�È ¼ Ã\ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯*±hË (0, L)

¯vÐ ¼ ¯*´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�Ä/¯�± ¼ Ä%µ�®�¾h³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê�±hË
T
¹ �®�¯�Á'°vÈ�Ä

±hË:¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²&Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�0¤¯�Ð�µ�Ä*´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�Ä�¯�±+¯vÐ�Á
Rε

È ¼ Í�Í�µ�®�¾ ¹
{ ®�Á�´ ¼ ® ´'±T®�Ä%µ�²�Á'°É¯�Ð�Á�Ø\°%Ä%¯�°%Á'¯�³�°v® È ¼ Í ±hË

T
±T® ¯vÐ�Á�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã

(L′′, L)
0}-�Ð�ÁD°%Á

L′′ µ¶ÄÉ¯�Ð�Á
È�µ�®�µ¶È ¼ ÃrÁDÃ�Á'ÈÉÁ'®¡¯�±hË

(0, L)
¯vÐ ¼ ¯�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�Ä�¯�± ¼ Ä%µ�®�¾h³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê&±hË

T
¹ �®Ù¯vÁD°vÈ�Ä�±ZËF¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²

Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä10�¯vÐ�µ�Ä*´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�Ä{¯v±�¯vÐ�Á�¯�Ð�Á-´D±h®ZY%³�¾ ¼ µ¶Äv±T®&±hË
s ◦ Rε ◦ s

È ¼ Í ¹ S ÁE-�µ¶Ã�ÃG´ ¼ Ã¶Ãr¯�Ð�µ¶Ä
¯�Ð�Á ��Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐÉµ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®�±hË

T
/¡Ê�´D³�¯%¯�µ�®�¾�±h®�¯vÐ�Á}Ã¶Á'Ë^¯�±hË

X
�R0?-�Ð�µ�Ã¶Á�¯vÐ�Á�³�Äv³ ¼ Ã�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ

µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® -�µ¶Ã�Ã:±T® ¯vÐ�Á�±TÍ�Í8±TÄvµ�¯�Á(´ ¼ Ã�Ã¶ÁD²?¯�Ð�Á �VÑ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®?±hË
T

/¡Ê?´'³�¯v¯vµ�®�¾&±T®L¯�Ð�Á
°vµ¶¾TÐ¡¯�±hË

X
� ¹

� t $ $2- $2-,= ! �%$Zt �'	
D
) À Á'¯

π1

/GÁ ¼ ®?µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²?ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T® ¹ 2*Ð�Á�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²MÒ
µ�®�¾�Ä%Á'¯�±hË/Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h® ² ¼ ¯ ¼ µ¶Ä-´D±T®�®�ÁD´'¯vÁD²�@=Á'ÂhÁD® ´'±T®¡ÂTÁmÖ�D�0"Äv±�¯�Ð�Á�Ä%Á'¯�±hË/Ä%³�°%Ë ¼ ´'ÁDÄ�´D±T®�Ä%¯�°%³�´'¯vÁD²
Ë=°v±hÈ ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®&² ¼ ¯ ¼ 0�³�Ävµ�®�¾(¯�Ð�Á�Ì'µ�Í�Í8ÁD°%ÁD²&°vÁ'´'¯ ¼ ®�¾TÃ¶Á�´D±T®�Ä%¯�°%³�´'¯vµ�±T®�0�/GÁ'Ã�±T®�¾TÄF¯v± ¼ ´D±T®�®�ÁD´'¯vÁD²
´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯�±ZË5¯�Ð�Á�È�±M²�³�Ã�µ8ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hË 8M³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ�´�²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�Ä ¹
l¯�µ¶Ä ¼ Ã�Äv±�±TÍGÁ'® ¼ ®�²�µ�®¡Â ¼ °vµ ¼ ®¡¯ /¡Ê�¯�Ð�Á ¼ ´'¯vµ�±T®�±hË�¯�Ð�Á[2:Á'µ�´eÐ�È34�Ã�Ã�Á'°�¾TÁD±M²�ÁDÄ%µ�´`+\±.-E0<Ð�ÁD®�´DÁ(µ�¯�µ¶Ä

¼ Äv³�/�ÄvÁ'¯}±hËNË=³�Ã�ÃrÈÉÁ ¼ Äv³�°%ÁE/IÊ�ÁD°v¾h±¤²�µ¶´Dµ�¯�Ê ¹
À Á'¯

π2

/8Á ¼ ¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®+¯�Ð ¼ ¯�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�Ä�¯v±�¯vÐ�Á}Ä ¼ È�Á{´'±T®�®�Á'´'¯vÁD²�´'±TÈÉÍ8±T®�Á'®¡¯
±hË*¯vÐ�Á�È�±¤²�³�Ã�µ�ÄvÍ ¼ ´DÁ ¹ 2*Ð�ÁD® ¯vÐ�ÁD°%Á�ÁgÖ¤µ¶Ä%¯�Ä ¼ Äv³�°VË ¼ ´DÁ

S
¼ ®�² ¯ -�±�ÄvÁD¾hÈÉÁ'®I¯vÄ

X1
¼ ®�²

X2
0"Á ¼ ´eÐ

±T®�Á7/8ÁDµ¶®�¾ ¼ ²ZY ¼ ´'ÁD®¡¯�¯�± ¼ Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê
x1

¼ ®�²
x2

0OÄv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯�Ë=±h°�Á ¼ ´eÐ
i
03¯�Ð�Á�Ã¶µ�®�Á ¼ °�µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®

Ti

¾Tµ¶ÂhÁD® /IÊÉ¯�Ð�Á�Ø\°%Ä%¯�°%Á'¯�³�°v®�È ¼ Í�Ä*±T®
Xi

Ð ¼ Ä*´D±TÈ[/�µ�® ¼ ¯�±T°%µ ¼ Ã8² ¼ ¯ ¼
πi
¹ S Á-´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�ÈÉÁ�¯vÐ ¼ ¯

SÐ ¼ Ä�®�±+ÂhÁD°%¯vµ�´ ¼ Ã3Ä ¼ ²�²�Ã�Á-´D±h®�®�ÁD´g¯�µ¶±T® ¹
S Á�°%ÁD´ ¼ Ã�Ã<¯�Ð ¼ ¯{Á ¼ ´eÐ

Xi
Ð ¼ Ä ¼ ®�±T°vµ¶ÁD®¡¯ ¼ ¯vµ�±T®&Ä%±É¯�Ð ¼ ¯�¯�Ð�Á�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�Ä%µ�®�¾T³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê

xi
µ�Ä�µ¶®

µ¶¯vÄ�Ã�ÁgË^¯-ÁD®�² ¹�× ±T®�Ä%µ�²�Á'°-¯vÐ�Á+ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã�Ä%ÁDÍ ¼ ° ¼ ¯�°%µ�Ö
l
Ä%¯ ¼ °%¯�µ¶®�¾�Ë=°v±hÈ

x2

0Oµ�®L¯�Ð�Á�Í8±TÄvµ�¯�µ¶ÂhÁ+²�µ�°%ÁD´g¯�µ�±h®
¼ ®�²�Ã�Ág¯

y1

/8Á�µ�¯�Ä/Ø\°%Ä%¯{µ�®¡¯vÁD°vÄ%ÁD´g¯�µ�±h®�Í8±Tµ¶®I¯F-�µ�¯�Ð
X1 ∪ {x1}

¹
Õ Í�Í�Ã¶ÊMµ�®�¾�¯�Ð�Á�³�Äv³ ¼ Ã<Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒsÓ�ÁDÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�Ë=±T°

T2

0¤¯vÐ�Á�È ¼ Í
Rn(T2)

µ¶Ä ¼ Ø\°%Ä%¯�°vÁg¯�³�°%®�È ¼ Í
±hË:¯�Ð�Á-ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã +\±.- ±T® ¼ Ä%³�/�µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã

X
(n)
2 ⊂ X2

0 ¼ ²ZY ¼ ´'ÁD®¡¯�¯v±
x2
¹ lË

n
µ�Ä�Ã ¼ °%¾TÁ-ÁD®�±h³�¾TÐb0\¯�Ð�ÁD®

Rn(T2)
µ�Ä*µ¶Äv±TÈ�±T°vÍ�Ð�µ�´{¯�±+¯�Ð�Á�Ø�°vÄ%¯{°%Á'¯�³�°v®&È ¼ Í�±h®&¯vÐ�Á�Äv³�/�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã

(y1, y2) ⊂ X1

0�±hËN¯�Ð�Á�Ä ¼ È�Á
Ã�Á'®�¾h¯vÐ ¼ Ä

X
(n)
2

¹ S Á ¼ Ä%Äv³�È�Á�Ø\°vÄV¯F¯vÐ ¼ ¯
y1 < y2

0¤Ð�Á'®�´DÁ{¯�Ð�µ¶Ä�Ø\°vÄV¯�°%Á'¯�³�°v®�È ¼ Í�µ�Ä�´D±T®�Ävµ�ÄV¯�Á'®I¯ -�µ¶¯vÐ
¯�Ð�Á�Í8±TÄ%µ¶¯�µ�ÂTÁ�²�µ¶°vÁ'´'¯�µ¶±T®�±T®

X1
¹

S Á}®�±.- Ð ¼ ÂhÁ�¯�± ¼ Í�Í�Ã�Ê�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ�µ�®�²�³�´'¯vµ�±T®�Ä @=±T®É¯vÐ�Á�°%µ�¾TÐ¡¯ ¼ ®�²É±T®É¯vÐ�Á�Ã¶Á'Ë^¯�D"±T®
T1

³�®¡¯�µ�Ã
-FÁ�¾TÁ'¯ ¼ Ø�°vÄ%¯�°vÁg¯�³�°%®�È ¼ Í�±T®

(y1, y2)
-�µ¶¯vÐ�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�µ�®�¾(¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®

π3
¹ = µ�®�´'Á

π3

µ¶ÄP/IÊ&´'±T®�ÄV¯�°v³�´'¯�µ¶±T®b0\³�Í�¯�±�°vÁ'®M³�È3/GÁ'°vµ¶®�¾�¯vÐ�Á ¼ Ã�Í�Ð ¼ /8Á'¯U0\µ¶®�¯�Ð�Á�Ä ¼ È�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê&´'Ã ¼ Ä%Ä ¼ Ä
π2

0�-FÁ
-�µ�Ã¶ÃG¯vÐ�ÁD°%Á'Ë=±T°%Á-Ø�®�²�Ä%±TÈ�Á�´'±TÈ�ÍG±TÄ%µ¶¯vµ�±T®�±ZË:¯vÐ�Á-È ¼ Í�Ä

Rε

0
s ◦ Rε ◦ s

¯�Ð ¼ ¯�ÄvÁD®�²
π1

¯v±
π2
¹
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n}±Z¯�Á�¯�Ð ¼ ¯

y2

È�µ�¾TÐ¡¯�®�±h¯�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�² ¼ Í�°vµ¶±T°%Ê�¯�±+Ä%±TÈ�Á�Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯vµ�Á'ÄF±hË
T1

0�Äv±�® ¼ µ¶ÂTÁ-Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡Ò
Ó�ÁDÁ'´eÐ�µ�®�²�³�´'¯�µ¶±T®(±T®

X1

È�µ�¾TÐ¡¯:ÈÉµ¶ÄvÄ:¯vÐ�Á*µ�®¡¯vÁD°%Â ¼ Ã
(y1, y2)

¹5º ³�¯
(y1, 0)

±T°
(y1, 1)

µ¶Ä ¼ Ävµ¶®�¾T³�Ã ¼ °vµ�¯�Ê?0
Äv± -�ÁÉ´ ¼ ® ´D³�¯�¯�Ð�ÁÉµ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã�±h® ¯vÐ�Á�Ã¶Á'Ë^¯-³�®¡¯�µ¶Ã

y1
µ¶Ä�¯�Ð�Á�Ã�ÁgË^¯�Á'®�²b0N¯�Ð�µ¶Ä`-�µ¶Ã�Ã"ÁgÂTÁD®¡¯v³ ¼ Ã�Ã�ÊL±¤´'´D³�°%Ä

/8ÁD´ ¼ ³�ÄvÁ�±hË À Á'ÈÉÈ ¼(ÎM¹¶¸T¹ 2*Ð�ÁD® ¼ Ë^¯vÁD°�´'³�¯v¯vµ�®�¾�±T®�¯vÐ�Á�°vµ¶¾TÐ¡¯
y2

-�µ�Ã¶Ã�/8ÁD´'±TÈ�Á}¯�Ð�Á�°vµ¶¾TÐ¡¯/Á'®�²�±hË3¯�Ð�Á
´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�µ�®¡¯�Á'°%Â ¼ Ã ¹
lË

y2 < y1

0¤¯vÐ�ÁD®�Ä%µ�È�µ�Ã ¼ °vÃ¶Ê�0?/¡Ê�´'³�¯v¯vµ�®�¾(±h®�¯�Ð�Á�°%µ�¾TÐ¡¯ ¼ ®�²�¯�Ð�ÁD®�±T®�¯vÐ�Á�Ã�ÁgË^¯U0	-�Á�¾hÁ'¯/¯ -F±�Ã�µ�®�Á ¼ °
µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®�Ä+´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾ ¯�±LØ\°%Ä%¯É°vÁ'¯v³�°v®�ÄÉÈ ¼ Í�Ä�¯�Ð ¼ ¯É±h®�Ã¶Ê ²�µ65GÁD°7/¡Ê ¼ ²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯É´eÐ�±Tµ¶´DÁ&±hË
±T°%µ�ÁD®¡¯ ¼ ¯�µ¶±T® ¹ M}ÁD®�´DÁi-FÁ�Ð ¼ ÂhÁ�Ë=±T³�®�²�Ä%±TÈ�Á�´'±TÈÉÍ8±TÄ%µ¶¯�µ¶±T®�±hË:¯�Ð�Á�È ¼ Í�Ä

Rε

0
s ◦ Rε ◦ s

¯�Ð ¼ ¯�Ä%ÁD®�²

π1
¯�±�Äv±TÈ�Á

π3
0�Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯

sπ3
µ�Ä*µ¶®�¯�Ð�Á-Ä ¼ ÈÉÁ-Ñ ¼ ³�ÌgÊ�´DÃ ¼ ÄvÄ ¼ Ä

π2
¹

M}Á'®�´DÁF-FÁ�Ð ¼ ÂTÁ�Í�°v±�ÂhÁD²�¯�Ð ¼ ¯�µ�Ë\¯ -�±�µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�ÁF¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä5´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�¯�±�¯�Ð�Á
Ä ¼ ÈÉÁ�´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'²�´D±TÈ�Í8±T®�ÁD®¡¯10I¯vÐ�ÁD®�¯�Ð�ÁgÊ ¼ °vÁ{µ�®+¯vÐ�Á}Ä ¼ È�Á{ÁmÖM¯�ÁD®�²�ÁD²&Ñ ¼ ³�ÌgÊ+´DÃ ¼ ÄvÄ ¹ 2:±�Í�°v±�ÂhÁ}¯�Ð�Á
´D±h®IÂhÁD°%ÄvÁ�0�-�Á�È(³�ÄV¯:´'±T®�Ä%µ�²�Á'° ¼ ÄvÃ¶µ�¾TÐ¡¯vÃ¶Ê}ÈÉ±T°%Á�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¡½Iµ¶®�²�±ZË�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T®�ÄN¯vÐ ¼ ¯N²�±{®�±h¯N®�ÁD´'ÁDÄ%Ä ¼ °VÊ
´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�Ä(¯v± ¼ Ä%µ�®�¾T³�Ã ¼ °%µ¶¯�ÊL±T® ¯vÐ�Á�Ã�ÁgË^¯ ¹ 2*Ð�Á�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾ ��ÁmÖM¯�ÁD®�²�ÁD² ��Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® ² ¼ ¯ ¼
Ä ¼ ¯�µ�ÄVË^Ê

@ ¸ D
∀α ∈ A Re(ζα) > 0

¹
@a·?D

∀1 ≤ i ≤ l − 1 t + Im(
∑

j≤i ζπ(j)) > 0@ Æ D
∀1 ≤ i ≤ m − 1 t + Im(

∑
1≤j≤i ζπ(l+j)) < 0@ Å D ∑

1≤i≤l ζπ(i) =
∑

1≤j≤m ζπ(l+j)
Ë=±T°*Ä%±TÈÉÁ

t ∈ R
@^¯�Ð�Á-´ ¼ ÄvÁ

t = 0
´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�Ä{¯v±�Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�² ¼ ¯ ¼�¼ Ä*ÄvÁ'ÁD®�Í�°vÁgÂ¤µ¶±T³�Ä%Ã¶Ê�D ¹

2*Ð�Á'®]-FÁÉ´ ¼ ® ÁgÖM¯�Á'®�² ¯vÐ�ÁÉÌ'µ�Í�Í8ÁD°%ÁD² °vÁ'´'¯ ¼ ®�¾TÃ�Á+´'±T®�ÄV¯�°v³�´'¯�µ¶±T®L¯�±�¯�Ð�Á'ÄvÁ�ÁgÖM¯�Á'®�²�Á'² Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®
² ¼ ¯ ¼�¹ Õ Ä�µ�®�¯�Ð�Á�³�Äv³ ¼ Ã<´ ¼ Ä%Á�0�¯vÐ�Á�ÄvÍ ¼ ´DÁ�±hËNÁmÖ¤¯vÁD®�²�ÁD²�Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®&² ¼ ¯ ¼ ´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�µ�®�¾(¯v± ¼ ¾TÁD®MÒ
ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²�ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�µ�Ä�´D±T®¡ÂTÁmÖ�0GÄ%±�¯vÐ�Á�ÄvÁg¯{±hË5Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁDÄ�´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�µ�®�¾+¯�± ¼ ¾Tµ�ÂTÁ'®�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²
Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®f/8ÁDÃ�±h®�¾�¯v± ¼ ´'±T®�®�Á'´'¯�Á'²&´D±TÈ�ÍG±h®�ÁD®¡¯/±ZË3Ä%¯v° ¼ ¯v³�È ¹ 2*Ð�ÁD®�µ�¯�µ¶ÄFÁ ¼ Ä%Ê�¯�±�ÄvÁDÁ}¯�Ð ¼ ¯�µ¶Ë

π′

µ�Ä�±?/�¯ ¼ µ�®�Á'²�Ë=°v±TÈ
π
/¡Ê�¯�Ð�Á�È ¼ Í

R0

0
R1

±T°
s
0M¯�Ð�Á'®&¯vÐ�Á�´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾+´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'²�´'±TÈÉÍ8±T®�Á'®¡¯

µ�Ä/¯vÐ�Á-Ä ¼ È�Á ¹
�

M}µ¶Ä%¯v±T°vµ¶´ ¼ Ã¶Ã¶Ê?0\ÁmÖM¯�ÁD®�²�ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ�Ð ¼ ÂhÁ3/8ÁDÁD®?³�ÄvÁD²?¯v±�Í�°v±�ÂhÁ�¯�Ð�Á�®�±T®Ù´'±T®�®�Á'´'¯�Á'²�®�Á'ÄvÄ-±hË
Äv±hÈÉÁ-Ä%¯v° ¼ ¯v³�È ±hË Õ /8ÁDÃ¶µ ¼ ®�²�µ^5rÁ'°vÁ'®I¯vµ ¼ Ã¶Ä`@AÄ%ÁDÁ-Ë=±T°�µ�®�ÄV¯ ¼ ®�´'ÁfH Ó�Á'Á Ú a K D ¹ j\±T°/¯�Ð�µ�Ä�´ ¼ Ä%Á�0�Äv±hÈÉÁ�¯�±hÍG±ZÒ
Ã�±h¾Tµ�´ ¼ Ã:µ¶®¡Â ¼ °vµ ¼ ®I¯vÄ~-�Á'°vÁ�Ë=±T³�®�² /¡Ê]V}±h®I¯vÄvÁgÂ¤µ¶´eÐ ¼ ®�²A\r±T°%µ�´eÐ H�V`\ba ÆZK @=ÐIÊMÍ8ÁD°%ÁDÃ�Ã¶µ�Í�¯vµ�´'µ¶¯�Ê ¼ ®�² ÄvÍ�µ¶®
Ä%¯v°v³�´g¯�³�°%Á.D ¹ j�±h°�¯�Ð�Á+´ ¼ ÄvÁ�±hË 8I³ ¼ ²�° ¼ ¯vµ�´+²�µ^5rÁ'°vÁD®¡¯vµ ¼ Ã¶Ä10 ¼ Ã�Ã5®�±T®¤Ò�´'±T®�®�Á'´'¯vÁD² ´D±TÈ�ÍG±h®�ÁD®¡¯�Äf@=ÁgÖ¤´DÁ'Í�¯
Ë=±T³�°�Ä%ÍGÁ'´Dµ ¼ ÃN´ ¼ ÄvÁ'ÄmD ¼ °vÁ-²�µ¶Ä%¯�µ¶®�¾T³�µ¶ÄvÐ�Á'²g/¡Ê&Ð¡ÊMÍGÁ'°vÁ'Ã�Ã�µ¶Í�¯�µ¶´Dµ�¯�Ê|H ÀN¼ ®�a Å�Ka¹ j\±T°*¯�Ð�Á�Ë=±T³�° ��ÁgÖ¤´DÁ'Í�¯�µ¶±T® ¼ Ã
±T®�Á'Ä �R0"¯�Ð�Á�±T®�Ã¶Ê ½I®�±.-�® Í�°v±M±hË{³�Í ¯�±Ù®�±c- µ�Ä ¼ ® ÁgÖ¤Í�Ã¶µ�´'µ¶¯(´'±TÈ�Í�³�¯ ¼ ¯�µ�±h® ±hË�¯�Ð�Á�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾
ÁgÖM¯vÁD®�²�Á'²?Ñ ¼ ³�Ì'Ê&´'Ã ¼ Ä%ÄvÁ'Ä ¹ 2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ

D
0�-�Ð�µ¶´eÐ�µ�Ä*®�±c- Ë=±T°vÈ ¼ Ã�Ã�Ê�Í�°v±�ÂTÁ'®Ù´D±hÈÉÍ�Ã¶Á'¯vÁ�¯�Ð�Á�Í�°v±M±hË:±hË

¯�Ð�Á-Ë=±hÃ�Ã�±.-�µ¶®�¾
������������ @y\r±h°vµ�´eÐ�D'� = ! � !zuwtlq�u q

Q(−1, 9)
/
Q(−1, 3, 6)

/
Q(−1, 3, 3, 3)

q���r
Q(12)

q�t ���	$ �
x%$ � �	�mxzu �9r )
� t $ $2-8) 2*Ð�Á�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä

( 1 1 2 3 2 3 4
5 4 5 6 7 6 7 )

¼ ®�²
( 1 1 2 3 4 5 6

3 2 7 5 7 6 4 )
¼ °vÁ�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á ¹ 2*Ð�Á

´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾�Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®ÙÄv³�°VË ¼ ´DÁ'Ä /8ÁDÃ¶±T®�¾�¯�±É¯vÐ�Á�Ä%¯�° ¼ ¯�³�È
Q(−1, 9)

¹ Õ ´D´D±h°v²�µ¶®�¾É¯v±�\r±T°%µ�´eÐbX¦Ä
´D±hÈÉÍ�³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®b08¯�Ð�Á'ÄvÁ+¯ -F±�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä�²�±�®�±Z¯E/GÁ'Ã�±T®�¾�¯v±�¯�Ð�Á+Ä ¼ È�Á+ÁgÖM¯�Á'®�²�ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄvÁ'Ä
@AÄ%ÁDÁ`2 ¼ /�Ã�Á ¸ µ�®�¯�Ð�Á Õ Í�Í8ÁD®�²�µ�Ö�D ¹ M}Á'®�´DÁ-¯�Ð�Á-ÄV¯�° ¼ ¯�³�È

Q(−1, 9)
µ�Ä�®�±Z¯�´D±T®�®�ÁD´'¯vÁD² ¹ �®�Ë ¼ ´'¯*¯�Ð�µ�Ä
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Ä%¯v° ¼ ¯v³�È�Ð ¼ Ä"Í�°%ÁD´'µ�ÄvÁ'Ã¶Ê�¯ -�±-´'±T®�®�Á'´'¯�Á'²�´D±TÈ�ÍG±h®�ÁD®¡¯�Ä5´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾�¯�±�¯vÐ�Á�¯ -F±�ÁmÖM¯�ÁD®�²�ÁD²�Ñ ¼ ³�Ì'Ê
´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ ¹
S Á�Ð ¼ ÂTÁ�Ävµ¶ÈÉµ¶Ã ¼ °/´'±T®�´'Ã�³�Ä%µ�±T®�Ä�Ë=±T°{±h¯�Ð�ÁD°{Ä%¯�° ¼ ¯ ¼ -�µ¶¯vÐ�¯�Ð�Á�Ë=±TÃ¶Ã�±.-�µ�®�¾+¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä ¹
j\±T°/¯�Ð�Á�ÄV¯�° ¼ ¯�³�È

Q(−1, 3, 6)
±T®�Á�´ ¼ ®�´D±T®�Ä%µ�²�Á'°*¯�Ð�Á-¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²&Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä

( 1 1 2 3 2 3 4 5
4 6 5 6 7 8 7 8 )

¼ ®�²
( 1 2 3 4 5 6 2 3

7 1 7 6 5 4 8 8 ) .
j\±T°/¯�Ð�Á�ÄV¯�° ¼ ¯�³�È

Q(−1, 3, 3, 3)
±T®�Á-´ ¼ ®�´D±h®�Ävµ¶²�ÁD°*¯�Ð�Á�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²&ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä

( 1 1 2 3 4 5 6 7 6
7 8 5 8 2 4 9 3 9 )

¼ ®�²
( 1 1 2 3 2 3 4 5 6

4 7 8 9 7 8 6 5 9 ) .
j\±T°/¯�Ð�Á�ÄV¯�° ¼ ¯�³�È

Q(12)
±T®�Á-´ ¼ ®�´D±h®�Ävµ¶²�ÁD°/¯vÐ�Á-¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²&ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä

( 1 2 1 2 3 4 5 3
6 7 6 7 5 8 4 8 )

¼ ®�²
( 1 2 3 4 5 6 7 6

8 7 5 8 4 3 2 1 ) .
2*Ð�Á�¯�Ð�ÁD±T°%ÁDÈ µ�Ä*Í�°v±�ÂTÁ'® ¹

�
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M}Á'°vÁ -�ÁÙ¾hµ¶ÂTÁ�ÁgÖ¤Í�Ã¶µ�´Dµ�¯�ÁmÖ ¼ ÈÉÍ�Ã�ÁDÄÉ±hË;t �9r�p�x%�9r Ñ ¼ ³�Ì'Ê ´DÃ ¼ ÄvÄ%ÁDÄ @ v�)'��) ³�Í ¯�± ¯�Ð�ÁÙÁ�8I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®�´'Á
π ∼ f ◦ π

0�Ë=±T° ¼ ®¡Ê�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®
f
±hË

A
D ¹

l¯�µ�Ä+Á ¼ Ä%Ê ¯�±LÄvÁ'Á&¯vÐ ¼ ¯+¯vÐ�ÁD°%Á�µ¶Ä+±T®�Ã�Ê ±T®�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ ´'Ã ¼ Ä%Ä�Ø�Ã�Ã�Á'² /¡Ê @Aµ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á.D�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁ'²
Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä�²�Á'Ø\®�Á'² ±�ÂTÁ'°

3
Ã�Ág¯v¯�Á'°vÄ ¹ �® ¯vÐ ¼ ¯�´ ¼ Ä%Á�¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ ´DÃ ¼ ÄvÄ-´D±T®¡¯ ¼ µ�®�Ä

4
¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²

Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¼ ®�² ¼ ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�µ�Ä�µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á-µ�Ë ¼ ®�²�±T®�Ã�Ê&µ¶Ë:µ¶¯{µ�Ä{²�ÊM® ¼ È�µ�´ ¼ Ã�Ã�Ê�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹
2*ÐI³�Ä�¯�Ð�Á'°vÁ-µ�Ä*®�±�µ�®¡¯vÁD°vÁ'Ä%¯vµ�®�¾�Í�Ð�Á'®�±TÈ�ÁD®�±h®�µ¶®&¯vÐ�µ�Ä ��Ävµ¶ÈÉÍ�Ã¶Á��}´ ¼ ÄvÁ ¹
lË&-FÁ(´D±h®�Ävµ¶²�ÁD° ¼ ÄvÃ¶µ�¾TÐ¡¯vÃ¶Ê�È�±T°vÁ�´D±hÈÉÍ�Ã¶µ�´ ¼ ¯�Á'²�´ ¼ ÄvÁ�0rË=±T°{µ�®�ÄV¯ ¼ ®�´DÁ�ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä{²�Á'Ø�®�ÁD²?±�ÂTÁ'°

4
Ã�Ág¯v¯�Á'°vÄE-�ÁÉ¾TÁ'¯�Äv±hÈÉÁ�µ�®¡¯vÁD°vÁ'Ä%¯vµ�®�¾�Í�Ð�ÁD®�±TÈÉÁ'®�±T® ¹ j5µ�¾T³�°vÁ ¸�Å µ�Ã�Ã¶³�Ä%¯v° ¼ ¯vÁDÄ�Ä%³�´eÐ ¼ Ñ ¼ ³�ÌgÊL´DÃ ¼ ÄvÄ ¹

l¯�´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�Ä�¯�±É¯�Ð�Á�Ä%¯�° ¼ ¯�³�È
Q(2,−1,−1)

¹ 2*Ð�Á(¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD²�ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä
( 1 1 2 2 3

4 3 4 )
¼ ®�²

( 1 2 1
3 3 4 4 2 )

¼ °vÁ*®�±Z¯�Ë=±h°vÈ ¼ Ã�Ã�Ê�µ¶®+¯�Ð�Á{Ñ ¼ ³�Ì'Ê(´DÃ ¼ ÄvÄ�Ävµ¶®�´DÁ�¯�Ð�ÁgÊ ¼ °%Á{°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�0s/�³�¯ -�Á{´ ¼ ®�ÄvÁ'Á{¯vÐ�ÁD°%Á
µ�Ä*´'±T®�´'°vÁ'¯vÁDÃ�Ê�¯�Ð�Á � ¼ ¯v¯v° ¼ ´g¯�µ�±h® ��Í�Ð�ÁD®�±hÈÉÁ'®�±T® ¹ Õ ÄF-FÁ-´ ¼ ®�ÄvÁ'Á�¯vÐ�ÁC@A°vÁ'²�³�´'ÁD² D�Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´'Ã ¼ Ä%ÄvÁ'Ä{Ë=±T°
¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD² Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä ¼ °vÁ�µ¶® ¾TÁD®�Á'° ¼ Ã*È�³�´eÐ È�±T°%Á�´D±TÈ�Í�Ã�µ¶´ ¼ ¯vÁD² ¯vÐ ¼ ® ¯�Ð�Á&±T®�Á&Ë=±h°+³�Äv³ ¼ Ã
Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ävµ¶®�´DÁ�¯�Ð�Á�ÂTÁ'°%¯�ÁmÖ ¼ °vÁ�Á'µ¶¯vÐ�ÁD°{±hË"Â ¼ Ã¶ÁD®�´'Á�±T®�Á�±T°{±hË"Â ¼ Ã�Á'®�´DÁ-¯ -F± ¹ �® j5µ�¾T³�°vÁ ¸)Î -FÁ
Í�°%ÁDÄvÁ'®¡¯ ¼ È�±T°vÁ�´'±TÈÉÍ�Ã�µ�´ ¼ ¯�Á'²�´ ¼ Ä%Á`-�µ�¯�Ð ¼ ® ��³�®�Ä%¯ ¼ /�Ã�Á ��Ä%Á'¯{±hË:ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä ¹
S Á�ÁD®�²Ù¯�Ð�µ¶Ä�ÄvÁ'´'¯vµ�±T® -�µ�¯�Ð ¼ ®ÙÁgÖ¤Í�Ã¶µ�´Dµ�¯�´ ¼ Ã�´'³�Ã ¼ ¯�µ�±h®�±ZË�¯�Ð�Á(´ ¼ °v²�µ�® ¼ Ã¶µ¶¯�Ê�±ZË�¯�Ð�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄvÁ'Ä

±hËN¯�Ð�Á�Ë=±T³�°*ÁgÖ¤´DÁ'Í�¯�µ¶±T® ¼ Ã3ÄV¯�° ¼ ¯ ¼ @AÍ8ÁD°%Ë=±h°vÈ�ÁD²�-�µ¶¯vÐ Õ ®¡¯�±T® \r±T°vµ¶´eÐbX¦Ä*Äv±hË^¯ - ¼ °vÁfH_\r±T°Rah¿ K D ¹

´'±T®�®�Á'´'¯�Á'² °vÁ'Í�°vÁ'ÄvÁD®¡¯ ¼ ¯�µ�ÂTÁDÄ ´ ¼ °%²�µ�® ¼ Ã�µ¶¯�ÊÉ±hË
´'±TÈ�ÍG±T®�ÁD®¡¯�Ä Á'Ã�ÁDÈ�ÁD®¡¯vÄ ÁgÖM¯�Á'®�²�ÁD²�Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´'Ã ¼ Ä%ÄvÁ'Ä

Q(−1, 9)adj ( 1 1 2 3 2 3 4
5 4 5 6 7 6 7 )

Ú¡ÎhÚhÅTÅ

Q(−1, 9)irr ( 1 1 2 3 4 5 6
3 2 7 5 7 6 4 )

¸ · Æ ¿T¿

Q(−1, 3, 6)adj ( 1 1 2 3 2 3 4 5
4 6 5 6 7 8 7 8 )

ÎZÆ�¸ ¿ ÔZÅ

Q(−1, 3, 6)irr ( 1 2 3 4 5 6 2 3
7 1 7 6 5 4 8 8 )

Ô · ¸)Ô ·

Q(−1, 3, 3, 3)adj ( 1 1 2 3 4 5 6 7 6
7 8 5 8 2 4 9 3 9 )

¿ ¸ ·�J Æ J
Q(−1, 3, 3, 3)irr ( 1 1 2 3 2 3 4 5 6

4 7 8 9 7 8 6 5 9 )
J?J Æ¡ÔZÅ

Q(12)adj ( 1 2 1 2 3 4 5 3
6 7 6 7 5 8 4 8 )

J�J ¸)ÎhÚTÚ
Q(12)irr ( 1 2 3 4 5 6 7 6

8 7 5 8 4 3 2 1 )
¸DÅ ¿?a Å¡Ú

� ��� 
¤« �� Ñ{Á'Í�°vÁ'ÄvÁD®¡¯ ¼ ¯�µ�ÂTÁDÄ{ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯�Ä*Ë=±T°/¯vÐ�Á-ÄvÍ8ÁD´'µ ¼ Ã3ÄV¯�° ¼ ¯ ¼�¹
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 * 
 ')#O« � �  Õ @=°vÁD²�³�´DÁ'² D{Ñ ¼ ³�ÌgÊ�´DÃ ¼ ÄvÄ�µ¶®
Q(2,−1,−1)

¹
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´
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6 2 7 7 6

´
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´
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´

`
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´
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 * 
 ')#O« � 	  Õ ®LÁgÖ ¼ È�Í�Ã¶Á�±hË ¼ Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ ¹ 2*Ð�Á+´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�µ�®�¾�ÄV¯�° ¼ ¯�³�È µ�Ä

Q(−1,−1,−1, 7)
¹ 2*Ð�Á'°vÁ ¼ °vÁ

28906
ÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä(µ¶® ¯�Ð�Á�-�Ð�±hÃ�Á ��´'Ã ¼ Ä%Ä � ¼ ®�²

28884
Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä+µ�® ¯vÐ�Á ��¾T±M±¤² ��Ñ ¼ ³�ÌgÊ ´DÃ ¼ ÄvÄ ¹ 2*Ð�Á

28906 − 28884 = 22°%ÁDÈ ¼ µ�®�µ¶®�¾�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä /8ÁDÃ¶±T®�¾�¯v±(¯�Ð�Á�°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�Í ¼ °%¯`@
12

Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�ÄmD ¼ ®�²
¯vÐ�Á ��³�®�ÄV¯ ¼ /�Ã�Á��"Í ¼ °V¯ @

10
Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�ÄmD ¹ n{±h¯�Á�¯�Ð ¼ ¯3¯�Ð�Á'°vÁ�µ�ÄO®�±�Ä%È ¼ Ã¶Ã�Á'° ¼ ¯v¯v° ¼ ´g¯�±T°

Ä%Á'¯ �"¯vÐ�Á�¯�Ð�°vÁDÁ�µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä /8ÁDÃ¶±T®�¾�¯v±(¯�Ð�Á�Ä ¼ ÈÉÁ�Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´'Ã ¼ Ä%Ä ¹�À Á'¯
³�Ä ¼ Ã¶Äv±�®�±h¯vÁ�¯�Ð ¼ ¯{¯vÐ�Á-ÁgÖM¯�Á'®�²�Á'²ÙÑ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ�Ð ¼ Ä

38456
Á'Ã�Á'ÈÉÁ'®I¯vÄ ¹

� 	 	8«�©)%�*�� º}¹ � © ¨5ª��N« # %5« ��*^©)*¢ª$*^¨"© ¨��?ª��N«L« �:ªO«�© %:« % � � ' � �N( 
 � ¬)¬
�®?ÄvÁ'´'¯vµ�±T®?¿ 0�-�Á�Ð ¼ ÂTÁ+²�ÁgØ\®�ÁD² ¼ ®?ÁmÖM¯�ÁD®�²�ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ~/¡Ê�´D±T®�Ävµ�²�ÁD°vµ¶®�¾�¯vÐ�Á(ÄvÁg¯-±hË�¾TÁ'®�ÁD°�Ò

¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²LÍGÁ'°vÈ(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä-±?/�¯ ¼ µ�®�ÁD²LË=°v±TÈ ¼ ® µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á+Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®
π
/¡ÊL¯�Ð�Á�ÁgÖM¯vÁD®�²�Á'² Ñ ¼ ³�Ì'Ê

±TÍ8ÁD° ¼ ¯�µ¶±T®�Ä ¹ 2*Ð�µ�Ä/Ä%Á'¯�µ¶Ä�®�±h¯/µ�®�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã ¼ Ä%³�/�Ä%Á'¯�±hËO¯�Ð�Á�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á}¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®�Ä10
¯�Ð�ÁD°vÁgË=±T°vÁ3-FÁ�È(³�ÄV¯-µ�®¡¯�Á'°vÄvÁ'´'¯-µ�¯~-�µ¶¯vÐÙ¯�Ð�Á�ÄvÁg¯-±hË�µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á(¾hÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�ÌDÁ'²?ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä}¯�±�¾TÁg¯
¼ ®&ÁgÖM¯vÁD®�²�Á'²?Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ ¹
{ ®�Á�´D±h³�Ã�² ¼ Ã¶Äv±?²�ÁgØ\®�Á ¼ ® ÁgÖM¯vÁD®�²�Á'² Ñ ¼ ³�ÌgÊ ´DÃ ¼ ÄvÄ+µ¶® ¯�Ð�Á�Ë=±hÃ�Ã�±.-�µ¶®�¾g- ¼ Ê �&µ�¯(µ�Ä ¼ È�µ�®�µ�È ¼ Ã

Äv³�/�ÄvÁg¯(±hË/¯vÐ�Á�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�¾TÁD®�ÁD° ¼ Ã�µ�Ì'ÁD² ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä-ÄV¯ ¼ /�Ã¶ÁC/¡ÊL¯�Ð�ÁÉ±TÍ8ÁD° ¼ ¯�µ¶±T®�Ä
R0

0
R1

0 ¼ ®�²
s
¹ l¯�µ�Ä�Á18I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®¡¯�¯v±�Ä ¼ Ê�¯vÐ ¼ ¯�-�Á(Ë=±T°l/�µ�²�¯�Ð�Á(±hÍGÁ'° ¼ ¯vµ�±T®

s
Ë=±T°

π′ Äv³�´eÐL¯vÐ ¼ ¯ sπ′ µ�Ä�°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á ¹j\±T°�¯�Ð�Á�Í�³�°%ÍG±hÄvÁ�±hË/¯�Ð�µ�Ä-ÄvÁ'´'¯�µ¶±T®b0NÃ�Ág¯�³�Ä�´ ¼ Ã�Ã"¯vÐ�µ�Ä�®�Á�- ´DÃ ¼ ÄvÄ ¼ � �9q ��� &��&%?u ����r �9r 9}q�p
� &]x'�^q !%! ¹



� � �������	��
������������������������������������� ��!
Õ Í�°%µ�±T°VÊ?0 ¼ ®LÁgÖM¯�Á'®�²�ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ�µ�Ä ¼ ³�®�µ�±T®Ù±ZË -FÁ ¼ ½MÃ�ÊÙÁmÖ¤¯vÁD®�²�ÁD² Ñ ¼ ³�Ì'ÊÙ´'Ã ¼ Ä%ÄvÁ'Ä ¹ S Á[-�µ¶Ã�Ã
Í�°%±)ÂhÁ �

� ��� � � � � � �.� � +,��� ��= ! � �&%?u ����r �9r 9Fq�p
� &Nx'�^q !%! �%!]q���r u.! � � �9q ��� & �&%?u ����r �9r 9Fq�p
� &Nx'�^q !%! �%!
x%$Zv ��xzvwr ��)
� t $ $2-8) Õ Ã�Ã$-�Á�Ð ¼ ÂTÁ(¯�±�Í�°v±�ÂTÁ�µ�Ä}¯vÐ ¼ ¯�µ¶Ë�¯ -F±�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²�Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ¶±T®�Ä

π1
¼ ®�²

π2´D±h°v°vÁ'ÄvÍ8±T®�²&¯�±(¯vÐ�Á�Ä ¼ È�Á�´D±h®�®�ÁD´g¯�Á'²�´D±hÈÉÍ8±T®�Á'®I¯/±hË ¼ ÄV¯�° ¼ ¯�³�È ±hË)8M³ ¼ ²�° ¼ ¯�µ�´�²�µ65GÁD°vÁ'®¡¯�µ ¼ Ã�Ä10I¯�Ð�ÁD®
-FÁÉ´ ¼ ®,Y%±hµ�®?¯�Ð�Á'È @A³�Í ¯�±&°%ÁDÃ ¼ /GÁ'Ã�Ã�µ¶®�¾�DF/¡Ê ¼ ´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯�µ¶±T®?±hË�¯�Ð�Á�È ¼ Í�Ä

R0

0
R1

0 ¼ ®�²
s
0:Ä%³�´eÐ

¯�Ð ¼ ¯Cq
����¯vÐ�Á�´D±T°%°vÁ'ÄvÍ8±T®�²�µ¶®�¾&µ�®¡¯�Á'°vÈ�ÁD²�µ ¼ °%Ê�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²?Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä ¼ °vÁ+µ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹ Ñ�ÁD´ ¼ Ã�Ã
¯�Ð ¼ ¯�µ¶Ë

π
µ�Ä*µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�0�¯�Ð�ÁD®�Äv± ¼ °vÁ

R0(π)
¼ ®�²

R1(π)
@ -�Ð�ÁD®�²�Á'Ø\®�ÁD² D ¹

2*Ð�Á{µ�²�Á ¼ µ¶Ä�®�±.- ¯�±�ÈÉ±M²�µ¶Ë^Ê�¯�Ð�Á}Í�°%±¤±ZË<±hË�2*Ð�ÁD±T°%ÁDÈ
D
0�/¡Ê�³�Ävµ¶®�¾�¯vÐ�Á�¯�Ð�°%ÁDÁ�Ë=±TÃ�Ã¶±c-�µ¶®�¾�ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¤Ò

¯ ¼ °%Ê�°%ÁDÈ ¼ °v½IÄ ¹�À Ág¯
ζ
/8Á ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®&² ¼ ¯�³�È ±�ÂTÁD° ¼ ®&µ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á�¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²&Í8ÁD°%È(³�¯ ¼ ¯�µ�±h®

π@A±ZË:¯�ÊMÍ8Á
(l, m)

D ¹
@ ¸ D��® Ñ{Á'È ¼ °v½ Æ¤¹tÎ -FÁ�¾ ¼ ÂhÁ ¼ ´'±T®�²�µ�¯�µ¶±T®?µ�®?±T°%²�ÁD°�¯v±�Ð ¼ ÂhÁ

Im(
∑l

i=1 ζπ(i)) = 0
¹ B 8I³�µ�Â ¼ Ò

Ã�Á'®¡¯�Ã¶ÊÉµ¶Ë ¼ ²�ÁD´D±hÈÉÍ8±TÄvµ�¯�µ¶±T®�±hË
π
Ð�±TÃ¶²�Ä�¯�Ð�ÁD®&¯�Ð�Á'°vÁ�µ�Ä�®�±�ÁDÈ�Í�¯�Ê�´'±T°v®�Á'° ¹ l¯*µ¶Ä/±?/¡ÂMµ�±T³�Ä/¯v±

´eÐ�Á'´e½�¯�Ð ¼ ¯10\³�®�²�Á'°*¯�Ð�µ¶Ä*´D±T®�²�µ¶¯�µ¶±T®b0
sπ

µ�Ä*µ¶°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á ¹
@a·?D À Á'¯�³�Ä ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ(¯vÐ ¼ ¯�¯�Ð�Á(¯ -�±&Ã�µ¶®�ÁDÄ Y%±Tµ�®�µ¶®�¾�¯vÐ�Á+ÁD®�² Í8±Tµ�®¡¯�Ä�±hË

L0
¼ ®�²?¯vÐ�Á+ÁD®�²LÍ8±Tµ�®¡¯vÄ

±hË
L1

²�±�®�±h¯�Ð ¼ ÂhÁ ¼ ®¡Ê�±Z¯�Ð�Á'°�µ�®¡¯vÁD°vÄ%ÁD´g¯�µ�±h®ÙÍG±hµ�®¡¯�-�µ�¯�Ð
L0

¼ ®�²
L1
¹ 2*Ð�Á'® ¼ Í�Í�Ã�Ê¤µ¶®�¾É¯v±

ζi

¯vÐ�Á�È ¼ ¯�°vµ�Ö
( 1 0

t 1 )
Ë=±h° ¼ Ä%³�µ¶¯ ¼ /�Ã�Á

t
0)-FÁÉ¾hÁ'¯ ¼ ®�Á�- Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h® ² ¼ ¯ ¼

ζ ′ ±�ÂhÁD° T
-�µ¶¯vÐ

Im(
∑l

i=1 ζ ′
π(i)) = 0

¹ M}Á'®�´DÁ
sπ

µ�Ä*µ¶°v°vÁ'²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹
@ Æ D À Á'¯

k ≤ l
È�µ�®�µ¶ÈÉµ¶ÌDÁ?¯�Ð�Á Â ¼ Ã¶³�Á

Im(
∑

i≤k ζπ(i))
¹ À ÁDÈ�È ¼ Î¤¹¶¸ µ¶ÈÉÍ�Ã�µ�Á'Ä�¯vÐ ¼ ¯Ù¯vÐ�ÁD°%Á

ÁgÖ¤µ¶Ä%¯�Ä
n > 0

Äv³�´eÐ ¯�Ð ¼ ¯
Rn(T )

µ�Ä�¯vÐ�Á Ø�°vÄ%¯�°vÁg¯�³�°%® È ¼ Í ±hË
T
¯v± ¯vÐ�ÁLÄv³�/�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã

(
0, Re(

∑k
i=1 λi)

) ¹ À Ág¯�³�ÄÉ´D±T®�Ä%µ�²�Á'°
(π(n), ζ(n)) = Rn(π, ζ)

¹ º Ê ´D±T®�ÄV¯�°%³�´'¯vµ�±T®
ζ (n)

Ä ¼ ¯�µ�ÄVØ\ÁDÄ*¯vÐ�Á-Í�°vÁgÂ¤µ¶±T³�Ä�´D±h®�²�µ¶¯vµ�±T®�0�Ð�Á'®�´DÁ
sπ(n) µ�Ä*µ¶°v°%ÁD²�³�´'µ/�Ã¶Á ¹

À Á'¯F³�Ä�®�±c- Í�°v±�ÂTÁ�¯vÐ�Á�Í�°v±TÍ8±TÄvµ�¯�µ¶±T® ¹:À Ág¯
π1

¼ ®�²
π2

/8Á}¯ -F±(¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD²�Í8ÁD°vÈ�³�¯ ¼ ¯vµ�±T®�ÄFµ¶®É¯�Ð�Á
Ä ¼ ÈÉÁ�ÁmÖM¯�ÁD®�²�ÁD²�Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄ ¹ 2*Ð�Á�Í�°v±M±hËO±hË)2*Ð�ÁD±h°vÁDÈ

D
¼ ÄvÄ%ÁD°V¯�Ä*¯�Ð ¼ ¯/¯�Ð�Á'°vÁ�ÁmÖ�µ¶Ä%¯vÄ ¼ Äv³�°VË ¼ ´DÁ

S¼ ®�²+¯ -F±�Ä%ÁD¾TÈ�ÁD®¡¯vÄ
X1

¼ ®�²
X2

0¡Á ¼ ´eÐÉ±T®�ÁF/GÁ'µ�®�¾ ¼ ²cY ¼ ´DÁ'®I¯�¯v± ¼ Ä%µ�®�¾h³�Ã ¼ °%µ¶¯�Ê
x1

¼ ®�²
x2

0¡Äv³�´eÐ�¯�Ð ¼ ¯
Ë=±T°*Á ¼ ´eÐ

i
0�¯�Ð�Á-Ã�µ¶®�Á ¼ °/µ�®¡ÂT±hÃ�³�¯vµ�±T®

Ti
¾Tµ¶ÂhÁD® /IÊ�¯vÐ�Á�Ø\°vÄV¯{°vÁ'¯v³�°v®�È ¼ Í�Ä*±T®

Xi
Ð ¼ Ä}´'±TÈ3/�µ¶® ¼ ¯v±T°vµ ¼ Ã

² ¼ ¯v³�È
πi
¹ S Á-´ ¼ ® ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯�Ð ¼ ¯

S
Ð ¼ Ä�®�±�ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ ÃrÄ ¼ ²�²�Ã�Á-´D±T®�®�ÁD´g¯�µ�±h® ¹

2*Ð�Á�Í�°vÁ'ÂMµ¶±T³�Ä+°vÁ'È ¼ °v½Lµ�È�Í�Ã�µ¶ÁDÄ-¯�Ð ¼ ¯U0"³�Í ¯v±Ù°vÁ'Í�Ã ¼ ´'µ�®�¾
T1

/¡Ê Ä%±TÈ�Á
Rn0(T1)

Ë=±T°�Äv±TÈ�Á�-FÁDÃ�Ã
´eÐ�±TÄ%ÁD®

n0

0h±T®�Á/´ ¼ ® ¼ ®�²+²�± ¼ ÄvÄv³�ÈÉÁ�¯vÐ ¼ ¯
sπ1

µ¶Ä"µ�°%°vÁD²�³�´Dµ6/�Ã�Á ¹5À Á'¯
(π1, ζ)

/GÁF¯�Ð�Á/Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ävµ�±h®�±�ÂhÁD°
T1
¯�Ð ¼ ¯5´'±T°v°%ÁDÄ%ÍG±T®�²�ÄN¯v±}¯vÐ�ÁFÄ%³�°%Ë ¼ ´DÁ

S
0)¯�Ð�ÁD®(³�Í�¯�± ¼ Í�Í�Ã�ÊMµ�®�¾*¯�±

ζ
¯vÐ�Á�È ¼ ¯v°vµ�Ö

( 1 0
t 1 )

Ë=±T° ¼ Ä%³�µ¶¯ ¼ /�Ã�Á
t
@�-�Ð�µ�´eÐ�²�±MÁDÄ�®�±h¯�´eÐ ¼ ®�¾TÁ�¯�Ð�Á-ÂhÁD°V¯�µ�´ ¼ Ã<Ë=±TÃ¶µ ¼ ¯vµ�±T® D�0s-�Á�´ ¼ ® ¼ Ä%Äv³�È�Á�¯�Ð ¼ ¯

Im(
∑l

i=1 ζπ(i)) = 0
¹

j\±T°
n
Ã ¼ °v¾TÁ�ÁD®�±T³�¾TÐb0

Rn(T2)
µ�Ä�µ¶Äv±TÈ�±T°vÍ�Ð�µ�´�¯�±�¯�Ð�Á/Ø�°vÄ%¯�°%Á'¯�³�°v®�È ¼ Í+±T® ¼ Ä%³�/�µ¶®I¯vÁD°VÂ ¼ Ã

(y1, y2)±hË
X1

0�-�µ�¯�Ð
(y1, 0)

±T°
(y1, 1)

¼ Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯�Ê ±hË
T1
¹ À Á'¯

k ≤ l
¯�Ð ¼ ¯�ÈÉµ¶®�µ�È�µ�Ì'ÁDÄ�¯�Ð�Á?Â ¼ Ã�³�Á

Im(
∑

i≤k ζπ(i))
¼ ®�² Ã¶Á'¯

x ∈ X1

/GÁ+¯�Ð�ÁÉ´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�µ�®�¾�ÍG±Tµ¶®¡¯ ¹ lË
y1 < x

¯�Ð�Á'® -FÁ ¼ Ã¶Äv±�Ð ¼ ÂTÁ
y2 < x

@AÄ%µ�®�´'Á
y2

´ ¼ ®]/GÁ�´eÐ�±TÄ%ÁD® ¼ °9/�µ�¯�° ¼ °vµ�Ã�Ê�´DÃ�±hÄvÁ+¯�±
y1

D ¹ S Á�¯�Ð�Á'® ¼ Í�Í�Ã¶ÊÙ¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�Ì'Ê¡ÒlÓ�Á'ÁD´eÐ
µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ¯�±

T1

³�®¡¯�µ¶Ã -FÁ�¾TÁg¯ ¼ Ø\°%Ä%¯+°%Á'¯�³�°v® È ¼ Í ±T®
(x1, x)

¹ lË
y1 > x

¯�Ð�Á'®A-�Á ¼ Ã�Äv±�Ð ¼ ÂTÁ
y2 > x

¹�º Ê+²�ÁgØ\®�µ�¯�µ�±h®
ζ
µ¶Ä ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T®�² ¼ ¯ ¼ ±�ÂTÁ'°

(λ, sπ1)
@Aµ ¹ Á ¹ -�Á ¼ °%Á ��°%±h¯ ¼ ¯vµ�®�¾�/¡Ê

180◦
�/¯�Ð�Á

Í8±TÃ¶ÊM¾T±T® ¼ ®�² ¯�Ð�Á�Ã�µ¶®�Á ¼ °-µ¶®IÂh±TÃ�³¤¯�µ�±h®
T1

D ¹ S Á ¼ Í�Í�Ã¶Ê?¯vÐ�Á�Ñ ¼ ³�ÌgÊ¡ÒlÓ�ÁDÁ'´eÐ µ�®�²�³�´'¯vµ�±T® ±T®
(λ, sπ1)³�®¡¯�µ¶Ã}-�Á�¾TÁg¯ ¼ ¼ Ø\°vÄV¯É°%Á'¯v³�°v® È ¼ Í ±T®

(x′
1, x)

¯vÐ ¼ ¯�´D±h®I¯ ¼ µ�®�Ä
y1, y2

¹ 2*Ð�Á�°%ÁDÄv³�Ã¶¯�µ�Ä ¼ Ã�µ�®�Á ¼ °
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µ�®¡Âh±TÃ�³�¯vµ�±T®
T ′

1 = (λ′, π′)
Äv³�´eÐ&¯�Ð ¼ ¯

sπ′ µ�Ä�µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�0 ¼ ®�² ¼ Ä%³�ÄvÍ8ÁD®�Ä%µ�±T® ζ ′ ±�ÂhÁD° T ′
1

¹ Õ ÄF/8Á'Ë=±T°%Á
-FÁ�´ ¼ ® ¼ ÄvÄ%³�È�ÁÉ¯�Ð ¼ ¯

Im(
∑l

i=1 ζ ′
π′(i)) = 0

¼ ®�² ¯vÐ�ÁD®
(ζ ′, sπ′

1)
µ¶Ä ¼ Äv³�Ä%ÍGÁ'®�Ävµ¶±T® ±�ÂTÁ'°

(λ′, sπ′
1)¯�Ð ¼ ¯/´'±T°v°%ÁDÄvÍ8±T®�²�Ä�¯�± ¼ Ø\°vÄV¯/°%Á'¯�³�°v®�È ¼ Í�±hË

T1
±T®�¯�Ð�Á�Äv³�/�µ¶®¡¯�ÁD°VÂ ¼ Ã

X ′
1 = (x, x′

1)
¹ O ±h°vÁD±�ÂhÁD°/¯�Ð�Á

ÄvÁ�8I³�ÁD®�´'Á&±hË*¾TÁ'®�ÁD° ¼ Ã�µ¶ÌDÁD² ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä}Y%±Tµ¶®�µ�®�¾
π1

¯�±
sπ′

1

´D±T°%°vÁDÄ%ÍG±h®�²�µ�®�¾�¯�±Ù±h³�°�²�ÁDÄv´'°vµ¶Í�¯�µ¶±T®
´D±h®�Ävµ¶Ä%¯�Ä�Á'®I¯vµ�°%ÁDÃ¶Ê�±hË:µ�°v°%ÁD²�³�´Dµ/�Ã�Á�ÁDÃ¶ÁDÈ�ÁD®¡¯�Ä ¹
l¯�Á'° ¼ ¯vµ�®�¾�¯vÐ�µ�Ä ¼ °v¾h³�ÈÉÁ'®¡¯U0O¯�Ð�Á'°vÁ7-�µ�Ã�Ã /8Á ¼ ÄV¯�ÁDÍ -�Ð�ÁD°%ÁÉ¯�Ð�ÁÉÍ8±Tµ�®¡¯

x′′ ÈÉµ¶®�µ�È�µ�Ì'µ�®�¾�¯�Ð�Á�Â ¼ Ã�³�Á

Im(
∑

i≤k ζ ′′
π′′(i))

µ¶Ä�Í�°vÁ'´Dµ¶ÄvÁDÃ�Ê
y1

@w/8ÁD´ ¼ ³�Ä%Á ¯�Ð�Á Ä%³�°%Ë ¼ ´DÁ ¼ ²�È�µ¶¯�Ä ¼ Ø\®�µ¶¯�ÁL®I³�È3/8ÁD°&±hË�ÂTÁ'°%¯�µ¶´ ¼ Ã
ÄvÁ'Í ¼ ° ¼ ¯�°%µ�´DÁ'Ä-Ä%¯ ¼ °%¯�µ¶®�¾�Ë=°v±hÈ ¯vÐ�Á�Ävµ�®�¾T³�Ã ¼ °vµ¶¯vµ�Á'ÄmD ¹ 2*Ð�Á�Ä ¼ ÈÉÁ ¼ °v¾T³�ÈÉÁ'®I¯-Í�°v±M²�³�´DÁ'Ä ¼ Ä%Á18I³�Á'®�´DÁ�±hË
µ�°%°vÁ'²�³�´Dµ6/�Ã�Á�¾TÁD®�Á'° ¼ Ã¶µ�Ì'ÁD²&ÍGÁ'°vÈ(³¤¯ ¼ ¯vµ�±T®�Ä Y%±hµ�®�µ¶®�¾

π′′ ¯v± π2
¹

2*Ð�µ¶Ä*Í�°v±�ÂTÁ'Ä}¯vÐ�Á-Á18I³�µ¶Â ¼ Ã¶ÁD®�´'Á�±hËN¯�Ð�Á�¯ -F±�²�ÁgØ\®�µ¶¯vµ�±T®�Ä/±hË5¯vÐ�Á�ÁgÖM¯vÁD®�²�Á'²?Ñ ¼ ³�Ì'Ê�´DÃ ¼ ÄvÄvÁ'Ä ¹
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