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Erwan Lanneau

Avant-propos

Cemémoire est consacré à mes travaux sur les surfaces plates et sur les espaces de Teichmüller.
Il se compose d’un document de synthèse reprenant tous mes articles, ceux de thèse de

doctorat inclus. Le dossier scientifique à la fin de ce manuscrit reprend toutes les prépublications
qui ne sont pas accessibles aisément. Les articles publiés et disponibles librement, par exemple
sur le site ArXiV, ne sont pas inclus dans ce document. Ce texte est une présentation et ne se
substitue donc pas aux articles, les détails des arguments et des constructions s’y trouvant. Le
style se veut ainsi volontairement informel.

Le cadre général est l’étude des surfaces plates et de leurs espaces des modules. La principale
motivation qui m’a conduit à regarder ces objets, et qui motive toujours ma curiosité, est le
mélange de plusieurs domaines des mathématiques : la géométrie, l’arithmétique, la théorie
ergodique, la géométrie algébrique, la théorie des nombres. C’est cette interaction qui est le fil
conducteur des résultats présents.

Un point commun aux différentes parties de ce mémoire est l’utilisation d’homéomorphismes
de type pseudo-Anosov. L’étude des homéomorphismes des surfaces remonte à Thurston-
Nielson dans les années 1970. Si φ est un difféomorphisme du tore (préservant l’orientation),
alors φ est, à isotopie près, un automorphisme linéaire de SL2(Z). Si les valeurs propres de φ
sont irrationnelles distinctes alors φ est un difféomorphisme d’Anosov [Ano67]. Cette analyse
est généralisée par Thurston aux surfaces quelconques. On peut voir les pseudo-Anosov comme
des difféomorphismes d’Anosov sur une surface percée.

Un des outils important intervenant dans cette étude est la notion de feuilletage mesuré
sur les surfaces. Deux objets importants ont été développés pour étudier ces feuilletages : les
réseaux ferroviaires (train-tracks en anglais) et les surfaces plates. Ces dernières apparaissent
pour la première fois sous formes de différentielles quadratiques, dans les années 1970 (Douady
& Hubbard [DH75]), et sont reprises 10 ans plus tard dans les travaux fondateurs de Masur et de
Veech sur les propriétés du flot géodésique de Teichmüller. Elles ont été depuis lors utilisées à
maintes reprises dans beaucoup d’autres aspects de cette théorie, tant sur le plan de la géométrie
que de la dynamique. Donnons deux motivations importantes pour étudier les surfaces plates.
D’abord ces objets interviennent naturellement dans le codage du flot de Teichmüller. Ensuite
la simplicité de la définition permet souvent de faire de la géométrie à l’« ancienne ».

On peut séparer ce mémoire en trois parties (on trouvera en page iii une liste de mes
publications). Dans la première, après avoir présenté les définitions et résultats « classiques », je
m’intéresse à l’adhérence des disques de Teichmüller. En utilisant des techniques de McMullen
(théorèmes de Ratner et chirurgie sur les surfaces plates), je donne des critères pour qu’un disque
soit dense. Dans [5, 4] on détaille ces techniques. L’article [6] est un survol de ces méthodes.

La deuxième partie est consacrée à l’induction de Rauzy pour les involutions linéaires (intro-
duites par Danthony & Nogueira) : d’un point de vue combinatoire d’abord, puis dynamique en-
suite. J’utilise fortement la représentation proposée par Kerckhoff, puis Bufetov, Marmi, Moussa
& Yoccoz. Ces résultats font l’objet de l’article [3]. J’utilise ensuite cette induction pour construire
des pseudo-Anosov explicitement dans la troisième partie (articles [2, 1, 13]).

Enfin dans la dernière partie, je donne dans un premier temps quelques constructions d’ho-
méomorphismes pseudo-Anosov (dont deux nouvelles constructions [5, 3]), puis j’étudie les
propriétés algébriques de leurs dilatations [7]. Je termine par une étude sur les dilatations. Une
des conséquences des résultats de cette section est le calcul des plus petites dilatations en petite
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complexité (petit genre et petit nombre de singularités). Ceci donne ainsi des valeurs exactes
pour les systoles des espaces des modules (pour la métrique de Teichmüller) [2, 12, 11, 13].

Je termine cet avant propos par une liste des publications (en page iii), dans lesquelles on
pourra retrouver les résultats présentés dans ce document de synthèse. Cette liste est composée
de 15 articles : 10 articles de recherches publiés, 3 prépublications et 2 articles de survols. On
retrouvera en annexe de ce document certains articles. Par ailleurs j’ai choisi de numéroter mes
résultats en chiffres romains et les autres en chiffres modernes.
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1 Surfaces plates, espaces des modules et homéomorphismes
affines

Nous donnons quelques brefs rappels sur les surfaces plates et les homéomorphismes affines.
La littérature est très abondante, et nous donnerons des références tout au long de cette

section. Il existe quelques survols récents sur ce sujet. On pourra par exemple consulter les
survols de Masur & Tabachnikov [MaTa02] et de Zorich [Zor06] sur les surfaces plates. Pour
les échanges d’intervalles et le codage du flot de Teichmüller, on pourra consulter les cours de
Viana [Via08] et de Yoccoz [Yoc03].

Dans toute la suite de ce mémoire, on notera par S une surface fermée i.e. compacte connexe,
sans bord, de genre g ≥ 1.

1.1 Surfaces plates

Nous allons nous intéresser à la classe des métriques euclidiennes à singularités de type
coniques isolées, et à holonomie à valeur dans {±Id}. Pour une discussion générale sur ces
métriques, on pourra consulter l’article de Troyanov [Tro86] pour une version géométrique
ou bien celui de Hubbard & Masur [HM79] pour une approche basée sur les différentielles
quadratiques.

αα

γ

γ

η

η

β β

Figure 1 – Une surface de translation avec une singularité conique d’angle 6π.

Si S est une surface compacte de genre g ≥ 1, une structure plate sur S est la donnée d’un
atlas, sur le complémentaire Σ ⊂ S d’un nombre fini de points de S, tel que les changements de
cartes soient de la forme z 7→ ± z + constante. Nous demanderons de plus que chaque point
Σi ∈ Σ possède un voisinage U tel que U\ {Σi} soit isométrique à un cône pointé. Le seul invariant
d’un tel cône est son angle qui est ici un multiple entier de π, donc de la forme (k + 2)π avec
k ≥ −1. On obtient ainsi sur S munie de cet atlas une métrique euclidienne : celle de R2 qui se
relève via les cartes. On dira que les points Σi sont des singularités coniques d’angles (k + 2)π si
k , 0. Les changements de cartes imposent que le groupe d’holonomie soit dans {±Id}. On notera
souvent (S, q) cette structure plate. Notons aussi que les directionsP1(R) sont préservées par les
changements de cartes. On fixera une direction canonique comme étant la direction verticale.

Il sera pratique, pour une raison qui va devenir claire par la suite, de faire la distinction entre
les surfaces de translation (l’holonomie est triviale i.e. les changements de cartes sont tous de la
forme z 7→ z + constante) des autres surfaces : les surfaces de demi-translation.
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1.1 Surfaces plates Erwan Lanneau

Cette définition géométrique est une bonne définition car elle est à la fois simple (et permet
donc de travailler avec ces objets), et possède plusieurs formulations équivalentes. Voyons deux
autres définitions : une définition combinatoire et une définition analytique.

Une façon constructive d’obtenir des surfaces de translation est de considérer une famille
de polygones dans R2 munie d’une involution sans points fixes sur l’ensemble des côtés avec
la propriété suivante (voir Figure 1). On demande que pour chaque côté e et son image e′ par
l’involution, il existe une translation qui envoie e sur e′ et l’intérieur du polygone autour de e sur
l’extérieur du polygone autour de e′. L’identification de ces paires de côtés par translation fournit
alors une surface de translation (S, q). La structure complexe de C (en identifiantR2 ' C) munie
S d’une structure de surface de Riemann. La métrique est alors induite par une différentielle
quadratique q = dz2, z ∈ C (les singularités venant des sommets des polygones).

L’analogue pour les surfaces de demi-translation est assez intuitif. Cette fois ci, on autorise
comme recollements des côtés des polygones des translations ainsi que des demi-translations.

Une troisième définition (analytique) est donnée par les différentielles quadratiques. De
nouveau traitons d’abord le cas des surfaces de translation. Nous venons de voir dans la
construction précédente que S hérite d’une structure de surface de Riemann et d’une forme
holomorphe ω ∈ H1(S,C). Réciproquement soit ω une 1−forme holomorphe sur S (on dira aussi
différentielle abélienne) non nulle. Si p0 ∈ S est un point de S qui n’est pas un zéro de ω alors
l’atlas z(p) =

∫ p

p0
ω, sur le complémentaire des zéros deω dansS, n’a que des translations comme

changements de cartes. En effet si l’on change de point de base alors la coordonnée change par

c :=
∫ p

p0

ω −
∫ p

p1

ω =

∫ p1

p0

ω = constante.

Comme c ne dépend pas de p, nos transitions sont bien de la forme voulue z 7→ z + constante.
Ainsi la paire (S, ω) induit une structure de translation sur S et la métrique est induite par la
différentielle quadratique q = ω2. On peut vérifier qu’un zéro deω de multiplicité k correspond à
une singularité conique d’angle 2(k+1)π. Bien sûr la formule de Gauss-Bonnet (dans ce contexte
c’est Riemann-Roch) implique que la somme des multiplicités des zéros de ω est 2g − 2.

L’analogue pour les surfaces de demi-translation sont les différentielles quadratiques. Si
q est une différentielle quadratique méromorphe, non nulle, à pôles simples sur S, alors on
peut montrer que l’atlas z(p) =

∫ p

p0

√
q est bien un atlas de demi-translation. Les zéros d’ordre

k (« k = −1 » pour les pôles) de q correspondent exactement aux singularités coniques d’angles
(k + 2)π de la métrique. De plus l’holonomie ici est non triviale si et seulement si q ne s’écrit pas
globalement comme le carré d’une différentielle abélienne (on dira orientable).

Ces points de vue complémentaires seront très importants dans la suite et nous utiliserons
les propriétés relatives aux différentes définitions.

On peut définir une mesure sur S (mesure de Lebesgue) en intégrant la 2-forme q
1
2 ∧ q̄

1
2 . Le

fait que les pôles de q, s’ils existent, soient simples implique que cette mesure est de masse finie.
On peut définir l’aire de (S, q) par l’aire des polygones, calculée en intégrant la forme dx ∧ dy,
dans la définition combinatoire. En coordonnées complexes on a donc

aire(S) =
i
2

∫

S
q

1
2 ∧ q̄

1
2 < ∞.

Les surfaces de translation sont exactement celles qui admettent un champ de vecteurs (non
nul) parallèle (à l’extérieur des singularités). On peut donc définir un flot linéaire, Fθ, θ ∈ S1,
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1.2 Espaces des modules des surfaces plates Erwan Lanneau

sur les surfaces de translation. Ce flot préserve la mesure de Lebesgue. Les surfaces de demi-
translation en revanche n’admettent seulement qu’un champ de droites parallèles et on peut
seulement définir un feuilletage.

Une surface de translation de genre 1 est un tore plat. On sait, depuis les travaux de Kronecker
et Weyl que ce flot est soit périodique, soit uniquement ergodique. En général, la présence de
singularités rends difficile l’étude du flot linéaire sur une surface plate de genre g ≥ 2. Il va
être pratique dans la suite de considérer un deuxième niveau de dynamique sur l’ensemble des
surfaces plates : l’action de SL2(R).

Remarque 1.1.1. Notons aussi qu’une construction classique (attribuée à Katok-Zemliakov [Kat]) permet
d’associer à un billard rationnel une surface de translation. Les propriétés ergodiques du flot linéaire sur
les surfaces plates permettent ainsi d’obtenir des résultats dynamiques pour les billards dans un polygone
rationnel. On ne connaît que très peu de résultats dans un polygone quelconque, et les résultats connus
sont pour la plus parts obtenus par approximation par des polygones rationnels.

Dans la suite on réservera la notation (S, ω) pour une surface de translation et la notation (S, q)
pour une surface de demi-translation, avec q non-orientable. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguïtés,
on notera simplement S.

1.2 Espaces des modules des surfaces plates

1.2.1 Espaces des modules

On pourra consulter par exemple l’article de Mumford [Mum69], l’appendice du lecture
notes de Viana [Via08] et les livres de Hubbard [Hub06] et de Imayoshi & Taniguchi [IT92].

On notera parMg l’espace des modules i.e. l’ensemble des classes de biholomorphismes de
surfaces de Riemann X (de genre g ≥ 2). Cet espace est un orbifold (de dimension complexe
3g − 3), mais ce n’est pas une variété.

Pour voir cela, considérons son revêtement universel deMg, qui est l’espace de Teichmüller
T (S). On peut le construire ensemblistement comme l’ensemble des couples (Y, f ) où Y est une
surface de Riemann modelée sur S et f : X → Y est un difféomorphisme modulo la relation
(Y1, f1) ∼ (Y2, f2) s’il existe un biholomorphisme g : Y1 → Y2 tel que g ◦ f1 est isotope à f2.

On notera Mod(g) le groupe modulaire i.e. le groupe des difféomorphismes (préservant
l’orientation) d’une surface de genre g à isotopie près. Ainsi Mod(g) agit naturellement (et
même proprement discontinument, avec points fixes) sur T (S) et le quotient estMg. Les points
fixes de cette action sont précisément les singularités deMg.

On peut voir le fibré co-tangent de l’espaceMg comme l’espace des modules des surfaces
plates.

1.2.2 Espaces des modules des surfaces plates

SoientS1, S2 deux surfaces plates. Nous dirons queS1 etS2 sont équivalentes si les surfaces
munies de leurs métriques sous-jacentes sont isométriques (la direction verticale étant préser-
vée). Une condition analogue (en notant qi les différentielles quadratiques) est de demander
qu’il existe un bi-holomorphisme f de S\{singularités de q1} vers S\{singularités de q2} tel que
f ∗q2 = q1. L’espace des modules est l’ensemble des classes d’équivalences pour cette relation
(lorsque l’on fixe le genre). On fera la distinction entre les espaces des modules Hg et Qg pour
les différentielles abéliennes et les différentielles quadratiques non-orientables.
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Cette relation d’équivalence se traduit bien avec la définition combinatoire des surfaces
plates. On peut vérifier que deux surfaces données par des polygones sont isométriques si et
seulement si on peut passer de l’une à l’autre par des découpages et recollements par translation
(ou demi-translation).

L’espace des modules des surfaces plates forme un fibré naturel au dessus de l’espace des
modulesMg (on ne garde que la structure conforme). L’espace total de ce fibré est stratifié par
les sous-espaces des différentielles à singularités prescrites. Si (k1, . . . , kn) est une partition de
4g − 4 (formule de Gauss-Bonnet) avec ki ≥ −1 alors on notera Q(k1, . . . , kn) la strate consistant
en l’ensemble des différentielles quadratiques non-orientables ayant comme multiplicités des
zéros et pôles la liste (k1, . . . , kn). On noteraH(k1/2, . . . , kn/2) la strate consistant en l’ensemble des
différentielles quadratiques orientables ayant comme multiplicités des zéros la liste (k1, . . . , kn).
On obtient ainsi une stratification

H(k1, . . . , kn) ⊂ Hg
↓
Mg

Q(k1, . . . , kn) ⊂ Qg
↓
Mg

En général une strate ne définie pas un fibré au dessus deMg (nous verrons que dimCMg = 3g−3
alors que dimCH(k1, . . . , kn) = 2g + n− 1). Masur et Smillie ont montré que ces strates sont non-
vides avec quatre exceptions [MS93] :

Q(∅), Q(−1, 1), Q(1, 3), Q(4).

C’est un fait bien connu de la théorie de Teichmüller [DH75, HM79, Mas82, Vee90, KZ97] que
ces strates sont des orbifolds analytiques complexes. Les coordonnées locales sont données en
intégrant les formes sur une base de l’homologie. Revoyons rapidement cette construction pour
les surfaces de translation. Soit (S, ω) ∈ H(k1, . . . , kn). On note S la surface topologique sous-
jacente et P1, . . . ,Pn les points singuliers. Soit hol = hol(S,ω) le morphisme H1(S, {P1 . . . ,Pn},C)→
C défini par hol([γ]) =

∫
γ
ω pour tout 1-cycle γ dans S relativement à {P1 . . . ,Pn}. On fixe une

base (γ1, . . . , γ2g+n−1) du groupe abélien H1(S, {P1 . . . ,Pn},C). Alors l’application des périodes

Ψ =

( H(k1, . . . , kn) −→ H1(S, {P1, . . . ,Pn},C)
S′ 7−→ (γ1, . . . , γ2g+n−1) 7→ (holS′ (γ1), . . . , holS′ (γ2g+n−1))

)

est un homéomorphisme local dans un voisinage de (S, ω). Ceci donne une carte locale entre
la strateH(k1, . . . , kn) et un ouvert de H1(S, {P1, . . . ,Pn};C) ' C2g+n−1. Les changements de coor-
données sont affines en dehors des singularités deH(k1, . . . , kn).

Dans le cas des différentielles quadratiques non-orientables, une construction analogue per-
met de conclure, en passant d’abord au revêtement double des orientations. On pourra consulter
Douady & Hubbard [DH75] pour une description de l’application Ψ dans le cas de la strate
Q(1, . . . , 1). La dimension complexe de la strate Q(k1, . . . , kn) est 2g + n − 2.

Notons que ces périodes (absolues et relatives) correspondent aux vecteurs formant les
côtés des polygones dans la définition combinatoire des surfaces plates. Plus précisément les
coordonnées sont ∫ P j+1

P j

dz =

∫

ρ j

ω

où le chemin ρ j représente un élément de l’homologie relative H1(S, {P1, . . . ,Pn};Z) de la surface
donnée par des polygones de sommets {P1, . . . ,Pn}.
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1.2 Espaces des modules des surfaces plates Erwan Lanneau

Une conséquence importante, du fait que les changements de coordonnées sur les strates
soient affines, est que l’on peut définir une mesure. Ψ donne un homéomorphisme local entre
un voisinage de (S, ω) dans H(k1, . . . , kn) et un voisinage de [ω] dans H1(S, {P1, . . . ,Pn},C). Cet
espace vectoriel contient un réseau naturel : H1(S, {P1, . . . ,Pn},Z ⊕ iZ). Considérons une forme
volume dµ linéaire normalisée à 1 sur l’hypercube unité. Dans les coordonnées données par un
polygone de côtés v1, . . . , vn on a donc

dµ =
1
J

1
(2i)n dv1dv̄1 . . . dvndv̄n,

où J est le déterminant du changement de base de {~v1, . . . , ~vn}, considérée comme une base de
l’homologie relative, vers une base « symplectique ».

Il est possible de définir une mesure µ(1) sur l’hypersurface H (1)(k1, . . . , kn) ⊂ H(k1, . . . , kn)
des surfaces d’aire 1 en prenant le « cône » :

µ(1)(E) = µ ({λ(S, ω); (S, ω) ∈ E et 0 < λ ≤ 1}) .
On appellera mesure de Lebesgue cette mesure sur les strates (à ne pas confondre avec la
mesure de Lebesgue sur les surfaces). Ces strates ne sont pas forcément connexes comme nous
le verrons dans la section 1.3. Nous terminons cette section par un tableau récapitulatif des
différentes définitions et propriétés, que nous avons emprunté à [Zor06].

Définition combinatoire Définition analytique

polygones + choix d’une direction structure complexe + choix d’une
verticale différentielle quadratique q

holonomie {Id} / surface de translation q = ω2

holonomie {±Id} / surface de demi-translation q , ω2

point conique zéro de degré k
d’angle 2(k + 1)π de la différentielle abélienne ω

point conique zéro de degree k
d’angle (k + 2)π de la différentielle quadratique q

côté des polygones ~v j période relative
∫ P j+1

P j
dz =

∫
~v j
ω

surfaces de translation strateH(k1, . . . , kn) dans l’espace des
de type 2(k1 + 1)π, . . . , 2(kn + 1)π modules des différentielles abéliennes

surfaces de demi-translation strate Q(k1, . . . , kn) dans l’espace des
de type (k1 + 1)π, . . . , (kn + 1)π modules des différentielles quadratiques

cordonnées locales : cordonnées dansH(k1, . . . , kn) :
vecteurs ~vi périodes relatives de ω,

i.e. [ω] ∈ H1(S, {P1, . . . ,Pn};C)

Table 1 – Correspondence entre les différentes définitions de surfaces plates.

1.2.3 Action de SL2(R)

Le groupe de Lie SL2(R) agit naturellement sur les surfaces plates ainsi que sur les espaces
des modules, en préservant les strates. Si S est une surface plate et A ∈ SL2(R) une matrice on
définit A ·S par post-composition de l’action linéaire de A sur un atlas plat deS. SiS est donnée
sous la forme de polygones {Pi}i∈I alors A · S est simplement {A · Pi}i∈I. Cette action préserve la
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relation d’équivalence couper/coller, donc passe bien au quotient. Elle préserve aussi les strates.
De plus la mesure de Lebesgue est invariante. Remarquons que SL2(R) agit sur Hg et PSL2(R)
sur Qg.

Les trois groupes à un paramètre suivants seront particulièrement utiles :

gt =

(
et 0
0 e−t

)
, rθ =

(
cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
, us =

(
1 s
0 1

)
.

L’action de gt est appelé flot de Teichmüller. Il dilate le feuilletage horizontal par un facteur et

et contracte le feuilletage vertical par le même facteur. Le flot rθ agit par isométrie et change la
verticale. Le flot us est le flot unipotent (on dira aussi horocyclique).

Un des résultats fondateur dans ce domaine est le suivant.

Théorème 1.2.1 (Masur ; Veech [Mas82, Vee82]). Le flot géodésique gt agit ergodiquement (pour
la mesure de Lebesgue qui est de masse finie) sur chaque composante connexe des strates normalisées
(surfaces d’aire 1).

En particulier, pour presque toute surface plate, l’orbite sous SL2(R) est dense. Par contre ce
théorème ne dit rien sur des exemples particuliers. Dans une partie de ce mémoire (section 1.8)
nous allons étudier des adhérences dórbites dans des cas où ce théorème ne s’applique pas.

1.2.4 Disque de Teichmüller

Si (S, ω) est une surface de translation, l’action de SL2(R) fournit une application SL2(R)→
H (1)

g qui se factorise
SL2(R) −−−−−→ H (1)

gy
y

SL2(R)/SO(2,R) 'H −−−−−→ Mg

L’application H → Mg est une isométrie locale, et son image est un disque de Teichmüller. On
fera souvent l’abus de langage entre un disque de Teichmüller et l’orbite correspondante sous
SL2(R). Le stabilisateur StabSL2(R)(S, ω) est un sous-groupe discret de SL2(R) que l’on appelle le
groupe de Veech. On reviendra en Section 1.4 sur l’importance de ce groupe.

1.3 Composantes connexes des strates

Les strates des espaces des modules des différentielles abéliennes et quadratiques ne sont pas
nécessairement connexes. Nous rappelons brièvement la classification. Les références pour cette
section sont les travaux de Kontsevich & Zorich [KZ03] et les travaux de thèse de l’auteur [Lan03,
Lan04, Lan08].

1.3.1 Cas abélien [KZ03]

Les premiers exemples de non-connexité ont été montrés en utilisant l’induction de Rauzy-
Veech ; Nous reviendrons plus tard, en section 2.2.4, sur cette induction et le lien avec les
composantes connexes. Veech a démontré que la strate H(4) admet 2 composantes connexes.
Ensuite Arnoux et Veech ont démontré que la strateH(6) en admet 3.

Plus tard Kontsevich & Zorich, à l’aide d’expériences numériques sur ordinateur, calculent
les composantes connexes des strates de Hg pour g petit. Suites à ces calculs, ils construisent
deux invariants pour classifier les composantes :
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1. Un invariant « hyperelliptique »,

2. Un invariant de spin à valeur dans Z/2Z relié à l’invariant de Arf.

On rappel brièvement ces invariants.

Définition 1.3.1. On dira qu’une composante connexe C est hyperelliptique si pour toute surface
(S, ω) ∈ C, la surface de Riemann S est hyperelliptique, et si la forme holomorphe ω est anti-invariante
par rapport à l’involution hyperelliptique τ i.e. τ∗ω = −ω.

Si β est une courbe simple fermée qui ne contient pas de singularités, l’indice de β est

ind(β) = 1
2iπ

∫ 1

0
β̇(t)
β(t) dt. Si β borde un disque ne contenant qu’une seule singularité de multiplicité

k alors ind(β) = k + 1

Définition 1.3.2. Soient (αi, βi)i∈{1,...,g} une base symplectique de H1(S,Z). On définit la parité de la
structure spin de (S, ω) par

φ(ω) =

g∑

i=1

(Ind(αi) + 1)
(
Ind(βi) + 1

)
mod 2.

D’après les travaux de Atiyah [Ati71] et Mumford [Mum71], si ω ne possède que des zéros
de multiplicités paires, cette parité de structure spin est invariante par déformation continue
de la structure complexe donnée par ω. Cela produit alors un invariant topologique pour la
classification des composantes.

À l’aide de ces deux invariants modulo 2, Kontsevich & Zorich [KZ03] obtiennent une
classification complète, pour tout g ≥ 1, des composantes connexes des strates deHg. Nous ne
donnons pas le théorème en détail, mais on peut noter que le nombre maximal de composantes
est 3 (atteint exactement pour les strates H(2g − 2) pour g ≥ 4 et H(g − 1, g − 1) pour g ≥ 4
impair).

Le problème est resté ouvert pour les strates de Qg et la conjecture était que les mêmes inva-
riants permettaient de classifier les composantes connexes. Les résultats qui suivent répondent
à ces questions.

1.3.2 Cas quadratique [Lan03, Lan04, Lan08]

Cette partie constitue les travaux de doctorat de l’auteur. On peut définir une notion ana-
logue de composantes connexes hyperelliptiques pour les différentielles quadratiques non-
orientables. Dans un premier article nous classifions ces composantes connexes hyperelliptiques.
On démontre par ailleurs que les strates possédant une telle composante, en petit genre, sont
connexes :

Théorème I (Lanneau [Lan03]). Pour tout g ≥ 1, la liste des composantes connexes hyperelliptiques
de Qg est décrite dans [Lan03]. De plus les strates possédant une telle composante sont non connexes,
excepté les cas suivants :

Q(−1,−1, 1, 1), Q(−1,−1, 2) en genre 1, et
Q(1, 1, 1, 1), Q(1, 1, 2), Q(2, 2) en genre 2,

qui sont connexes.

Ensuite dans un deuxième article, nous obtenons une classifications complète des compo-
santes connexes de Qg, mis-à-part quatre cas particuliers (voir section 2.4.2) :
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Théorème II (Lanneau [Lan08]). Pour tout g ≥ 1, les seuls cas de non-connexité d’une strate de Qg,
hormis quatre cas particuliers, sont ceux décrits dans le théorème I. Les quatre cas particuliers sont :

Q(−1, 9), Q(−1, 3, 6), Q(−1, 3, 3, 3), Q(12),

pour lesquels le nombre de composantes est au plus 2.

Un point important de la preuve est l’étude des surfaces à 1 cylindre ainsi que les permuta-
tions associées au codage de ce cylindre.

Enfin dans un troisième article, on montre que la parité de la structure spin, définie par Kont-
sevich et Zorich, est constante sur les strates des différentielles quadratiques non-orientables,
contredisant ainsi la conjecture de classification à l’aide cet invariant.

Théorème III (Lanneau [Lan04]). Soit (S, q) ∈ Q(k1, . . . , kl). Soit n+1 le nombre de zéros de q de degré
ki = 1 mod 4, et soit n−1 le nombre de zéros de q de degré k j = 3 mod 4. Alors la parité de la structure
spin déterminée par q est indépendante de la topologie de la strate et est égale à

[ |n+1 − n−1|
4

]
(mod 2).

où les crochets dénotent la partie entière.

Les principaux outils développés et utilisés pour la preuve du Théorème II sont les permu-
tations généralisées. On utilise de telles permutations pour coder les surfaces à un cylindre et
obtenir ainsi une description précise de l’adjacence des strates. En particulier deux notions im-
portantes d’irréductibilité (irred1 et irred2) sont développées dans l’article [Lan08]. Ces notions
serviront pour comprendre la dynamique de Rauzy-Veech sur les différentielles quadratiques
(voir [BL08] et section 2.3).

1.4 Groupes affines et groupes de Veech

1.4.1 Homéomorphismes affines

Un homéomorphisme f d’une surface de translation (S, ω) est dit affine par rapport à la
métrique plate si f induit un difféomorphisme de la surface privée des singularités de ω et
si la différentielle Dp f de f est une matrice constante (pour p ∈ S\Σ) dans SL2(R). Le groupe
affine Aff(S, ω) est le groupe des homéomorphismes affines de (S, ω). Le noyau de l’application
D : Aff(S, ω) → SL2(R) est fini si g ≥ 2 et on notera SL(S, ω) son image, que l’on appellera le
groupe de Veech. C’est donc un sous-groupe de SL2(R). Veech a montré que SL(S, ω) est un
groupe fuchsien i.e. discret, jamais co-compact.

Il existe une classification standard des éléments de SL2(R) en trois types : elliptiques,
paraboliques et hyperboliques. Cela induit une classification des éléments de Aff(S, ω) en trois
types.

On dira que qu’un homéomorphisme affine f est parabolique, ou elliptique, ou pseudo-
Anosov, respectivement, si |trace(D f )| = 2, |trace(D f )| < 2, ou |trace(D f )| > 2, respectivement.

Remarque 1.4.1. On peut étendre ces définitions aux surfaces de demi-translation. Le groupe de Veech
est alors bien défini projectivement, c’est-à-dire en tant que sous-groupe de PSL2(R).
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1.4.2 Groupes de Veech et disques de Teichmüller

Veech a montré qu’un homéomorphisme affine dont la différentielle n’est pas l’identité n’est
pas isotope à l’identité. Par conséquent SL(S, ω) se plonge dans le groupe modulaire Mod(g).
Ainsi SL(S, ω) est exactement le sous-groupe du groupe modulaire Mod(g) fixant le disque
de Teichmüller passant par (S, ω). Ceci fournit une autre construction de ce groupe, que nous
utiliserons par la suite :

SL(S, ω) = StabSL2(R)(S, ω).

Le groupe de Veech, comme tout groupe fuchsien, agit surH et on a

SO(2,R)\SL2(R)/SL(S, ω) =H/SL(S, ω).

Si le volume deH/SL(S, ω) est fini (pour la mesure de Haar) alors le disque de Teichmüller est
isométrique àH/SL(S, ω), ce qui définit une géodésique complexe fermée dansMg. Remarquons
qu’en général le quotient SL2(R)/SL(S, ω) est une orbite immergée dans le fibré unitaire co-
tangent de l’espace des modules. Ce n’est pas une sous-variété en général : elle est même dense
génériquement par le théorème de Masur et Veech (Théorème 1.2.1).

Définition 1.4.2. On dit que (S, ω) est une surface de Veech si le groupe SL(S, ω) est de co-volume fini,
c’est-à-dire si le quotient SL2(R)/SL(S, ω) est de volume fini pour la mesure de Haar.

Le flot directionnel sur les surfaces de Veech possède des propriétés dynamiques tout-à-fait
remarquables (analogues aux flots linéaires sur le tore) :

Théorème 1.4.3 (Veech [Vee89]). Soit (S, ω) une surface de Veech. Alors pour tout θ ∈ S1, le flot
linéaire Fθ vérifie l’alternative suivante :

1. Toutes les orbites sont fermées et décomposent (S, ω) en cylindres de modules commensurables, ou
2. Le flot Fθ est uniquement ergodique (par rapport à la mesure de Lebesgue sur la surface).

La réciproque est fausse en général [SW07] mais elle est vraie en genre 2 [CM06].

Une question importante est de classifier les surfaces de Veech. Cette question a été résolue
en en genre 2 pour les surfaces de translation (par Calta et McMullen (voir section 1.7.1) mais
reste ouverte en général. On pourra consulter aussi [BM10].

Il existe une caractérisation des surfaces de Veech en terme d’action de SL2(R) :

Théorème 1.4.4 (Veech [Vee92], Smillie [SW06]). La surface (S, ω) est de Veech si et seulement si
le disque de Teichmüller SL2(R)(S, ω) est fermé dans l’espace des modules i.e. H/SL(S, ω) définit une
géodésique complexe fermée dansMg.

On pourra consulter [SW10] pour d’autres caractérisations des surfaces de Veech, en termes
de petits triangles.

1.4.3 Décomposition en cylindres et éléments paraboliques

La construction de diffémorphismes affines sur les surfaces remonte à Thurston [Thu88] et
Nielson dans les année 1970. Construire des difféomorphismes affines paraboliques est relative-
ment aisés. Construire des difféomorphismes affines hyperboliques est plus compliqué et nous
consacrerons la section 3.2 à cela.

Un cylindre sur (S, ω) est un ensemble maximal, connexe de géodésiques simples fermées
homotopes. Si le genre de S est plus grand que 1 alors chaque cylindre est borné par des liens
de selles. Un cylindre A a un périmètre c(A) et une hauteur h(A). Le module d’un cylindre est
µ = h/c. Veech a montré la proposition suivante.
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Proposition 1.4.5 (Veech). Si une surface de translation (S, ω) a un homéomorphisme affine parabolique
f , alorsS possède une décomposition en cylindres parallèles à la direction fixée par D f . De plus les modules
des cylindres sont commensurables i.e. ont des rapports rationnels.

Réciproquement si (S, ω) possède une décomposition en cylindres parallèles avec modules commen-
surables alors (si la direction est horizontale), le groupe de Veech SL(S, ω) contient

D f =

(
1 t
0 1

)
,

où t est le plus petit commun multiple des inverses des modules.

b

1

1

a

En guise d’exemples, donnons les surfaces L(a, b), construites par Mc-
Mullen, avec a = x+ y

√
d, b = z+ y

√
d, x, y, z ∈ Q, d ≥ 0 et x+z = 1. On peut

montrer que les directions verticales et horizontales sont paraboliques.

1.4.4 Éléments hyperboliques

Comme mentionné plus haut, construire des éléments hyperboliques est plus compliqué.
Mentionnons juste une méthode classique consistant à prendre un produit « aléatoire » d’élé-
ments paraboliques (voir Fathi [Fat87] pour plus de détails). Par exemple dans la construction
ci-dessus, le produit des deux paraboliques horizontaux et verticaux (bien orientés) fournit un
élément hyperbolique dans le groupe de Veech.

1.4.5 Corps de traces et corps d’holonomie

Si H ∈ SL(S, ω) est hyperbolique, le corps K = Q(Tr(H)) est un invariant important de la
surface S. Kenyon & Smille démontrent [appendice][KS00] que K est engendré par la trace de
n’importe quel élément hyperbolique H′ ∈ SL(S, ω). De plus [K : Q] ≤ g.

Une autre définition de K est la suivante, n’utilisant pas les éléments hyperboliques. On note
Λ = Λ(ω) le sous-groupe de R2 engendré par les vecteurs d’holonomie :

Λ =

∫

H1(S,Z)
ω.

Soient e1, e2 ∈ Λ non colinéaires. Soit k le plus petit sous-corps (noté corps d’holonomie) de
R tel que tout élément de Λ puisse s’écrire comme ae1 + be2 avec a, b ∈ k. Alors dans ce cas
Λ ⊗ Q ⊂ C est un espace vectoriel de dimension deux sur k. Kenyon & Smillie montrent que si
(S, ω) possède un élément hyperbolique alors K = k.

Ce corps va jouer un rôle très important dans la suite. Une conséquence immédiate est qu’une
surface de Veech (à action de SL2(R) près) a toutes ses coordonnées dans un corps de degré au
plus g.

1.5 Adhérences des disques de Teichmüller

Un des grands challenge dans la dynamique de Teichmüller est de comprendre l’adhérence
des disques de Teichmüller dans les espaces des modules. Le théorème de Masur et de Veech
implique que presque toute SL2(R)-orbite est dense dans la composante connexe contenant
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l’orbite. Mais bien sûr ce résultat ne dit rien sur des orbites particulières. Eskin & Kontsevich ont
conjecturé qu’il existait un avatar des théorèmes de Ratner dans cette situation non homogène.

L’espoir est que l’adhérence de toute orbite sous SL2(R) soit une orbifold linéaire dans les
coordonnées des périodes (voir aussi [Möl08]). C’est la principale conjecture dans la dynamique
de Teichmüller. Comme nous le verrons dans la section 1.7.3, McMullen a résolu cette conjecture
pour les surfaces de translation de genre 2.

Un des outils jouant un rôle important dans cette classification est l’utilisation des théorèmes
de Ratner sur l’ensemble des décompositions d’une surface plate. Nous donnons ici l’idée
générale de la preuve, pour motiver les définitions à venir.

Une première observation est que le groupe SL2(R) contient beaucoup de sous groupes
unipotents. Supposons que l’on ai trouvé une direction θ telle que la surface (S, ω), dans cette
direction, se découpe en sous-surfaces. Si ces sous-surfaces sont paramétrisées par un espace ho-
mogène (par exemple si ces sous-surfaces sont des tores et/ou des cylindres) alors les théorèmes
de Ratner nous fournissent une description de l’action du groupe unipotent dans la direction θ.
On va légitimement appeler ces directions θ unipotentes.

Maintenant si la direction unipotente est assez « irrationnelle » alors les théorèmes de Ratner
vont impliquer que l’adhérence de l’orbite va être « assez grosse ». Si on est capable de trouver
suffisamment de directions unipotentes irrationnelles, on aura de l’espoir pour montrer que le
disque est dense.

On précise ces notions dans les deux sections suivantes.

Remarque 1.5.1. Très récemment (juin 2010), Eskin & Mirzakhani [EM10] ont annoncé un résultat de
rigidité ergodique pour l’action de SL2(R) (les mesures SL2(R) invariantes sont affines).

1.5.1 Découpages de surfaces

La définition qui suit est naturelle si l’on veut construire des orbites ayant une l’adhérence
qui soit « grosse ». Notons N le sous-groupe unipotent de SL2(R)

N =

{
us =

(
1 s
0 1

)
, s ∈ R

}
,

et

N(Z) =

{(
1 z
0 1

)
, z ∈ Z

}
.

Une configuration sur une surface de translation (S, ω) est une collection β1, . . . , βk de liens de
selles homologues. Une configuration unipotente est une configuration telle que le complément
S\{∪k

i=1βi} est une union de n cylindres Ci et de k tores (avec une fente) T j. En particulier on peut
trouver une paramétrisation des configurations unipotentes par un espace homogène G/Γ avec

G = SL2(R)k ×Nn

et
Γ = SL2(Z)k ×N(Z)n.
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(a,0)

(b,c)

(0,0)

(b′,c′)
(0,a′)

Dans l’exemple ci-contre, la direction horizontale est uni-
potente et découpe la surface en deux tores. Si a/c ∈ Q le pre-
mier tore est rationnel. Nous avons la même condition pour le
deuxième tore avec a′/c′ ∈ Q. Dans la suite on va se limiter au
cas où k ≤ 2. Les tores sont donc paramétrisés par (au plus)
deux réseaux (Λ1,Λ2) ∈ SL2(R)2/SL2(Z)2.

Définition 1.5.2. Une configuration unipotente est dîte irrationnelle si elle n’est pas périodique et si
pour tout us ∈ N, les réseaux us(Λ1) et Λ2 ne sont pas commensurables.

Cette définition est motivée par l’utilisation des théorèmes de Ratner que l’on rappelle dans
la section suivante.

Remarque 1.5.3. Pour simplifier la présentation dans ce mémoire, nous avons allégé la définition
précédente. Dans [HLM07] on pourra trouver une définition complète et rigoureuse.

1.5.2 Théorèmes de Ratner

Les résultats qui suivent sont dûs à Ratner et apparaissent dans une série de papiers [Rat90,
Rat90bis, Rat91, Rat91bis]. On se restreint ici aux cas qui vont nous intéresser, les énoncés de
Ratner étant bien plus généraux.

Nous sommes intéressés par le comportement du flot unipotent N agissant diagonalement
sur G/Γ. Un des théorèmes de Ratner affirme que l’adhérence de l’orbite d’un point est algé-
brique. Cela se traduit par l’existence d’un sous-groupe fermé H tel que N ≤ H ≤ G et Nx = Hx
(on a de plus (xΓx−1) ∩H est un réseau dans H).

Regardons sur un exemple. Si n = 0, on a seulement la liste ci-dessous de candidats possibles
pour le sous-groupe H

1. Si k = 1 alors H = N ou H = G.

2. Si k = 2 alors H = N, SL2(R)s, N ×N, N × SL2(R), SL2(R) ×N ou G ;
(pour s ∈ R, SL2(R)s = {(g,usgu−1

s ) : g ∈ SL2(R)} ⊂ SL2(R) × SL2(R)).

En général la liste de candidats pour le sous-groupe H est plus longue, mais la Définition 1.5.2
est justement là pour forcer la conclusion H = SL2(R)k × Nn. Le théorème suivant est une
formulation ce cela. Pour plus de détails, on pourra consulter [Sha07, Sha98] ainsi que [HLM07].

Théorème 1.5.4. Soit G = SL2(R)k × Nn et considérons le réseau Γ = SL2(Z)k × N(Z)n dans G. Soit
x = (Λ1, . . . ,Λk+n) ∈ G/Γ donné par une configuration unipotente. Si la configuration est irrationnelle
alors Nx = Gx.

1.6 Invariant de Sah-Arnoux-Fathi et flux de McMullen

Nous allons présenter deux invariants qui vont nous être utile pour détecter des direc-
tions unipotentes sur les surfaces, et ainsi pouvoir appliquer les théorèmes de Ratner. Mc-
Mullen [Mc2] a retrouvé les propriétés de l’invariant de Sah-Arnoux-Fathi [Arn81] (voir aussi
Boshernitzan [Bos88]) au moyen du flux complexe.
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1.6 Invariant de Sah-Arnoux-Fathi et flux de McMullen Erwan Lanneau

1.6.1 Invariant de Sah-Arnoux-Fathi

Les références pour cette section sont la thèse de Arnoux [Arn81]. On rappelle qu’un échange
d’intervalles T est une bijection de l’intervalle ouvert I ⊂ R, isométrique sur un nombre fini de
morceaux et préservant l’orientation. On peut trouver une partition de I en sous-intervalles Ii
telle que T(x) = x+ti si x ∈ Ii (voir section 2.1). Notonsλi la longueur des intervalles Ii. L’invariant
de Sah-Arnoux-Fathi (l’invariant SAF) est

SAF(T) =
∑

i

λi ∧Q ti.

L’ensemble des échanges d’intervalles forme un groupe pour la composition. Arnoux a montré
que l’invariant SAF est un homomorphisme du groupe des échanges d’intervalles sur R ∧Q R.
De plus comme le sous-groupe des commutateurs du groupe des échanges d’intervalles est
simple, l’invariant SAF est essentiellement le seul homomorphisme non-trivial.

1.6.2 Invariant de découpage

Si P est un polygone de R2 de sommets p1, . . . , pn alors on définit le J-invariant de P par
J(P) =

∑n
i=1 pi∧pi+1 ∈ R2∧QR2 (pn+1 = p1). L’invariance est justifiée par le fait que si P = P1∪· · ·∪Pr

est une décomposition cellulaire de P alors J(P) = J(P1) + · · · + J(Pr). C’est aussi un invariant de
translation : J(P + −→v ) = J(P).

Cela nous permet ainsi de définir J(S, ω) par
∑k

i=1 J(Pi) où P1∪ · · ·∪Pk est une décomposition
cellulaire de (S, ω) en polygones ([KS00]).

On peut étudier différentes projections de cet invariant. Par exemple, soit Jxx la projection
linéaire Jxx : R2 ∧Q R2 → R ∧Q R définie par

Jxx (( a
b ) ∧ ( c

d )) = a ∧ c.

Cette projection est fortement reliée à l’invariant de Sah-Arnoux-Fathi.
Si T est un échange d’intervalles induit par le premier retour du flot vertical de (S, ω) (sur

un intervalle transverse I) alors l’invariant SAF de T est SAF(T) = Jxx(S, ω). Cette définition ne
dépend pas du choix de I, si I rencontre chaque feuille verticale (par exemple cette condition
est satisfaite si le flot vertical est minimal). Nous dirons aussi que SAF(T) est l’invariant SAF de
(S, ω) dans la direction verticale.

Le résultat suivant fondamental dans les travaux de Calta (voir plus loin) est qu’un échange
d’intervalles T périodique satisfait SAF(T) = 0. De plus si T est définit sur deux ou trois intervalles
alors la réciproque est vraie. La réciproque est fausse en général, comme le montre les exemples
construits par Arnoux &Yoccoz (voir section 1.8.2).

Définition 1.6.1. On dira qu’une surface est complètement périodique si toute direction possédant un
cylindre est une direction complètement périodique.

Des exemples de surfaces complètement périodique sont donnés par les surfaces de Veech,
mais on peut construire des surfaces complètement périodiques qui ne sont pas de Veech
(exemples de Masur avec deux tores collés le long d’une fente [MaTa02]). Calta montre le
théorème très fort suivant : ces deux notions sont équivalentes pour les surfaces deH(2) ! Nous
verrons cela plus loin et en particulier une esquisse de preuve.

Nous terminons cette section par le théorème suivant.

Théorème 1.6.2 (Calta & Smillie [CS07] Théorème 1.5). Si (S, ω) est stabilisée par un homéomor-
phisme pseudo-Anosov et s’il existe une direction complètement périodique alors l’invariant SAF s’annule
dans toutes les directions du corps de traces.
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1.6.3 Flux complexe de McMullen

Le flux est une notion définie par McMullen [Mc2] qui est reliée à l’invariant SAF. Si K =

Q(
√

d) est un corps quadratique réel, on notera pour k ∈ K, k′ le conjugué Galois. On définit le
flux de Galois pour un échange d’intervalles T (ayant ses paramètres dans K) par

Flux(T) =
∑
|Ii|t′i , avec

T(x) = x + ti pour x ∈ Ii et ti ∈ K. Le flux peut se définir pour un corps algébrique quelconque
(le résultat est alors un vecteur) mais la propriété suivante n’est vraie que pour les corps
quadratiques :

Théorème 1.6.3 (Arnoux [Arn81], Boshernitzan [Bos88], McMullen [Mc2]). Si T est uniquement
ergodique alors Flux(T) , 0.

Remarque 1.6.4. Le Théorème de Boshernitzan est un peu plus fort. Si T est un échange d’intervalles
tel que les longueurs des intervalles engendrent un espace vectoriel de rang 2 sur Q alors T minimal
implique T uniquement ergodique.

Cette notion de flux peut s’étendre à une surface de translation (S, ω) de la façon suivante. Si
Re(ω) a ses périodes relatives dans K alors le flux du premier retour T : I→ I sur une transversale
I est

Flux(T) = −
∫

S
Re(ω) ∧ Re(ω)′.

Ceci invite à définir le flux complexe pour une forme ω ayant ses périodes dans K(i) :

Flux(ω) = −
∫

S
ω ∧ ω′.

Par définition le conjugué Galois de ω est défini par dualité de Poincaré par
∫
γ
ω′ :=

(∫
γ
ω
)′

.

Théorème 1.6.5 (McMullen [Mc2]). Si (S, ω) est une surface de translation de genre g ≥ 2 et si le flot
vertical est périodique (avec cylindres Ai) alors ReFlux(ω) = 0 et

1
2

ImFlux(ω) =
∑

i

h(Ai)c(Ai)′

Un corollaire simple mais très important pour la suite est

Proposition 1.6.6. Si Flux(ω) = 0 et si le flot vertical est périodique avec seulement deux cylindres alors
la direction verticale est parabolique.

Démonstration. En effet
2∑

i=1

h(Ai)c(Ai)′ =

2∑

i=1

µ(Ai)N(c(Ai)) = 0,

où N(·) est la norme. Ainsi µ(A1)
µ(A2) = −N(c(A2)

N(c(A1) ∈ Q. �

Cette proposition s’applique en particulier lorsque S ∈ H(2). Généraliser cette propriété aux
surfaces de genre supérieur est plus difficile. La relation algébrique donnée par le Théorème 1.6.5
ne suffit plus à montrer la commensurabilité des modules. Si on veut garder cette conclusion,
nous somme donc obligés d’imposer une symétrie. C’est ce que nous allons faire maintenant.
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Soit (S, ω) une surface de translation avec un corps de traces K totalement réel (par exemple
S est obtenue par construction de Thurston-Veech, voir section 3.2.1 et [HL06]). Supposons que
[K : Q] = 3. Supposons que la direction verticale de (S, ω) soit complètement périodique avec
cylindres de hauteurs hi et périmètres ci. On suppose que la surface possède une involution et
que le nombre de modules (à involution près) soit au plus quatre.

Proposition 1.6.7 (Hubert, Lanneau, Möller [HLM07]). Avec les hypothèses ci-dessus :
i) la direction est parabolique, i.e. µi/µ j ∈ Q pour tout (i, j), ou
ii) les modules sont Q-linéairement indépendants, ou
iii) les modules sont reliés par

3∑

i=1

aiµi = 0, où ai ∈ Q∗,

Esquisse de la preuve. On va utiliser le flux complexe. On montre d’abord qu’il est nul sur la
surface, puis on utilise le Théorème 1.6.5. Soit φ un pseudo-Anosov sur la surface. Si t := trφ et

ψ := φ∗ + (φ∗)−1 ∈ End(H1(X,R)),

on a une décomposition en sous-espaces propres de ψ

H1(X,R) = S ⊕ S′ ⊕ S′′

où S = 〈Re(ω), Im(ω)〉 et S′, S′′ sont les conjugués Galois. Comme l’applicationψ est symplectique
(voir [Mc1] Théorème 7.1 et [Mc2] Théorème 9.7), les sous-espaces propres sont orthogonaux
pour le produit extérieur. On décompose maintenant la surface (S, ω) en rectangle (pour le flot
vertical), ce qui nous donne

s∑

i=1

µicic′i =

s∑

i=1

hic′i =

∫

X
Re(ω) ∧ Imω′ =

i
4π

∫

X
(ω + ω) ∧ (ω′ − ω′) = 0. (1)

En appliquant de nouveau le conjugué Galois on obtient
s∑

i=1

µicic′′i = 0, (2)

ce qui nous donne le résultat souhaité. �

Le cas ci-dessus semble assez particulier à priori, mais nous verrons plus tard que cela va
être fondamental pour l’étude des surfaces de demi-translation de genre deux.

1.7 Miracle pour les surfaces de translation de genre 2

Nous résumons ici les travaux sur la classification des surfaces de Veech et de l’adhérence
des disques de Teichmüller. C’est une série de travaux de McMullen [Mc1, Mc2, Mc3, Mc4, Mc5,
Mc6]. On pourra aussi consulter Calta [Cal04] pour la classification des surfaces de Veech de la
strateH(2).

Dans toute cette section, S désignera une surface de translation de genre 2. La présence
d’un élément hyperbolique dans le groupe de Veech de S impose de nombreuses restrictions
sur la géométrie du disque de Teichmüller associée à S. On peut retenir plus le groupe de
Veech SL(S, ω) de S va être « gros » et plus le disque de Teichmüller H/SL(S, ω) associé à S
va être « petit » (mais éventuellement de volume infini i.e. non fermé par le Théorème 1.4.4).
Ces comportement sont propres aux surfaces de translation comme nous allons le voir dans la
prochaine section.
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1.7.1 Classification des surfaces de Veech

McMullen [Mc1] et Calta [Cal04] ont classifié les surfaces de Veech dans la strateH(2). Ensuite
McMullen [Mc2, Mc3, Mc4] a terminé cette classification dans H2 avec la strate H(1, 1). Calta
utilise l’invariant de Sah-Arnoux-Fathi alors que McMullen utilise des techniques provenant de
la géométrie algébrique (Jacobienne des surfaces de Riemann).

Théorème 1.7.1 (Calta [Cal04], McMullen [Mc1, Mc2, Mc3]). Soit S une surface de translation de
genre 2. On suppose que S est primitive i.e. il n’existe pas de revêtement π : S → T2.

1. Si S ∈ H(2) alors S est une surface de Veech. De plus quitte à faire agir SL2(R), S = L(a, b).

2. Si S ∈ H(1, 1) alors S n’est pas une surface de Veech avec une exception : S est dans le disque de
Teichmüller du décagone.

Calta [Cal04] donne aussi une forme canonique pour les surfaces de Veech deH(2) :
Si w j, h j, t j, j = 1, 2 sont les paramètres d’une décomposition en deux cylindres d’une surface S
quadratique sur le corpsQ(

√
d), alors S est une surface de Veech si et seulement si les équations

suivantes sont satisfaites : 
w1h′1 = −w2h′2
w′1t1 + w′2t2 = w1t′1 + w2t′2.

(3)

Esquisse de la démonstration de Calta. L’idée principale de la preuve de Calta est d’introduire une
propriété intermédiaire : la propriété X. On peut définir Jvv si v est une direction quelconque du
corps de traces par Jvv(S) = Jxx(rθ(S)) siθ est la direction de v. Une direction est dite homologique
si c’est la direction d’une période absolue deω. La surface a la propriété X si pour toute direction
v on a Jvv = 0.

Les directions homologiques sont donc les candidates à être complètement périodiques.
La preuve de Calta consiste alors à montrer que la propriété d’être sur surface de Veech

est équivalente à propriété X qui est équivalente à être complètement périodique. Le corps
d’holonomie ici est quadratique, et les calculs peuvent donc se ramener à un corps de la forme
Q(
√

d). On montre ensuite que ces propriétés sont équivalentes aux équations (3) ci-dessus. La
preuve est calculatoire. �

Calta & Smillie étendent ces notions (complète périodicité) en genre plus grand. On pourra
par exemple consulter [CS07].

1.7.2 Groupes infiniment engendrés

Nous avons vu qu’il n’y a pas de surfaces de Veech primitives dans H(1, 1) (mis-à-part le
décagone). Pourtant, si SL(S, ω) contient un élément hyperbolique, on peut montrer que ce
groupe contient beaucoup de paraboliques. Le théorème suivant quantifie cela.

Théorème 1.7.2 (McMullen [Mc2]). Soit (S, ω) une surface de translation de genre deux. On suppose
que le groupe de Veech SL(S, ω) contient un élément hyperbolique. Alors l’ensemble limite du groupe
SL(S, ω) ⊂ SL2(R) est le cercle à l’infini. Plus généralement les directions des liens de selles reliant une
singularité à un point de Weierstrass sont paraboliques.
Si de plus (S, ω) ∈ H(1, 1) n’est pas une surface de Veech alors le groupe SL(S, ω) est infiniment
engendré.

Nous donnons une idée de preuve car les techniques utilisées (configurations) seront impor-
tantes pour la suite.
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Esquisse d’une preuve. L’idée est de montrer que l’ensemble des directions paraboliques est
dense, ce qui démontrera que l’ensemble limite du groupe de Veech est le cercle tout entier
(un résultat classique [Kat92] affirme que l’ensemble limite d’un groupe de première espèce est
soit vide, un point, deux points, un ensemble de Cantor ou le cercle à l’infini).

Pour cela on utilise fortement le flux complexe. La première étape est de montrer que le flux
complexe est nul, ce qui va donner des relations pour les modules des cylindres des directions
périodiques. Ensuite on montre que les directions du corps de traces ne sont pas minimales
(donc possèdent une connexion de selle). Cela utilise fortement le fait que le corps de traces soit
quadratique (propriété diophantienne de mauvaise approximation, Théorème 1.6.3). On obtient
alors la dichotomie suivante pour les directions du corps de traces :

1. complètement périodique,

2. somme connexe de deux tores.

Une petite étude topologique des configurations montre que d’une part les directions des
liens de selles reliant une singularité à un point de Weierstrass ne sont jamais dans le deuxième
cas, et que d’autre part le nombre de cylindres ainsi obtenu est au plus deux. On peut ainsi
conclure, grâce au flux qui nous donne une relation algébrique entre les modules des cylindres.

Pour la deuxième assertion, on trouve une direction de lien de selles qui n’est pas périodique.
Ainsi par l’alternative de Veech (voir Théorème 1.4.3), la surface n’est pas de Veech, et donc le
groupe n’est pas un réseau (c’est un groupe de première espèce [Kat92]). Comme l’ensemble
limite est tout le cercle, la seule possibilité pour un tel groupe fuchsien est qu’il soit infiniment
engendré. �

Remarquons que le côté « faible complexité topologique » est très important ici. Notons aussi
que d’autres exemples de groupes de Veech infiniment engendrés ont été construits au même
moment par Hubert & Schmidt [HS04]. Ils utilisent une technique similaire (construction d’un
ensemble dense de directions paraboliques).

Remarque 1.7.3. La preuve ci-dessus se généralise très bien en genre plus grand. Il suffit, de nouveau,
de ce placer dans un cadre avec de la symétrie pour n’obtenir que deux valeurs de modules. On peut ainsi
construire de nombreux exemples de surfaces ayant un groupe de Veech de première espèce.

Plus précisément, soit p : Q(k1, . . . , kn) → H(l1, . . . , lr) le revêtement d’orientation. On consi-
dère une surface (S, ω) dans l’image de p. On souhaite trouver une strate pour laquelle le nombre
de valeurs de modules de toute décomposition en cylindres soit au plus deux. Alors on peut
montrer

Théorème 1.7.4 (Lanneau). Soit p un tel revêtement (voir ci-dessus). Le nombre de valeurs de modules
d’une décomposition en cylindres d’une surface de Im(p) est toujours au plus deux si et seulement si p
est l’un des revêtements suivants :

Q(−15, 1)→H(2)
Q(−13, 3)→H(4)
Q(−1, 5)→H(6).

Ainsi la construction décrite plus haut s’applique aux stratesH(4) etH(6). On retrouve ainsi
un résultat de McMullen : ces exemples sont exactement les exemples construits dans [Mc7]. Ils
sont d’ailleurs appelés lieux Prym.
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1.7.3 Adhérences des disques de Teichmüller

McMullen a résolu la conjecture d’adhérence des orbites pour les surfaces de translation
de genre 2. Un des ingrédients de la preuve est l’utilisation des théorèmes de Ratner sur les
configurations unipotentes. Nous avons isolé le résultat suivant qui nous semble important.

Théorème 1.7.5 (McMullen, [Mc3]). L’ensemble des directions, sur le cercle, donnant des configura-
tions unipotentes sur une surface de translation (S, ω) ∈ H2 est dense.
De plus s’il existe une configuration unipotente irrationnelle alors GL2(R) · (S, ω) = strate.

Esquisse d’une preuve. Démontrons le second point dans le cas où (S, ω) ∈ H(1, 1). Quitte à
normaliser les surfaces à une aire 1, nous allons considérer l’action de SL2(R). Notons que la
dimension réelle de la strate normaliséeH (1)(1, 1) est 2(2g+n−1)−1 = 9. Soitθ une configuration
unipotente irrationnelle. Prenons θ horizontale quitte à faire agir le flot rθ. Il y a deux possibilités
pour une telle configuration : S se décompose en deux ou en trois sous-surfaces. Quitte à re-
découper S dans une direction unipotente irrationnelle convenable, on peut supposer que cette
surface se décompose en somme connexe de deux tores

(S, ω) = T1 # T2.

Le flot unipotent us agit très naturellement sur cette décomposition :

us(S, ω) = (usT1) # (usT2),

ce qui donne une action diagonale de N sur l’espace des pairs de tores G/Γ = SL2(R)2/Γ (voir
section 1.5.2). Le théorème de Ratner implique donc que

N · (S, ω) ⊃ HT1 # HT2,

où H est un sous groupe fermé de G. Les hypothèses sont là pour que H = SL2(R).
Maintenant la dimension réelle de SL2(R)T1 # SL2(R)T2 est 3 + 3 = 6. Comme le choix de la

direction de départ θ est arbitraire (paramètre complexe pour la longueur et la direction de la
fente entre les deux tores), on obtient un ensemble de dimension 6 + 2 = 8 dans SL2(R) · (S, ω).

On montre alors que SL2(R) · (S, ω) est bien de dimension réelle égale à celle deH (1)(1, 1) (i.e.
de dimension 9) en considérant les surfaces (usT1) # (T2) ∈ GL2(R) · (S, ω) (variation du rapport
de l’aire entre les tores). On conclut ensuite par ergodicité du flot géodésique. �

Il n’y a pas beaucoup de possibilités pour les adhérences des orbites des surfaces de H2.
Pour énoncer le théorème de classification, nous devons d’abord définir les variétés modulaires
de Hilbert.

La jacobienne d’une surface de Riemann X est une variété abélienne qui peut avoir des
endomorphismes supplémentaires en plus de la multiplication par un entier. Il y a un cas
intéressant lorsque l’anneau des endomorphismes est un ordre dans un corps quadratique réel.
Dans ce cas Jac(X) est dit avoir une multiplication réelle (RM) et on note

E = {(X, ω) | Jac(X) a RM, ω comme forme propre pour RM}.
le lieu des formes propres. Les composantes ED de E peuvent être indexées par le discriminant
D de l’anneau des entiers.

Remarque 1.7.6. On peut décrire géométriquement le lieu ED en utilisant le « feuilletage du noyau ».
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Soit (S, ω) une surface deH(1, 1). Fixons les périodes absolues de ω et modifions la période
relative. On obtient ainsi une famille (feuille du noyau) à un paramètre complexe de surfaces
dansH2. Il peut bien sûr arriver que les deux zéros se « collent » pour donner une autre surface
(compacte avec un zéro double, ou bien dégénérée). On peut effectuer cette construction sur
une sous-variété invariante de H(1, 1) ce qui fournit alors une autre sous-variété invariante
(voir [Zor06] pour une description détaillée). Le problème est qu’en général ce n’est pas une
sous-variété invariante : elle n’est pas fermée. Mais en genre 2 elle l’est toujours !

Théorème 1.7.7 (Calta ; McMullen). Pour une surface de Veech S ∈ H(2), l’union des feuilles du
feuilletage du noyau passant par la SL2(R)−orbite fermée de S est une sous-variété fermée de dimension
complexe 3.

L’union de ces feuilles est précisément ED. Le théorème de classification suivant est mainte-
nant particulièrement simple à énoncer :

Théorème 1.7.8 (McMullen, [Mc3]). L’adhérence de l’orbite d’une surface de translation de genre 2
sous GL2(R) est :

i) une strateH(2) ouH(1, 1), ou bien
ii) une composante ED du lieu de multiplication réelle des formes propres, ou bien
iii) un disque de Teichmüller i.e. l’orbite est fermée.

En particulier, si le groupe de Veech contient un élément hyperbolique, alors seulement les
cas (ii) ou (iii) peuvent se produire. Comme nous le verrons dans la section 1.8.3, cette situation
contraste avec les adhérences des orbites des surfaces de demi-translation de genre deux.

Remarque 1.7.9. De nouveau remarquons que la démonstration de ce théorème se généralise très bien
lorsque l’on impose de la symétrie (revêtement des orientations). Ceci est considéré par McMullen avec le
lieu Prym [Mc7].

1.8 Surfaces de demi-translation de genre 2

Il est plus facile de travailler avec des surfaces de translation que des surfaces de demi-
translation ; en général la géométrie est plus simple car nous avons une notion de flot. Si
(S, q) est une surface de demi-translation, il existe une construction classique, le revêtement des
orientations, π : (S̃, √π∗q)→ (S, q) qui permet d’obtenir une surface de translation (par exemple
voir [Lan03]).

1.8.1 Le lieu L
L’espace Q2 possède trois strates holomorphes : Q(2, 2), Q(1, 1, 2) et Q(1, 1, 1, 1). Dans [Lan03]

on démontre que la strate Q(1, 1, 1, 1) est connexe et est égale à sa composante connexe hy-
perelliptique. Ceci se traduit par le fait que les surfaces de Q(1, 1, 1, 1) s’obtient de surfaces
de Q(1, 1,−16) par un revêtement double ramifié en les pôles. Par ailleurs, le revêtement des
orientations fournit une application p : Q(1, 1,−16)→H(2, 2).

Proposition 1.8.1. Il existe un isomorphisme linéaire (i.e. l’action de SL2(R) est équivariante) entre la
strate Q(1, 1, 1, 1) et l’image L ⊂ H(2, 2) de p. On peut caractériser le lieu L par

L =
{
(S, ω) ∈ H(2, 2), S est hyperelliptique, l’involution τ fixe les deux zéros et τ∗ω = −ω}

.

Notons aussi qu’il existe un analogue pour les deux autres strates holomorphes de Q2. On
peut démontrer :
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Proposition 1.8.2. Il existe un isomorphisme linéaire entre les stratesQ(1, 1, 2) (respectivement,Q(2, 2))
etH(0, 0, 2) (respectivement,H(0, 0, 0, 0)).

Ainsi les problèmes de dynamique de Teichmüller dans Q2 peuvent se ramener aux strates
H(0, 0, 2) etH(0, 0, 0, 0) et au lieu L. En utilisant la proposition ci-dessus, on peut montrer que
les surfaces de Veech de Q(1, 1, 2) et Q(2, 2) sont arithmétiques (voir Vasilyev [Vas03]). Nous
allons donc nous concentrer sur le troisième cas i.e. Q(1, 1, 1, 1) ou le lieu L.

1.8.2 Un exemple : le disque de Teichmüller de Arnoux-Yoccoz

En 1981 Arnoux & Yoccoz construisent une famille de surfaces de translation de genre g ≥ 3
ayant un groupe de Veech non trivial (avec un élément hyperbolique).

Ces exemples avaient été construits initialement pour obtenir des échanges d’intervalles
uniquement ergodiques, avec un invariant SAF nul, ainsi que des corps de traces de degré
arbitraire (voir [AY81] et [Arn81], pp. 496–498).

Une étude géométrique montre, que pour le genre trois, cet exemple (souvent appelé
l’exemple de Arnoux-Yoccoz) appartient au lieu L. On obtient donc une surface de demi-
translation (Y, q) ∈ Q(1, 1, 1, 1) avec un élément hyperbolique dans PSL(Y, q). Dans [HLM06], on
démontre le théorème suivant qui contraste avec le comportement décrit par McMullen pour
les surfaces de translation de genre 2.

Théorème IV. Le groupe de Veech (Y, q) contient deux éléments hyperboliques non commutant. De plus
le disque de Teichmüller de (Y, q) est dense dans Q2.

Ainsi le groupe de Veech est « gros », mais l’orbite aussi ! Nous ne savons toujours pas si le
groupe de Veech est infiniment engendré ou non. En particulier, nous ne connaissons pas son
ensemble limite (si c’est un ensemble de Cantor ou bien le cercle à l’infini).

L’idée de la preuve de la densité du disque, que l’on va ensuite généraliser, est décrite dans
la section suivante. Pour l’existence des deux hyperboliques non commutants, voir section 3.2.5.

1.8.3 Adhérences des disques dans le lieu L
On peut appliquer les techniques de McMullen, découpage de surfaces et théorèmes de

Ratner, aux surfaces du lieuL. Pour cela nous allons utiliser l’existence de directions unipotentes.
Il est facile de voir que presque toute surface dans le lieu L possède une telle configuration
unipotente (car une telle configuration est stable par petites perturbations), mais, contrairement
au genre 2, il existe des surfaces qui n’en possèdent pas !
On montre le théorème suivant, qui généralise le Théorème 1.7.5 de McMullen aux surfaces de
demi-translation de genre 2 :

Théorème 1.8.3 (Hubert, Lanneau, Möller [HLM07]). Soit (S, ω) ∈ L. Supposons qu’il existe une
direction unipotente irrationnelle. Alors

GL2(R) · (S, ω) = L.

Esquisse d’une démonstration. Notons Z l’adhérence SL2(R) · (S, ω) sous SL2(R) dans le lieu nor-
malisé L(1) (surfaces d’aire 1).

Soit N le sous groupe de SL2(R) des éléments unipotents u fixant l’horizontale (on suppose
la direction unipotente de l’énoncé est horizontale).
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On a le découpage (S, ω) = #k
i=1 Ti #n

i=1 Ci. Alors l’action de N sur (S, ω) est très simple
à décrire : elle fixe le découpage et agit sur l’ensemble des tores et cylindres. L’espace des
paramètres du découpage est isomorphe à l’espace homogène

G = (SL2(R)/SL2(Z))k ×Nn

pour des (k,n) bien choisis.
Grâce aux théorèmes de Ratner, l’adhérence de N · (S, ω) est algébrique i. e. H · (S, ω) où H

est un sous-groupe fermé de SL2(R)2 ×N contenant N diagonalement.
Les hypothèses sont exactement celles qu’il faut pour que H = G. La dimension de H est

3k + n et en utilisant SL2(R) on peut faire varier la configuration de découpage arbitrairement.
Ainsi Z est de dimension au moins d = 3k + n + 2. Par ailleurs

dimRL(1) = 2(1 + n + 2k) − 1 = 4k + 2n − 1 = d + (k + n − 1).

Pour trouver les dimensions manquantes, on utilise un twist de Dehn pour faire varier les
rapports d’aires des tores et des cylindres. �

On montre le théorème général suivant

Théorème V (Hubert, Lanneau, Möller [HLM07]). Soit (S, ω) une surface de translation dans le lieu
L. On suppose que le groupe de Veech de S possède un élément hyperbolique, et que le corps de traces est
de degré 3 et totalement réel. Si (S, ω) possède une direction périodique non parabolique alors l’adhérence
de SL2(R)(S, ω) est le lieu L.

Notons que ce théorème n’est pas vide : il existe une infinité de surfaces satisfaisant au
théorème. En particulier, en se ramenant àQ2, il existe une infinité de surfaces de demi-translation
de genre 2 ayant un groupe de Veech non trivial (avec un hyperbolique) et une orbite dense
sous SL2(R). De plus la condition sur le corps de traces est importante, sans cette condition le
théorème est faux : par exemple par revêtement de surface de Veech deH(2).

Preuve du Théorème V. On va essayer de se ramener au Théorème 1.8.3. On veut donc trouver
une direction unipotente irrationnel. On sait qu’il existe une direction complètement périodique.
Il est facile de faire la liste de toutes les directions possibles [HLM07], Figure 1c − d − e − f − g.

La condition sur le corps de traces implique que seulement quelques configurations sont pos-
sibles [HLM07], Corollaire 5.5. Pour chaque configuration possible, on trouve une configuration
unipotente irrationnelle proche de celle ci. La démonstration est géométrique. �

1.8.4 Limite de la stratégie

On peut essayer d’étendre les constructions ci-dessus. En effet trouver une direction irration-
nelle unipotente est très fructueuse pour obtenir de l’information sur l’adhérence des orbites.

Malheureusement les strates qui possèdent des surfaces où l’on peut faire cette construction
sont peu nombreuses. Essentiellement de telles surfaces, avec une direction unipotente, sont
précisément celles données par un « collier » de cylindres et de tores.

Théorème 1.8.4 (Hubert, Lanneau, Möller [HLM10]). Soit (S, ω) ∈ H(k1, . . . , kn) une surface de
translation de genre g. Alors (S, ω) possède une direction unipotente si et seulement si S est construite
à partir de cylindres et de tores collés en « collier ». De plus cette configuration possède soit

1. g tores et aucun cylindre ;H(k1, . . . , kn) = Hhyp(g − 1, g − 1), ou bien
2. g − 1 tores et 0 < n ≤ g − 1 cylindres ;H(k1, . . . , kn) = H(2l1, . . . , 2ln).

De plus, comme pour le genre 2 et contrairement au genre 2, on peut montrer que l’ensemble
des surfaces possédant une telle configuration est dense, mais n’est pas toute la composante
connexe [HLM10], Proposition 6.2.
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1.8.5 Directions complètement périodiques

Nous avons supposé dans les sections précédentes que le corps de traces était totalement
réel (pour appliquer le flux). Ici sans aucune restriction sur le corps de traces, nous montrons

Théorème VI (Hubert, Lanneau, Möller [HLM07]). Soit (S, ω) ∈ L une surface de translation.
On suppose qu’il existe un élément hyperbolique dans le groupe de Veech. S’il existe une direction
complètement périodique alors l’ensemble des directions complètement périodiques sur (S, ω) est dense
dans le cercle S1.

Evidemment la conclusion est fausse pour une surface générique dans L (par exemple voir
Proposition 3.4, [HLM07]). Ce résultat s’applique aux surfaces construites en particulier à l’aide
de la construction de Thurston-Veech (section 3.2.1).

Le théorème ci-dessus, combiné avec le Théorème V, donne

Théorème VII (Hubert, Lanneau, Möller [HLM07]). Soit (S, ω) ∈ L une surface obtenue par la
construction de Thurston-Veech. On suppose que le corps de traces est de degré 3 sur Q. Alors au moins
l’une des deux conditions suivantes doit être satisfaite :

1. L’adhérence de l’orbite SL2(R)(S, ω) est le lieu L(1).

2. L’ensemble limite du groupe de Veech SL(S, ω) est le cercle tout entier ; en particulier ou bien (S, ω)
est une surface de Veech, ou bien SL(S, ω) est infiniment engendré.

On ne sait toujours pas s’il existe une surface satisfaisant aux deux propriétés en même temps.
On ne connaît même pas d’exemple non trivial du cas 2.

Il serait intéressant d’avoir un algorithme pour calculer l’ensemble limite d’un groupe de
Veech.

Esquisse d’une preuve du Théorème VI. On utilise un résultat général de Masur [Mas86, MaTa02]
qui affirme que dans presque toute direction, il existe un cylindre. Ensuite on affine ce résultat
pour le lieu L. On montre qu’il existe un ensemble dense de directions θ ∈ S1 telle que dans la
direction θ, ω possède un cylindre qui contient un point de Weierstrass.

Ensuite on montre que ces directions sont nécessairement complètement périodiques. Pour
cela on utilise le Théorème 1.6.2 qui implique que l’invariant SAF est nul dans toutes les directions
du corps de traces (donc aussi dans la direction θ qui est dans le corps d’holonomie [KS00]).

Maintenant le complémentaire du cylindre dans S est une surface à bord Ŝ. On peut
construire naturellement une surface compacte M en identifiant les bords par translations.
Comme l’invariant SAF est additif et comme il est nul sur le cylindre, il est aussi nul sur M. Une
étude fine des configurations montre que ou bien M ∈ H(2) ou bien M ∈ H(1, 1) et M possède
deux liens de selles non-homologues.

Ainsi le premier retour du flot dans la direction θ sur une bonne transversale est un échange
d’intervalles défini 3 intervalles avec invariant SAF nul. On peut alors montrer (thèse de Ar-
noux [Arn81]) que l’échange d’intervalles est complètement périodique ; bref le flot sur M, et
donc sur (S, ω), dans la direction θ est complètement périodique. �

Remarque 1.8.5. Ce résultat est similaire à celui de Calta pour les surfaces deH2 : toutes les directions
possédant un cylindre sont complètement périodiques (ici en revanche nous ne considérons seulement que
les directions possédant un cylindre fixe par l’involution).

Ces méthodes permettent de généraliser le résultat de Calta pour d’autres strates (qui ne
sont pas les lieux Prym) :
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Théorème 1.8.6 (Lanneau). Soit (S, ω) ∈ Hhyp(4) une surface de translation dans la composante
hyperelliptique. On suppose que le flux complexe est nul (par exemple (S, ω) est obtenue par le construction
de Thurston-Veech). Alors (S, ω) est complètement périodique dans le sens de Calta.

2 Surfaces plates et involutions linéaires

Le lien entre échanges d’intervalles et surfaces de translation a été largement étudié, notamment
en raison d’une construction due à Veech et à Masur [Mas82, Vee82] qui permet de décrire

le flot directionnel sur une surface de translation comme un flot de suspension au-dessus d’un
échange d’intervalles. Dans cette section nous allons construire un analogue pour les surfaces
de demi-translation et étudier la dynamique de l’induction de Rauzy-Veech.

2.1 Échanges d’intervalles

On rappelle qu’un échange d’intervalles est une bijection d’un intervalle ouvert I ⊂ R, privé
d’un nombre fini de points, vers un ensemble co-fini de I, isométrique sur un nombre fini
de morceaux et préservant l’orientation. Cette classe d’applications forme une généralisation
naturelle des rotations. On voit facilement qu’un échange d’intervalles T est définit de manière
unique par une permutation π, de d éléments, ainsi que par les longueurs des intervalles
échangés λ ∈ (R+)d. Plus précisément π encode comment les intervalles sont échangés : le k-
ième intervalle, numéroté de la gauche vers la droite, étant envoyé par T à la place π(k). On va
noter dans toute la suite T = (π, λ).

Cette représentation impose un certain choix de numérotation des intervalles ; cela va poser
quelques difficultés pour la suite. L’idée de Kerckhoff [Ker85], reprise par Bufetov [Buf06],
puis par Marmi, Moussa & Yoccoz [MMY05] est de s’affranchir de cela et d’attribuer à chaque
intervalle une étiquette. Cela impose de redéfinir la notion de permutation. C’est cette nouvelle
définition qui rend possible beaucoup de preuves.

On considère un alphabet finiA sur d lettres et on note les intervalles maximaux {Iα, α ∈ A}
sur lesquels T est continue. La longueur des intervalles est un vecteur λ = (λα)α∈A dans le cône
positif. La permutation π est alors la donnée du couple π = (πt, πb) d’applications bijectives
πε : A → {1, . . . , d} (« t » est pour top et « b » pour bottom comme nous allons le voir). Avec ces
notations on a π = πb ◦ π−1

t . On représente les permutations par un tableau

π =

(
1 2 . . . d

π−1(1) π−1(2) . . . π−1(d)

)
=

=

(
π−1

t (1) π−1
t (2) . . . π−1

t (d)
π−1

b (1) π−1
b (2) . . . π−1

b (d)

)
.

Erwan Lanneau

2 Surfaces plates et involution linéaires

Le lien entre échanges d’intervalles et surfaces de translation a été largement étudié, notam-
ment en raison d’une construction due à Veech et à Masur [Mas82, Vee82] qui permet d’écrire
presque toute surface de translation comme suspension au-dessus d’un échange d’intervalles.
Nous allons détailler cette construction.

2.1 Échanges d’intervalles

2.1.1 Une première définition

On rappelle qu’un échange d’intervalles est une bijection d’un intervalle ouvert I ⊂ R, iso-
métrique sur un nombre fini de morceaux et préservant l’orientation. Cette classe d’application
forme une généralisation naturelle des rotations. On voit facilement qu’un échange d’intervalles
T est défini de manière unique par une permutation π, de d ≥ 2 éléments, ainsi que par les lon-
gueurs des intervalles échangés λ ∈ (R+)d. Plus précisément π encode comment les intervalles
sont échangés (le k-ième intervalle, numéroté de la gauche vers la droite, étant envoyé par T à
la place π(k)). On va noter dans toute la suite T = (π,λ).

Cette représentation impose un certain choix de numérotation des intervalles ; cela va poser
quelques difficultés pour la suite. L’idée de Marmi, Moussa et Yoccoz [MMY05] est s’affranchir
de cela et d’attribuer à chaque intervalle une étiquette. Cela impose de redéfinir la notion de
permutation. C’est cette nouvelle définition qui simplifie et rend possible toutes les preuves qui
vont suivre.

2.1.2 Une deuxième définition

On considère un alphabet fini A sur d lettres et on note les intervalles {Iα, α ∈ A} sur
lesquels T est isométrique. La longueur des intervalles est un vecteur λ = (λα)α∈A dans le cône
positif. La permutation π est alors la donnée du couple π = (πt,πb) d’applications bijectives
πε : A → {1, . . . , d} (“t” est pour top et “b” pour bottom comme nous allons le voir). Avec ces
notations on a π = πb ◦ π−1t . On représente les permutations par un tableau

π =

(
1 2 . . . d

π−1(1) π−1(2) . . . π−1(d)

)
=

=

(
π−1t (1) π

−1
t (2) . . . π

−1
t (d)

π−1
b
(1) π−1

b
(2) . . . π−1

b
(d)

)
.

I

I
T

IA IB IC ID

T(IA)T(IB)T(IC)T(ID)

Sur l’alphabet A = {A,B,C,D} (ici d = 4)

la permutation π =
(
A B C D
D C B A

)
encode l’échange

d’intervalle T présenté ci-contre.

25 Habilitation à Diriger des Recherches

Sur l’alphabet A = {A,B,C,D} (ici d = 4)
la permutation π =

(
A B C D
D C B A

)
encode l’échange

d’intervalle T présenté ci-contre.
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2.1.1 Échanges d’intervalles génériques

Si d = 2 un échange d’intervalles n’est rien d’autre qu’une rotation (vue sur le cercle).
Pour d = 3 on peut encore relier les échanges d’intervalles aux rotations, mais des phénomènes
nouveaux et compliqués apparaissent [FHZ01, FHZ01bis, FHZ03, FHZ04]. Ces applications sont
minimales, et même uniquement ergodiques, si les longueurs des intervalles sont indépendantes
sur Q. Keane [Kea75] introduit une notion analogue d’irrationalité lorsque d ≥ 3.

Une connexion de T est une orbite finie de T qui ne peut être prolongée ni dans le futur, ni
dans le passé. Si T n’a pas de connexion (et π est irréductible), on dit que T a la propriété de
Keane. Un échange d’intervalles qui a la propriété de Keane est minimal. Keane montre alors
que si π est irréductible et si les λi sont indépendants sur Q alors T = (π, λ) a la propriété de
Keane. Ce qui donne la minimalité de T pour presque tout λ. En revanche ceci n’implique pas
l’unique ergodicité si d ≥ 4. La conjecture de Keane était que pour π irréductible et pour presque
tout λ, T est uniquement ergodique ; elle a été prouvée par Masur [Mas82] et Veech [Vee82].

Remarque 2.1.1. dimQ(1, λi) = d + 1 implique que T satisfait à la propriété de Keane, mais la réci-
proque est fausse. Il serait intéressant d’obtenir une description des λ satisfaisant la propriété de Keane.
Voir [FHZ03] pour une réponse pour 3 intervalles.

Ces applications sont étroitement reliées aux surfaces de translation et ont été étudiées
intensivement ces 30 dernières années. En effet pour chaque T = (π, λ) avec π irréductible, on
peut construire une surface de translation telle que T soit le premier retour du flot directionnel
sur cette surface sur un segment bien choisi.

2.1.2 Données de suspension au dessus d’un échange d’intervalles

Une donnée de suspension au dessus de π est une collection de vecteurs (τα)α∈A telle que

1. ∀1 ≤ k ≤ d − 1,
∑
πt(α)≤k τα > 0, et

2. ∀1 ≤ k ≤ d − 1,
∑
πb(α)≤k τα < 0.

On dira aussi que le vecteur (ζα)α∈A est une donnée de suspension au dessus de T = (π, λ).

Géométriquement cela s’explique très bien. Considérons la ligne brisée Lt sur C = R2 définie
par concaténation des vecteurs ζπ−1

t ( j) (dans cet ordre) pour j = 1, . . . , d avec comme point de
départ l’origine (voir Figure 2). De manière similaire, on considère la ligne brisée Lb définie
par concaténation des vecteurs ζπ−1

b ( j) (dans cet ordre) pour j = 1, . . . , d toujours en partant de
l’origine. On construit une surface de translation S en identifiant chaque côté ζα sur Lt avec le
côté ζα sur Lb par translation. Soit I ⊂ S l’intervalle horizontal définit par I = [0,

∑
α∈A λα[×{0}.

Alors T est précisément définit par le premier retour sur I du flot vertical sur S

2.1 Échanges d’intervalles Erwan Lanneau

2.1.3 Échanges d’intervalles génériques

Si d = 2 un échange d’intervalles n’est rien d’autre qu’une rotation (vue sur le cercle). Pour
d = 3 on peut encore relier les échanges d’intervalles aux rotations, mais des phénomènes
nouveaux et compliqués apparaissent [Fer01, ?, ?, ?]. Ces applications sont minimales, et même
uniquement ergodiques, si les longueurs des intervalles sont irrationellement indépendantes.
Keane introduit une notion analogue d’irrationalité lorsque d ≥ 3.

Une connexion de T est une orbite finie de T qui ne peut être prolongée ni dans le futur,
ni dans le passé. Si T n’a pas de connexion, on dit que T a la propriété de Keane. Un échange
d’intervalles qui a la propriété deKeane estminimal. Keanemontre alors que siπ est irréductible
alors pour presque tout λ, T = (π,λ) a la propriété de Keane. En revanche ceci n’implique pas
l’unique ergodicité si d ≥ 4. La conjecture de Keane était que pour π irréductible et pour presque
tout λ, T est uniquement ergodique ; elle a été prouvée par Masur [Mas82] et Veech [Vee82].

Ces applications sont étroitement reliées aux surfaces de translation et ont été étudiées
intensivement ces 30 dernières années. En effet pour chaque T = (π,λ) avec π irréductible, on
peut construire une surface de translation telle que T soit le premier retour du flot géodésique
sur cette surface sur un segment bien choisi.

2.1.4 Données de suspension au dessus d’un échange d’intervalles

Une données de suspension au dessus de T est une collection de vecteurs (ζα)α∈A telle que
1. ∀α ∈ A, Re(ζα) = λα.
2. ∀1 ≤ k ≤ d − 1, Im(∑πt(α)≤k ζα) > 0.
3. ∀1 ≤ k ≤ d − 1, Im(∑πb(α)≤k ζα) < 0.
Géométriquement cela s’explique très bien. On considère la ligne brisée Lt surC = R2 définie

par concaténation des vecteurs ζπ−1t ( j) (dans cet ordre) pour j = 1, . . . , d avec comme point de
départ l’origine (voir Figure 1). De manière similaire, on considère la ligne brisée Lb définie
par concaténation des vecteurs ζπ−1

b
( j) (dans cet ordre) pour j = 1, . . . , d toujours en partant de

l’origine. On construit une surface de translation S en identifiant chaque côté ζα sur Lt avec le
côté ζα sur Lb par translation. Soit I ⊂ S l’intervalle horizontal définit par I = [0,∑α∈A λα[×{0}.
Alors T est précisément définit par le premier retour sur I du flot vertical sur S

ζA

ζA ζB

ζB
ζC

ζC

ζD

ζD

F. 1 – Suspension au dessus d’un échange d’intervalles.

Une condition nécessaire et suffisante pour que T admette une donnée de suspension est que
π soit irreducible (voir Masur [Mas82] page 174 et Veech [Vee82] formule 3.7 page 207).
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Figure 2 – Suspension au dessus d’un échange d’intervalles.
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Une condition nécessaire et suffisante pour que T admette une donnée de suspension est que
π soit irreducible (voir Masur [Mas82] page 174 et Veech [Vee82] formule 3.7 page 207).

2.1.3 Rectangles cousus (Zippered rectangles en anglais)

On décrit ici la construction originale de Veech [Vee82]. Soit ζ une donnée de suspension
pour T. Alors on construit h = (hα)α∈A par

hα =
∑

πt(β)<πt(α)

Im(ζβ) −
∑

πb(β)<πb(α)

Im(ζβ) > 0.

Pour chaque α ∈ A on construit un rectangle Rα de largueur Re(ζα) et de hauteur hα basé en
Iπt(α) ⊂ I. La construction des rectangles cousus est une surface de translation

⋃
α∈A Rα/ ∼ où

∼ est la relation d’équivalence suivante : on identifie le haut et le bas de ces rectangles par
(x, hα) ∼ (T(x), 0) pour x ∈ Iπt(α). Pour finir on « zippe » les bords verticaux de ces rectangles qui
sont adjacent jusqu’à une singularité (voir la Figure 3 et [Vee82] pour une description précise).

2.2 Induction de Rauzy-Veech version échanges d’intervalles Erwan Lanneau

2.1.5 Rectangles cousus (Zippered rectangles en anglais)

On décrit ici la construction originale de Veech [Vee82]. Soit ζ une donnée de suspension
pour T. Alors on construit h = (hα)α∈A par

hα =
∑

πt(β)<πt(α)

Im(ζβ) −
∑

πb(β)<πb(α)

Im(ζβ) > 0.

Pour chaque α ∈ A on construit un rectangle Rα de largueur Re(ζα) et de hauteur hα basé en
Iπt(α) ⊂ I. La construction des rectangles cousus est une surface de translation

⋃
α∈A Rα/ ∼ où

∼ est la relation d’équivalence suivante : on identifie le haut et le bas de ces rectangles par
(x, hα) ∼ (T(x), 0) pour x ∈ Iπt(α). Pour finir on “zippe” les bords verticaux de ces rectangles qui
sont adjacent jusqu’à une singularité (voir la Figure 2 ou [Vee82] pour une description précise).

A

A

B

B

C

C

D

D

F. 2 – Construction des « zippered rectangles ».

En genre 1 (le tore plat) les échanges correspondants sont des rotations. Il est bien connu
que le les fractions continues encode le flot géodésique sur la courbe modulaire ([Arn94]). De
manière similaire on peut encoder le flot géodésique de Teichmüller grâce à l’induction de
Rauzy-Veech (analogue de l’algorithme Euclidien). Ceci nous donne un modèle discret pour le
flot géodésique de Teichmüller ([Rau79, Vee82]) comme nous allons le voir.

2.2 Induction de Rauzy-Veech version échanges d’intervalles

Une bonne manière d’étudier un système dynamique est de considérer l’induit du système
sur un sous-ensemble. Ces techniques de renormalisation s’avère particulièrement fructueuses
lorsque l’application de Poincaré n’est pas plus compliquée que le système initial.

2.2.1 Induction sur les échanges d’intervalles

L’induction deRauzy-Veech est un procédéde renormalisation sur les échanges d’intervalles.
Si T = (π,λ) on définit le type ε de T par λπ−1ε (d) > λπ−11−ε(d). L’intervalle Iπ−1ε (d) est le gagnant et
l’intervalle Iπ−1

1−ε(d)
est le perdant [AGY06].

L’induction de Rauzy-Veech R(T) consiste alors à prendre l’induit de T sur l’intervalle J que
l’on construit en retirant le perdant de I (c’est encore un échange d’intervalles sur d intervalles).
On peut décrire facilement les données combinatoires deR(T) en fonction deπ. Cela décrit deux
applications Rt et Rb telles que R(T) = (Rε(π),λ′) où ε est le type de T.

La transformation sur λ est très simple à décrire. En effet on peut définir une matrice de
transition V = Vαβ positive telle que Vλ′ = λ.
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Figure 3 – Construction des « zippered rectangles ».

Il est bien connu que les fractions continues encodent le flot géodésique sur la courbe
modulaire ([Ser, Arn94]). De manière similaire on peut encoder le flot géodésique de Teichmüller
grâce à l’induction de Rauzy-Veech (analogue de l’algorithme Euclidien). Ceci nous donne un
modèle discret pour le flot géodésique de Teichmüller ([Rau79, Vee82]) comme nous allons le
voir.

2.2 Induction de Rauzy-Veech pour les échanges d’intervalles

Une bonne manière d’étudier un système dynamique est de considérer l’induit du sys-
tème sur un sous-ensemble. Ces techniques de renormalisation s’avèrent particulièrement fruc-
tueuses.

2.2.1 Induction sur les échanges d’intervalles

L’induction de Rauzy-Veech est un procédé d’induction sur les échanges d’intervalles. Si
T = (π, λ) on définit le type ε ∈ {t, b} de T par λπ−1

ε (d) > λπ−1
1−ε(d). L’intervalle Iπ−1

ε (d) est le gagnant et
l’intervalle Iπ−1

1−ε(d) est le perdant [AGY06] (le sens de l’écriture 1 − ε est intuitive).
L’induction de Rauzy-Veech R(T) consiste alors à prendre l’induit de T sur l’intervalle J que

l’on construit en retirant le perdant de I (c’est encore un échange d’intervalles sur d intervalles).
On peut décrire facilement les données combinatoires de R(T) en fonction de π. Cela définit
deux applications Rt et Rb telles que R(T) = (Rε(π), λ′) où ε est le type de T.
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2.2 Induction de Rauzy-Veech pour les échanges d’intervalles Erwan Lanneau

La transformation sur λ est très simple à décrire. En effet on peut définir une matrice de
transition V = Vαβ positive telle que Vλ′ = λ.

Remarque 2.2.1. Les matrices d’induction sont très « simples » i.e. de la forme Id+E où E est une matrice
dont les coefficients sont tous nuls, sauf un qui est égal à 1. C’est cette forme qui est particulièrement
utile dans les démonstrations. Les matrices qui apparaissent dans [Vee82] sont de la forme P + E où P est
une matrice de permutation.

2.2.2 Induction sur les suspensions

Cette induction n’est pas bijective, mais 2 à 1. Pour la rendre bijective, on peut construire
son extension naturelle de la manière suivante. On définit l’induction de Rauzy-Veech sur les
suspensions ζ = (λ, τ) de manière analogue par R(π, ζ) = (π′, ζ′) avec

{
π′ = Rε(π),
Vζ′ = ζ.

Cette induction sur l’espace des suspensions devient alors bijective. Géométriquement cela
s’interprète de la façon suivante :

2.2 Induction de Rauzy-Veech version échanges d’intervalles Erwan Lanneau

Remarque 2.2.1. Les matrices d’induction sont très « simples » i.e. de la forme Id+Eoù E est une matrice
élémentaires. C’est cette forme particulière qui est utile dans les démonstrations et permet d’obtenir des
résultats.

2.2.2 Induction sur les suspensions

Cette induction n’est pas bijective. Pour la rendre bijective, on peut construire son extension
naturelle de la manière suivante. On défini l’induction de Rauzy-Veech sur les suspensions
ζ = (λ, τ) de manière analogue par R(π, ζ) = (π′, ζ′) avec

{
π′ = Rε(π),
Vζ′ = ζ.

Cette induction sur l’espace des suspension devient alors bijective.
Géométriquement cela s’interprète de la façon suivante :

ζA

ζA

ζB

ζB

ζC

ζC

ζD

ζD

ζ′
A

ζ′
A

ζ′B

ζ′B

ζ′
C

ζ′
C

ζ′D

ζ′D

F. 3 – Induction de Rauzy-Veech sur une suspension au dessus d’un échange d’intervalles. La
transformation est de type t donc la nouvelle donnée de suspension est ζ′

A
= ζA, ζ′B = ζB, ζ

′
C
= ζC

et ζ′
D
= ζD − ζA. Bien sûr les deux surfaces (π′, ζ′) et (π, ζ) sont isométriques (elles diffèrent d’un

élément du groupe modulaire).

2.2.3 Diagrammes de Rauzy (étiquetés et non-étiquetés)

(
A B C D
D C B A

)

(
A B C D
D A C B

)

(
A B C D
D B A C

)(
A D B C
D C B A

)

(
A C D B
D C B A

)

(
A B D C
D B A C

)

(
A D B C
D C A B

)

On appelle diagramme de Rauzy étiqueté
pour la permutation π, noté D(π), le graphe
ayant pour sommets toutes les permutations
obtenues par opérations de Rauzy et pour ar-
rêtes les opérations que l’on étiquette t ou b
suivant l’opération.

À chaque chemin γ dans ce diagramme, on
peut naturellement définir une matrice V(γ),
produit des matrices de transitions.

On peut définir les diagrammes de Rauzy non-étiquetés, comme cela avait été à l’origine
([Vee82]). Ils sont obtenus après identifications de (πt,πb) avec (π′t,π

′
b
) si πb ◦π−1t = π′b ◦π′−1t . On

utilisera la notationDu(π) pour ces diagrammes.
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Figure 4 – Induction de Rauzy-Veech sur une suspension au dessus d’un échange d’intervalles.
La transformation est de type t donc la nouvelle donnée de suspension est ζ′A = ζA, ζ′B = ζB,
ζ′C = ζC et ζ′D = ζD − ζA. Bien sûr les deux surfaces (π′, ζ′) et (π, ζ) sont isométriques (elles
diffèrent d’un élément du groupe modulaire).

2.2.3 Diagrammes de Rauzy

On appelle diagramme de Rauzy étiqueté associé à la permutation π, noté D(π), le graphe
ayant pour sommets toutes les permutations obtenues par opérations de Rauzy et pour arrêtes
les étiquettes t ou b suivant le type.

(
A B C D
D C B A

)

(
A B C D
D A C B

)

(
A B C D
D B A C

)

(
A B D C
D A C B

)(
A C D B
D C B A

)

(
A D B C
D C B A

)(
A D B C
D C A B

)
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À chaque chemin γ dans ce diagramme, on peut naturellement définir une matrice V(γ),
produit des matrices de transitions.

On peut définir les diagrammes de Rauzy réduits, comme cela avait été à l’origine ([Vee82]).
Ils sont obtenus après identifications de (πt, πb) avec (π′t, π

′
b) si πb ◦ π−1

t = π′b ◦ π′−1
t . On utilisera

la notationDu(π) pour ces diagrammes.
Observons que ces diagrammesD sont des revêtements au-dessus des diagrammes réduits

Du. Les degrés de ces revêtements ont été calculés :

Théorème 2.2.2 (Boissy [Boi10]). Pour la composante connexe hyperelliptique, le degré est 1, sinon
pour la strateH(k0, kα1

1 , . . . , k
αn
n ) le degré est

ε
n∏

i=1

(ki + 1)αiαi! avec ε =
1
2

si un des ki est impair, 1 sinon.

On peut aussi calculer le cardinal des diagrammes de Rauzy étiquetés [Del10] ce qui donne
donc le cardinal des diagrammes de Rauzy en général.

On termine cette section par quelques exemples de diagrammes de Rauzy. Les premières
familles infinies de digrammes ont été données par Rauzy et correspondent aux composantes
connexes hyperelliptiques Hhyp(2g − 2) et Hhyp(g − 1, g − 1) (voir [Rau79]). Les permutations
représentatives sont (

0 2 3 . . . n − 1 n
n n − 1 . . . 3 2 0

)
,

avec n = 2g ou n = 2g + 1 suivant les cas.

Dans [BL10], on décrit le diagramme associé aux permutations :
(

0 2 3 . . . n − 1 1 n
n n − 1 . . . 3 2 1 0

)
.

Il serait intéressant d’obtenir une description d’autres familles de diagrammes. Nous verrons
l’utilité d’une telle description en section 3.3.3.

2.2.4 Espace des modules et induction de Rauzy-Veech

Il s’avère que cette induction fournit un modèle discret du flot géodésique de Teichmüller.
On explique le lien ici. Si C est une composante connexe d’une strate, on définit Ĉ le revêtement
ramifié fini au dessus de C obtenu en prenant les triplets (S, ω, l) où (S, ω) ∈ C et l est une
séparatrice adjacente à un zéro.

SiD est un diagramme de Rauzy associé à π, l’ensemble des suspensions pour π est connexe
et l’application ζ 7→ S(π, ζ) est continue. Ainsi toutes les surfaces obtenues par cette construc-
tion sont dans la même composante connexe d’une strate, disons Ĉ(π) avec C ⊂ H(k1, . . . , kn).
Maintenant si C est une composante on définit

T (Ĉ) =
{
(π, ζ), Ĉ(π) = Ĉ, ζ est une suspension pour π

}
.

L’induction est bien définie (presque partout) surT (Ĉ) et est bijective (presque partout). On peut
donc former le quotient H(Ĉ) = T (Ĉ)/ ∼ par l’induction. Alors la construction des rectangles
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cousus fournit une application bijective (presque partout) Z : H(Ĉ)→ Ĉ.

H(Ĉ) Z−→ Ĉ
↓
C ⊂ H(k1, . . . , kn)

Il y a une mesure naturelle m surH(Ĉ) i.e. m = dπdζ, où dπ est la mesure de comptage surD et
dζ la mesure de Lebesgue. Le flot gt agit linéairement sur H(Ĉ) par gt(π, ζ) = (π, (gt(ζα))α). On
l’appelle le flot de Teichmüller. Il préserve la mesure m. En fait l’action de gt est équivariante
par rapport à Z i.e. Z ◦ gt(π, ζ) = gt ◦ Z(π, ζ).

De plus l’ensemble
{
(π, ζ) ∈ T (Ĉ); 1 ≤ |Re(ζ)| ≤ 1 + min

(
Re(ζπ−1

0 (d)),Re(ζπ−1
b (d))

)}

est un domaine fondamental de T (Ĉ) pour l’action de R et le premier retour de Poincaré du flot
géodésique de Teichmüller sur

{(π, ζ); π irréductible, |Re(ζ)| = 1}/ ∼
est l’induction de Rauzy-Veech renormalisée (i.e. la longueur de l’intervalle λ est renormalisée à
1).

C’est en utilisant cette relation que Veech obtient le résultat sur l’ergodicité du flot géodé-
sique [Vee82]. De plus en utilisant les classes de Rauzy et cette application Z, Kontsevich &
Zorich ont pu effectuer des calculs numériques et ainsi classifier les composantes connexes des
strates en petit genre [KZ03] (calculs sur les classes de Rauzy étendues).

Mais, l’induction de Rauzy-Veech pour les échanges d’intervalles, initialement construite
pour l’ergodicité des échanges d’intervalles et du flot géodésique, s’avère en fait très efficace
bien au delà de ces problèmes initiaux.

En effet cette technique de renormalisation a été utilisée pour de nombreux résultats, comme
par exemple le mélange faible pour presque tout échanges d’intervalles (Avila & Forni [AF07]),
la décroissance exponentielle des corrélations pour le flot de Teichmüller (Avila, Gouëzel &
Yoccoz [AGY06]), la simplicité du spectre des exposants de Lyapunov (Zorich, Forni et Avila
& Viana [Zor96, AV07]), existence et unicité de la mesure d’entropie maximale (Bufetov &
Gurevich [BG07]).

Ces résultats concernent les espaces des modules des différentielles abéliennes, ceux correspon-
dants aux espaces des modules des différentielles quadratiques restant encore ouverts en général.

D’un point de vue de la dynamique de Teichmüller, il convient donc d’avoir un objet analogue
aux échanges d’intervalles. C’est le but des sections à venir.

2.3 Involutions linéaires

On veut coder les géodésiques verticales sur une surface de demi-translation. La difficulté ici
est que le feuilletage n’est pas orienté et donc que nous n’avons de notion de flot. Pour remédier
à cela nous allons considérer le « double retour » sur une section transverse au feuilletage.

Si S est une surface de demi-translation, et I un segment horizontal (avec un choix de
direction positive, par exemple nord) alors on va considérer la feuille issue d’un point x ∈ I et
regarder le premier retour des deux demi-géodésiques issues de x dans la direction positive et
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négative. La première géodésique va intersecter notre intervalle I de nouveau en un point noté
T0(x). La seconde géodésique va intersecter I en T1(x). Comme pour les échanges d’intervalles,
si on veut regarder la dynamique, on va donc considérer un système dynamique sur I × {0, 1}.
Tout ceci motive la définition suivante :

Définition 2.3.1. Soit I un intervalle ouvert deR2. Une involution linéaire est une application bijective
continue T = f ◦ T̂ de X̂ = X × {0, 1} telle que

– T̂ est une involution continue sans points fixes sur X̂\Σ, où Σ est un ensemble fini de X̂.
– Si p = (x, ε) et T(p) est dans la même composante connexe de X̂ alors la dérivée de T̂ en p est −1,

sinon la dérivée de T̂ en p est 1.
– f est l’involution (x, ε) 7→ (x, 1 − ε).

On emploiera aussi la dénomination échange d’intervalle généralisé.2.3 Échanges d’intervalles généralisés Erwan Lanneau

1

1
22

3

3

4

4

5

5
A

A BB

C

C

D

D

E E

(a)

XA

XA

XC

XC

XB XB

XD

XD

XE XE T(XA)

T(XA)

T(XC)

T(XC)

T(XB)T(XB) T(XD)

T(XD) T(XE)T(XE)X×{0}
X×{1}

T

(x,0) (y,1)

T(x,0)

T(y,1)

(b)

F. 4 – Involution linéaire et feuilletage mesuré.

Les échange d’intervalles généralisés sont des cas particuliers des involutions linéaires
introduites et étudiées par Danthony et Nogueira (on pourra consulter [DN88, DN90] ainsi
que [Nog89]).

Tout comme les échanges d’intervalles, un échanges d’intervalles généralisé se code par
une donnée continue (les longueurs des intervalles) et une donnée discrète : une permutation
généralisée.

2.3.1 Permutations généralisées et phénomène de Kontsevich-Zorich

Ces objets ont été étudiés par Kontsevich et Zorich. Ils ont réalisé de nombreuses expériences
numériques sur les classes de Rauzy dans les année 1990. En particulier ils ont mis en évidence
des phénomènes surprenants.

Ils ont trouvé des exemples de permutations généralisées pour lesquelles l’échange d’in-
tervalles généralisé correspondant est minimal pour un ensemble de paramètres de mesure
positive, et non minimal pour un autre ensemble de paramètres de mesure positive également.
Ces permutations faisant partie d’une classe plus large de permutations généralisées appelées
alors « permutations médiocres », qui ne pouvaient être considérées ni comme réductibles, ni
comme irréductibles. Ils n’ont cependant pas trouvé de critère combinatoire raisonnable d’irré-
ductibilité, et l’existence même d’un tel critère est resté une question ouverte. On se propose de
résoudre cette question dans les sections suivantes.

Définition 2.3.2. SoitA un alphabet sur d lettres. Une permutations généralisées de type (l,m), avec
l + m = 2d, est une application π : {1, . . . , 2d}→ A telle que chaque élément deA admette exactement
deux antécédents.

On représente en général un tel objet par un tableau

(
π(1) . . . π(l)
π(l + 1) . . . π(l +m)

)
.
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Figure 5 – Involution linéaire et feuilletage mesuré.

Les échanges d’intervalles généralisés sont des cas particuliers des involutions linéaires
introduites et étudiées par Danthony & Nogueira (on pourra consulter [DN88, DN90] ainsi
que [Nog89]).

Tout comme les échanges d’intervalles, un échange d’intervalles généralisé se code par
une donnée continue (la longueur des intervalles) et une donnée discrète : une permutation
généralisée.

2.3.1 Permutations généralisées et phénomène de Kontsevich-Zorich

Ces objets ont été étudiés combinatoirement pour la première fois par Kontsevich et Zorich.
Ils ont réalisé de nombreuses expériences numériques sur les classes de Rauzy dans les années
1990. En particulier ils ont mis en évidence des phénomènes surprenants.

Ils ont trouvé des exemples de permutations généralisées pour lesquelles l’échange d’in-
tervalles généralisé correspondant est minimal pour un ensemble de paramètres de mesure
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positive, et non minimal pour un autre ensemble de paramètres de mesure positive également.
Ces permutations faisant partie d’une classe plus large de permutations généralisées, appelées
alors « permutations médiocres », qui ne pouvaient être considérées ni comme réductibles, ni
comme irréductibles. Ils n’ont cependant pas trouvé de critère combinatoire raisonnable d’irré-
ductibilité, et l’existence même d’un tel critère est restée une question ouverte. On se propose
de résoudre cette question dans la section présente.

Définition 2.3.2. SoitA un alphabet sur d lettres. Une permutation généralisée de type (l,m), avec
l + m = 2d, est une application π : {1, . . . , 2d} → A telle que chaque élément deA admette exactement
deux antécédents. On représente en général un tel objet par un tableau

(
π(1) . . . π(l)
π(l + 1) . . . π(l + m)

)
.

Dans la Figure 5, on encode la permutation sur un alphabet à d = 5 lettres,A = {A,B,C,D,E}
de la manière suivante :

π =

(
A B C B D
D E A C E

)
.

On peut définir, tout comme les échanges d’intervalles, une donnée de suspension ζ, ainsi que
des rectangles cousus au dessus de (π, λ). Ceci permet de définir une surface de demi-translation
S(π, ζ) ainsi qu’un intervalle transverse au feuilletage vertical tel que l’application de premier
retour soit l’échange d’intervalles généralisé.

Les échanges d’intervalles généralisés n’admettent pas tous une donnée de suspension
(comme les échanges d’intervalles). Néanmoins dans ce contexte la notion analogue d’irré-
ductibilité est moins claire.

Définition 2.3.3. On dira que π est réductible si π admet la décomposition suivante :
(

A ∪ B ∗ ∗ ∗ D ∪ B
A ∪ C ∗ ∗ ∗ D ∪ C

)
, A,B,C,D ensembles disjoints deA,

et si les ensembles A,B,C,D (que l’on appelle coins) ne sont pas tous vides et satisfont à l’une des
conditions suivantes :

i- Aucun coin n’est vide,

ii- Exactement un coin est vide et il est à gauche,

iii- Exactement deux coins sont vides et ils sont sur un même côté.

Par exemple la permutation π =
(

1 1 2 2 3 4
5 6 6 7 7 4 5 3

)
est réductible.

Théorème 2.3.4 (Boissy & Lanneau [BL08]). Un échange d’intervalles généralisé admet une donnée
de suspension si et seulement si π est irréductible.

La preuve est technique et surtout indirecte. Il n’y a pas de formule donnant une solution
pour une donnée de suspension (contrairement au cas orientable). L’argument que nous utilisons
consiste à considérer des améliorations successives de « pseudo-solutions » (solutions de type
polygone de Masur [Mas82]).
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2.3.2 Dynamique des échanges d’intervalles généralisés

On va étudier dans cette section un échange d’intervalles généralisé comme objet dynamique
intrinsèque. L’idée est d’obtenir un analogue de la propriété de Keane pour ces applications i.e.
une certaine irrationalité pour les échanges d’intervalles généralisés.

On définit naturellement une connexion d’un échange d’intervalles généralisé comme une
orbite finie

{
Ti(x, ε)

}
i=0,...,r

qui ne peut être prolongée ni dans le futur, ni dans le passé. L’entier
r est appelé longueur de la connexion. On dit qu’un échange d’intervalles généralisé vérifie la
propriété de Keane s’il est sans connexion.

Contrairement aux échanges d’intervalles, les notions d’irréductibilité et d’irrationalité sont
différentes ! La notion d’irréductibilité suivante est déjà définie dans [Lan08].

Définition 2.3.5. T = (π, λ) est dynamiquement irréductible si

1. π se décompose comme
(

A| ∗∗∗
A| ∗∗∗

)
,
( ∗∗∗ |D
∗∗∗ |D

)
ou

(
A∪B| D∪B
A∪C| D∪C

)
avec A,D non vides ; ou bien

2. π se décompose comme
(

A∪B| ∗∗∗ |B∪D
A∪C| α0 ∗∗∗ α0 |C∪D

)
, B , ∅ (quitte à permuter les lignes de π) et les

paramètres λ vérifient ∑

α∈C
λα ≤

∑

α∈B
λα ≤ λα0 +

∑

α∈C
λα.

Remarque 2.3.6. Si T est dynamiquement réductible cas (1) (respectivement, cas (2)) alors T admet
une connexion de longueur 0 (respectivement, 1). Ces notions correspondent respectivement aux notions
irréductible1 et irréductible2 de [Lan08].

L’ensemble des échanges d’intervalles généralisés dynamiquement irréductibles est ouvert.
Cependant, contrairement à l’irréductibilité géométrique, cette dernière notion peut dépendre
des paramètres : il existe des permutations généralisées telles que l’application soit dynamique-
ment irréductible pour un ensemble ouvert dans l’espace des paramètres, et soit dynamiquement
réductible pour un ensemble fermé de mesure non nulle dans l’espace des paramètres. On a le
résultat suivant :

Théorème VIII (Boissy & Lanneau [BL08]). Soit T = (π, λ) un échange d’intervalles généralisé.

1. Si T n’est pas dynamiquement irréductible, alors T n’est pas minimal.

2. Si T est dynamiquement irréductible, et si λ est générique, alors T est minimal.

Ce théorème explique les phénomènes observés par Kontsevich et Zorich. En effet, irré-
ductible implique dynamiquement irréductible, mais la réciproque est fausse en général. En
particulier, les permutations pour lesquelles la réciproque est fausse sont précisément les per-
mutations « médiocres » de Kontsevich et Zorich. La permutation π =

(
1 1 2 2 3 4
5 6 6 7 7 4 5 3

)
en est un

exemple (voir [BL08]).

Pour démontrer ce théorème, on se ramène à une propriété de type Keane. La minimalité est
alors impliquée pour presque tout les paramètres.

2.4 Dynamique de l’induction de Rauzy-Veech

Nous venons de voir dans les sections 2.3.1 et 2.3.2 deux notions distinctes d’irréductibilité :
« géométrique » et « dynamique ». Nous allons faire le lien entre ces différentes notions via
l’induction de Rauzy-Veech.
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2.4.1 Espaces des modules et induction de Rauzy-Veech

On peut définir l’induction de Rauzy-Veech pour les échanges d’intervalles généralisés
comme premier retour sur un intervalle bien choisi. Tout comme pour les échanges d’intervalles,
cette induction renormalisée fournit un modèle discret du flot géodésique de Teichmüller sur
les différentielles quadratiques non-orientables. On explique le lien ici. En reprenant les mêmes
notations que la section 2.2.4, si D est un diagramme de Rauzy associé à π, l’ensemble des
suspensions pour π est connexe et l’application ζ 7→ S(π, ζ) est continue. Ainsi toutes les
surfaces obtenues par cette construction sont dans la même composante connexe d’une strate,
disons Ĉ(π) avec C ⊂ Q(k1, . . . , kn). Maintenant si C est une composante on définit

T (Ĉ) =
{
(π, ζ), Ĉ(π) = Ĉ, ζ est une suspension pour π

}
.

L’induction est bien définie (presque partout) surT (Ĉ) et est bijective (presque partout). On peut
donc former le quotient Q(Ĉ) = T (Ĉ)/ ∼ par l’induction. Alors la construction des rectangles
cousus fournit une application bijective (presque partout) Z : Q(Ĉ)→ Ĉ.

Q(Ĉ) Z−→ Ĉ
↓
C ⊂ Q(k1, . . . , kn)

Il y a une mesure naturelle m sur Q(Ĉ) i.e. m = dπdζ, où dπ est la mesure de comptage surD et
dζ la mesure de Lebesgue. Le flot gt agit linéairement sur Q(Ĉ) par gt(π, ζ) = (π, (gt(ζα))α). On
l’appelle le flot de Teichmüller. Il préserve la mesure m. En fait l’action de gt est équivariante
par rapport à Z i.e. Z ◦ gt(π, ζ) = gt ◦ Z(π, ζ).

De plus l’ensemble
{
(π, ζ) ∈ T (Ĉ); 1 ≤ |Re(ζ)| ≤ 1 + min

(
Re(ζπ−1

0 (d)),Re(ζπ−1
b (d))

)}

est un domaine fondamental de T (Ĉ) pour l’action de R et le premier retour de Poincaré du flot
géodésique de Teichmüller sur

{(π, ζ); π irréductible, |Re(ζ)| = 1}/ ∼
est l’induction de Rauzy-Veech renormalisée (i.e. la longueur de l’intervalle λ est renormalisée à
1).

Cette correspondance entre L’induction de Rauzy-Veech renormalisée et le flot géodésique
de Teichmüller permet de montrer le théorème :

Théorème IX (Boissy & Lanneau [BL08]). Soit T un échange d’intervalles généralisé satisfaisant
la propriété de Keane. Alors pour tout n assez grand la permutation généralisée associée à R(n)(T) est
irréductible. De plus l’induction de Rauzy-Veech renormalisée est récurrente sur {(π, λ), π irréductible}
pour la mesure naturelle.

Remarquons que la mesure sur {(π, λ), π irréductible} est de masse infinie.
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2.4.2 Diagrammes de Rauzy

Comme pour les permutations « classiques », on peut définir naturellement les diagrammes
de Rauzy pour les permutations irréductibles. La relation engendrée par les opérations de Rauzy
Rt et Rb est encore une relation d’équivalence, mais cette fois la démonstration combinatoire
élémentaire dans le cas abélien ne se généralise pas au cas non-orientable. Nous avons :

Théorème 2.4.1 (Boissy & Lanneau [BL08]). La relation définie par les opérations de Rauzy sur
l’ensemble des permutations irréductibles est une relation d’équivalence.

La preuve de ce théorème utilise fortement la récurrence de l’application de Rauzy-Veech
renormalisée (Théorème IX). Il serait intéressant de trouver une démonstration purement com-
binatoire de ce résultat.

Les classes de Rauzy étendues s’obtiennent en combinant les deux inductions de Rauzy
avec une troisième opération consistant à « retourner » la permutation. On démontre le résultat
suivant :

Théorème X (Boissy & Lanneau [BL08]). Les classes de Rauzy étendues de permutations irréductibles
généralisées sont en bijection avec les composantes connexes des strates de l’espace des modules des
différentielles quadratiques non-orientables.

Ce résultat a été obtenu après le calcul par Zorich des classes de Rauzy étendues dans
les strates correspondantes. Ces classes ont parfois plusieurs centaines de milliers d’éléments
pour un petit nombre d’intervalles d (voir Tableau 2) rendant les calculs sur ordinateurs très
compliqués.

Théorème 2.4.2 (Zorich). Les stratesQ(−1, 9),Q(−1, 3, 6),Q(−1, 3, 3, 3) etQ(12) ne sont pas connexes.

Composante Permutation Cardinalité de la classe
connexe représentative de Rauzy étendue
Q(−1, 9)adj

(
1 1 2 3 2 3 4
5 4 5 6 7 6 7

)
95944

Q(−1, 9)irr
(

1 1 2 3 4 5 6
3 2 7 5 7 6 4

)
12366

Q(−1, 3, 6)adj
(

1 1 2 3 2 3 4 5
4 6 5 6 7 8 7 8

)
531674

Q(−1, 3, 6)irr
(

1 2 3 4 5 6 2 3
7 1 7 6 5 4 8 8

)
72172

Q(−1, 3, 3, 3)adj
(

1 1 2 3 4 5 6 7 6
7 8 5 8 2 4 9 3 9

)
612838

Q(−1, 3, 3, 3)irr
(

1 1 2 3 2 3 4 5 6
4 7 8 9 7 8 6 5 9

)
88374

Q(12)I
(

1 2 1 2 3 4 5 3
6 7 6 7 5 8 4 8

)
881599

Q(12)II
(

1 2 3 4 5 6 7 6
8 7 5 8 4 3 2 1

)
146049

Table 2 – Permutations représentatives des composantes connexes des strates spéciales.

Ceci termine en particulier la classification des composantes connexes des strates deQg. Il se-
rait intéressant de trouver un invariant géométrique pour distinguer ces composantes connexes
spéciales.
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Remarque 2.4.3. Avila & Resende ont récemment démontré le mélange exponentiel pour le flot de
Teichmüller (pour la classe de Ratner) sur les strates des différentielles quadratiques en utilisant un
procédé similaire [AR08] aux permutations généralisées.

3 Homéomorphismes de type pseudo-Anosov

L’étude des homéomorphismes des surfaces remonte à Thurston dans les années 1970. Cette
étude apparaît déjà chez Nielson, mais le point de vue de Thurston est nouveau et intéressant.

On peut penser aux homéomorphismes de type pseudo-Anosov (on dira seulement pseudo-
Anosov par la suite) comme les briques élémentaires pour l’étude des homéomorphismes. En
effet on a un célèbre théorème :

Théorème 3.0.4 (Thurston [Thu88]). Soit f un homéomorphisme d’une surface de genre g ≥ 1
(éventuellement avec des composantes de bords). Alors f est isotope à un homéomorphisme φ qui est

1. réductible i.e. φ laisse invariant une famille de courbes sur la surface, ou

2. d’ordre fini i.e. une puissance de φ est l’identité, ou

3. pseudo-Anosov.

Dans le cas réductible on peut de nouveau appliquer le théorème de Thurston et ainsi se
ramener à un homéomorphisme du deuxième ou du troisième type.

Un des outils important intervenant dans cette étude, et introduit par Thurston, est la notion
de feuilletage mesuré sur les surfaces. Deux objets ont été développés pour étudier ces feuille-
tages : les réseaux ferroviaires (train-tracks en anglais), vers les années 1970 (voir [FLP79]), et
les surfaces plates. Ces dernières apparaissent sous forme de surfaces arithmétiques (Douady
& Hubbard [DH75]) puis dans les travaux fondateurs de Masur et de Veech dans les années
1980 sur les propriétés du flot géodésiques de Teichmüller. Elles ont été depuis lors utilisées à
maintes reprises dans beaucoup d’aspects de cette théorie, tant sur le plan de la géométrie que
de la dynamique, jusqu’à récemment.

3.1 Premières définitions et propriétés

On rappelle qu’un homéomorphisme φ sur S est pseudo-Anosov s’il existe une structure
plate S telle que φ soit affine par rapport à cette structure et Dφ hyperbolique i.e. |Tr(Dφ)| > 2.
Quitte à conjuguer, on peut supposer que Dφ =

(
λ−1 0

0 λ

)
avec |λ| > 1. La dilatation de φ est |λ| > 1.

Dans le cas où la métrique sur S est donnée par q = ω2, ω ∈ H1(S,C), on voit que φ∗ admet λ
comme valeur propre pour le vecteur propre Re(ω) ∈ H1(S,R).

Ainsi la dilatation d’un pseudo-Anosov est un entier algébrique de degré borné par 2g
(respectivement, 3g − 3) dans le cas orientable (respectivement, dans le cas non-orientable). On
peut même montrer mieux :

Théorème 3.1.1 (Thurston [Thu88]). Soit φ un homéomorphisme de type pseudo-Anosov sur une
surface S de genre g qui laisse invariant un feuilletage mesuré orientable. Alors

1. L’application linéaire φ∗ définie sur le H1(S,R) a une valeur propre simple ρ(φ∗) ∈ R telle que
|ρ(φ∗)| > |x| pour tout conjugués Galois x de ρ(φ∗),

2. |ρ(φ∗)| > 1 est la dilatation de φ.
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Ainsi dans le cas orientable, on peut « lire » l’entropie du pseudo-Anosov sur l’action en
l’homologie. Il existe une réciproque qui ne semble pas ou peu connue. Nous incluons une
preuve ici (voir par exemple [BB07] Lemme 4.3).

Théorème 3.1.2. Soit φ un homéomorphisme de type pseudo-Anosov sur S tel que λ(φ) soit valeur
propre de φ∗. Alors φ fixe un feuilletage mesuré orientable.

Démonstration. Sinon il existe un revêtement double des orientation π : (S̃, ω)→ (S, q). On note
τ l’involution du revêtement. Soit [w] un vecteur propre de φ∗ dans H1(S,R) pour la valeur
propre λ. Alors [w] induit un vecteur propre [w′] pour l’adjoint φ∗ agissant sur H1(S̃,R) pour la
valeur propre λ.

Le feuilletage sur S définit une classe de cohomologie [Re(ω)] où ω2 = π∗q. Par construction
[Re(ω)] est aussi un vecteur propre pour λ. Comme λ est simple (Théorème 3.1.1) les deux
classes [Re(ω)] et [w′] sont linéairement dépendantes. Mais par construction τ∗[w′] = [w′] et
τ∗[Re(ω)] = −[Re(ω)] ce qui donne une contradiction. �

On appelle les nombres intervenant dans le théorème des nombres de Perron. Ce sont exac-
tement les valeurs propres des matrices positives irréductibles (type Perron-Frobenius) [Lin84].
Le problème d’identifier les dilatation parmi les nombres de Perron est un problème important
et difficile.

Conjecture 3.1.1 (Thurston). L’ensemble des dilatations est exactement l’ensemble des nombres de
Perron qui sont des unités, qui sont strictement plus grands que un et que leurs conjugués Galois.

Une question sans doute plus facile est de déterminer les corps qui sont des corps de traces.

3.2 Quelques constructions de pseudo-Anosov

Nous présentons quelques constructions de pseudo-Anosov. La construction de la sec-
tion 3.2.5 est nouvelle (voir [HLM06]).

3.2.1 Construction de Thurston-Veech

Cette construction est aussi connue sous le nom de construction « bouillabaisse » 1.
Thurston [Thu88] construit des homéomorphismes pseudo-Anosov par produit de multi-

twists. Plus précisément, soient ∆ et Γ deux multi-courbes sur S (∆ =
⋃

i∈I δi et Γ =
⋃

j∈J γ j
où les unions sont disjointes) qui remplissent S i.e. ∆ et Γ séparent la surface en disques ou
anneaux. Un multi-twist le long de Γ est TΓ la composée des twists de Dehn le long des courbes
γi (dans l’ordre que l’on veut puisque les unions sont disjointes). Thurston [Thu88] montre que
les éléments du groupe < TΓ,T∆ > sont tous (mis-à-part les puissances et racines de TΓ, T∆ ainsi
que leurs conjuguées) de type pseudo-Anosov.

Une construction similaire (dans le cas des feuilletages orientables) est obtenue au même
moment par Veech [Vee89, section §9]. Nous expliquons cette construction puisque qu’elle va
servir par la suite.

Soit (S, ω) une surface de translation avec deux directions paraboliques (disons verticale et
horizontale). À normalisation près on peut supposer que les paraboliques suivants sont dans le
groupe de Veech :

Ph =

(
1 c
0 1

)
et Pv =

(
1 0
d 1

)
, avec c, d > 0.

1. Ce nom vient d’un exposé de J. H. Hubbard au Centre International de Rencontres Mathématiques à Marseille,
en juillet 2003, le jeudi soir après la bouillabaisse.
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Ainsi si t = cd > 0 alors la trace de PhPv est 2 + t > 2. Donc le produit PhPv est de type
pseudo-Anosov et le corps de traces de (S, ω) est Q[t].

Le procédé suivant permet de construire explicitement une même métrique plate pour Ph et
Pv, et donc pour le produit.

Maintenant on note Hi, 1 ≤ i ≤ r et V j, 1 ≤ j ≤ s les cylindres horizontaux et verticaux. Les
périmètres et les hauteurs des Hi et V j sont (xi, yi) et (η j, ξ j) respectivement. Soit E la matrice de
taille r × s telle que l’entrée Ei, j est le nombre de rectangles (ξ j × yi) dans l’intersection Hi ∩ V j.
Ces rectangles ont un périmètre y j et une hauteur ξi. Ainsi Ei, j est l’intersection des âmes des
cylindres Hi et V j. Autrement dit :

{ −→x = tE
−→
ξ−→η = E−→y (4)

Les modules du cylindre V j (respectivement, Hi) sont commensurables avec d (respectivement,
c). Donc il existe Dm = Diag(m1, . . . ,mr) et Dn = Diag(n1, . . . ,ns) des matrices diagonales telles
que {

Dm
−→x = c−→y

Dn
−→η = d

−→
ξ

(5)

Des équations (4) et (5) on tire {
tEDn

−→η = d−→x
EDm
−→x = c−→η

et on en déduit : {
tEDnEDm

−→x = cd−→x
EDm

tEDn
−→η = cd−→η (6)

Introduisons les deux matrices Fn = EDn et Fm = tEDm.

Remarque 3.2.1. La construction de Thurston consiste précisément à choisir pour matrices Dn et Dm
les matrices identités.

On peut montrer [Vee89] que FnFm et FmFn sont irréductibles. Le vecteur positif−→x est donc un
vecteur propre pour la matrice Perron-Frobenius FnFm, et t = cd > 0 est l’unique valeur propre
Perron-Frobenius de FnFm. La même remarque est vraie pour la matrice FmFn.

Ceci fournit donc un algorithme explicite de construction de la surface plate. Nous verrons
dans la section 3.5 une application de cette construction. Un exemple de cette construction est
donné dans [HLM06].

3.2.2 Construction de Veech (par l’induction de Rauzy-Veech)

La construction suivante utilise l’induction de Rauzy-Veech. Nous présentons ici la version
« améliorée » grâce aux notations de Yoccoz [MMY05].

Soitπune permutation irréductible etγune boucle fermée (de longueur n) dans le diagramme
de Rauzy réduit Du(π). On peut associer à γ un produit de matrices V = V1 . . .Vn où les matrices
Vi sont les matrices de transitions. On suppose de plus que V est irréductible (il existe un critère
simple [MMY05]).

On note θ > 1 la valeur propre Perron-Frobenius de V et on construit un vecteur positif λ
pour cette valeur propre. Comme V est symplectique [Vee82], θ−1 est aussi valeur propre et on
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choisit un vecteur propre τ pour cette valeur propre (avec τπ−1
b (d) > 0). Si on note T = (π, λ), alors

τ est une donnée de suspension pour T (quitte à induire) [BL10].
Considérons l’induction de Rauzy-Veech sur (π, λ, τ). On a par définition

R(n)(π, λ, τ) = (π,V−1λ,V−1τ) =

= (π, θ−1λ, θτ) = gt(π, λ, τ) avec t = log(θ) > 0

Comme les deux surfaces de translation S(π, λ, τ) et gtS(π, λ, τ) sont isométriques (Figure 4)
i.e. définissent la même surface dans la composante connexe de H(k1, . . . , kn), la matrice hyper-
bolique gt fixe donc la surface S(π, λ, τ). En d’autres termes gt ∈ SL (S(π, λ, τ)). Ainsi il existe un
pseudo-Anosov φ sur S(π, λ, τ) tel que Dφ = gt. De plus la dilatation de φ est θ.

Remarque 3.2.2. La construction originale de Veech utilise la notion de « zippered rectangles » (voir
section 2.1.3). Une des étape importante de celle ci était l’utilisation du théorème de point fixe de Brouwer,
rendant ainsi la construction non explicite. Ici nous pouvons effectuer les calculs explicitement. On pourra
consulter [LT10bis, Lan10] et l’appendice pour des exemples.

Cette construction ne capture pas tout les pseudo-Anosov, mais « presque ». En effet, les
exemples obtenus par cette construction fixe un zéro (à gauche de l’intervalle I), et la séparatrice
issue de ce zéro (l’intervalle I). La description donnée en section 2.2.4 sur les composantes
connexes marquées implique :

Théorème 3.2.3 (Veech [Vee82]). Soit γ une boucle fermée deDu(π) basée en π et V = V(γ) la matrice
de transition associée. Supposons que V soit irréductible et soit λ un vecteur propre positif pour la valeur
propre Perron-Frobenius θ > 1 et τ un vecteur propre pour θ−1. Alors

1. ζ = (λ, τ) est une donnée de suspension pour T = (π, λ) ;

2. A =
(
θ−1 0

0 θ

)
est la dérivée d’un pseudo-Anosov φ sur S(π, ζ) ;

3. La dilatation de φ est θ ;

4. Tout pseudo-Anosov fixant une séparatrice est obtenu par cette construction.

On peut aussi obtenir une construction similaire dans le cas de feuilletages non-orientables.
L’idée est d’utiliser les échanges d’intervalles généralisés (section 2.3).

Remarque 3.2.4. Les problèmes de comptages de géodésiques fermées ont une longue histoire. Récemment
Eskin & Mirzakhani [EM08] ont obtenu une asymptotique du nombre N(T) de géodésiques fermées pour

la strate principale Q(1, . . . , 1) : N(T) ∼ ehT

hT
avec h = 6g − 6 (voir aussi [Ham07, Raf08]).

Ces asymptotiques sont plus faciles à obtenir en utilisant la discrétisation du flot de Teichmüller grâce
à l’induction de Rauzy-Veech (Bufetov [Buf06bis]). Mais on travail alors sur un revêtement et il n’est
pas clair que les asymptotiques soient les mêmes.

Ainsi Avila & Hubert ont posés la question de savoir s’il existe une infinité de pseudo-
Anosov sur une famille de surfaces dans une même strate, sans points fixes. Les premiers
exemples de ces pseudo-Anosov ont été trouvés par Los [Los09]. Dans [Lan10] nous montrons
que ces pseudo-Anosov peuvent même exister en complexité minimale (genre 2).
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Remarque 3.2.5. Veech [Vee86, section 5] montre :

h ≤ lim inf
T→+∞

1
T

Log N(T) ≤ lim sup
T→+∞

1
T

Log N(T) ≤ 6h(σ)4 (7)

où h est la dimension de la strate. De plus Veech pose la question

lim
T→+∞

1
T

Log N(T) = h(σ) ?

3.2.3 Construction de Casson & Bleiler

Ce résultat est un critère homologique.

Proposition 3.2.6 (Casson & Bleiler [CB88]). Soit f un homéomorphisme sur une surface S (éventuel-
lement à bords). Notons P(X) le polynôme caractéristique de l’application linéaire f∗ définie sur H1(S,R).
On suppose de plus P(X) est irréductible surZ, n’a pas de racines de l’unité et n’est pas un polynôme en
Xk pour tout k > 1. Alors f est isotope à un pseudo-Anosov.

La preuve de ce résultat est très simple. Les hypothèses sont là pour exclure les cas où la
classe d’isotopie serait réductible ou périodique. Par le théorème de Thurston il ne reste plus
que le cas pseudo-Anosov.

Remarque 3.2.7. Bestvina a remarqué que l’on pouvait en fait remplacer l’hypothèse « P est irréductible
sur Z » par « P est symplectiquement irréductible sur Z » i.e. P n’est pas le produit de deux polynômes
réciproques non triviaux.

On donne ici deux exemples en considérant sur une surface de genre 2 un homéomorphisme
donné par twists de Dehn. Sur la surface présentée ci-dessous, on considère le twist de Dehn Tγ
le long de la courbe γ.

!1

"1

!2

"2

!3

1

Figure 6 –

Soit f = T2
a1

Tc1 Tb2 T−1
a2

Tb1 et g = T2
a1

T−1
b2

T−1
c1

T−1
a2

Tb1 deux ho-
méomorphismes de S. Alors on peut calculer leurs ac-
tions sur H1(S,R) dans une bonne base, soit respectivement(

1 −3 0 1
1 −2 0 1
0 2 2 −1
0 1 1 0

)
et

(
1 −1 1 −1
1 0 1 −1
0 −1 −1 2
0 0 −1 1

)
. Les polynômes caractéristiques

sont donc P = X4 −X3 −X2 −X + 1 et X4 −X3 + 3X2 −X + 1
qui satisfont bien aux hypothèses du Théorème 3.2.6. Donc
f et g sont isotopes à des homéomorphismes de type pseudo-Anosov φ f et φg. On peut calculer
leurs dilatations en considérant l’action sur le groupe fondamental de la surface [FLP79]. On
obtient que λ(φ f ) = λ(φg) est la racine de Perron du polynôme P (soit ' 1, 72208). Par ailleurs le
Théorème 3.1.2 nous permet de conclure que f fixe un feuilletage mesuré orientable, tandis que
g non.

Remarque 3.2.8. Comme nous le verrons plus tard (section 3.3.1), cette dilatation est la plus petite
parmi les dilatations des pseudo-Anosov sur une surface de genre 2 [LT10bis].

3.2.4 Construction de Papadopoulos-Penner

Les réseaux ferroviaires, « train tracks » en anglais, sont des outils très efficaces pour coder
les feuilletages mesurés. Ces objets fournissent une méthode simple pour manipuler les classes
d’isotopie de feuilletages mesurés. Ils apparaissent pour la première fois dans les travaux de
Williams [Wil1967], puis de Thurston [Thu88, Thu97]. Pour une référence générale sur les train
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tracks, on pourra consulter le livre de Penner & Harer [HP91] ainsi que l’article de Los [Los09]
qui donne un très bonne idée de la construction train tracks que nous allons rapidement résumer.

L’idée derrière cette construction est de simplifier la description des feuilletages mesurés sur
une surface. Un train track est la donnée de deux objets : une donnée combinatoire (graphe)
qui encode la topologie du feuilletage, et une donnée métrique (mesure) sur ce graphe. Pour

Figure 7 – Réseau ferroviaire d’après Thurston [Thu97]

obtenir le graphe à partir d’un feuilletage mesuré, l’idée est de contracter, via une rétraction,
le feuilletage sur une sous-variété branchée. Plus formellement un graphe train track est un
graphe plongé f : τ → S, connexe avec une structure « lisse ». La structure lisse et l’ordre
cyclique définissent une notion de cusps. On a un voisinage fibré N(τ) ⊂ S de τ dans S et une
rétraction N(τ)→ τ.

On définit naturellement une mesure en associant à chaque arrête e un nombre positifµ(e) ≥ 0.
L’ensemble des mesures satisfaisant les conditions d’aiguillages est noté E(τ).

Si F est un feuilletage mesuré on note F la classe de F ∈ MF , où MF est l’ensemble des
classes d’équivalences des feuilletages mesurés sur S (à isotopie et mouvements de Whitehead
près). Une construction classique permet d’obtenir une classe de feuilletages mesurés à partir
d’un train track mesuré : on colle des rectangles sur les arrêtes, d’épaisseurs données par la
mesure [FLP79, Pap83]. L’application ϕτ : E(τ) −→MF est alors un homéomorphisme sur son
image.

Si F est un représentant de F , on dira que F est porté par τ, noté F ≺ τ, si quitte à retirer
des petits disques au voisinage des singularités, F est contenu dans N(τ) (avec une condition de
transversalité que l’on ne détaille pas ici). Si σ et τ sont deux train tracks, on dira que σ est porté
par τ, noté σ ≺ τ, si σ est isotope à σ′ ⊂ N(τ). Dans ce cas on peut former la matrice d’incidence
M(σ, τ) qui mémorise le nombre d’intersections des arrêtes de σ avec les transversales aux arrêtes
de τ. Cela défini donc une application linéaire de E(σ) vers E(τ).

2

1+2

(a)

(b)

(c)

2

1

3

4

2

1+2

3

4

(a)

(b)

2

1

3

4

1+2

1

3

4

Il existe deux opérations naturelles (« right/left
splits » dans l’article de Penner & Papadopou-
los [PP87]) qui, à partir de τ, produisent un nouveau
train track τ′ tel que τ ≺ τ′. De manière informelle ces
opérations consistent à découper le voisinage N(τ) le
long d’un cusps (voir [LT09] pour une description pré-
cise et figure ci-contre).

Dans la première colonne de la figure ci-contre,
l’arrête 1 du train track (a) est collée sur l’arrête 2
dans (b). À isotopie près nous voyons dans (c) que
la nouvelle arrête 1 + 2 possède une nouvelle mesure

µ(e1) + µ(e2). Cela détermine une matrice de transition pour cette opération :
(

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.
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Définition 3.2.9. On dira que τ se raffine à σ s’il existe une suite d’opérations de type « right/left splits »
telle que

σ = τn ≺ τn−1 ≺ · · · ≺ τ1 ≺ τ0 = τ.

Théorème 3.2.10 (Penner & Papadopoulos [PP87]). Soit F un feuilletage mesuré et σ, τ deux train
tracks tels que F ≺ σ ≺ τ où σ ⊂ N(τ). Alors τ se raffine à σ i.e. σ = τn ≺ τn−1 ≺ · · · ≺ τ1 ≺ τ0 = τ.

Idée de la preuve. On suppose à isotopie près que N(σ) ⊂ Int(N(τ)). Ces voisinages sont homéo-
morphes. On peut montrer que le nombre de cusps sur chaque composante de bord est le même
([PP87], Lemme 2.1). Soit {γi}i une famille de chemins de Int(N(τ))\N(σ) joignant les cusps deux-
à-deux. Si on coupe N(τ) le long de ces chemins γi, on obtient alors un nouveau voisinage
homéomorphe à N(τ).

Ces chemins peuvent être très long et couper les transversales singulières de N(τ) un grand
nombre de fois. À chaque croisement on obtient une opération de découpage de τn vers τn+1 où
τn+1 ≺ τn. La concaténation de ces opérations nous donne σ = τn ≺ τn−1 ≺ · · · ≺ τ1 ≺ τ0 = τ. �

Remarque 3.2.11. Dans l’article [LT09] nous utilisons plutôt des opérations duales aux opérations
ci-dessus : « folding operations ».

Si f est un homéomorphisme de S, on dira que τ est invariant par f si f (τ) ≺ τ. Le résultat
fondamental, connu probablement de Thurston et démontré par Papadopoulos & Penner est
que chaque pseudo-Anosov laisse invariant un train track. On peut donc lui associer une suite
périodique d’opérations décrites ci-dessus (opérations de « coupage-découpage »).

Théorème 3.2.12 (Penner & Papadopoulos [PP87]). Si φ est un pseudo-Anosov alors il existe un
train track τ invariant par φ tel que τ se raffine à F , où F est la classe du feuilletage instable de φ. De
plus la matrice d’incidence est irréductible.

Comme pour les permutations, pour lesquelles nous avons construit les diagrammes de
Rauzy, nous allons ici construire les graphes d’automates associés à un train track. Pour cela on
fixe une strate (i.e. on fixe le type combinatoire du feuilletage mesuré) et on considère toutes
les opérations (combinatoires) de découpages sur les classes d’isotopies de train tracks. Les
composantes connexes de ces graphes sont les automates associés à un train track.

Par exemple, l’automate associé au train track donné en figure page 39 est le suivant :

Figure 8 – Cet automate train track est décrit par Song, Ko & Los [SKL02] et Ham & Song [HS06].
À chaque flèche on peut associer une matrice de transition.

Le Théorème 3.2.12 peut alors se reformuler de la manière suivante : si φ est un pseudo-
Anosov alors il existe un chemin fermé γ dans un automate tel que le produit des matrices
de transition M(γ) soit irréductible et tel que la dilatation λ de φ soit la valeur propre Perron-
Frobenius de M(γ).

Remarque 3.2.13. La réciproque n’est pas vraie en générale. Il y a des conditions à vérifier sur M(γ)
comme le montre le résultat suivant.
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Théorème 3.2.14 (Thurston). Soit τ = τn ≺ τn−1 ≺ · · · ≺ τ1 ≺ τ0 = τ une suite de découpages
telle que la matrice d’incidence M soit irréductible. Si λ > 1 est la valeur propre Perron-Frobenius, on
suppose que le vecteur propre positif associé a λ vérifie les conditions d’aiguillages de τ. Alors il existe un
pseudo-Anosov φ tel que λ = λ(φ).

Idée de la preuve. Soit φ un(e) (classe d’isotopie d’) homéomorphisme sur S induisant l’applica-
tion train track τ → τ donnée par la suite τ = τn ≺ τn−1 ≺ · · · ≺ τ1 ≺ τ0 = τ. Par construction τ
est invariant pour φ.

Par définition, le vecteur propre de M, pour λ, détermine une mesure µ ∈ E(τ). Soit F un
feuilletage mesuré porté par τ. L’invariance de τ peut-être lue comme φ(F) = λF. Comme λ > 1,
l’application φ n’est pas d’ordre fini. Si φ était réductible alors soit C une courbe invariante
fermée. Cette courbe est porté par τ. À isotopie et puissances près on peut toujours supposer
que φ fixe point par point la courbe C. En particulier φ induit une application train track sur τ
qui fixe un sous-graphe de τ (celui donné par C). La matrice M ne peut donc pas être irréductible,
ce qui est une contradiction. Notons que M est la matrice de la partition de Markov naturelle
associée au codage. �

Le théorème ci-dessous est donc à rapprocher du Théorème 3.2.3 de Veech. L’avantage du
théorème de Thurston est que tout les pseudo-Anosov sont construits comme cela. Par contre la
métrique plate est bien plus difficile à obtenir en général. Le théorème de Thurston ne donnant
qu’un seul feuilletage. Pour une correspondance entre feuilletage mesurée et métrique plate, on
pourra regarder l’article de Hubbard & Masur [HM79].

3.2.5 Construction de Hubert-Lanneau-Möller

Nous venons de présenter deux types de constructions. Les premières consistent à montrer
qu’un homéomorphisme est de type pseudo-Anosov, sans calculer la métrique plate expli-
citement (constructions de Penner & Papadopoulos et de Casson & Bleiler). Les deuxièmes
consistent à construire la métrique (constructions de Thurston et de Veech).

On propose dans cette section une méthode pour construire un pseudo-Anosov pour une
métrique plate donnée à l’avance.

Remarque 3.2.15. Pour une surface plate générique, son groupe de Veech est soit trivial soit égal à {±Id},
suivant la composante connexe contenant la surface (on pourra consulter [Möl07] pour une preuve).

L’idée très simple est de remarquer que l’image d’une direction complètement périodique θ
par un homéomorphisme affine est une autre direction complètement périodique θ′. De plus à
chaque telle direction, on peut associer les données suivantes :

1. La combinatoire des cylindres,

2. les périmètres et les hauteurs des cylindres,

3. les longueurs des liens de selles du bord des cylindres,

4. les twists.

Ces données sont assez proches des diagrammes de séparatrices introduits par Kontsevich &
Zorich [KZ03].

On peut définir naturellement une version projective de ces données. On montre alors
dans [HLM06] que si une surface de translation (S, ω) possède deux directions θ, θ′ avec
les mêmes données projectives alors il existe un homéomorphisme affine envoyant θ sur θ′. Ce
théorème permet donc de construire explicitement des homéomorphismes affines sur une surface
plate donnée. On en déduit :
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Théorème 3.2.16 (Hubert, Lanneau & Möller [HLM06]). Le groupe de Veech de la surface de Arnoux-
Yoccoz définie en 1.8.2 possède deux hyperboliques non commutant.

Remarque 3.2.17. Ce théorème est non-trivial car on peut montrer par ailleurs que le groupe de Veech
ne contient pas d’éléments paraboliques (voir la remarque 3.5.2).

En combinant avec le Théorème XVI, on obtient donc :

Théorème XI (Hubert, Lanneau & Möller [HLM06]). Le groupe de Veech de la surface de Arnoux-
Yoccoz est un groupe non élémentaire qui ne contient pas de paraboliques.

C’est le premier, et le seul pour le moment, groupe connu dans cette classe.

3.3 Systoles

Les géodésiques fermées dans les strates (pour le flot de Teichmüller gt) correspondent à des
géodésiques fermées dansMg (pour la métrique de Teichmüller). On a vu que ces géodésiques
peuvent aussi s’interpréter comme des classes de conjugaison d’homéomorphismes pseudo-
Anosov (la longueur des géodésiques étant alors le logarithme de la dilatation). Ainsi, si S est
une surface de genre g ≥ 0 avec n ≥ 0 perforations (3g − 3 + n ≥ 0), le spectre suivant

{
λ(φ), φ : S→ S est de type pseudo-Anosov

}

est donc très naturel à considérer. On peut montrer assez facilement que cet ensemble possède un
plus petit élément δg,n [AY81, Iva88] (nous verrons pourquoi dans la preuve du Théorème XII).
Avec la remarque ci-dessus, on peut donc interpréter ces nombres comme les systoles des espaces
des modulesMg. Nous allons donner deux types de propriétés :

1. des calculs explicites, pour g et n petits,
2. des inégalités inférieures.

Remarque 3.3.1. Notons que les inégalités supérieures sont très facile à obtenir, puisque δg,n est obtenu
comme un minimum.

On termine cette section par un petit historique des résultats connus avant de donner des
résultats nouveaux.

1. Les valeurs précises de δg,0 ne sont connues que pour g = 1 et g = 2 (Cho & Ham [CH08]).
2. Les valeurs précises de δ0,n ne sont connues que pour n = 4 et n = 5 :

(a) n = 4 : Song, Ko & Los [SKL02],
(b) n = 5 : Ham & Song [HS06].

3. On a les inégalités suivantes :
(a) pour g ≥ 1 (Penner, Papadopoulos, Bauer, Hironaka, Kin, McMullen)

log 2
12g − 12

≤ log δg,0 ≤ log(2 +
√

3)
g

.

(b) Pour n ≥ 4 (Penner [Pen91], Minakawa [Min03], Hironaka & Kin [HK06])

log 2
4n − 12

≤ log δ0,n ≤ 2 log(2 +
√

3)
n − 3

.

(c) Pour g ≥ 2 fixé et n ≥ 4 (Penner [Pen91], Tsai [Tsa09])

log n
cgn

≤ log δg,n ≤
cg log n

n
.
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3.3.1 Systole sur les surfaces compactes (g ≥ 1, n = 0)

Dans cette section on pose δg := δg,0. Des résultats classiques (fractions continues) montrent

que δ1 = 3+
√

5
2 . De plus nous pouvons aussi remarquer que δ1 est réalisé par une unique classe

de conjugaison d’Anosov dans le groupe modulaire Mod(1) = PSL2(Z), à savoir
(

2 1
1 1

)
. Pour le

genre 2 nous avons une description similaire.

Théorème XII (Lanneau & Thiffeault [LT10bis]). On a

δ2 = 1
4 +

√
13
4 + 1

2

√ √
13
2 − 1

2 ' 1.72208.

De plus δ2 est réalisé par une unique (à symétries près) classe de conjugaison de pseudo-Anosov dans le
groupe modulaire Mod(2).

Mentionnons aussi que le calcul de δ2 a été obtenu par Cho & Ham [CH08], mais en utilisant
l’ordinateur. Ici on se propose de faire ce calcul « à la main ».

Remarque 3.3.2. Ce théorème répond à deux questions de Farb [Far06, Problème 7.3 et Question 7.4]
en genre 2.

Avant de donner une idée de la preuve, notons que les techniques que l’on a introduites
dans [LT10bis] permettent de calculer δ3. Nous avons d’ailleurs des résultats partiels, mais ces
techniques sont inefficaces pour les autres valeurs δg, g ≥ 4. Ce type de problème est en général
très compliqué.

Dans toute la suite, si P ∈ Z[X] est un polynôme admettant une racine de Perron, on notera
ρ(P) cette racine.

Esquisse de la preuve du Théorème XII. Notons δ+
2 (respectivement, δ−2 ) la plus petite dilatation

d’un pseudo-Anosov préservant un feuilletage orientable (respectivement, non orientable).

On va montrer δ+
2 = δ−2 . On peut calculer δ+

2 très facilement d’après une idée de Zhirov [Zhi95].
Tout d’abord par construction d’un exemple on montre que δ+

2 ≤ ρ(X4−X3−X2−X+1) ' 1.72208
(par exemple par construction par twists de Dehn, voir l’exemple en section 3.2.3).

Ensuite comme le feuilletage est orienté, δ+
2 est la racine de Perron d’un polynôme de degré

2g = 4 (Théorème 3.1.1). On peut lister les polynômes de degré 4 qui ont une racine de Perron plus
petite que 1.72208 (en nombre fini). En effet les formules de Newton expriment les coefficients
(entiers) en fonction des racines, qui sont toutes majorées en valeurs absolues par 1.72208. Par
exemple dans notre cas, si X4 + aX3 + bX2 + aX + 1 est un polynôme annulateur de δ+

2 alors

|a| ≤ 2(δ+
2 + 1/δ+

2 ) ≤ 5, 44
|b| ≤ · · · ≤ 8.

Un petit calcul nous montre que cette liste ne contient qu’un seul polynôme : notre candidat
X4 − X3 − X2 − X + 1 !

Le calcul de δ−2 est plus difficile car à priori δ−2 n’est pas un nombre de Perron de degré 4. On
peut seulement, quitte à passer à un revêtement double, montrer que c’est un nombre de Perron
de degré au plus 6g − 6 = 6. Mais la technique précédente ne marche pas car le nombre de
polynômes de degré 12 ayant une racine de Perron plus petite que 1.72208 est trop important.

L’idée ici est de remarquer que, si φ est tel que λ(φ) = δ−2 , alors φ commute avec l’involution
hyperelliptique de la surface (les surfaces de genre deux étant toutes hyperelliptiques). φ passe
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donc au quotient pour donner un homéomorphisme ψ de la sphère. Ensuite on relève ψ à un
autre homéomorphisme ψ̃ d’une surface de translation (S̃, ω̃).

S φ //

��

S

��

S̃

ww

ψ̃ // S̃

ww
S2

ψ
// S2

Un petit calcul nous montre que (S̃, ω̃) ∈ L ⊂ H(2, 2) (voir section 1.8.1 pour une définition de
ce lieu). On applique alors l’idée précédente pour arriver finalement à la conclusion qu’il y a 9
polynômes avec une racine plus petite strictement que 1.72208.

L’idée ensuite est d’éliminer ces polynômes. Pour cela, on suppose par l’absurde que δ−2
est la racine de Perron d’un des polynômes de cette liste. Ceci fournit alors des informations
sur le polynôme caractéristique de ψ̃∗, et donc sur sa trace. On obtient ainsi les nombres de
Lefschetz des puissances ψ̃n. En utilisant le théorème du point fixe de Lefschetz, on obtient une
contradiction sur l’action de ψ̃ sur les zéros et les séparatrices.

Pour les détails, se référer au papier [LT10bis] ou à l’article en annexe. �

La technique consistant à calculer les polynômes ayant une petite racine de Perron, puis
d’utiliser le théorème du point fixe de Lefschetz se généralise assez bien pour les feuilletages
orientables. Notons aussi que ces problèmes de trouver des polynômes avec une petite mesure
Mahler sont très difficiles [Boy80]. Nous montrons :

Théorème 3.3.3 (Lanneau & Thiffeault [LT10bis]). Pour 3 ≤ g ≤ 5, δ+
g sont des nombres de Salem et

la mesure de Mahler des polynômes minimaux sont les plus petites mesures de Mahler à degré prescrit :

g polynôme δ+
g '

3 X6 − X4 − X3 − X2 + 1 1.40127
4 X8 − X5 − X4 − X3 + 1 1.28064
5 X10 + X9 − X7 − X6 − X5 − X4 − X3 + X + 1 1.17628

On obtient, pour δ+
g , 6 ≤ g ≤ 8 des encadrements.

De plus la suite (δ+
g )g≥2 n’est pas strictement décroissante (δ+

6 ≥ δ+
5 ).

Remarque 3.3.4. Ce théorème répond à la Question 7.2 de Farb [Far06] dans le cas orientable.

Le tableau qui suit donne une classe d’isotopie [ f ] de type pseudo-Anosov telle que λ([ f ]) =
δ+

g pour 2 ≤ g ≤ 5 (voir Figure 6, page 38).

g f
2 T2

a1
Tc1 Tb2 T−1

a2
Tb1

3 Ta1 Ta1 Tb1 Tc1 Ta2 Tb2 Tc2 Tc2 T−1
a3

T−1
b3

4 Ta1 Tb1 Tc1 Ta2 Tb2 Tc2 Tb3 Tc3 Tb4

5 Leininger exemple [Lei04]
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Remarque 3.3.5. Lors de la rédaction de ce manuscrit, beaucoup de nouveaux résultats ont été dé-
montrés par plusieurs auteurs : Hironaka [Hir09], Kin & Takasawa [KT10], Birman, Brinkmann &
Kawamuro [BBK10], Dunfield & Venzke [DV10], McMullen [Mc9].

Hironaka [Hir09] démontre plusieurs inégalités sur δ+
g et montre en particulier que notre

borne pour δ+
8 est réalisée. Hironaka démontre aussi un joli théorème sur l’asymptotique des

dilatations δ+
g , sous l’hypothèse de la Conjecture de Lanneau-Thiffeault.

Birman [BBK10] a obtenu des résultats dans le sens de ceux que nous utilisons pour nos
démonstrations : des critères algébriques pour qu’une matrice entière ne soit pas la matrice de
la partition de Markov d’un pseudo-Anosov.

3.3.2 Systole sur le disque (g = 0, n > 3)

Cette fois, et pour cette section uniquement, on pose δn := δ0,n. On peut appliquer les
techniques de la section précédente au calcul de δn. Ceci nous permet de retrouver et de compléter
le Théorème XV (voir la section 3.4).

Théorème XIII (Lanneau & Thiffeault [LT09bis]). Pour 3 ≤ n ≤ 8, la dilatation minimale δn d’une
tresse pseudo-Anosov sur n brins est la racine de Perron des polynômes suivants :

n δn ' polynôme tresse strate
3 2.61803 X2 − 3X + 1 σ1σ−1

2 (−1;−13)
4 2.29663 X4 − 2X3 − 2X + 1 σ1σ2σ−1

3 (−1;−14, 1)
5 1.72208 X4 − X3 − X2 − X + 1 σ1σ2σ3σ1σ2σ3σ4σ−1

3 (0;−15, 1)
6 1.72208 X4 − X3 − X2 − X + 1 σ2σ1σ2σ1 (σ1σ2σ3σ4σ5)2 (0;−15, 1)
7 1.46557 X7 − 2X4 − 2X3 + 1 σ−2

4 (σ1σ2σ3σ4σ5σ6)2 (2;−17, 1)
8 1.41345 X8 − 2X5 − 2X3 + 1 σ−1

2 σ
−1
1 (σ1σ2σ3σ4σ5σ6σ7)5 (3,−18, 1)

Remarque 3.3.6. Nous retrouvons les résultats de Song, Ko & Los [SKL02] (n = 4) et de Ham &
Song [HS06] (n = 5).

3.3.3 Systoles et inégalités

Le calcul exact de δg,n est très compliqué, comme nous venons de le voir, et il est illusoire de
trouver une formule générale pour ces nombres. On ne sait même pas montrer que la suite est
strictement décroissante à partir d’un certain rang.

Une idée pour attaquer différemment ce problème est de trouver des inégalités. Les inégalités
supérieures ne sont pas très difficiles à trouver : des exemples suffisent. Par contre les inégalités
inférieures sont bien plus dures à obtenir. On a vu [Pen91] qu’il existe deux constantes c1 et c2
telles que

log c1

g
≤ log δg ≤ log c2

g
.

La borne inférieure ne dépend pas de la géométrie des pseudo-Anosov, mais seulement
des matrices de type Perron-Frobenius. Le résultat est : si M est une matrice irréductible de
dimension n et si λ est la valeur propre Perron-Frobenius alors λn ≥ |M| − n + 1 ≥ 2 où |M| est
la somme des coefficients de M. On peut montrer que δg est la valeur propre Perron-Frobenius
d’une matrice irréductible de dimension n ≤ 12g − 12 ce qui donne donc log(δg) ≥ log 2

12g−12 .
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Conjecture 3.3.1 (McMullen [Mc8] page 44). Est ce que la suite (g log δg)g≥2 est convergente ?
Si oui quelle est sa limite ?

Farb [Far06] a proposé deux variantes de ce type de problèmes.

1. Soit H ⊂Mod(g) un sous-groupe. Posons δ(H) = min
{
λ(φ), [φ] ∈ H pseudo-Anosov

}
.

2. Soit C une composante connexe d’une strate. Posons

δ(C) = min
{
λ(φ), φ pseudo-Anosov sur (S, q) ∈ C

}
.

Citons deux résultats relatif au premier problème, pour le groupe de Thurston-Veech et pour
le groupe de Torelli.

Théorème 3.3.7 (Leininger [Lei04]). Soient g ≥ 1 et Γ,∆ deux multi-courbes sur une surface de genre
g. On note TΓ et T∆ les deux multi-twists correspondants (voir section 3.2.1). Alors

∀g ≥ 1,∀Γ,∆ δ(< TΓ,T∆ >) ≥ λL,

oùλL ' 1.17628 est le nombre de Lehmer i.e. la racine de Perron de X10+X9−X7−X6−X5−X4−X3+X+1.
De plus l’inégalité est une égalité si et seulement si g = 5 et Γ,∆ sont « canoniques ».

Théorème 3.3.8 (Farb, Leininger & Margalit [FLM08]). Si Tg =
{
[ f ] ∈Mod(g), f∗ = Id

}
désigne le

groupe de Torelli alors
∀g ≥ 2, δ(Tg) > e0,197 > 1.

Si P ∈ Z[X], on définit la mesure de Mahler de P par M(P) =
∏

P(α)=0 max{1, |α|} ≥ 1.

Conjecture 3.3.2 (problème de Lehmer). ∃ ε > 0 tel que si M(P) > 1 alors M(P) > 1 + ε. La
conjecture est même ε = 0, 17628.

Remarque 3.3.9. Le premier théorème répond au problème de Lehmer dans un cas particulier.

Pour le deuxième problème, on démontre de résultat suivant (pour les composantes connexes
hyperelliptiques des espaces de modules).

Théorème XIV (Boissy& Lanneau [BL10]). Posons

Chyp =
⋃

g>0

(
Hhyp(2g − 2) ∪Hhyp(g − 1, g − 1)

)
.

Alors √
2 < δ(Chyp) <

√
2 +

1
2g .

Remarque 3.3.10. Pour g ≥ 3 impair, on peut montrer que les composantes avec structure spin paire
Codd deH(g − 1, g − 1) satisfont δ(Codd) < 1 + 1

g .

Esquisse de la preuve du Théorème XIV. Le preuve se déroule en deux étapes. Tout d’abord on
montre que si φ est un pseudo-Anosov sur (S, ω) ∈ C alors φ2 possède un point régulier fixe
d’indice négatif.

On en déduit que φ2 fixe une séparatrice, et donc est construit grâce à l’induction de Rauzy-
Veech (Théorème 3.2.3). Ainsi φ2 peut-être représenté par une boucle dans un diagramme de
Rauzy.

Le reste de la preuve consiste à comprendre la géométrie des diagrammes de Rauzy (réduit)
relatif à ces strates. C’est ce que nous faisons dans l’article [BL10] (voir aussi en annexe). Cette
étude montre que λ(φ2) ≥ 2. Ce qui donne la borne inférieure.

Comme toujours la borne supérieure est donnée par une série d’exemples. �
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3.4 Automates des train tracks

Dans cette section nous allons considérer le disque Dn avec n ≥ 4 trous. Il est bien connu
(voir par exemple le livre de Birman [Bir75]) que le groupe des tresses

Bn =
〈
σ1, . . . , σn−1

∣∣∣ σiσ j = σ jσi si |i − j| ≥ 2 et σiσ jσi = σ jσiσ j si |i − j| = 1
〉

est isomorphe au groupe modulaire de Dn.

Une strate du disque, déterminée par un train track τ, est l’ensemble des types des prongs
de τ que l’on notera

(l1, . . . , lm, (l0))

Remarque 3.4.1. L’indice l0 entre parenthèse est la composante de bord du train track sur le disque.
Pour retrouver les angles coniques (langage des surfaces plates), un prong de type l ≥ 1 corresponds à un
angle conique d’angle lπ.

À titre d’exemple, l’automate associé à la strate (3 (1))
est représenté en Figure 8 page 40. On peut coder
schématiquement cette automate train track par la
figure ci-contre.

Les automates train track sur le disque sont faciles à coder. En effet on peut écraser les
prongs en des points et ainsi coder un train track sur le disque par un arbre. Les opérations
de collages/découpages deviennent alors aisés à décrire. L’algorithme que nous avons écrit
dans [LT09] permet de construire des automates train track pour des strates arbitraires. Les
graphes suivants représentent ainsi quelques automates train track construits à l’aide de notre
algorithme.

L’automate ci-contre représente la strate sur
le disque avec 5 trous et un 3−prong qui est né-
cessairement sur le bord. Avec nos notations, cela
donne n = 5, (3). La strate correspondante aux
différentielles quadratiques est Q(−15, 1). Il y a 10
sommets dans ce graphe.

On ne peut malheureusement pas dire grand chose
en général. Ci contre l’automate pour n = 7 avec deux
3−prong. La strate sur le disque est donc 3 3 (3) et la
strate correspondante aux différentielles quadratiques
est Q(−17, 13). L’automate possède 977 (classes d’isoto-
pie de) train-tracks. Pourtant le diagramme de Rauzy
correspondant n’est pas très compliqué.
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Figure 9 – Ci-dessus nous avons représenté deux autres automates pour le cas n = 7. Le premier
à gauche (« the maple leaf ») corresponds à la strate 3 3 3 3 (1) et le second à droite (« the scarab »)
corresponds à la strate 4 3 3 (1). Les strates correspondantes aux différentielles quadratiques
sont donc respectivement Q(−18, 14) et Q(−18, 12, 2).

Il serait intéressant de comprendre la structure de ces graphes en général, au moins pour
les strates sur le disque. Un autre problème, aussi très difficile dans sa version diagrammes de
Rauzy, est de caractériser les produits possibles de matrices d’induction. Cela donnerait des
informations sur les dilatations possibles des pseudo-Anosov, et donc des informations dans la
direction de la Conjecture 3.1.1 de Thurston.

En utilisant le Théorème 3.2.14 de Thurston sur l’énumération des pseudo-Anosov, et la
description des graphes, on peut répondre au problème de minimisation des dilatations pour
une grande famille d’exemples.

Théorème XV (Lanneau & Thiffeault [LT09]). On calcul la plus petite dilatation des homéomor-
phismes pseudo-Anosov (par strate) pour le groupe modulaire du disque Dn pour n ≤ 8.

Nous retrouvons ainsi les résultats de Song, Ko & Los [SKL02] et de Ham & Song [HS06].

Idée de la preuve. L’idée de la preuve (due à Song, Ko & Los [SKL02]) est de borner la dilatation
d’un pseudo-Anosov en fonction de la longueur du chemin qui le représente dans l’automate.
Cette borne (assez mauvaise) est classique. Ensuite on énumère les chemins ayant une longueur
plus petite que cette borne ce qui nous donne facilement la systole. Ce procédé ne marche plus
dès que la complexité (nombre de trous dans le disque) est grande. On utilise aussi quelques
inégalités sur les matrices pour réduire la recherche de chemins. �

3.5 Corps de traces et éléments paraboliques

On a le résultat suivant qui fournit une propriété géométrique du disque de Teichmüller
stabilisé par un pseudo-Anosov φ en fonction des propriétés algébriques de la dilatation de φ.
Ces résultats ont d’ailleurs été retrouvé par Calta & Smillie [CS07].

Théorème XVI (Hubert & Lanneau [HL06]). Soit (S, ω) une surface de translation et φ un pseudo-
Anosov avec dilatation λ. On suppose que le corps de traces Q[λ + λ−1] n’est pas totalement réel. Alors
le groupe de Veech SL(S, ω) ne contient aucun éléments paraboliques.
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Corollaire 3.5.1. Le corps de traces d’une surface de Veech est totalement réel.

En fait on peut même montrer que le groupe de Veech est commensurable à un groupe
fuchsien ne contenant que des éléments hyperboliques.

Remarque 3.5.2. On peut appliquer ce théorème aux exemples construits par Arnoux & Yoccoz [AY81].
En effet la famille φn, n ≥ 3, de pseudo-Anosov possède comme dilatation λn = λ(φn) et λn est la racine
Pisot des polynômes irréductibles Pn avec

Pn(X) = Xn − Xn−1 − · · · − X − 1.

On vérifie que le corps de traces Q[λn + λ−1
n ] n’est pas totalement réel.

Preuve du Théorème XVI. S’il existe un élément parabolique, P, alors en conjuguant P par φ,
il en existe un deuxième transverse. À conjugaison près, on peut supposer que ces éléments
paraboliques sont dans des directions horizontales et verticales. Notons que les groupes de
Veech sont conjugués dans SL2(R) donc de même corps de traces. Maintenant nous retrouvons
une configuration de type Veech (section 3.2.1). Reprenons les notations de cette section.

Le corps de traces de SL(S, ω) est Q[t]. Nous allons montrer que Q[t] est totalement réel ce
qui sera une belle contradiction.

Soit σ un plongement de Q[t] dans C et t′ = σ(t) ∈ C un conjugué Galois de t. En appliquant
σ à la première équation (6) : FnFm

−→x = t−→x et en se souvenant que FnFm est une matrice entière,
on obtient

FnFmσ(−→x ) = t′σ(−→x ) (8)

Maintenant notons par D√m = Diag(
√

m1, . . . ,
√

mr) et D√n = Diag(
√

n1, . . . ,
√

ns) les matrices
diagonales. Alors

FnFm = tEDnEDm = tED√n D√nE D√mD√m = tED√n (ED√n) D√mD√m.

Posons A = ED√n. En substituant ceci dans le dernière équation, on a

FnFm = AtAD√mD√m.

Si on posons M = D√m A alors

FnFm = D−1√
m

D√m AtAD√mD√m =

= D−1√
m

D√m A t(D√m A) D√m =

= D−1√
m

MtM D√m (9)

Maintenant l’équation (8) et σ(−→x ) ,
−→
0 impliquent que t′ est une valeur propre de FnFm. Mais

l’équation (9) montre que les deux matrices FnFm et MtM sont semblables, elles ont donc les
mêmes valeurs propres. Mais MtM est symétrique, elle a donc toutes ses valeurs propres réelles.
Donc t′ ∈ R ce qui achève la démonstration. �

Remarquons que Möller [Möl06] a démontré le corollaire de ce résultat pour les surfaces de
Veech avec des méthodes de géométrie algébrique.

Il serait intéressant d’avoir d’autres critères pour exclure les éléments paraboliques. Par
exemple on ne connaît pas de groupe de Veech (possédant un hyperbolique) sans éléments
paraboliques et ayant un corps de traces totalement réel.
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A Appendice : prépublications

Nous terminons ce mémoire en incluant quelques travaux.

L’article A.1 (page 50) vient d’être accepté à Annales de l’Institut Fourier. L’article A.2 (page 50)
vient d’être accepté à Contemporary Mathematics.

L’article A.3 (page 50) a été soumis pour publication. L’article A.4 (page 50) est une prépublication
à soumettre. L’article A.5 (page 50) est un travail en cours.

A.1 On the minimum dilatation of pseudo-Anosov diffeomorphisms on sur-
faces

A.2 Infinite sequences of fixed point free pseudo-Anosov homeomorphisms

A.3 On the minimum dilatation of braids on the punctured disc

A.4 Large entropy of pseudo-Anosov homeomorphism on hyperelliptic sur-
faces

A.5 Enumerating pseudo-Anosov Diffeomorphisms of Punctured Discs
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