Léquation de coagulation de Smoluchowski J

Philippe Laurengot
Laboratoire de Mathématiques (LAMA), Chambéry

13.01.2023

(LAMA) 13.01.2023 1/43



Coagulation/coalescence ...

Coagulation : croissance de particules par accrétion de particules plus
petites

Exemples : polymeéres, gouttelettes, animaux, formation d’aérosols,
formation des planétes, ...

Coagulation binaire : fusion de deux particules en une seule

mrE—
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Représentations

@ Modele discret : P; = particule de taille i, i € N\ {0} (polyméres,
animaux)

Réaction élémentaire :
Pi+ P, — Piyj, i>1,j>1.

@ Modele continu : Py = particule de taille x, x € (0, c0)
(gouttelettes)

Réaction élémentaire :

Py + Py — Pxyy, x>0,y>0.
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Propriétés

@ Conservation de la "matiére” au cours de chaque réaction
élémentaire :

Px+ Py — Pxiy, x>0, y>0.

@ Décroissance du nombre de particules au cours de chaque
réaction élémentaire :

Px+ Py — Pxiy, x>0,y>0.
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Léquation de coagulation de Smoluchowski discrete

@ Dynamique de la fonction de distribution en taille f = (f;);>1 des
particules, la densité des particules de taille j étant f;, i > 1.

@ Variation temporelle de f; = [GAIN(P;)] — [PERTE(F;)],

@ [GAIN(P))] = “particules P; nouvellement créées suite a la
coalescence de deux particules de tailles plus petites”

Pj+P,‘,j—>P,', 1<j<i—1.

@ [PERTE(P;)] = “disparition de particules P; due a leur fusion avec
une autre particule”.

Pj+P/—>P,‘+/‘, jZ1

@ Taux de formation : | [P; + P — Piij| ~ Kij f; f;
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Léquation de coagulation de Smoluchowski discrete

dfp
5= [PERTE(P1 )l
i=1- = _Z P1+P—>P/+1]
- _Z Kijh f;
df;
= = [GAIN(P)] - [PERTE(P))
1 i—1 N
i>2; = 5D [Pi+P— Pl =7 [P+ P — Py

=1
1 11‘71 0
= 52 K fifij=D Kijhif.
j=1 j=1
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Léquation de coagulation de Smoluchowski discrete

; df
= 1 ZKuﬁ/,

Noyau de coagulation K;; : K;; = Kj; > 0.
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Léquation de coagulation de Smoluchowski continue
Equation de coagulation de Smoluchowski discrete j € N\ {0} :
dt ZZKII j B fiej = ZKuff

Equation de coagulation de Smoluchowski continue x € (0, o) :

o(tx) = 5 [ K.x—y) fey) f(ex—y) oy

_/Ox K(x,y) f(t,x) f(t,y) dy .
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Exemples de noyaux de coagulation

K(x,y) = (x1/3 +y1/3) ()(1/ y11/3> (Smoluchowski)
(1+

En général, K(x,y) < C (1 + x) y):

K(x,y) — (X1/3+y1/3>3

Kx,y) = (X1/3+y1/3>2 ‘X1/3_y1/3)

K(x,y) = (Ax+B) (Ay+B) (Flory, Stockmayer)
K(x,y) = x*+y*, Xe€[0,1] (somme)

K(x,y) = (xy)?, Xe[0,2] (produit)

Kx.y) = x*yP+x°y*, a<p<A1
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Lapproche de Smoluchowski (1916,1917)

P; = particule colloidale de taille i, i € N\ {0}, animée d'un
mouvement brownien avec coefficient de diffusion D; et zone
d’influence de rayon R; : si les zones d’influence de deux particules P;
et P; s’intersectent, alors

P,'Jer—)P,'+j, IZ1,]Z1

et P;,; est animée d’'un mouvement brownien avec coefficient de
diffusion D; +- D; et a une zone d'influence de rayon (R; + R;)/2, le taux
de formation étant donné asymptotiquement par

R,'—i-Rj
2 9

Kij = 4r(D; + Dj) iz1,j=>1.
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Lapproche de Smoluchowski (1916,1917)

La densité f; des particules de taille i > 1 est alors donnée par :

D i—1
i = S Dk + 5 ZK,,,ff,, ZK,,ff
j=

Lang & Nguyen (1980), Norris (2004), Hammond (2015)

Si D;R; = D1 Ry pour i > 2, alors

o 1 1\ R R
K= 27(R; + R) (&*R,) —2n <2+R,+R,->

pour i > 1 etj > 1. En particulier, si R; ~ R;, alors Kj; ~ const.
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Lapproche de Marcus (1968) et Lushnikov (1973)

@ Processus de Marcus-Lushnikov : m particules
Xo _Zax,, (x7) € (0,00)™

@ Pour chaque paire (i, /), on prend un temps exponentiel aléatoire
T;j de parametre K(x;, x;) et on pose

T =min{T;;,1 < i< j< m}. On définit alors

@ Puis, on recommence ... — coalescent stochastique (X;):>o de
noyau K (processus de Markov)

Jeon (1998), Aldous (1999), Norris (1999)

(LAMA) 13.01.2023 12/43



|
Lapproche de Marcus (1968) et Lushnikov (1973)

Soit (X{")t>0 une suite de coalescents stochastiques de noyau K telle
que

1
— X' — ug.
n o Ho

Alors

1
Y{ = - X[}n — Y;

et (Yt)i>o est une solution de I'équation de coagulation de

Smoluchowski continue (p.s.)

Aldous (1999), Babovsky (1999), Deaconu, Fournier & Tanré (2001,2002), Eibeck & Wagner (2000,2001), Jourdain (2001) ...
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Léquation de coagulation de Smoluchowski continue

Equation de coagulation de Smoluchowski continue x € (0, o) :

o(tx) = 5 [ Kyox—y) (ty) ftx—y) oy

_/Ox K(x,y) f(t,x) f(t,y) dy,
f0,x) = f(x), x€(0,00).
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Deux questions

@ |l n’y a pas de perte de matiére durant chaque réaction
élémentaire : conservation de la masse totale.

My (£(1)) == /OOO Xf(t, x) dx

@ Caractere prédictif de I'équation de Smoluchowski : taille
moyenne des particules, ...
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Conservation de la masse totale

Formellement, on a

dt/ﬁ f(t, x) dx

/ / I(x +y) —9(x) — I(y)| K(x, y)f(t, x)f(t,y) dydx.

Dong, si 9(x) = x,

d

g xf(t,x) =0 — conservation de la masse totale.
0
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Conservation de la masse totale

Mais, si K(x,y) = 2xy et ¥(x) =1, 0ona
d/ f(t, x) dx = — My (f(t))? = —M; (f")?
dt /o

et donc

(t,x) dx = / F"(x) dx — My(F"2t < 0
0 0

dés que
1

> in
t> M1(fin)2/0 f(x) dx.

Leyvraz & Tschudi (1981)
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Gélification

@ Phénomene de perte éventuelle de masse = gélification.
Tger = inf{t >0 : My(f(t)) < My(f™)}

@ Emballement des réactions de coagulation di a une forte
croissance du noyau de coagulation avec la masse des particules.
Apparition en temps fini de particules de taille infinie, non prises
en compte dans le modéle.

@ Mathématiques : la justification de la conservation de la masse
requiert I'utilisation du théoreme de Fubini.

@ Question 1 : pour quels noyaux de coagulation et/ou conditions
initiales le phénoméne de gélification se produit-il ?

@ Question 2 : validité du modéle apres l'instant de gélification ?
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Gélification
Question 1 : pour quels noyaux de coagulation et/ou conditions
initiales le phénoméne de gélification se produit-il ?
® K(x,y) < Ko(1 +x+y): Tge) = 0

White (1980), Leyvraz & Tschudi (1982), ...
A2
° K(va) > K1(Xy) / s)\ € (172]
Leyvraz (1983), da Costa (1998), Jeon (1998), Escobedo, Mischler & Perthame (2002)
® K(x,y)=xy: Tger =1/Mp(f") € [0, 00)
® K(x,y) = Ki(x*y? +x°y®),a € 0,8], > 1: Tger =0
van Dongen (1987), Carr & da Costa (1992), Banasiak, Lamb & L (2019)

® K(x,y) = ko(X)ko(y), oU ko = V& + x[In (& + x)]%, a > 0.
e ac(0,1/2]et e L'((0,00), x(1+ x)dx) : Tge = 0.
o a>1:Tyy <00

L (2015)
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Gélification

Question 2 : validité du modéle aprés l'instant de gélification ?

@ Pas d’interaction entre les particules de taille finie et celle(s) de
taille infinie
@ Existence de solutions globales si K(x,y) < (1 + x)(1 + y)

Leyvraz & Tschudi (1981), Galkin & Dubovskii (1986), ...

@ Existence de solutions globales si K(x, y) = ko(x)ko(y) quelque
soit la croissance de kg
L (2000)

@ Non-existence de solution (méme locale) si K(x,y) = x* + y* et
A> 1.

van Dongen (1987), Carr & da Costa (1992), Banasiak, Lamb & L (2019)
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Simplification asymptotique

Caractére prédictif de I'équation de coagulation de Smoluchowski
continue : simplification asymptotique lorsque t — Tye. La dynamique
‘gomme” les spécificités de la donnée initiale lorsque t — Tyg.

@ La taille moyenne o(t) croit avec t et, pour x fixé, f(t, x) “décroit”
avec le temps

@ Simplification asymptotique (dynamical scaling hypothesis) :

X)), 0(1079” <a(xt))

@ Si Tye = o0, alors 7 = 2 par compatibilité avec la conservation de
la masse totale

@ Si Tyge < 00, alors 7 =7
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Simplification asymptotique : K(x,y) =2

K(x,y)=2

@ Pas de gélification
@ solution explicite

() =1+t  o(x)=e*

Schumann (1940)

@ C’est la seule de masse totale égale a 1 et elle est stable pour la
dynamique (transformation de Laplace)

Kreer & Penrose (1994), da Costa (1996), Menon & Pego (2004, 2005)

@ Etude spectrale de 'opérateur linéarisé et convergence
exponentielle en variables auto-similaires

Caiizo, Mischler & Mouhot (2010)
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Simplification asymptotique : K(x,y) =x+y

K(x,y)=x+y

@ Pas de gélification
@ Solution explicite

e*X/4

p(x) = Vi

o(t) = €%,

Golovin (1963), van Dongen & Ernst (1988), Aldous (1999)

@ C’est la seule de masse totale égale a 1 vérifiant Ma(¢) < oo et
elle est stable pour la dynamique (transformation de Laplace)

Menon & Pego (2004, 2005)

@ Singularité en x =0
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Simplification asymptotique : K(x,y) =x+y

Kx.y)=x+y

@ Solution explicite 6§ € (0,1/2]

1T & (—1)y1 o
_ At/e _ O _
o(t)=e"", gp(x)_m(2 /5_1 i xX°T(1 4+ j — jo)sin (mjo)
Bertoin (2002), Menon & Pego (2004, 2005)

@ Bassin d’attraction (transformation de Laplace)

Menon & Pego (2004, 2005)

@ Existence de solutions auto-similaires avec 7 € (1,2) et de masse
infinie pour K(x,y) =2

Menon & Pego (2004, 2005)
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Simplification asymptotique : K(x, y) = xy

K(x,y) = xy

e Gélification Tge = 1/Mo(f™)
@ Solution explicite

T=25/2, o(t)

I
N
—
|
‘N
~
o
BS)
~—
>
N
®
X
=
~

® Mi(p) = o0
@ Transformation :

xf(t, x) =

F(INn(Tee)) —In(Tger — 1), X
Tgel—t ( (gel) (gel ) )

et F est solution de I'équation de Smoluchowski avec
Kx,y)=x+y
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Simplification asymptotique : cas général

f@ﬂgmd§¢@@>

Premiere étape : on cherche des solutions auto-similaires de

I'équation
1 X
07 5 (260

pour des noyaux de coagulation K homogeénes
K(ax, ay) = a'K(x, ),

Identification de 7, o, et du profil auto-similaire ¢
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Simplification asymptotique : o

Identification de o :
oy 2 (H)=w>0

o7 >\+1:0(1)
e rT=\+1: () t>0

er<A\+1:0 (1—whr+1- ))1/(”177),
te[0,1/w(>\+1 —17))

La taille moyenne o est donc déterminée complétement par = et w

T+ wr—A— 12 >0
e
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Simplification asymptotique : ¢

@ Equation intégro-différentielle non linéaire et non locale pour ¢ :

w (o) -y ) = 5 [ Ky =y ety - vetr) o.

o) [ Y K.y )elr) dy

@ Détermination de T et de ¢
0 T#2 — Mi(p) =

@ Pour chaque y > 0, ¢(y) dépend des valeurs de ¢ dans (0, y) et
(y,0) : ce n'est pas a priori un probléeme de Cauchy

(LAMA) 13.01.2023 28/43



Profils auto-similaires

K(x,y)=x"y? +x°y*,  a<p<A

@ N =a+p8<1:7=2etw=1
e Analyse formelle fine du comportement de ¢ lorsque x — 0 et
X — 00
e décroissance exponentielle lorsque x — oo
e décroissance exponentielle lorsque x — 0sia <0
e singularité algébrique implicite sia« =0
e singularité explicite si @ > 0
@ \ =1, 7 =2: simplification asymptotique pour K(x,y) = x + y,
comportement différent pour K(x, y) = /Xy (non auto-similaire)

@ )\ >1:valeurde r?

van Dongen & Ernst (1988)
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Profils auto-similaires : A\ =a+ 48 <1, 7=2, w =1

Kx,y)=xy" +x"y*,  a<p<i
@ Comportement de ¢ lorsque x — oo
o(x) ~ Aoox_)\e_éxv Ax?

@ Comportement de ¢ lorsque x — 0
e a<O0:

x—0

I e

0 a=0:p(X)~x0Ax"2MR) Ag?
@ a>0:p(x)~yx0Ax "7, Ay explicite

van Dongen & Ernst (1988)
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Profils auto-similaires : A\ =a+ 48 <1, 7=2, w =1

(~2e0) -y "5) =5 [ Ky = ydety = votr) o.

—p(y) /0 Tk (Vs Y )p(ys) dy

@ Pour chaque y > 0, ¢(y) dépend des valeurs de ¢ dans (0, y) et
(y,0) : ce n'est pas a priori un probléeme de Cauchy

@ ¢ présente une singularité ou s’annule tres rapidement quand
x—=0

® yi = K(y,y:)e(y.) & L'(0, 00)

@ Solution explicite Agy 1~
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Profils auto-similaires : A\ =a+ 48 <1, 7=2, w =1

(~2e0) -y 50) =5 [ KOy = ydety = vdotr) o.

—p(y) /0 Tk (Vs Y )p(ye) dy

Formulation équivalente sans singularité :

y o)
2 _
yee(y) _/o /y_XXK(X, X )p(X)p(Xe) dxudx
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Profils auto-similaires : A\ =a+ 48 <1, 7=2, w =1

K(x,y)=x"y’ +x°y*,  a<p<A

@ Existence de profils auto-similaires a décroissance exponentielle
lorsque x — oo et vérifiant, lorsque x — 0,
e le comportement prédit sia <0
e 0<c<xp(x)<Csia>0
o Analyse asymptotique formelle prédisant un comportement
oscillant si o > 0

Escobedo, Mischler & Rodriguez-Ricard (2005), Fournier & L (2005, 2006), Cafiizo & Mischler (2011), Niethammer & Veladzquez

(2011), McLeod, Niethammer & Velazquez (2011)
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Profils auto-similaires : A\ =a+ 48 <1, 7=2, w =1

Kx,y)=xy" +x"y*,  a<p<i
Existence de profils auto-similaires :
@ Difficulté liée a la singularité en x =0
@ Approche dynamique : ¢ est solution stationnaire (point fixe) d’'un

systéme dynamique associée a I'équation de Smoluchowski en
variables auto-similaires

f(t, x) = 1—29 <In (a(1)), X) , oty =1+ (1 -0

o(t) o(t)

@ Méthode de compacité : approximation par discrétisation en taille
ou approximation du terme de transport par un opérateur non local
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Profils auto-similaires : A <1, 7=2, w =1

Unicité ?
@ K(x,y) =2, K(x,y) = x + y : transformée de Laplace
° K(x,y)=2+¢((x/y)’+ (y/x)’), 6 € [0,1), e < 1 : approche
perturbative en transformée de Laplace ou dans L' (A = 0)
@ K(x,y)=2+cW(x,y), W e L=((0,00)?) homogéne de degré
zéroete < 1
o K(x.y) = (xy)¥2, A <0
Kreer & Penrose (1994), Menon & Pego (2004), Niethammer & Velazquez (2014), Niethammer, Throm & Velazquez (2016), L

(2018), Throm (2021), Cafizo & Throm (2021)
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Simplification asymptotique : A <1, 7 =2, w = 1

Stabilité ?
@ K(x,y) =2, K(x,y) = x + y : transformée de Laplace

® K(x,y)=2+¢((x/y)’+ (y/x)’), 6 € [0,1), e < 1 : approche
perturbative dans L' (A = 0)

@ K(x,y)=2+cW(x,y), W e L=((0,00)?) homogéne de degré
zéroete < 1

Kreer & Penrose (1994), Menon & Pego (2004), Throm (2021), Cafizo & Throm (2021)
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Profils auto-similaires a décroissance lente

Solutions auto-similaires

(t:3) = v (U(Xt)) P42,

pour des noyaux de coagulation K homogenes

K(ax,ay) = a'K(x,y)

e Kx,y)=2:7€(1,2)
Menon & Pego (2004)

@ K(x,y)=xyP £ xPy* 0<a<B,A=a+p¢e(0,1):
re(14+1,2)
Niethammer & Veldzquez (2013)

@ K(x,y)=x%P +xBy* <0, <1, A=a+8<1):
re(1461.2)C(1+A2)

Niethammer, Throm & Veldzquez (2016), Throm (2018, 2021)
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Existence et unicité de solutions

@ Existence de solutions qui conservent la masse totale si
K(x,y) < Ko(1 + x + y), propagation des moments algébriques et
unicité dés que Mo (") < oo
@ Existence de solutions qui conservent la masse totale si
K(x,y) < Ko(1 4+ x+y), (x,y) € (1,00)?, et avec une singularité
enx=0etlouy =0
@ Existence de solutions faibles si K(x, y)/y — 0 quand y — oo ou
K(x,y) = xy + perturbation de croissance plus lente, pas d’unicité
@ Existence par une méthode de point fixe de Banach si
K € L((0,00)?)
@ Lorsque K est non borné, méthode de compacité faible dans L'

inspirée de I'équation de Boltzmann. Estimation de moments,
théoréme de la Vallée-Poussin

Stewart (1989), ...
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Equation de coagulation avec terme source

ot ) = 5 [ K(y.x—y) fty) ftx ) oy

_/0'“ K(x,y) f(t,x) £(t,y) dy + S(x).

K(x,y) = xay=a p x—ay e () a) € R

@ If [\ +2af < 1and S € L1 (0, ), existence d’une solution
stationnaire F telle que Mm(F) <ooforme|[0,(1+X)/2) et
M14x)/2(F) = oo. De plus, si Mm(S) < oo pour m < 0, alors
Mmn(F) < oo

@ Si|A+2a|>1etSeLl(0,00), S#0, non-existence de solution
stationnaire

@ Comportement en grands temps ?

Dubovski (1994), Ferreira, Lukkarinen, Nota & Velazquez (2021), L (2020)
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Equation de coagulation-fragmentation
1 X
oi(tx) = 5 [ Kx=p) ity ftx—y) o
- [ Kby ) fty)

[e.9]

—a(x)f(z‘.x)+/ a(y)b(x,y)f(t,y) dy.

X

b(x, y) : distribution des fragments de taille x € (0, y) résultant de la
fragmentation d’'une particule de taille y > 0. Pas de perte de matiere :

y
/ xb(x,y)ax =y,  b(x,y)=0,x>y.
0
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Equation de coagulation-fragmentation

Compétition entre coagulation et fragmentation

@ Conservation de la masse totale/gélification
@ Solutions stationnaires
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Coagulation multidimensionnelle

Soit d > 2, X = (X)1<i<qg € [0,00)7\ {0}, ¥ = (¥i)1<i<q € [0,00)7 \ {0}

1
af(tx) = - / K(y.x —y) f(t.y) f(t.x — y) dy
2 Jio<y<x}

-/ K(x,y) f(t,%) f(t,y) dy
J10,00)9\ {0}
avec

{0<y<x}:={ye[0,00)9\ {0} : x; <y, 1<i<d, y#x}

Existence et non-existence de solutions stationnaires en présence
d’une source, propriétés de ces solutions

Ferreira, Lukkarinen, Nota & Velazquez (2021)
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Ajout d’une dépendance spatiale

of(t,x,z) = d(x)Azf(t,x,2)
/Ky,x y) f(t.y.2) f(t.x — y,2) dy

/ K(x,y) f(t,x,z) f(t,y,z) dy,

ol x € (0,00) et zc QRN
@ Interaction non locale en x mais locale en z

@ Existence plus compliquée a obtenir : pas d’estimation de
moments, estimations d’intégrabilité uniforme sous des
hypothéses de monotonie de K
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