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What is Radiative Transfer?

Radiative Transfer studies the interaction of electromagnetic radia-
tion viewed as a gas of photons with a background medium (fluid or
plasma, e.g. stellar or planetary atmospheres)

How the various frequencies in the radiation coming from the Sun
interact with the atmosphere of the Earth is important in the under-
standing of

•the blue color of a cloudless sky (J.W. Strutt Rayleigh 1871)
•the greenhouse effect (J. Fourier 1824)
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The Radiative Intensity

(Specific) radiative intensity

Iν(t, ~x , ~ω) := chν f (t, ~x , ~ω, ν)︸ ︷︷ ︸
photon # density

, ~x ∈ R3 , |~ω| = 1

Jν(t, ~x) := 1
4π

∫
S2

Iν(t, ~x , ~ω)d~ω mean intensity

Example: Planck’s function for a black body at temperature T

Bν(T ) :=
2hν3

c2(ehν/kT − 1)

Stefan-Boltzmann law

π

∫ ∞
0

Bν(T )dν = ΣRT
4 , ΣR := 2π5k4

15c2h3
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Planck’s Function

Ressources Configuration Aspiration A propos

Catégories

Mécanique

Electricité

Optique géométrique

Optique ondulatoire

Electronique

Cristallographie

Thermodynamique

Divers

Récréation

Accueil

Ludwig BOLTZMANN
(1844-1906)
Physicien autrichien

Max PLANCK (1858-1947)
Physicien allemand
Prix Nobel de physique en
1918

Configuration

Aspiration

A propos

Rayonnement du corps noir

 T (K) 2900

Définitions :
Dans un milieu non absorbant,on considère un faisceau de radiation émanant d'une source stable. Il transporte à chaque seconde
une certaine énergie E. La puissance correspondante P est le flux d'énergie du faisceau. Il s'exprime en watts (W).
Si la source est assez éloignée du point de mesure  pour qu'on puisse la considérer comme ponctuelle, le faisceau envoie sur une
petite surface dS vue de la source sous l'angle solide dΩ l'énergie dP. L'intensité I du faisceau est I = dP/dΩ. (watt par stéradian
W/sr).
Le quotient du flux reçu par la surface dS par cette surface est l'éclairement E = dP/dS
Dans le cas d'une source étendue, on considère une surface ds dont la normale fait l'angle α avec la direction moyenne du
faisceau. L'intensité de l'élément ds dans cette direction peut s'écrire sous la forme dI = L.ds.cos( α ).
L est la luminance totale de l'élément ds. (watts par stéradian et par mètre carré W/m2.sr).
Par exemple la luminance du Soleil sur la Terre est de l'ordre de 9.106 W/m2.sr
On peut aussi définir la luminance par unité de longueur d'onde dE / dλ qui correspond à l'énergie pour une longueur d'onde
donnée.

Corps noir :
Par définition un corps noir est un objet qui absorbe intégralement les radiations reçues. Une cavité fermée percée d'une très petite
ouverture constitue une réalisation pratique d'un corps noir. Les radiations qui entrent dans la cavité se réfléchissent sur les parois
et s'aborbent plus ou moins à chaque réflexion. L'énergie qui peut ressortir est négligeable.
Un corps noir en équilibre thermique émet d'énergie autant qu'il en reçoit.
Un four fermé et isolé thermiquement  constitue un corps noir en équilibre.

Rayonnement du corps noir :
Par des considérations purement thermodynamique, BOLTZMANN a montré que les luminances totale et par unité de longueur
d'onde était proportionnelles à la puissance quatrième de la température absolue. Pour aller plus loin, il faut faire des hypothèses
sur la nature des intéractions entre atomes et rayonnement. L'hypothèse d'échanges continus d'énergie entre les ondes et les
atomes conduit à la "catastrophe ultraviolette" : L diverge pour les très faibles valeurs de la longueur d'onde.
PLANCK à proposé en 1900 l'hypothèse des quanta (discrétisation des énergies) pour rendre compte des résultats expérimentaux
du corps noir. 

 Avec cette hypothèse, on montre (voir votre cours de thermodynamique préféré) que : 

Constante de Planck h = 6,624.10−34 J/s;  Constante de Boltzmann k = 1,3804.10−23 J/K.

On montre aussi (loi de Wien) que le maximum de dE / dλ se produit pour  λmax = 2,8977.10−3 / T

Utilisation :
Avec le slider ou la boite de saisie modifier la température du corps noir. Le programme trace la courbe dE / dλ = f ( λ ) qui
correspond à cette température et le spectre visible. 
Les traits bleus correspondent à la valeur maximum de f ( λ ) et à la valeur correspondante de la longueur d'onde. 
Attention, le programme effectue une mise à l'échelle automatique de la courbe. Ceci ne doit pas masquer la large dynamique du
phénomène.
Vérifiez la loi de déplacement de Wien : la valeur de la longueur d'onde qui correspond au maximum se déplace en raison inverse
de la température absolue.
Le cercle coloré est sensé avoir la couleur du corps noir pour la température affichée.
Cette couleur est déterminée à partir des valeurs de f ( λ ) pour le rouge, le vert et le bleu. Le résultat est assez correct pour les
températures inférieures à 5000 K. Mais la représentation des couleurs par le système RVB rend très mal les brillances si le bleu
est dominant.

Ressources Configuration Aspiration A propos

Catégories

Mécanique

Electricité

Optique géométrique

Optique ondulatoire

Electronique

Cristallographie

Thermodynamique

Divers

Récréation

Accueil

Ludwig BOLTZMANN
(1844-1906)
Physicien autrichien

Max PLANCK (1858-1947)
Physicien allemand
Prix Nobel de physique en
1918

Configuration

Aspiration

A propos

Rayonnement du corps noir

 T (K) 5800

Définitions :
Dans un milieu non absorbant,on considère un faisceau de radiation émanant d'une source stable. Il transporte à chaque seconde
une certaine énergie E. La puissance correspondante P est le flux d'énergie du faisceau. Il s'exprime en watts (W).
Si la source est assez éloignée du point de mesure  pour qu'on puisse la considérer comme ponctuelle, le faisceau envoie sur une
petite surface dS vue de la source sous l'angle solide dΩ l'énergie dP. L'intensité I du faisceau est I = dP/dΩ. (watt par stéradian
W/sr).
Le quotient du flux reçu par la surface dS par cette surface est l'éclairement E = dP/dS
Dans le cas d'une source étendue, on considère une surface ds dont la normale fait l'angle α avec la direction moyenne du
faisceau. L'intensité de l'élément ds dans cette direction peut s'écrire sous la forme dI = L.ds.cos( α ).
L est la luminance totale de l'élément ds. (watts par stéradian et par mètre carré W/m2.sr).
Par exemple la luminance du Soleil sur la Terre est de l'ordre de 9.106 W/m2.sr
On peut aussi définir la luminance par unité de longueur d'onde dE / dλ qui correspond à l'énergie pour une longueur d'onde
donnée.

Corps noir :
Par définition un corps noir est un objet qui absorbe intégralement les radiations reçues. Une cavité fermée percée d'une très petite
ouverture constitue une réalisation pratique d'un corps noir. Les radiations qui entrent dans la cavité se réfléchissent sur les parois
et s'aborbent plus ou moins à chaque réflexion. L'énergie qui peut ressortir est négligeable.
Un corps noir en équilibre thermique émet d'énergie autant qu'il en reçoit.
Un four fermé et isolé thermiquement  constitue un corps noir en équilibre.

Rayonnement du corps noir :
Par des considérations purement thermodynamique, BOLTZMANN a montré que les luminances totale et par unité de longueur
d'onde était proportionnelles à la puissance quatrième de la température absolue. Pour aller plus loin, il faut faire des hypothèses
sur la nature des intéractions entre atomes et rayonnement. L'hypothèse d'échanges continus d'énergie entre les ondes et les
atomes conduit à la "catastrophe ultraviolette" : L diverge pour les très faibles valeurs de la longueur d'onde.
PLANCK à proposé en 1900 l'hypothèse des quanta (discrétisation des énergies) pour rendre compte des résultats expérimentaux
du corps noir. 

 Avec cette hypothèse, on montre (voir votre cours de thermodynamique préféré) que : 

Constante de Planck h = 6,624.10−34 J/s;  Constante de Boltzmann k = 1,3804.10−23 J/K.

On montre aussi (loi de Wien) que le maximum de dE / dλ se produit pour  λmax = 2,8977.10−3 / T

Utilisation :
Avec le slider ou la boite de saisie modifier la température du corps noir. Le programme trace la courbe dE / dλ = f ( λ ) qui
correspond à cette température et le spectre visible. 
Les traits bleus correspondent à la valeur maximum de f ( λ ) et à la valeur correspondante de la longueur d'onde. 
Attention, le programme effectue une mise à l'échelle automatique de la courbe. Ceci ne doit pas masquer la large dynamique du
phénomène.
Vérifiez la loi de déplacement de Wien : la valeur de la longueur d'onde qui correspond au maximum se déplace en raison inverse
de la température absolue.
Le cercle coloré est sensé avoir la couleur du corps noir pour la température affichée.
Cette couleur est déterminée à partir des valeurs de f ( λ ) pour le rouge, le vert et le bleu. Le résultat est assez correct pour les
températures inférieures à 5000 K. Mais la représentation des couleurs par le système RVB rend très mal les brillances si le bleu
est dominant.

Figure: Planck’s function in terms of the wavelength at temperatures
2900K (left) and 5800K (right). For a black body at 288K (Earth’s
mean temperature), most of the emitted radiation is infrared.

Source: ressources.univ-lemans.fr
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Radiation/Matter Interaction

There are (at least) 3 different processes

(a) Scattering Photons suddenly change direction, and sometimes
even frequency (for instance, Compton scattering, not considereed
here), due to collisions with electrons in the material;

(b) Absorption A photon is absorbed by one electron in the material,
which is excited to a higher energy level;

(c) Emission Conversely, an electron in the material can fall back to
a lower energy level and emit one photon
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Scattering

We shall mainly consider the two following scattering terms

ρκ̄sν

∫
S2

(Iν(t, ~x , ~ω′)− Iν(t, ~x , ~ω))d~ω
′

4π = ρκ̄sν(Jν(t, ~x)− Iν(t, ~x , ~ω))

(isotropic)

ρκ̄sν

∫
S2

3
16π (1 + (~ω · ~ω′)2)(Iν(t, ~x , ~ω′)− Iν(t, ~x , ~ω))d~ω′

(Rayleigh phase function)

Rayleigh scattering (by a dielectric sphere of polarizability α)

κ̄s,Rayleighν =
128π5α2ν4

3c2
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Absorption/Emission

Assume local thermodynamic equilibrium (LTE): at each point x ,
and for all time t, there exists a(n electronic) temperature T (t, x)
Absorption term

−ρσν(T (t, ~x))Iν(t, ~x , ~ω)

Emission term
ρσν(T (t, ~x))Bν(T (t, ~x))

where Bν is the Planck function and σν(T ) is the opacity of matter
at temperature T to radiation of frequency ν

Henceforth set

κ̄ν := σν + κ̄sν︸ ︷︷ ︸
absorption rate

, aν :=
κ̄sν

σν + κ̄sν︸ ︷︷ ︸
scattering albedo

∈ [0, 1]

F. Golse Radiative Transfer in Fluids 7/44



Opacity of a Boron Plasma at T = 40eV

Figure: Opacity of boron in terms of frequency (UV-X rays)
Source: Iglesias CA, Sonnad V, Wilson BG, Castor JI. High Energy
Density Physics 2009; 5:97-104.

F. Golse Radiative Transfer in Fluids 8/44



The (LTE) Radiative Transfer Equation

Kinetic equation for the radiative intensity

( 1c ∂t + ~ω · ∇~x)Iν + ρκ̄ν Iν︸ ︷︷ ︸
absorption

= ρκ̄ν(1− aν)Bν(T )︸ ︷︷ ︸
LTE reemission

+ ρκ̄νaνJν︸ ︷︷ ︸
scattering

mean radiative intensity Jν(t, ~x) := 1
4π

∫
S2

Iν(t, ~x , ~ω)d~ω

where
• ρ= background fluid density
• κ̄ν = total absorption rate
• [0,1]3aν = scattering albedo

Local Thermodynamic Equilibrium (LTE) relaxation to the Planck
function, analogous to a BGK model in the kinetic theory of gases
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Transmittance of Earth’s Atmosphere

Figure: Transmittance of Earth’s atmosphere in terms of the wavelength.
Source: commons.wikimedia.org/wiki/File:Atmosfaerisk spredning-ru.svg
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Coupling Radiation to the Fluid Energy Balance

Energy balance in an incompressible fluid with radiation

∂t

(
ρ(12 |~u|

2 + cVT ) + 4π
c

∫ ∞
0

Jνdν

)
︸ ︷︷ ︸

kinetic+internal+radiative energy

+∇~x · ((p − ρ~g · ~x)~u)

+∇~x ·
(
ρ~u(12 |~u|

2 + cVT ) +

∫ ∞
0

∫
S2
~ωIνd~ωdν

)
︸ ︷︷ ︸

kinetic+internal+radiative energy flux

= ∇~x(ρcPκT∇~xT ) +∇~x(µF (∇~xu + (∇~xu)T ) · ~u)

where
•cV , cP = specific heats
•κT = heat diffusivity
•µF = viscosity
•~g = gravitational field
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Coupling Radiation to the Fluid Momentum Balance

Momentum balance in an incompressible fluid with radiation

∂t

(
ρ~u + 1

c2

∫ ∞
0

∫
S2
~ωIνd~ωdν

)
︸ ︷︷ ︸

fluid momentum+radiation flux density

+∇~x · (ρ~u ⊗ ~u)

+∇~x ·
(
p+ 1

c

∫ ∞
0

∫
S2
~ω ⊗ ~ωIνd~ωdν

)
︸ ︷︷ ︸

fluid+radiation pressure

=∇~x · (µF (∇~x~u + (∇~x~u)T ))

+ρ~g − 1
c

∫ ∞
0

ρκ̄ν

∫
S2
~ωIνd~ωdν︸ ︷︷ ︸

momentum deposited in the fluid
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Neglecting O(1/c) Terms

In the momentum balance equality above, we neglect all the terms
(formally) of order 1/c :

∂t

(
ρ~u +

����������
1
c2

∫ ∞
0

∫
S2
~ωIνd~ωdν

)
+∇~x · (ρ~u ⊗ ~u)

+∇~x ·
(
p+

�����������
1
c

∫ ∞
0

∫
S2
~ω ⊗ ~ωIνd~ωdν

)
=∇~x · (µF (∇~x~u + (∇~x~u)T ))

+ρ~g −
������������
1
c

∫ ∞
0

ρκ̄ν

∫
S2
~ωIνd~ωdν

In other words, the contribution of radiation to the fluidmomentum
balance is considered negligible, but not the contribution of radiation
to the energy balance.
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Heat Equation

Substracting the kinetic energy balance leads to the heat equation

ρcV (∂t + ~u · ∇~x)T =4π
∫ ∞
0

ρκ̄ν(1− aν)(Jν − Bν(T ))dν

+∇~x · (ρcPκT∇~xT ) + 1
2µF |∇~x~u + (∇~x~u)T |2︸ ︷︷ ︸

viscous heating

Simplifying assumptions Henceforth assume
•that |~u| � 1 and neglect viscous heating
•the radiative intensity is quasi-static

1
c |∂t Iν(t, ~x , ~ω)| � 1

•the radiative intensity is slowly varying in the horizontal variables

~x = (x , y , z) and |∂x Iν(t, ~x , ~ω)|+ |∂y Iν(t, ~x , ~ω)| � 1

=⇒ stratified radiative transfer
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The Coupled Radiative Transfer+Heat Equations

With ~ω = (ωx , ωy , ωz), set

µ = ωz = cos θ and (ωx , ωy ) = sin θ(cosα, sinα)

and

Iν(t, ~x , µ) := 1
2π

∫ 2π

0
Iν(t, ~x , ~ω)dα =⇒ Jν(t, ~x) = 1

2

∫ 1

−1
Iν(t, ~x , µ)dµ

The coupled radiative transfer+temperature equation becomes(∂t + ~u · ∇~x)T − cP
cV
κT∆~xT = 4π

∫ ∞
0

κ̄ν
cV

(1−aν)(Jν−Bν(T ))dν

µ∂zIν + ρκ̄νIν = ρκ̄νaνJν + ρκ̄ν(1− aν)Bν(T )
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Radiation Heating of a Pool/Lake

Assume that (x , y) ∈ O (bounded domain in R2) and z ∈ (0,Z ),
and set Ω := O × (0,Z ).

Assume that ρ = Const., that ~u satisfies ∇~x · ~u = 0 is a solution of
the Navier-Stokes equations. Denoting κν = ρκ̄ν

~u · ∇~xT − cP
cV
κT∆~xT = 4π

ρcV

∫ ∞
0

κν(1− aν)(Jν − Bν(T ))dν

µ∂zIν + κνIν = κνaνJν + κν(1− aν)Bν(T )

Iν(0, µ)=µQ+
ν , Iν(Z ,−µ)=µQ−ν , 0 <µ< 1

∂T

∂n

∣∣
∂Ω

= 0 , ~u
∣∣
∂Ω

= 0
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Algorithm: Iteration on the Sources

(1) Data: Q±ν and

Sν(~x) := 1
2

∫ 1

0
µ(e−κνz/µQ+

ν (x , y) + e−κν(Z−z)/|µ|Q−ν (x , y))dµ

(2) Choose T 0(~x) and J0ν (~x) = Sν(~x) for all ~x ∈ Ω
(3) For all (x , y) ∈ O do

(a) for all 0 < z < Z and ν > 0, compute Jn(~x) by

Jnν (~x)=Sν(~x)+

∫ Z

0

κν
2 E1(κν |z−ζ|)(aνJ

n−1
ν +(1−aν)Bν(T n−1)))(x , y , ζ)dζ

(b) compute T n(~x) by solving~u · ∇~xT
n− cP

cV
κT∆~xT

n = 4π
ρcV

∫ ∞
0

κν(1−aν)(Jnν−Bν(T n))dν

∂T
∂n

∣∣
∂Ω

= 0

(4) end for; (5) return T
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Existence+Convergence

Notation for the exponential integral

E1(θ) :=

∫ ∞
θ

e−y

y
dy , C1(k) :=

∫ kZ/2

0
E1(θ)dθ

Thm A Assume 0 ≤ aν ≤ aM < 1 and 0 < κm ≤ κν ≤ κM , and
0 ≤ Q±ν ≤ Bν(TM), and set T 0(~x) = 0.
(a) One has

0 ≤ Sν = J0 ≤ J1 ≤ . . . ≤ Jnν ≤ Jn+1
ν ≤ Bν(TM)

0 = T 0 ≤ T 1 ≤ . . . ≤ T n ≤ T n+1 ≤ TM

(b) One has (Jnν ,T
n) → (Jν ,T ) solution of the radiative trans-

fer+heat equation system in the limit as n→∞

Pbms Convergence rate? Uniqueness of the solution?
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Uniqueness+Convergence Rate

Thm B Under the same assumptions as Thm A, and if

sup
ν>0

((1− aν)C1(κν)) + sup
ν>0

(aνC1(κν)) = γ < 1

(a) The algorithm above converges exponentially fast∫
Ω

∫ ∞
0

(|Jν − Jnν |+ κν(1−aν)|Bν(T )−Bν(T n)|)dνd~x

≤ γn|Ω|
1−γ (1 + 1

κm(1−aM) )
∫∞
0 κν(1−aν)Bν(TM)dν

(b) There exists at most one solution such that

0 ≤ T ∈ L∞(Ω) and Iν ≥ 0 a.e. on Ω× S2 × (0,∞)
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Solving the Heat Equation for T n

Consider

B(T ) :=
∫∞
0 κν(1− aν)Bν(T )dν , increasing on (0,+∞)

Lemma 1 For all R ∈ L6/5(Ω) there exists a weak solution of

(H) −λ∆~xT + ~u · ∇~xT + B(T+) = R , ∂T
∂n

∣∣
∂Ω

= 0

(1) If R ≥ 0 a.e. on Ω and |{~x ∈ Ω s.t. R(~x) > 0}| > 0, the
solution T of (H) is unique and T ≥ 0 a.e. on Ω;

(2) If R ′ ∈ L6/5(Ω) and R ′ ≥ R a.e. on Ω the weak solution T ′ of
(H) with r.h.s. R ′ satisfies T ≤ T ′ a.e. on Ω.
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Proof of Lemma 1

For all ε > 0, apply the Leray-Lions theorem [BSMF 1965] to the
(nonlinear) functional Aε : H1(Ω)→ H1(Ω)′ defined by the formula

〈AεT , φ〉 :=
∫

Ω(εTφ+∇~xT · (λ∇~xφ+ φu) + B(T+)φ)d~x

Since Bν is increasing for each ν > 0, the function B is increasing

〈AεT −AεT ′,T − T ′〉 = ε‖T − T ′‖2L2 + ‖∇~x(T − T ′)‖2L2

+

∫
Ω

(T − T ′)(B(T )− B(T ′))︸ ︷︷ ︸
≥0

d~x

Let ε→ 0, by Rellich and Banach-Alaoglu, find Tεn s.t. for p ∈ [1, 6)

‖Tε‖L2 =O( 1√
ε
) , Tεn,+→T+ in Lp(Ω) , ∇~xTεn⇀∇~xT in L2(Ω)

and pass to the limit in Aεn as εn → 0 �
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Bounds for the Milne-Schwarzschild Integral Equation

Lemma 2 The function

(0,+∞)3k 7→ C1(k)=

∫ kZ/2

0
E1(θ)dθ∈(0, 1) is increasing

and ∫ Z

0

∫ Z

0

1
2kE1(k |z−ζ|)|f (ζ)|dζdz ≤ C1(k)

∫ Z

0
|f (ζ)|dζ

Proof Since E1 is decreasing, by symmetric rearrangement

sup
0<ζ<Z

∫ Z

0
kE1(k |ζ−z |)dz = sup

0<ζ<Z

∫
R
kE1(k |ζ−z |)1[0,Z ](z)dz

≤
∫

R
kE1(k|z |) (1[0,Z ])

∗︸ ︷︷ ︸
=1

[− Z
2 ,

Z
2 ]

(z)dz =

∫ kZ/2

−kZ/2
E1(θ)dθ = 2C1(k)

�
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Monotonicity of Radiative Transfer (Mercier SIMA1987)

Notation for f ≡ f (ν) ∈ L1((0,∞)) and g ≡ g(µ) ∈ L1([−1, 1])

〈f 〉 :=

∫ ∞
0

f (ν)dν g̃ := 1
2

∫ 1

−1
g(µ)dµ ,

〈〈
h
〉〉

:= 〈h̃〉

Lemma 3 Let (Iν ,T ) and (I ′ν ,T
′) satisfy RT+heat equations; then

∂z
〈〈
µ(Iν − I ′ν)+

〉〉
+ ~u · ∇~x(T − T ′)+ − λ∆~x(T − T ′)1T>T ′

= −D1 − D2

where Iν is the average of Iν in (ωx , ωy ) and{
D1 =

〈〈
κν(1−aν)((Iν−I ′ν)−(Bν(T )−Bν(T ′)))(1Iν>I′ν−1T>T ′)

〉〉
≥0

D2 =
〈〈
κνaν((Iν − I ′ν)− (Jν − J ′ν))1Iν>I′ν

〉〉
≥ 0

NB in Lemma 3 we have set λ := ρCPκT
4π and replaced ~u with ρCV

4π ~u
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Proof of the Monotonicity Lemma
•Multiplying both sides of the RT equation by 1Iν>I′ν and integrating
the resulting expressions in µ and ν, and both sides of the heat
equation by 1T>T ′ leads to

∂z
〈〈
µ(Iν − I ′ν)+

〉〉
+ ~u · ∇~x(T − T ′)+ − λ∆~x(T − T ′)1T>T ′

= −D1 − D2

•Since ˜(Iν − I ′ν) = (Jν − J ′ν) and 1Jν>J′ν is independent of µ

D2 =
〈〈
κνaν((Iν − I ′ν)− (Jν − J ′ν))(1Iν>I′ν − 1Jν>J′ν )

〉〉
Since z 7→ 1z>0 is nondecreasing, one has

(a− b)(1a>0 − 1b>0) ≥ 0

so that

((Iν − I ′ν)− (Jν − J ′ν))(1Iν>I′ν − 1Jν>J′ν ) ≥ 0 =⇒ D2 ≥ 0

F. Golse Radiative Transfer in Fluids 24/44



•Since T 7→ Bν(T ) is increasing on (0,+∞) for all ν > 0, one has

1T>T ′ = 1Bν(T )>Bν(T ′) is independent of µ, ν

Since z 7→ 1z>0 is nondecreasing,

((Iν−I ′ν)−(Bν(T )−Bν(T ′)))(1Iν>I′ν−1T>T ′)

= ((Iν−I ′ν)−(Bν(T )−Bν(T ′)))(1Iν>I′ν−1Bν(T )>Bν(T ′)) ≥ 0

This implies that
D1 ≥ 0
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NUMERICAL SIMULATIONS
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The Absorption Coefficient κν
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Figure: Absorption κ0
ν read from Gemini measurements. Set enhanced

absorption: κ1
ν > κ0

ν in the infrared range 2− 3µm and κ2
ν > κ0

ν in the
range 8− 14µm. The × marks are the 487 grid points for the ν-integrals.
Enhanced high values are truncated at κ = 1.5.
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Case 1: No Fluid Coupling (~u = 0 and κT = 0)
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Figure: Computed mean radiation intensities Jν(0) at the ground level
for κ0

ν , κ1
ν , κ2

ν without scattering and for κ0
ν with isotropic scattering at

altitude 6-9km and Rayleigh phase function above 9km, with scattering
albedo aν = α = 1
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Figure: Computed mean radiation intensities Jν(Z ) at the top of the
troposphere for κ0

ν , κ1
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ν without scattering and for κ0
ν with isotropic

scattering at altitude 6-9km and Rayleigh phase function above 9km,
with scattering albedo aν = α = 1
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Towards a Mathematical Explanation of Case no. 1?

Fact
Increasing κν in frequency ranges corresponding to greenhouse gases
in the RT equation does not lead to an enhanced greenhouse effect
Milne Pbm
µ∂z I

ε
ν + σεν(I εν − bν(Φε)) + λ(I εν − Ĩ εν) = 0 , z , ν > 0 , |µ| < 1

〈σεν(Ĩ εν − bν(Φε))〉 = 0

I εν(0, µ) = I bν (µ) , 0 <µ< 1

with the notation

Φ :=

∫ ∞
0

Bν(T )dν = ΣR
π T 4 , bν(Φ) := Bν(T )

and

φ̃ := 1
2

∫ 1

−1
φ(µ)dµ , 〈ψ〉 :=

∫ ∞
0

ψ(ν)dν

F. Golse Radiative Transfer in Fluids 31/44



Enhancing Absorption in some Frequency Range

For σ > 0 constant, set

σεν := σ + εδσν > 0 , with δσν := σ1νm<ν<νM

Consider the total radiative intensity (integrated over frequencies)

uε(z , µ) := 〈I εν(z , µ)〉

Case ε = 0. This is the grey case” (σ independent of ν). One easily
checks that u0 is the solution of the linear Milne problem{

µ∂zu
0(z , µ) + (σ + λ)(u0(z , µ)− ũ0(z)) = 0 , z > 0

u(0, µ) = 〈I bν 〉 , µ∈(0, 1)

Once ũ0 is known, recover I 0ν by solving explicitly{
µ∂z I

0
ν + (σ + λ)I 0ν − λĨ 0ν = σbν(Φ0) = σbν(ũ0) , z , ν > 0

I εν(0, µ) = I bν (µ) , µ ∈ (0, 1)
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Effect of the Perturbation of the Absorption Coefficient

Seek to compute

I ′ν(z , µ) := ∂I εν(z,µ)
∂ε

∣∣∣
ε=0

, Φ′(z) := ∂Φε(z)
∂ε

∣∣∣
ε=0

and
u′(z , µ) := ∂uε(z,µ)

∂ε

∣∣∣
ε=0

=〈I ′ν(z , µ)〉

Differentiate in ε both sides of the RT equations at ε = 0:

µ∂z I
′
ν + σ(I ′ν − ḃν(Φ0)Φ′) + λ(I ′ν − Ĩ ′ν) + δσν(I 0ν − bν(Φ0)) = 0

σ〈Ĩ ′ν〉 − σ 〈ḃν(Φ0)〉︸ ︷︷ ︸
=1

Φ′ + 〈δσν(Ĩ 0ν − bν(Φ0))〉 = 0
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Integrating in ν both sides of the first equality leads to
µ∂zu

′(z , µ)+(σ+λ)(u′(z , µ)−ũ′(z))

=−〈δσν(I 0ν (z , µ)− Ĩ 0ν (z))〉 , z > 0 , |µ| < 1 ,

u′(0, µ) = 0 , 0 < µ < 1 ,

and recast the second equality as

Φ′(z) =ũ′(z) + 1
σ 〈δσν(Ĩ 0ν (z)− bν(Φ0(z)))〉

=ũ′(z) + 1
σ 〈δσν(Ĩ 0ν (z)− bν(ũ0(z)))〉
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A (Plausible?) Scenario

Start from the formula

Φ′(z) = ũ′(z)︸ ︷︷ ︸
=A

+ 1
σ 〈δσν(Ĩ 0ν (z)− bν(ũ0(z)))〉︸ ︷︷ ︸

=B

(1) Unless ũ0 is a constant, one has Ĩ 0ν (z) 6= bν(ũ0(z)) and

〈Ĩ 0ν 〉 = ũ0 = 〈bν(ũ0)〉 =⇒ 〈(Ĩ 0ν (z)− bν(ũ0(z)))〉 = 0

Therefore the sign of the function ν 7→ Ĩ 0ν (z) − bν(ũ0(z)) must
change as ν runs through (0,+∞), and one can find two different
frequency intervals (νm, νM) and (ν ′m, ν

′
M) such that

〈1νm<ν<νM︸ ︷︷ ︸
= 1
σ
δσν

(Ĩ 0ν (z)− bν(ũ0(z)))〉〈1ν′m<ν<ν′M︸ ︷︷ ︸
= 1
σ
δσ′ν

(Ĩ 0ν (z)− bν(ũ0(z)))〉 < 0
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(2) By uniqueness+stability for the half-space problem for u′(z , µ):

I 0ν ' Ĩ 0ν =⇒ |u′(z , µ)| ' 0

If λ� σ = O(1), one expects that

|I 0ν (z , µ)− Ĩ 0ν (z)| � |Ĩ 0ν (z)− bν(ũ0(z))| > 0

(This remains to be rigorously checked). If so

|A| � |B| =⇒ sign(Φ′(z)) = sign(B)

Conclusion depending on the sign of the unperturbed solution
(grey case, explicitly computable by Wiener-Hopf techniques) on the
support of the variation of opacity, the term B in the temperature
variation satisfies

B > 0 or B < 0 =⇒ Φ′(z) > 0 or Φ′(z) < 0
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Case 2: Heating of a Pool (2D, ~u = 0)
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Figure: Left: Convergence of the sequence T n. Right: Color map of
T (x , z) at iteration 10.

Double iteration loop; inner loop of 3 iterations to resolve the T 4

nonlinearity in the heat equation (coming from the Stefan-Boltzmann
law if κ and a are both independent of ν)
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Case 3: Heating of a Pool (3D, constant wind)

Figure: Velocity field and temperature. Wind velocity (10, 0)T , velocity
field solution of Navier-Stokes. Temperature given at the bottom.
Solution of the heat equation computed by a time-marching algorithm
based on the formula of characteristics for the drift + a quasi-Newton
method for a variational formulation of temperature diffusion.
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Case 4: Lake Geneva (3D, potential flow)

Set ~u = ∇~xp, where ∆~xp = 0 with Dirichlet conditions for p on
the red part of the boundary (inlet and outlet of the Rhône) and
∂np = 0 elsewhere. FEM P1 method with 33810 tetrahedra, and
1287 triangles on the surface.

Figure: Left: velocity vectors and pressure isolines at the surface of the
lake. Right: isolines of the surface temperature.
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Figure: Top: perspective view of a 3D color map of the temperature on
the side of the lake past a middle vertical plane. Bottom: perspective
view showing some temperature level surfaces inside the lake.

Discretization of Lake Geneva: F. Hecht (New Developments in
FreeFem++ J. Numer. Math. 2012)
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Case 5: Planetary Atmosphere Heated by the Sun

Figure: Temperature in the atmosphere of a planet heated by the Sun.
Thermal diffusion propagates heat in unlit regions, with or without the
presence of a counterclockwise rotating wind. (Aspect ratio enlarged.)
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Figure: Temperature in the atmosphere of a planet heated by the Sun on
the right with (right) and without (left) almost counterclockwise rotating
wind (the axis of rotation is not perpendicular to the figure).

Wind velocity=rotating Poiseuille flow, axis6=direction of the Sun
RT boundary condition: with Q deduced from QSun =1300W /m2

Iν(Z ,−µ) = 0 and Iν(0, µ) = QµBν(TSun) , 0 < µ < 1
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Conclusions

•Existence for the radiative transfer equation with frequency depen-
dence coupled with incompressible Navier-Stokes-Fourier system
•Monotonicity structure of RT discovered by Mercier (SIMA1987)
adapted to this setting leading to uniqueness and exponential con-
vergence of an algorithm based on iteration on the sources
•Fast numerical simulations in the case of stratified RT (integral
equation for the angle averaged radiative intensity) coupled with the
fluid equations solved with FreeFEM https://freefem.org
•Extension to Rayleigh’s phase function (scattering kernel)

p(~ω, ~ω′) = 3
16π (1 + (~ω · ~ω′)2)

•Increasing κν in frequency ranges corresponding to greenhouse gases
in the RT equation alone seems insufficient to explain the enhance-
ment of greenhouse effect
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