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Espaces fonctionnels

Définition On désigne par Vσ l’espace des champs de vecteurs de divergence

nulle dont les composantes sont dans H1
0(Ωϕ). L’adhérence de Vσ

dans L2(Ωφ) sera notée H.
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La notion de solution

Definition Nous dirons que u est une solution turbulente du système de

Navier-Stokes-Coriolis sur R+×Ωϕ associée à la donnée initiale u0 dans H si

et seulement si u appartient à

C(R+;V ′σ) ∩ L∞loc(R
+;H) ∩ L2

loc(R
+;Vσ)

et pour toute fonction Ψ in C1(R+;Vσ), u satisfait∫
Ωϕ

(uε ·Ψ)(t, x) dx+ εβ
∫ t

0

∫
Ωϕ

(
∇uε : ∇Ψ− uε ⊗ uε : ∇Ψ− uε · ∂tΨ

)
(t′, x) dxdt′

+
1

ε

∫ t
0

∫
Ωϕ

(
ez ∧ uε) ·Ψ

)
(t′, x)dt′dx =

∫
Ωϕ

u0(x) ·Ψ(0, x) dx

avec

∇u : ∇Ψ =
3∑

j,k=1

∂ju
k∂jΨ

k et u⊗ u : ∇Ψ =
3∑

j,k=1

ujuk∂jΨ
k.

Lyon, 3 février 2023 3



Navier-Stokes-Coriolis axisymétrique

U =
(
ur, uθ, uz

)
avec u(xh, z) = ur(r, z)

x

r
+ uθ(t, r)

x⊥

r
+ uz(t, r)ez. Le

système (NSCε) s’écrit alors

(NSCr,ε)



∂tu
r
ε − εβ

(
∆r + ∂2

z

)
urε + ur∂ru

r
ε −

(uθ)2

r
+ uz

ε∂zu
r
ε −

1

ε
uθε = −

1

ε
∂rπε

∂tu
θ
ε − εβ

(
∆r + ∂2

z

)
uθε + ur∂ru

θ
ε +

uθεu
r
ε

r
+ uz∂zu

θ
ε +

1

ε
urε = 0

∂tu
z
ε − εβ

(
∆p + ∂2

z

)
uz
ε + ur∂ruz

ε + uz
ε∂zu

z
ε = −∂zπε

divr Uε = ∂̃ru
r + ∂zu

z , Uε|∂Ω = 0 et Uε|t=0 =
(
0, uθ0,0)

où

(∆pg)(r)
déf
=

g′(r)

r
+ g′′(r) , ∆rf(r, z)

def
= (∆pg)(r)−

f(r, z)

r2
et ∂̃r

déf
=

1

r
+ ∂r.
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Stokes-Coriolis axisymétrique

Le système (SCε) axisymétrique s’écrit

(NSCr,ε)



∂tu
r
ε − εβ

(
∆r + ∂2

z

)
urε −

1

ε
uθε = −

1

ε
∂rπε

∂tu
θ
ε − εβ

(
∆r + ∂2

z

)
uθε +

1

ε
urε = 0

∂tu
z
ε − εβ

(
∆p + ∂2

z

)
uz
ε = −

∂zπε

ε

divr Uε = ∂̃ru
r + ∂zu

z , Uε|∂Ω = 0 et Uε|t=0 =
(
0, uθ0,0).
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Forme de la solution approximée

On cherche la solution approximée sous la forme

(0, uθ(t, r),0) + Usurf
0,BL + U fond

0,BL + εU1,int + εUsurf
1,BL + εU fond

1,BL + · · ·

pour le champ de vecteur U , et pour la pression sous la forme

P0,int + P surf
0,BL + P fond

0,BL + εP surf
1,int + εP surf

1,BL + εP fond
1,BL + · · ·

— L’indice int désigne des fonctions of (xh, z)

— Pour une fonction fsurf(t, r, ζ) rapidement décroissante en −∞,

fsurf
BL (t, r, z)

déf
= f

(
t, r,

z√
E

)
,

— Pour une fonction f fond(t, r, ζ) rapidement décroissante en −∞,

f fond
BL (t, r, z)

déf
= f

(
t, r,−

z + φ(r)

δ(r)
√
E

)
où δ(r) est à déterminer.
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Construction de la couche limite d’ordre 1 à la surface

Le système (SCε) exige que −
1

ε2
√

2β

(
∂ζP

surf
0

)
BL

= 0 ce qui implique

que P surf
0 ≡ 0. Le calcul des termes d’ordre ε−1 in (SCε) implique que

−
1

2
∂2
ζ U

r,surf
0 − Uθ,surf

0 = 0

−
1

2
∂2
ζ U

θ,surf
0 + U

r,surf
0 = 0

−
1

2
∂2
ζ U

z,surf
0 = −

1
√

2β
∂ζP

surf
1

−
1
√

2β
∂ζU

z,surf
0 = 0 .

On a U
z,surf
0 ≡ 0 et P surf

1 ≡ 0 et donc


−

1

2
∂2
ζ U

r,surf
0 − Uθ,surf

0 = 0

−
1

2
∂2
ζ U

θ,surf
0 + U

r,surf
0 = 0 .
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Système vérifié de la couche limite d’ordre 1 au fond

Le calcul des termes d’ordre ε−1 dans le système (SCε) assure que

(CLfond)



−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

r,fond
0 − Uθ,fond

0 =
φ′

δ
√

2β
∂ζP

fond
1

−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

θ,fond
0 + U

r,fond
0 = 0

−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

z,fond
0 =

1

δ
√

2β
∂ζP

fond
1

−
φ′

δ
√

2β
∂ζU

r,fond
0 −

1

δ
√

2β
∂ζU

z,fond
0 = 0 .
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Comparaison des systèmes à la surface et au fond



−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

r,fond
0 − Uθ,fond

0 =
φ′

δ
√

2β
∂ζP

fond
1

−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

θ,fond
0 + U

r,fond
0 = 0

−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

z,fond
0 =

1

δ
√

2β
∂ζP

fond
1

−
φ′

δ
√

2β
∂ζU

r,fond
0 −

1

δ
√

2β
∂ζU

z,fond
0 = 0 .



−
1

2
∂2
ζ U

r,surf
0 − Uθ,surf

0 = 0

−
1

2
∂2
ζ U

θ,surf
0 + U

r,surf
0 = 0

−
1

2
∂2
ζ U

z,surf
0 = −

1
√

2β
∂ζP

surf
1

−
1
√

2β
∂ζU

z,surf
0 = 0 .
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Résolution du système (CLfond)

Le système (CLfond) devient

−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

r,fond
0 − Uθ,fond

0 =
φ′

δ
√

2β
∂ζP

fond
1

−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

θ,fond
0 + U

r,fond
0 = 0

−
1 + φ′2

2δ2
∂ζU

z,fond
0 =

1

δ
√

2β
P fond

1

−
φ′

δ
√

2β
U

r,fond
0 −

1

δ
√

2β
U

z,fond
0 = 0 .

puis

(SCLfond)


−

(1 + φ′2)2

2δ2
∂2
ζ U

r,fond
0 − Uθ,fond

0 = 0

−
1 + φ′2

2δ2
∂2
ζ U

θ,fond
0 + U

r,fond
0 = 0 .
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Suite de la résolution du système (CLfond)

En posant a = 1 + φ′2, on doit avoir

∂4
ζ U

θ,fond
0 = −

4δ4

a3
U
θ,fond
0 .

La fonction U fond
0 doit être de la forme v(r)g(ζ), ce qui implique que

δ4 = a3 i.e. δ = (1 + φ′2)
3
4.

Les solutions de f(4) = −4f sont de la forme

f(ζ) =
∑
±
e±ζ

(
A± cos ζ +B± sin ζ

)
avec

lim
ζ→−∞

f = 0 , ∂2
ζ U

θ,fond
0 (0) = 0 et U

θ,fond
0 (t, r, ζ) = −uθ(t, r).

ce qui donne

U fond
0 (t, r, ζ) = −uθeζ

−δ
−2

3 sin ζ
cos ζ

φ′δ−
2
3 sin ζ


Lyon, 3 février 2023 11



Les couches limites de taille 1

Nous avons donc finalement

Usurf
0,BL = −uθe

z√
E


− sin

(
z√
E

)

cos

(
z√
E

)
0

 et U fond
0,BL = −uθe−

z+φ

δ
√
E



δ−
2
3 sin

(
z + φ

δ
√
E

)

cos

(
z + φ

δ
√
E

)

−φ′δ−
2
3 sin

(
z + φ

δ
√
E

)


·
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Valeur au bord des couches limites de taille 1

La valeur au bord de U + Usurf
0,BL + U fond

0,BL est donnée par

(
U + Usurf

0,BL + U fond
0,BL

)
z=0

= −uθ(t, r)e−
φ(r)
δ
√
E



δ−
2
3 sin

(
φ(r)

δ
√
E

)

cos

(
φ(r)

δ
√
E

)

−φ′δ−
2
3 sin

(
φ(r)

δ
√
E

)


et

(
U + Usurf

0,BL + U fond
0,BL

)
z=−φ(r)

= −uθ(t, r)e−
φ(r)
δ
√
E


sin

(
φ(r)√
E

)

cos

(
φ(r)√
E

)
0

 .
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Divergence à l’ordre 1 pour la couche limite à la surface

La nullité de la divergence à l’ordre 1 est assurée par

∂̃rU
r,surf
0 +

1
√

2β
∂ζU

z,surf
1 = 0.

Comme Usurf
1 doit tendre vers 0 en −∞, on trouve

U
z,surf
1 =

1

2

√
2β∂̃ru

θeζ
(
cos ζ − sin ζ

)
.
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Divergence à l’ordre 1 pour la couche limite au fond

∂̃rU
r,fond
0 −

δ′

δ
ζ∂ζU

r,fond
0 −

1

δ
√

2β
∂ζ

(
U

z,fond
1 + φ′U r,fond

1

)
= 0

À mettre en regard avec

∂̃rU
surf
0 +

1
√

2β
∂ζU

z,surf
1 = 0.

∂ζ
(
U

z,fond
1 + φ′U r,fond

1

)
= δ

√
2β
(
∂̃r +

δ′

δ

)
U

r,fond
0 −

√
2βδ′∂ζ

(
ζU

r,fond
0

)
.

Par définition de U
r,fond
0 ,

∂ζ
(
U

z,fond
1 +φ′U r,fond

1

)
= δ

√
2β
(
∂̃r +

δ′

δ

)(
δ−

2
3uθ(t, r)

)
eζ sin ζ −

√
2βδ′∂ζ

(
ζU

r,fond
0

)
.

U
z,fond
1 + φ′U r,fond

1 = −
√

2β

2
δ

(
∂̃r +

δ′

δ

)(
δ−

2
3uθ(t, r)

)
eζ(cos ζ − sin ζ)

−
√

2βδ′ζU r,fond
0 .
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Divergence à l’ordre 1 pour la couche limite au fond (suite)

En observant que

δ

(
∂̃r +

δ′

δ

)(
δ−

2
3uθ(t, r)

)
= ∂̃r

(
δ

1
3uθ(t, r)

)
,

on trouve que

U
z,fond
1 + φ′U r,fond

1 = −
√

2β

2
∂̃r
(
δ

1
3uθ(t, r)

)
eζ(cos ζ − sin ζ)−

√
2βδ′ζU r,fond

0 .

ce qui peut s’écrire

U fond
1 (t, r, ζ) = eζ(cos ζ − sin ζ)

U
r,fond
1 (t, r,0)

0

U
z,fond
1 (t, r,0)

+
√

2β
δ′

δ
2
3

uθ(t, r)ζeζ sin ζ

0
0
1


avec U

z,fond
1 (t, r,0) + φ′(r)U r,fond

1 (t, r,0) = −
√

2β

2
∂̃r
(
δ

1
3uθ(t, r)

)
.
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Termes d’ordre 1 à l’intérieur

U
z,surf
1 (t, r,0) =

1

2

√
2β∂̃ru

θ(t, r) et

U
z,fond
1 (t, r,0) + φ′U r,fond

1 (t, r,0) = −
1

2

√
2β∂̃r

(
δ

1
3uθ(t, r)

)
.

On introduit

u1,int(t, r, z) =

 a(t, r)
0

b(t, r)− z∂̃ra(t, r)

 .
avec les conditions

b(t, r) = −
1

2

√
2β∂̃ru

θ(t, r) et

−
1

2

√
2β∂̃ru

θ(t, r) + φ(r)∂̃ra(t, r) + φ′(r)a(t, r) =
1

2

√
2β∂̃r

(
δ

1
3uθ(t, r)

)
On en déduit

a(t, r) =
1

2φ(r)

√
2β
(
δ

1
3 + 1

)
uθ(t, r).
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Le terme de pompage d’Ekman modulé

Posons

βφ(r) = β

(
1 + 4

√
1 + φ′2(r)

2φ(r)

)2

·

Le terme d’ordre 1 à l’intérieur impose

∂tu
θ(t, r) +

√
2βφ(r)uθ(t, r) = 0

ce qui se traduit par

uθ(t, r) = exp
(
−t
√

2βφ
) 0

uθ0(r)
0

 et

u1,int(t, r, z) =


√

2βφ u
θ

0

−
1

2

√
2β∂̃ru

θ − z∂̃r
(√

2βφ u
θ
)
 .

Lyon, 3 février 2023 18



La couche limite près de la côte ?

(
U + Usurf

0,BL + U fond
0,BL

)
z=0

= −uθ(t, r)e−
φ(r)
δ
√
E



δ−
2
3 sin

(
φ(r)

δ
√
E

)

cos

(
φ(r)

δ
√
E

)

−φ′δ−
2
3 sin

(
φ(r)

δ
√
E

)


et

(
U + Usurf

0,BL + U fond
0,BL

)
z=−φ(r)

= −uθ(t, r)e−
φ(r)
δ
√
E


sin

(
φ(r)√
E

)

cos

(
φ(r)√
E

)
0

 .

Ces termes ne sont pas petit lorsque r − r0, donc φ(r) est petit . . .
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Merci de votre attention
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