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Exercice 1 (Questions de cours)

1. Tout polynéme non constant de C[X| possede au moins une racine.

2. Soit dim F' = dim F' = n, by = (ey, ..., e,) une base de E et bp = (f1,..., fn) une base de
F'. Une application linéaire est entierement déterminée par I'image des vecteurs de base.
Soit ¢ € L(E, F') lapplication linéaire telle que ¢(e;) = b; pour tout i € {1,...,n}. Comme
¢ transforme la base bg en la base bp, on a Ml? If (¢) = I, et ¢ est un isomorphisme.

1 1 1 0
=(o1)e-(i 1)
2 1 11
a2 ) ()

4. Soit ¥ un K— espace vectoriel de dimension finie et F' un K— espace vectoriel quelconque.
Soit f une application linéaire de F dans F'.

3. On pose

On trouve

(a) Imf est isomorphe & tout supplémentaire de Kerf dans E.
(b) dimKerf + dimImf = dim E.

Exercice 2 (Groupes) Soient a,a’ € R* et b0’ € R. Pour tout = € R,
fap(farp () = aldz+ V) +b=ad'z+ ab +b.
Comme aa’ € R* et ab’ +b € R, on a donc
fap o farpy = faa'abr+b € G. (1)

On en déduit que

1. La loi o est interne dans G.

2. La loi o est associative puisque la loi de composition d’applications ’est.

3. idg = f1 0 est élément neutre.

4. Si fap € G, on voit grace a (1) que f1/, _p/, est Uinverse de fq .



Exercice 3 (Dimension des espaces vectoriels)

1. Comme {u,v} engendre F et u est non nul, on a 1 < dim F < 2. De plus, dim F' = 1 ssi il
existe a € R tel que au = v. Or

au=v <= (a=tetat=1et —a=1). (2)
Sit = —1, alors @« = —1 est solution de (2) et dim F' = 1. Sinon le systéme n’a pas de
solution. En effet dans ce cas, la troisieme équation de (2) donne o« = —1, alors que la

premiere donne o =t # —1. Dans ce cas on a alors dim F' = 2.
2. Il y a deux cas de figure :

(a) we F. Dans ce cas dim(F N G) =dimG = 1.
(b) w ¢ F. Dans ce cas dim(F N G) = dim{0Ogs } = 0.

On a
weF & da,feER au+pfv=w
a+tf=1 a+ts=1
& Ja,fERS ta+pf=1 ©3IJa,FeR 1 -12)B=1—1t
On distingue trois cas :
(a) t = —1. Dans ce cas le systéme n’a pas de solution et on a dim(F N G) = 0.

(b) t=1. Alors a =0 et 8 =1 est une solution et dim(F' N G) = 1.
1
T+¢°

B = 1%% Le systeme n’a alors pas de solution et dim(# NG) = 0.

(c) t2 # 1. Alors la deuxieme ligne donne 3 = alors que la troisieme ligne donne

Exercice 4 (Applications linéaires et matrices associées)

1. Comme dimR3 = 3, il suffit de montrer que Uy, Us, Us sont linéairement indépendants.
Soient «, 8,7 € R.

1 1 0 « 0 1 1 0 « 0
alUy+pUy+~Us = Ops < 1 1 1 I3 = 0]« 0 0 1 154 = 0
1 0 1 ¥ 0 0 -1 1 vy 0

En considérant dans l'ordre les lignes 2, 3, 1, on voit que ce systéme ne possede que la
solution nulle, ce qui conclut.

2. On trouve fa(Ur) = Ur, fa(Uz) = —Us, fa(Us) = Ops.

3. On a donc
1 0 0
A=10 -1 0
0 0 O
4. La matrice échelonnée A’ représente A dans la base ¥’ donc rangfs = 2. D’apres le

théoreme du rang, dimKerfs = 1.



5. Les colonnes de P sont les vecteurs colonnes de Uy, Us, Us dans la base b. Comme b est
la base canonique, ce sont Uy, Us, Us.

1 1 0
P=1111
1 0 1
6. L’algorithme de Gauss montre que
T Y1 1 1 0 T Y1
Pl x| =1 1 A 0 0 1 vy | = v2—m
3 Y3 0 -1 1 x3 Y3 — 1
r1=—T2+
And T3 =Y2— N
—T2 = —T3+Y3— Y1
Ty = -T2+
= T2 =2x3+tY1 —Y3
T3 = —Y1+ Y2
T1=Y1—Y2+ys3
A T2 =Y2—Y3
T3 = —Y1+ Y2
On trouve donc
1 -1 1
pl= 1 -1
-1 1 0
7. On a
1 -1 1 1 -2 2 1 1 0 1 0 O
PlAP = 0o 1 -1 1 =2 2 111 ]=10-10
-1 1 0 1 -1 1 1 01 0 0 O
8. Notons X’ = P71X et 2}, 2}, x4 les composantes de X’. Alors
0 0 1
AX = 0 | e PMAP) P X)=P ' 0 |cAX = -1 |,
1 1 0
1 0 0 x 1 ,
s [0 -1 0 a2 | = -1 @{;”,111
0 0 0 xh 0 2 ’

Les solutions sont donc les vecteurs X de la forme

1 10 1 2
X=1111 1 | = 2+a% |, avec 25 € R.
1 01 z 1+

L’ensemble des solutions est alors S = (2,2, 1) 4+ Vect(0,1,1).



Exercice 5 (Projecteurs)

1. 11 suffit de montrer que ¢> =¢. On a
¢ =(Idg—p)o(ldg —p) =Idg —2p+p° =Idp —p=gq.

2. (a) Montrons que Kerq = Imp. Si z € Kerg, alors g(z) = Ogs donc x = p(z) € Imp.
Réciproquement, si y € Imp, il existe 2 € R3 tel que y = p(x), ce qui entraine
q(y) = p(x) — p*(z) = p(z) — p(x) = Ops, d'olt y € Kerg.
(b) On a Img = Kerp. Sachant que ¢ est une projection, on peut inverser les roles de p
et de ¢ (p = Idg — q) et utiliser (a).

3. Soit (z,y,2) € R3. Comme (x,y,2) = (z,y,0) + (0,0, z) avec (x,,0) € F et (0,0, 2) € G,

on a p((z,y,2)) = (z,9,0) et ¢((z,y,2)) = (2,y,2) — (2,9,0) = (0,0,2). Ainsi, ¢ est la
projection sur G parallelement a F.



