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Chapitre 1

Rappels de calcul différentiel dans
I’espace euclidien

1.1 Vecteurs tangents

Définition 1.1.1 Un vecteur tangent v, a R™ est un couple de deux points de R" : sa partie
vectorielle et son point de base.

Définition 1.1.2 Soit p un point de R"™. L’ensemble T,(R™) est l’ensemble de tous les vec-
teurs qui ont p comme point de base et il est appelé espace tangent de R™ au point p.

Définition 1.1.3 Un champ de vecteurs sur R™ est une fonction qui associe & tout point p
de R3 un vecteur tangent & R™ au point p.

Définition 1.1.4

Ui(p) = (1,0,0,...,0)p,
Us(p) = (0,1,0,...,0)p,

On appelle Uy,Us, , .., U, le champ de repére naturel.

Lemme 1.1.1 Pour tout champ de vecteurs V il existe des fonctions réelles vy, ..., v, telles
que
V =vUp +vUy + ... + v,U,.

Les fonctions v; sont appelées les fonctions de coordonnées euclidiennes.
1.2 Dérivées directionnelles

Définition 1.2.1 Soit f une fonction différentiable réelle sur R™, et soit v, un vecteur tan-
gent a R™. Alors le nombre

vplf] = %(f(p + tv)) =0
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6CHAPITRE 1. RAPPELS DE CALCUL DIFFERENTIEL DANS L’ESPACE EUCLIDIEN

est appelé la dérivée de f par rapport a vp.

Lemme 1.2.1 Si v, = (v, v, .., Uy)p, alors

Extension & des champs de vecteurs. Si V' est un champ de vecteur et f : R™ — R une fonction
C1 & valeurs réelles, alors V[f] : R® — R est une fonction & valeurs réelles.

Reégles de calcul
Soit V et W des champs de vecteurs sur R™ et f, g, h des fonctions réelles. Alors
i) (fV +gW)[h] = fVI[h] 4+ gW[h].

ii) Viaf + bg] = aV[f] + bV [g] pour tous nombres réels a, b.

i) V[fg] = VIflg+ fVigl-

1.3 Courbes dans R"

Définition 1.3.1 Une courbe est une fonction différentiable o : I — R™, ou I est un inter-

valle ouvert.

Définition 1.3.2 Soit a : I — R™ une courbe dans R™ avec o = (aq, g, ..., ). Pour tout
t € I, le vecteur vitesse de a est le vecteur tangent

doq da day,
14y — -n
o (t) - < dt (t)v dt T dt ) |a(t)

au point a(t) de R™.

J
«lt)

\-\

Définition 1.3.3 Soit a : R™ — R une courbe. Si h : J — I est une fonction différentiable
sur un intervalle ouvert J, alors la fonction composée

B=a(h):J—=R"

est une courbe qu’on appelle une reparamétrisation de .
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Lemme 1.3.1 Soit o est une courbe dans R™ et f une fonction différentiable sur R™. Alors

d(f(a))

o' (0)1) = 2

(t)-

Preuve

1.4 1-formes

Définition 1.4.1 Une 1— forme ¢ sur R™ est une fonction a valeurs réelles sur ’ensemble
des vecteurs tangents de R™ qui est linéaire a chaque point, c.a.d.

dpavp + bwp) = agy(vp) + bop(wp)
pour tous a,b réels et vecteurs tangents vy, w, au méme point p.
Note que ¢, : Tp(R™) — R est linéaire. A tout point p, ¢, est un élément de I’espace dual de

T,,(R™) (on note cet espace TyR"). On définit I’addition et la multiplication par des fonctions
réelles par

(¢ +¥)(v) = ¢(v) +¢P(v),
(f¢)(vp) = f(P)¢(vp).

Définition 1.4.2 Si f est une fonction différentiable sur R™, la différentielle de f est la 1—
forme telle que

df (vp) = vplf] pour tous les vecteurs tangents vp.

Exemple 1.4.1 Les différentielles des fonctions de coordonnées naturelles dx1, dzs, ..., dx.,.
Grace au Lemme 1.2.1 on a

dzi(vp) = vplai] = Vi, P) = > i = vi.
J

J=1 J=1

Lemme 1.4.1 Si¢ est une 1— forme sur R™, alors ¢ = > ¢idx;, ot ¢; = ¢(U;). Les fonctions
¢; sont appelées les fonctions de coordonnées euclidiennes de ¢. Si les ¢; sont différentiables,
alors on parle d’une 1— forme différentielle.

Regles de calcul

0
df = Z (%idxi,
d(f +g) = df +dg,
d(fg) = gdf + fdg,
d(h(f)) = I (f)df.
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1.5 Formes différentielles

Définition 1.5.1 Soit kK € N. Soit AkT;Rn l’ensemble de toutes les applications k-linéaires
alternées

¢ TR x..xT,R" — R.

(1.5.1) b fois

Remarque 1.5.1 i) AkTI;“R” est un espace vectoriel.

i) A*TYR™ =0 pour tout k > n+ 1.

Définition 1.5.2 Une k — forme extérieure sur R™ est une application qui associe a tout
point p € R™ un élément w(p) € AkT;Rn.

Si ¢ € AFT¥R", ¢ € A'T %, R™, on définit

1
(¢ A ¢)(U1) w0y Uk Uk4-15 +-+) Uk—l—l) = W Z 6(0)¢(UU(1)’ SX) va(k))r‘zz)(vo(k—&-l)v o0y vcr(k—l—l))a

0€Tk 41
ou o4 est le groupe des permutations de {1, ...,k + [}. On note
(dxi)p N (dxj)p = (dzi A dxj),p.
Note que

(d.’Ez A dﬂ?j)p = *(dﬂjj AN dSUl)p ) 75 7
(dﬂ?l VAN dﬂ?z)p =0.

Remarque 1.5.2 Si k < n la famille

{(dwi)p Ao A (dyy)p3 1 < iy <vig < ..o <y <}

est une base de AkT;R”, en particulier dimAkT;R” = < Z >
A partir de maintenant on se concentre au cas n = 3. On a

— Une 1— forme est une expression de la forme fdxi + gdxs + hdzs.

— Une 2— forme est une expression de la forme fdzi A dxo + gdx1 A dxs + hdzs A dxs.

— Une 3— forme est une expression de la forme fdzi A dxo A dxs.
avec des fonctions f, g, h. Si dans les expressions ci-dessus les fonctions f, g, h sont différentiables
on parle de k— forme différentielle. Une 0— forme différentielle est une fonction différentiable.
On va supposer dans la suite que toutes les fonctions de coordonnées sont suffisamment lisses
pour que les dérivées successives qu’on utilisera existent et sont continues.

Définition 1.5.3 Soit ¢ = > fidx; une 1— forme différentielle sur R3, la dérivée extérieure
de ¢ est la 2— forme d¢ = Y df; A dx;. Pour une 2-forme différentielle w = fdxy A dze +
gdxy1 N dxs 4+ hdxe A dxs on définit la dérivée extérieure

dw =df Ndxy Ndxe 4+ dg A dxy N\ drs + dh N dxo A dzs.
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Théoréme 1.5.1 i) d(wy + wz) = dwy + dws.
i) dw A @) =dw A ¢+ (=1)Fw A dp, ot w est une k— forme et ¢ est une s— forme.
iii) d(dw) = d*w = 0.

Remarque 1.5.3 i) Si f est une fonction f N ¢ = fo.

ii) Comme d’habitude on applique d’abord la multiplication et ensuite [’addition, donc d(wA

®) = (dw A @) + (=1)*(w A do) dans ii).

1.6 Fonctions de R" dans R™

Définition 1.6.1 Soit F': R" — R™ une fonction. On ote f; les fonctions & valeurs réelles
sur R™ telles que

F(p) = (f1(p), f2(p), -+, fim(p))

pour tous les points p de R™. Ces fonctions sont appelées les fonctions de coordonnées eucli-
diennes de F'.

Définition 1.6.2 Sia: I — R” est une courbe dans R™ et F': R™ — R™ est une application
différentiable, alors la fonction composée f = F(«) : I — R™ est une courbe dans R™ qu’on
appelle l'image de o par Uapplication F'.

Définition 1.6.3 Soit F' : R™ — R™ une application différentiable. Soit v, est un vecteur
tangent a R™ au point p. Soit dF), la vitesse initiale de la courbe t — F(p +tv,). La fonction
qui en résulte envoie des vecteurs tangents a R™ sur des vecteurs tangents a R™ et est appelée
Uapplication tangente de F.

Proposition 1.6.1 Soit F' = (f1, fa,..., fm) une application différentiable de R™ sur R™. Si
vy est un vecteur tangent a R™ au point p, alors

dF,(vp) = (vp[fi], s vp[fm])  au point F(p).

Corollaire 1.6.1 Si F' : R™ — R™ est une application différentiable, alors a chaque point p
de R™ lapplication tangente dF'y : Tp(R™) — T (R™) est une transformation linéaire.

Définition 1.6.4 Une application différentiable F' : R™ — R™ est réguliére si & tout point p
de R™ lapplication tangente dF'), est injective.

Théoréme 1.6.1 (Théoréme d’inversion locale) Soit F': R" — R™ une application différentiable.
Si dF, est injective au point p, alors il existe un ensemble ouvert U qui contient p tel que la
restriction de l'application F' a U est un difféomorphisme de U sur un voisinage ouvert V de

F(p).

Définition 1.6.5 Soit U un ouvert de R™ et V' un ouvert de R™. Soit ' : U — V une
application différentiable et w une k- forme différentielle sur V. On définit alors la k- forme
différentielle sur U, F*w, appelé le tiré en arriére de w par

(Fw)g(u1, oy uk) = W(p(2)) (dFpur, ..., dFyuy).
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H@(V}:F?D)‘
Fl3) :ﬂ /)

2
\’g:tl—-——’?F(Pf‘*‘/)

Proposition 1.6.2 Pour une k- forme "pure” w = @dx;, A ... Ndz;,, on a
Ffw = (QO o F)dle VANRRVAN dfzk
Pour toute k- forme « et toute r- forme 8 sur 'V, on a

Franp) = (Fra) A" f).



Chapitre 2

Courbes et reperes

2.1 Courbes

Soit a : I — R3 une courbe.

— vecteur vitesse : o/(t),

— vitesse : v(t) := ||/ (t)].

— Sit a(t) = (a1(t), aa(t), as(t)), alors

’ . dOzl dOéQ(t) dOég(t)
0 = (TS,

v o= @) = <<d02t(t)>2+ <d04;t(t)>2+ <da;t(t)>2> 1/2‘

— longueur d’arcdet =a at=">:
b
/
[ le@ar

— « est régulitre si o/ (t) # 0 pour tout ¢ € I.

Théoréme 2.1.1 Soit o une courbe régulicre dans R3. Alors il existe une reparamétrisation

B de « telle que B a une vitesse 1. On dit alors que B est paramétrée en longueur d’arc.

Preuve Soit a € [ et

s(t) = / o (a0 ds

On a J
pri v(t) > 0.
Soit t = t(s) la fonction inverse de s = s(t). Soit S(s) = a(t(s)). On a
186) = S s) ' (sDl = () 5 (1(s9) = 1.

11



12 CHAPITRE 2. COURBES ET REPERES

Exercice 2.1.1 On considére l’hélice a(t) = (acost,asint,bt). Donner une reparamétrisation
en longueur d’arc.

Définition 2.1.1 Un champ de vecteurs Y le long d’une courbe o : I — R3 est une applica-
tion différentiable qui associe a tout t € I un vecteur au point a(t).

Coordonnées :

Y(t) = (1 (1), 12(t), y3(t) = > wi()Uia(t)).
Si les fonctions y;(t) sont différentiables, alors on peut définir
Y'(t) = yi(t)U;.
En particulier la dérivée de la vitesse o (t) est appelée 1'accéleration.
Remarque 2.1.1 Si Y et Z sont deux champs de vecteurs et Y = Z est constant, alors
Y'xZ+Y*Z =0,
en particulier si ||[Y]|> =1, alors Y *Y' =0, c.a.d. Y et Y’ sont orthogonaux a chaque point.

Un champ de vecteurs est parrallele si toutes ses valeurs (vecteurs tangents) sont parralleles
(les fonctions de coordonnées sont constantes).

Lemme 2.1.1 i) Une courbe est constante si et seulement si sa vitesse est nulle : o/ = 0.

ii) Une courbe non constante est une ligne droite parcourue a vitesse constante si et seule-
ment si son accéleration est nulle : & (t) = 0.

iii) Un champ de vecteurs sur une courbe est parallélle si sa dérivée est nulle.

Preuve de ii)

Si a(t) = (a1, g, ag), alors

o — oy dPay dPas
dt?2 7 dt? 7 dt?

d?ay
dt?

Donc o” = 0 si et seulement si
de constantes p;, g; telles que

pour tout 7 € {1,2,3}. Ceci est équivalente a l’existence

O[i(t) =p; +tg,1=1,2,3.
Donc Oé(t) = pt + q avec p = (p17p2’p3) et q= (QI7q2aQ3)' 0

Exercice 2.1.2 Montrer i), iii).
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2.2 Reperes de Frénet

Soit B : I — R3 une courbe paramétrée en longueur d’arc, c.a.d. ||5(s)| = 1 pour tout
sel.

— T = [ est le champ tangent unitaire sur 3.

— T’ champ de courbure sur 5. A cause de 7" * T = 0 T" est orthogonal & T'.

— k(s) = ||T"(s)]| fonction de courbure sur 3. Plus k est grand, plus 3 tourne.
Supposons & > 0.

— Le champ de vecteurs N := T"/k sur  nous indique la direction dans laquelle 8 tourne.

A tout point on appelle N le champ de vecteur normal principal sur S.
— Le champ de vecteurs B =T x N sur 3 est appelé champ de vecteurs binormal sur .

Lemme 2.2.1 Soit § une courbe paramétrée en longueur d’arc dans R? avec k > 0. Alors
les trois champs de vecteurs T, N et B sur B sont des champs de vecteurs unitaires qui sont
mutuellement orthogonauz a chaque point. On appelle T, N, B un repére de Frénet sur 3.

preuve : Exo.

P g =pu)

— T=p =T =p"=xN.

— On a
(2.2.1) B'+«B =0,
(2.2.2) B'+T =0.
En effet (2.2.1) suit de ||B|| = 1. Pour montrer (2.2.2) on commence par
(2.2.3) BxT=0=B*T+BxT =0=B'*T=-B*xT =—Br*N =0.
Donc
(2.2.4) B = —7N.

On appelle 7 dans (2.2.4) la torsion.

Théoréme 2.2.1 (Frénet 1847, Serret 1851) Si 3 : I — R3 est une courbe paramétrée
en longueur d’arc avec courbure k > 0 et torsion T, alors

T 0 k 0 T

N = -« 0 7 N
B’ 0O -7 0 B
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Preuve Il ne reste que la deuxieme ligne a démontrer. On a
N' =(N'«*T)T + (N'"x N)N + (N’ * B)B.
On calcule les coefficents :
N+xT=0=N*«T+N+T =0=N*xT=-N+xT =—-Nx*kN = —K.
N’ % N = 0 puisque N est un vecteur unitaire. Enfin,
N «B=-N%xB' =—-Nx(—-1N)=r.
[l

Une courbe plane est une courbe dont I'image est entierement incluse dans un plan de R3.

Corollaire 2.2.1 Soit 3 une courbe paramétrée en longueur d’arc dans R3 avec k > 0. 3 est
une courbe plane si et seulement si 7 = 0.

preuve
— Soit #: I — R3 une courbe plane. Alors il existe p,q € R3 tels que

(B(s)—p)xq=0 Vsel.
Il s’ensuit
B(s)xq=p"(s) xq=0 Vsel
Donc g est orthogonal & T = 8/ et N = 3”/k. Mais B est aussi orthogonal & T, N,
donc B = +¢/||q||. Donc B’ = 0 ce qui entra”ine 7 = 0.
— Soit maintenant 7 = 0. Donc B’ = 0 et B est alors parallele. On peut alors identifier
B avec un point dans R3. On affirme que 3 est dans le plan qui contient 5(0) et qui
est orthogonal & B. On considere

f(s) = (B(s) — B(0)) * B.

Alors, on a
fl(s)=pB(s)* B=T=B=0.

Clairement f(0) =0, donc f =0, ce qui termine la preuve.

U

Lemme 2.2.2 Soit 8 une courbe paramétrée en longueur d’arc, courbure constante £ > 0 et
torsion zéro. Alors 3 est une partie d’un cercle de rayon 1/k.

preuve Par le Corollaire 2.2.1 on sait déja que [ est une courbe plane. Soit

1

v=pB+—N.
K

Utilisant la formule de Frénet on trouve :
1 1
v =8 +~-N =T+ —(—xT) = 0.
K K

Donc v(s) = ¢ = const. pour tout s. On calcule

e~ Bs)ll = N ()] = -
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-
rc\

Exercice 2.2.1 Calculer la torsion de Uhélice de l’exercice 2.1.1 paramétrée en longueur
d’arc.

Remarque 2.2.1 Soit a une courbe réguliére dans R3 pas nécessairement paramétrée en
longueur d’arc. Soit & une reparamétrisation en longueur d’arc de o, a(t) = a(s(t)). On
définit k = R(s) etc. On trouve (exo) les formules de Frénet :

T 0 kv 0 T
N |=| -k 0 7v N
B’ 0 -7 0 B
On a également (exo)
d
o =T, "= dl;T + k2 N.

2.3 Dérivées covariantes

Définition 2.3.1 Soit W un champ de vecteurs sur R? et soit v un vecteur tangent de R>
au point p. Alors la dérivée covariante de W par rapport a v est le vecteur tangent

VoW = W(p+ tv)(0)

au point p.
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Donc V,W mesure le taux de changement de W (p) quand p bouge dans la direction v.

Lemme 2.3.1 Si W = > w;U; est un champ de vecteurs de R® et v est un vecteur tangent
au point p, alors

VyW = Z v[wi]Ui(p).

Rappelle que si v =) v;U;, alors vp[f] = %(f(p +tv))|i=0 =D, vigi (p).
Preuve. On a
W(p+tv) = Z w;i(p + tv)Ui(p + tv).

Ceci donne
VoW =W(p+tv)'(0) = Zv[wi]Ui(p)'
UJ

” Afin d’appliquer V, & un champ de vecteurs, applique v aux coordonnées euclidiennes”.

Théoréme 2.3.1 Soient v et w des vecteurs tangents & R? au point p et Y et Z des champs
de vecteurs sur R3. Soit f une fonction et a,b € R. Alors on a

0) VanitwY = aVyY + bV, Y.
ii) Vo(aY +bZ) = aV,Y + bV, Z.
iii) Vo(fY) =v[f]Y(p) + f(p) VY.
iv) o[Y x Z] =V,Y « Z(p) + Y (p) * V, Z.

Preuve.

On montre iv) et on laisse le reste comme exo. Soit

Y xZ = Zylzl

Alors

Il s’ensuit

(2.3.1) oY = Z] = U[Z yizil = Z vlyilzi(p) + Z Yi(p)vlzi).

Par le lemme précédent

V.Y =Y olyllilp), VoZ =) vlz|Uip).
Les deux sommes dans (2.3.1) sont alors précisément V,Y x Z(p) et Y (p) x V,,Z. O

Corollaire 2.3.1 Soient V,W, Z des champs de vecteurs sur R3. Alors
i) VivigwY = fVvY + gVwY pour toutes les fonctions f et g.
ii) Vy(aY +bZ) = aVyY + bVy Z pour tous les nombres réels a et b.
iii) Vy(fY) =V[f]Y + fVvY pour toutes les fonctions f.
iv) VIY *Z] =VyY « Z+Y «Vy Z.
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2.4 Champs de repeéeres

Darboux autour de 1880, généralisé plus tard par Cartan.

Définition 2.4.1 Les champs de vecteurs Eq, Eo, E3 constituent un champ de repéres sur R>
51

Lemme 2.4.1 Soit By, Eo, E3 un champ de repéres sur R3.

i) Si V est un champ de vecteurs sur R®, alors V.= Y. fiE;, ou les fonctions f; sont
appelées fonctions de coordonnées de V' par rapport a Ey, Ea, Fs.

ii) SiV =3 fiB; et W =3 giE;, alors V+«W =" figi, en particulier [|[V| = (3 fl-2)1/2.

2.5 Formes de connexion

VEy c11 Ci2 €13 Eq
VoFy | = ¢ c22 c23 Es
V,E3 €31 €32 €33 Es

On a
CZJZV'UE'L*E](p)? 7’7.]:17273

Comme les coeflicients dépendent de v on va noter
wij(v) = VyE; x Ej(p).

Lemme 2.5.1 Soit Ey, Ey, E5 un champ de repéres sur R®. Pour tout champ de vecteurs v
sur R3, soit
wij(v) = VB x Ej(p), 4,7 =1,2,3.

Alors chaque w;j est une 1— forme et w;j = —wj;.

On appelle w;; les formes de connexion du champ de vecteurs Ey, Fa, Fs.
Preuve

Par définition les w;; sont des fonctions réelles sur les vecteurs tangents. Il suffit alors de
vérifier la linéarité. Utlisant Théoreme 2.3.1 on obtient :

wij(av +bw) = VipypwBi * Ej

(aVyE; + bV, E;) « Ej(p)
aVyE; x E;(p) + bV, E; « Ej(p)
= aw;j(v) + bwij(w).

Il reste & montrer que w;;(v) = —wj;(v) pour tout vecteur v. E;* E; = §;; donne par la formule
de Leibniz (Théoreme 2.3.1 (iv)) :

0= ’U[El * E]] = V,E; % Ej(p) + El(p) * VUEJ' = wij(v) + wji(v).
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U

wij(v) = VyE;x Ej(p) est le taux initial avec lequel E; tourne vers E; quand p bouge dans
la direction v.

Théoreme 2.5.1 Soit w;j les formes de connexion du champ de reperes Ky, Ey, B3 sur R3.
Alors pour tout champ de vecteurs V. sur R3,

V\/Ei = Zwij(V)Ej (1 S ) S 3).
J

On a
Wil = w9 = w33 =0, w1 = —w12, W31 = —W13, W32 = —Woa3.

Ei = ZaijUj

A = (a;j) est appelée la matrice de passage.

Théoréme 2.5.2 w = dAA' ou de facon équivalente
wij = Z ajrdagy,
k

Preuve

E; = Z a;x U
%

VvE = Y ViealUk=> Viax] Y _ ajrE;
k k J

= Z <Z ajkdaik(V)) Ej.
j k
2.6 Les équations structurelles

Définition 2.6.1 Soit Ey, Es, E3 un champ de repéres sur R®. Les formes duales ©1, 0, O3
de ce champ de repéres sont définies par

0;(v) = v* E;i(p)

pour tout vecteur tangent v au point p.

Remarque 2.6.1 — 0,(Ej) = 0i;,
— Dans le cas du champ de vecteurs Uy, Uy, Us les formes duales sont dxi,dzs,dxs. En
effet

dz;(v) = v; = v x Ui(p).
— V=>06,V)E;.
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Lemme 2.6.1 Soient ©1,04,03 les formes duales d’un champ de repéres E1, By, E3. Alors
toute 1— forme ¢ sur R3 a une expansion unique

¢=> &(E)6;.

Preuve

On calcule
(D eEnes) (v) = > e(E)ev)
= o(DOiE) = oV,
UJ

Théoréme 2.6.1 (Equations structurelles de Cartan) Soit E1, Eo, E3 un champ de repéres
sur R3 avec des formes duales ©1, 02, O3 et formes de connexion wjj. Les dérivées extérieures
de ces formes vérifient

i) La premiére équation structurelle

d@izzwij/\gj (1§’L§3),
J

ii) La deuziéme équation structurelle

dwij = sz’k Nwrj (1<, <3).
k

61 T day
0= @2 ) f = T2 ) dg = d:EZ
@3 T3 dxg

La formule ©; = ) a;jdx; s’écrit
O = Ad¢.

Preuve de la premiére équation structurelle d(d¢) = 0, donc
dO = d(AdE) = dA - dé = dA'A - Ad¢ = we.
Preuve de la deuxieme équation structurelle
d(dfg) = d(gdf) = dg N df = —df Ndyg.
Utilisant (AB)' = B'A?, on obtient
dw = d(dAA"Y) = —dA - d(A") = —dAA" - A(dA)! = —ww' = ww,

ol dans le dernier pas on a utilisé 'antisymétrie de w. ]
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Chapitre 3

Calcul différentiel sur les surfaces
de R’

3.1 Surfaces de R?

Définition 3.1.1 Une carte (locale) x : D — R3 est une application réguliére injective d’un
ensemble ouvert D de R? dans R? dont linverse x~' : x(D) — D est continue.

T
/ X
v /\>
.
2 n
/
Remarque 3.1.1 i) L’image x(D) d’une carte x est un sous-ensemble lisse de R® de

dimension 2.

.....

Définition 3.1.2 Une surface dans R? est un sous-ensemble S de R3 tel que pour tout point
p de S il existe une carte a valeurs dans S dont l'image contient un voisinage de p dans S.

21
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Exemple 3.1.1 i) La sphére S2.

Péle nord :
x:D(0,1) = R®  x(u,v) = (u,v, V1 —u2 —v2).

X injective et surjective sur ’hemnisphére nord. x est réguliere :

Ju Ou
du Qu 1 0
POPS I FI T U
x = = s
of o1 of of
ou  Ov ou  Ov

f=vV1—-u? -2

't x(D) = D, x'(p1,p2,p3) = (p1,p2).

,v)— v, 0)
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ii) Graphe d’une fonction S : z = f(x,y), ot f : D C R? — R différentiable, D ouvert.
Méme argument avec la carte de “Monge”.

x(u,v) = (u,v, f(u,v)).

Théoréme 3.1.1 Soit g : R? — R différentiable, c € R. L’ensemble S : g(x,y,z) = c est une
surface si la différentielle dg est différente de zéro a tout point de S.

Preuve

On utilise le théoréeme de fonctions implicites. Soit p € S. Comme dg # 0, au moins une

des dérivées partielles au point p est non nulle, disons (%)(p) # 0. Théoreéme des fonctions

implicites. Il existe un voisinage D de (p1,p2) et une fonction différentiable h : D — R tels
que

i) Pour tout point (u,v) dans D, le point (u, v, h(u,v)) est dans S'; c.a.d. g(u, v, h(u,v)) =
c.

ii) 1l existe un voisinage de p dans S qui consiste de points de la forme (u, v, h(u,v)).

La carte de Monge z : D — R3
x(u,v) = (u,v, h(u,v))
vérifie alors les conditions de la définition 3.1.1. O

Définition 3.1.3 Soit x : D — R3 une carte. Pour tout point (ug,vo) € D on définit :
i) Le vecteur vitesse a ug de la courbe de paramétre u v = vy est noté x,(ug, vy).
ii) Le vecteur vitesse a vy de la courbe de paramétre v u = ug est noté x,(ug, Vo).

Les vecteurs x,,(ug, vo) et Xy (up,v9) sont appelés les vitesses partielles de x au point (ug,vg).

Définition 3.1.4 Une application réguliére x : D — R? dont limage est incluse dans une
surface S est appelée une paramétrisation de la région x(D) dans S.

3.2 Fonctions différentiables et vecteurs tangents

Proposition 3.2.1 Soit p un point d’une surface S et soient x : U CR?2 — S ety :V C
R? — S deur paramétrisations de S telles que p € x(U) Ny(V) =: W. Alors le “changement
de coordonnées” h = x Loy : y Y (W) — x Y W) est un difféomorphisme, c.a.d. h est
différentiable et elle posséde un inverse différentiable h™!.

Preuve h = x ! oy est un homéomorphisme comme composée d’homéomorphismes. Soit
r €y YW), ¢ = h(r). Comme x(u,v) = ((x(u,v),y(u,v), z(u,v)) est une paramétrisation,
nous pouvons supposer quitte & renommer les axes

‘3@?, y)
9(u, v)

(Q)‘ # 0.

On définit F : U x R — R3 par

F(u,v,t) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v) + t), (u,v) €U, teR.
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Déterminant de dFj :

oz dz )

v 9y o(z,y)
oy 9oy —

g ! ’a(u,v>(Q)‘ 70
o oo |

Théoréme d’inversion locale : il existe un voisinage M de x(q) dans R? tel que F~! existe et
est différentiable dans M. Par la continuité de y, il existe un voisinage N de r dans V tel
que y(N) C M. On a hjy = F~1oy|y, donc h est différentiable en r. Méme argument pour
hL. O

Définition 3.2.1 Soit S une surface de R3.

i) Une fonction F : S — R" est différentiable au point p s’il existe une carte x : D — S
avec p € x(D) telle que F o x est différentiable au point x~1(p).

ii) Une fonction F : R™ — S est différentiable au point p s’il existe une carte x : D — S
avec F(p) € (D) telle que 271 o F est différentiable au point p.

Remarque 3.2.1 Grdce a la Proposition 3.2.1 la définition est indépendante du choiz de la
carte.

Lemme 3.2.1 Soit o : I — S une courbe dont I’image est entierement incluse dans l’image
x(D) d’une seule carte x. Alors il existe des fonctions différentiables uniques a1, ag sur I telles
que

Vi at) = z(a1(t), az(t)).

Preuve

z Yoo : I — D est différentiable. Si a1, as sont les fonctions de coordonnées euclidiennes,

alors

a=zox la=mx(a,as).

Supposons « = x(by, be), alors
(al, ag) —zla=z""1o x(bl, bQ) = (bl, bg).
O

Définition 3.2.2 Soit p un point d'une surface S de R3. Un vecteur tangent v de R? au
point p est tangent a S si v est le vecteur vitesse d’une courbe dans S. L’ensemble de tous les
vecteurs tangents a S au point p est appelé ’espace tangent et noté Tp,(S).

Lemme 3.2.2 Soit p un point d’une surface S et soit x une carte de S telle que x(ug, vo) = p.
Un vecteur tangent a R? est tangent 6 S si et seulement si il peut étre écrit comme combinaison
linéaire de x,(ug,vo) et x,(ug, vy).

Remarque 3.2.2 Le lemme montre en particulier que T,(S) est un espace vectoriel de di-
mension 2.
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(uy V)

FIGURE 3.1 — plan tangent a la surface S

Preuve du lemme

Clairement x,,(ug, vo) et x,(ug,vo) sont des des vecteurs tangents a S. Supposons main-
tenant que v soit tangent a S au point p. Il existe donc une courbe « dans S telle que
a(0) = p, /(0) = v. Par le Lemme 3.2.1 on peut écrire o = x(aq, az), donc :

da1 dCLQ
/ f— —_— —_
o = zu(ay, az)—- +zo(ar, az)— .
Mais comme «(0) = p = x(ug, vo), on a a1(0) = ug, a2(0) = vo. Donc & ¢ = 0 on trouve
daq das
—_— / —_—
v = (0) = xy(up, vo) I (0) 4 x4 (uo, vo) 7 (0).

Inversement supposons qu’un vecteur tangent v & R? peut s’écrire comme
v = 124 (U0, v9) + 2y (U, Vo).
Alors par les mémes calculs v est le vecteur vitesse de la courbe
t — x(ug + tei, v + teg).

Donc v est tangent a .S au point p. ]

Définition 3.2.3 Un champ de vecteurs euclidien sur une surface S de R® est une fonction
qui associe & tout point p de S un vecteur tangent Z(p) de R® au point p. Un champ de
vecteurs euclidien V' est un champ de vecteurs tangent si a tout point p V(p) est tangent a S.
Un champ de vecteurs euclidien N est dit normal a S si a tout point p de S le vecteur N(p)
est normal a Uespace tangent Tp(S).
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Remarque 3.2.3 i) Comme T,(S) est un sous-espace de T,(R3) de dimension 2, il existe
seulement une direction normale a S au point p. Tous les vecteurs normaux a S au point
p sont colinéaires.

ii) T,(S) est donc ensemble des vecteurs qui sont ortogonaux a un vecteur normal non
nul donné.

Lemme 3.2.3 Si S : g = ¢ est une surface de R®, le champ de vecteurs gradient Vg =
Z(aangi)Ui (considéré seulement a des points de S) est un champ de vecteurs normal non nul
sur la surface S.

Preuve

Le fait que le champ de vecteur ne s’annule pas figure dans la définition de surface dans
ce cas. Il faut montrer que (Vg)(p) * v = 0 pour tout vecteur tangent v a .S au point p. Soit
« une courbe dans S. Alors g o a = const. = c. 1l s’ensuit

89 dai N
Z 8952 (a) dt =0

On choisit « telle qu’elle ait vitesse initiale

' (0) = v = (v1,v2,v3)

au point «(0) = p. Alors

0= Z aai (oz(O))dCZi (0) = Z gi (p)vi = (Vg)(p) * v.

U

Définition 3.2.4 Soit v un vecteur tangent a S au point p, et soit f: S — R différentiable.
La dérivée v[f] de f par rapport a v est la valeur commune de (%(f o a))(0) de toutes les
courbes o dans S avec vitesse initiale v au point p.

3.3 Formes différentielles sur une surface

Définition 3.3.1 Une k— forme extérieure w sur une surface S de R3 est une application
qui associe a tout point p € S un élément de AkT;(S). C’est une k— forme différentielle si
pour tous les champs de vecteurs Vi, ..., Vi, w(Vi, ..., Vi) est différentiable.

Définition 3.3.2 Soit f une fonction différentiable sur une surface S de R3. La différentielle
de f est la 1- forme définie par

df (V) = VIfl.

pour tous les champs de vecteurs V' tangents a S.

Définition 3.3.3 Soit ® une 1— forme différentielle sur une surface S. La dérivée extrérieure
d® de ® est la 2—forme telle que pour toute carte x dans S on ait

AB(ra,70) = p-(B(r2)) — 5 (B(2)
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Exemple 3.3.1
z:R2 =R (u,v) = (u,v,0).

Ona:
xu:Ul, l’v:UQ.

On considére ¢ = gdu + fdv. On a

Qb(xu) =9, ¢($v) = f, agb@(zv) = 0uf, aqba(fU) = Oyg

_ (9 _9
do = <8u 8v> du A dv.

Donc

Lemme 3.3.1 Soit S une surface, v : D — x(D) ety : E — y(E) deuz cartes C%. Soit ®
une 1— forme différentielle sur S. Alors d,® = dy® sur lintersection x(D) Ny(E).

Preuve Comme vy, et y, sont indépendants a chaque point, il suffit de montrer que

(dyq))(yua yv) = (dﬂ&q))(yw yv)’

Utilisant Proposition 3.2.1 on voit qu’on peut écrire y = z(u, 7). On obtient :

B 8@967 N %xi
yu - au u 8'& (2]
_ ou__ n gv
yv - 61} u 8'0 (2]

ou xy et xy sont évalués a partir de maintenant au point (@, 7). On obtient alors

(3.3.1) (da®)(Yu, yo) = J(da®) (27, 25),
ot J est le Jacobien 9297 — JU0Y | gagit alors de démontrer
(3.3.2) ;u(@(yv)) — aav((b(yu)) =J {;ﬂ(@(xv)) - 86;(@(:@))} :
On calcule :
Ou®(yv) — 0u®(yu)
= gZauq)(mu) + gzaufb(xv) — 258@(%) - gzavfbm)
= O () + O () + o O e () + o ()
- (gzgz‘aﬁ@m) + 0000 b)) + gzgzaa@(m)
_ (gzgf - Zﬁfg’;) (0x (%) — Os())
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Théoréme 3.3.1 Pour une fonction C? sur une surface S on a : d(df) = 0.

Preuve

Soit W = df. Il faut montrer d¥ = 0. Soit x : D — (D) une carte. Il suffit de montrer
(d¥)(xy,zy) = 0. On a (exo) :

et de la méme facon :

0
‘I](.fv) = EN (f o ,17)
Il s’ensuit
0 0 O52(fo 92(f o
AU, 2) = (W) — (W) = S8 _TUTeD)

U

Définition 3.3.4 Une forme différentielle ® est fermée si sa dérivée extérieure est nulle
d® = 0. ® est exacte st elle est la dérivée extérieure d’une autre forme : & = d€.

3.4 Applications différentiables entre surfaces

Définition 3.4.1 Une application F : M — N d’une surface sur une autre est différentiable
si pour toute carte x dans M et toute carte y dans N la fonction y~'Fx est différentiable
dans le sens euclidien.

Définition 3.4.2 Soit F: M — N une application différentiable entre surfaces. L’application
tangente dF de F associe a tout vecteur tangent v a M le vecteur tangent dF'(v) a N telle
que si v est la vitesse initiale d’une courbe o dans M, alors dF (v) est la vitesse initiale de la
courbe F(a) dans N. dF définit alors une application

dF : p > dF,

o L(TyM;Tpq)N) désigne ’ensemble des applications linéaires de T, M dans Tp,) N

Théoréme 3.4.1 (Théoréme d’inversion locale) Soit F' : M — N une application C*
entre surfaces. On suppose que pour un point p € M, dFy : TyM — Tp,) N est un isomor-
phisme linéaire. Alors il existe un voisinage U de p dans M tel que la restriction de F' a U
est un difféomorphisme sur un voisinage V de F(p) dans N.

Remarque 3.4.1 i) Le Théoréme implique qu’une application F entre surfaces qui est
bijective et réqulicre est en fait un difféomorphisme. En effet comme F est bijective l'in-
verse F~1 existe. Mais localement cet inverse doit coincider avec Uinverse du difféomorphisme
du théoréme.

ii) On dit que deux surfaces sont difféomorphes s’il existe un difféomorphisme entre elles.
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Définition 3.4.3 Soit F : M — N wune application différentiable entre surfaces de R3.

i) Si ® est une 1— forme sur N, alors F*® est la forme sur M donnée par
(F*®)(v) = ®(dFv).

pour tous les vecteurs tangents v a M.

ii) Soitn une 2— forme différentielle sur N. On définit F*n comme la 2— forme différentielle
sur M par
(F*n) (v, w) = n(dFv,dFw)
pour toute paire (v,w) de vecteurs tangent a M.

Pour une forme différentielle w on appelle F*w le tiré en arriére (pull-back) de w par F.

Théoreme 3.4.2 Soit F': M — N une applzcatwn différentiable entre surfaces et € et n des
formes différentielles sur N. Alors on a :

i) F*(§+n) = F*¢+ F*n,
ii) F*(§ An) = F*{ N F,
i) F*(d€) = d(F*€).

Dans i) £ et n sont supposées d’avoir le méme degré.

Preuve

On ne démontre que 4ii) dans le cas ou £ est une 1 — forme. On doit montrer pour toute
carte x : D — S,

(d(F"E)) (@, xp) = (F*(dE)) (u, 7).

Soit y = F(x) et yy := dF (xy,), Yo := dF(z,). Alors en utilisant les définitions de d et F™*, on
obtient :

A(F*E) (wu,x0) = 0u{(FE)(0)} — 0{(F*E)(wu)}
= 0,{(dFx,)} — 0,{E(dFx,)}
= Ou(&(yw)) — u(&(yu)).

Méme si y n’est pas forcément une carte, la derniere expression est égale & d€(yy, yy) (exo).
Mais,
A& (Yu, yp) = d§(dFxy, dFxy) = (F*(dE))(xy, Ty).

3.5 Intégration de formes différentielles

Définition 3.5.1 Soit ¢ une 1— forme différentielle sur une surface S, et soit v : [a,b] — S
un segment d’une courbe dans S. L’intégrale de ¢ le long de o est définie par

/a b= /M o' = / " (o (1)t
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Exemple 3.5.1 V : champ de force,
a(t) : mouvement d’une particule.

Composante de la force tangente a « :

Oé/

* [
[l

Vo) = ||V ()] cos 6.

Travail effectué pendant le lapse de temps At : Force x distance ||/ (t)||At. Somme

W:/abV(a(t))*a'(t)dtz/afﬁv

ot ¢(w) = w*V(p).

Théoréme 3.5.1 Soit f une fonction continue sur S, et soit « : [a,b] — S un segment d’une
courbe dans S de p = a(a) a g = «a(b). Alors

/ df = £(a) - /().

Preuve

Par définition,

Mais,
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Donc on obtient par le théoreme fondamental de ’analyse :

b
[dr= [ 5@ = s(a(e) - fata)) = 1) - 7o)

AV

A
U‘—..—
s\U

On considere un rectangle fermé R:a < u < b, c < v < d dans R2. Un 2-segment est une
application différentiable z : R — S. On suppose toujours que = peut étre prolongé dans un
ouvert qui contient R. La différentiabilité est & comprendre dans ce sens.

Définition 3.5.2 Soit n une 2-forme différentielle sur S, et soit x : R — S un 2-segment
dans S. L’intégrale de n sur x est définie comme

//xn://Rx*”:/:/cdn(mu,%)dudv.

Définition 3.5.3 Soit x : R — S un 2-segment dans S, avec R le rectangle fermé a < u <
b, c <wv <d. Les courbes de bord sont les segments o, 5, v, d tels que

a(u) = x(u,c),
Blv) = x(b,v),
(w) = x(u,d),
d(v) = z(a,v).

Le bord du rectangle est l’expression formelle
or=a+p—v—0.

Pour une 1— forme on définit I'intégrale sur le bord par
foo=Lovfo-Lo-fe
or «a B ¥ 6

Théoréme 3.5.2 (Théoréme de Stokes) Soit ¢ une 1— forme sur une surface S, et x :

€T ox
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Utilisant la définition de l'intégrale d’une 2— forme on obtient :

[ [ao= [ [ (2t - o (6toa)) due

Soit f = ¢(xy) et g = P(xy,). Alors I’équation devient :

//d¢ //gdd—//R L dudw.

On commence par la premiere intégrale :

b
// agdualv—/ I(v)dv, I(v)= @(u,v)du.
. Ou
Donc :

(3.5.1) // 8gdudv—/c (b,fu)—/cdg(a,v)dv

Par définition g(b,v) = ¢(x,(b,v)) = ¢(5'(v)). Donc

l%mwwafmmmm:4¢

Un argument analogue montre que le deuxiéme terme dans (3.5.1) est [ 5@ On traite les
termes avec f de la méme facon. Ceci donne :

[ L= (Lo fe) = (Lo L) =]
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Lemme 3.5.1 Soit a(h) : [a,b] — S une reparamétrisation d’une courbe « : [c,d] — S par
h:la,b] = [c,d]. Pour toute 1— forme sur S, on a :

i) Si h préserve lorientation, c.a.d. h(a) = c et h(b) = d, alors

Jaw?= 1

ii) Si h inverse l'orientation, c.a.d., si h(a) = d et h(b) = ¢, alors
Jo?=Le
Preuve

La vitesse de a(h) est a(h) = %a/(h), donc

/Q(h)gz):/abgz)(a Ndt = /¢ —dt

On applique maintenant le théoreme de changement de variables. Si h préserve 'orientation,

alors 4
AW¢=1¢W%M=A¢

tandis que si h inverse l'orientation

AW¢——A%m%w——A¢

3.6 Propriétés topologiques des surfaces

Définition 3.6.1 i) Une surface S est conneze par arcs si pour toute paire (p,q) de points
dans S, il existe un chemin qui lie p et q.

ii) Une surface est connexe si S n’est pas la réunion de deux ensembles ouverts disjoints
non vides dans S.

Lemme 3.6.1 Pour une surface S, S est connezxe par arcs si et seulement si S est connexe.

Preuve : exo

Lemme 3.6.2 Une fonction continue sur une région compacte R d’une surface S admet un
maximum sur R.

admis

Définition 3.6.2 Une surface S est orientable s’il existe une 2— forme différentielle p sur
S qui est non nul a tout point de S.
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Souvent on n’exige que la continuité de la 2— forme.

Exemple 3.6.1 (La sphére S? est orientable) La sphére S? est orientable : la restriction
a S? de la 2— forme w définie par

2

w= Z(fl)ixidxo A..dzi... A dz?
1=0

est partout non nulle puisque si (v1,v2) est une base de TpSQ,
wy(v1,v2) = det(x, vy, va) # 0.

On vérifie qu’en restriction a ouwvert Uy = {x € S?, 2 £ 0} on a

—1)* —
w = %d:ﬁo A ..dxk.. A dx?.
x

Un champ de vecteurs normal unitaire U sur S est un champ de vecteurs qui est partout
normal a la surface et dont la longuer est 1 partout sur la surface.

Proposition 3.6.1 Une surface S C R? est orientable si et seulement s’il existe un champ
de vecteurs unitaire normal sur S. Si S est connexe et orientable, il existe exactement deuz
de ces champs de vecteurs.

Preuve
— Soit U un champ de vecteurs normal unitaire sur S. Si v et w sont des vecteurs tangents
a S, on définit :
p(v,w) =U(p) * (v X w).

Ceci est une 2- forme sur S. Si v et w sont indépendants, tous les trois vecteurs sont
indépendants et p(v,w) # 0. Donc p ne s’annule pas.

— Supposons maintenant que .S soit orientable avec une 2— forme p qui ne s’annule pas.
Donc, si v et w sont indépendants & un point p de S, alors p(v, w) # 0. On définit

v X W
p(v, w)”

Z(p) =

11 est facile de voir que la définition de de Z est indépendante du choix de v, w (exo).
Aussi on voit que Z(p) est non nul et normal a S. Utilisant la formule pour le produit
vecoriel on voit que Z est différentiable. On peut donc prendre U = Z/||Z||. Si U est
normal a S, —U l'est également. Soit V' un champ de vecteurs normal unitaire. U et
V sont colinéaires, donc V «U =1 ou V «U = —1. Sur une surface connexe, V x U est
donc constant. Soit UxV =1et donc V=UouV U = —1et donc V =-U.

[

Exemple 3.6.2 (Exemple d’une surface non orientable) ruban de Mdébius.

Un chemin « avec a(a) = a(b) = p est appelé un lacet au point p.
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Définition 3.6.3 Un lacet « : [a,b] — S dans une surface S est homotope a une constante
sl existe un 2— segment x : R — S (appelé homotopie), R:a <u <b,0<wv <1, tel que «
est le chemin de base de x (v = 0) et les autres chemins de bord sont constants de constante
p=ala) = a(b).

Comme les bords S et § de x sont constants a p, pour tout 0 < v < 1 les courbes de parametre
u ay(u) = x(u,v) sont également des lacets au point p. Quand v varie de 0 a 1, le lacet a,
varie de fagon continue de g = v & ar; = -y qui est constant (= p).

Exemple 3.6.3 Dans R? tout lacet est homotope a une constante. Soit « : [a,b] — R? un
lacet au point p. On définit z(u,v) = (1 —v)(a(u) — p) + p. Alors

z(u,0) = a(u), z(u,1)=p pour tout a<wu<b,
z(a,v) = xz(b,v)=p pourtout 0<wv<1.
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Donc = est une homotopie de o a une constante.

Définition 3.6.4 Une surface est simplement connexe si elle est connexe et tout lacet est
homotope a une constante.

Lemme 3.6.3 Soit ¢ une 1— forme fermée sur une surface S. Si a est un lacet dans S qui
est homotope a une constante, alors fa ¢ = 0.

Preuve Suppose que z est une homotopie entre « et un point p. Comme l'intégrale sur une
courbe constante est nulle, on obtient utilisant le théoréeme de Stokes et d¢p =0 :

o~ f [ [

Exercice 3.6.1 Soit P =R?\ {0}.

i) Montrer que la 1— forme
xdy — ydz
V=Tere
est fermée sur P.
i) On considére la boucle o : [0,2n] — P, «(t) = (cost,sint). Montrer que [ 1 # 0.

iii) En déduire que P n’est pas simplement conneze.

Lemme 3.6.4 (Poincaré) Sur une surface simplement conneze toute 1— forme différentielle
fermée est exacte.

Preuve

On montre d’abord que 'intégrale sur un chemin d’une 1— forme ne dépend que du point
de départ et du point d’arrivée. Soient « et 5 deux segments de courbe de p & q. Alors a — 8
est un lacet. Donc par le lemme précédent :

O_A—5¢_A¢_/ﬂ¢'

Supposons maintentant que ¢ est une 1— forme différentielle fermée sur une surface simple-
ment connexe S. On choisit un point py € S et on définit f(p) = [ ¢ pour un chemin qui
lie pp & p. L’indépendance de l'intégrale du chemin choisi fait que f est bien définie. Afin de
montrer df = ¢ il faut montrer df (v) = v[f] = ¢(v) pour tout vecteur tangent v au point p.
Soit a : [a,b] — S une courbe avec vitesse initiale o/(a) = v. Alors ¢ + [, 4 est un chemin
de p jusqu’a «(t). La définition de f donne

t
fa®) = [ o= 1w+ [ o @)
d+ala,t] a
On prend maintenant la dérivée par rapport a t :

o ()[f] = (f(0))'(t) = o(c/ (1))
Au point ¢t = 0 ceci devient v[f] = ¢(v). 0
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Théoréme 3.6.1 Une surface compacte dans R? est orientable.

Fait non trivial de topologie :

Si S est une surface compacte de R3, alors S sépare R? dans deux ensembles non vides et
ouverts : 'extérieur (les points a partir desquels on peut s’échapper vers l'infini) et 'intérieur
(les autres).

Admettant ceci il suffit pour démontrer le théoreme de prendre & chaque point le vecteur
normal qui pointe vers I'extérieur. Un autre théoreme qu’on va admettre :

Théoréeme 3.6.2 Une surface simplement connexe est orientable.
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Chapitre 4

Variétés abstraites

4.1 Variétés abstraites

Définition 4.1.1 Soit M un ensemble. Une carte abstraite est une application injective x :
D — M d’un ensemble ouvert D C R™ dans M.

Définition 4.1.2 (Variété de dimension n) Une variété de dimension n est un ensemble
M muni d’une collection P de cartes abstraites x : D — M, ou D est un ouwvert de R™ qui
vérifient :

i) Aziome de recouvrement : les images des cartes dans P recouvrent entierement M.

ii) Aziome de lintersection lisse : Pour toute paire (x,y) de cartes abstraites dans P ;
les composées y~' o x et 71 oy sont définies sur des ensembles ouverts de R" et
différentiables.

iii) Aziome de séparabilité : Pour toute paire (p,q) de points de M avec p # q dans M,
il existe des cartes abstraites disjointes (c.da.d. sans intersection d’images) x : D —
M, y:E— M avecp € x(D) et q € y(E).

On appelle P un atlas.

Remarque 4.1.1 (Topologie de M) Soit x : D — M wune carte abstraite. On dit que x(U)
est ouvert sild C D est ouvert. Les ensembles ouverts de M sont définis comme les réunions de
tels ensembles (note que c’est cohérent avec le cas M C R® puisque x et =1 sont continues).

Remarque 4.1.2 — On va toujours considérer que P contient toutes les cartes abstraites
qui intersectent de facon lisse avec les cartes initialement dans P. Notons néanmoins
que deux variétés abstraites My et Ms qui sont identiques en tant qu’ensembles sont
différentes en tant que variétés si les collections de cartes P1 et Py sont différentes.

— Pour le calcul différentiel sur les variétés abstraites, la chose qu’on doit réexaminer et
la notion de vitesse d’une courbe. A partir de la on construit le calcul différentiel de la
méme fagcon que sur une surface de R3 et les principaux définitions et théorémes sont
les mémes.

Définition 4.1.3 Soit a: I — M une courbe dans une variété abstraite M. Pour tout t € I

39
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on définit le vecteur de vitesse par

o)) = W2

pour toute fonction différentiable f sur M.

o/ (t) est une fonction a valeurs réelles dont le domaine est 'ensemble F de toutes les fonctions
différentiables sur M.

Exemple 4.1.1 (Plan projectif) Sur S? on définit la relation d’équivalence x ~y six =y
ou x = —y. Soit P’R = S?/ ~. On définit Uapplication o : S*> — S? par o(p) = —p.
Maintenant on couvre S? avec des cartes (x;)icr, x; : Di — S? telles que x(D;)N(cox)(D;) =
0. Soit w: S2 — P2R la projection naturelle. Alors (mox;, D;)icr est un atlas pour P?R (exo).

Lemme 4.1.1 P?R n’est pas orientable.

Preuve

Si o est une 2— forme sur P?R, alors w = 7"« est une 2— forme sur S2. Alors

w = fwo,
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ol wy est la forme de volume de 'exemple 3.6.1. Si & ne s’annule pas, alors f ne s’annule pas.
Puisque m oo =7, on a o*w = w. D’autre part, c*wyg = —wp. Mais on a aussi

o*w = 0c"(fwy) = —(f o o)wo.

Par conséquent, f prend les deux signes + et — sur S2, et doit donc s’annuler quelque part.
D’ou la non orientabilité de P2R. 0

Corollaire 4.1.1 P?R n’est pas difféomorphe & une surface dans R>.

Preuve

P?R est compacte, mais non orientable d’apres le Lemme 4.1.1. Ceci est impossible pour
une surface de R3 d’apres le Théoreme 3.6.1. 0

Théoréme 4.1.1 (Le fibré tangent) Soit M une variété de dimension n de classe CP.
Alors
™ = | ) T,M
peEM

peut étre muni canoniquement d’une structure de variété de classe CP~' de dimension 2n.
Cette variété est appelée le fibré tangent de M.

Preuve On démontre le théoréme dz}ns le cas d’une surface de R3. Soit « : D — M une carte.
Pour un ouvert & de R? on définit D par Dy = D x U et & par

j(u) v, W1, w?) = wlfL‘u(U, U) + ’U)Q.’EU(U, U)‘

L’ensemble de ces cartes & qu’on x parcourt toutes les cartes de M couvre T'M. Soit (p, w) =
w12y (U, V) + wazy(u,v) € (D) Ny(E). On calcule (exo) :

(gil © 53)(“?”? w17w2) = ((yil o ;r)(u, U)? d(yil ° x)(wlva))'

Comme 3~ ox est de classe CP, d(y~'ox) est de classe CP~ L. Il reste & vérifier la séparabilité.

Soient (p,w), (¢,v) € TM avec (p,w) # (g,v).
1°T cas : p # q. Comme M est séparé il existe deux cartes ¢ : D — M ety : E — M

avec p € z(D) et ¢ € y(E) et (D) Ny(E) = 0. Donc (p,w) € x(D), (q,v) € y(E) et
z(D)Ny(E) = 0.

9fme (g . p = q. Soit p = q = z(u,v) et
w = wiTy(u,v) + wary(u, ),
v o= vz (u,v) + vaxy(u, v).

R? étant séparé il existent des voisinages ouverts U,, de w et U, de v avec Uy NU, = . Les
cartes

T : DxU,— M,
T: : DxU,—>M

ont alors les propriétés réquises. ]
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4.2 Dénombrabilité a ’'infini

Définition 4.2.1 Soit M une variété. Une partie E C M est négligeable si pour tout p € M
il existe une carte (D,z), x(D) contenant p, telle que x~*(z(D) N E) soit de mesure nulle
dans D.

Définition 4.2.2 Une variété M est dénombrable a linfini si elle est réunion dénombrable
de compacts.

Définition 4.2.3 Soient M et N deux variétés et f: M — N une apllication lisse. Un point
p € M est dit point critique si rg(df,) < dimN. L’image d’un point critique est une valeur
critique.

Théoréme 4.2.1 (Théoréme de Sard) Soient M et N deux variétés, et f : M — N une
application de classe C* avec k > max{0,dimM — dimNY}. Si M est dénombrable a I’infini,
l’ensemble des valeurs critiques de f est une partie négligeable de N .

admis

4.3 Le théoreme de Whitney

Définition 4.3.1 (Immersion, submersion, plongement) Soient M et N deux variétés
et F: M — N une application de classe C*. On dit que

i) F est une immersion si dF est injective a tout point de M.
ii) F est une submersion si dF' est surjective a tout point de M.

iii) F' est un plongement si F' est une immersion et un homémorphisme de M sur F(M).

Lemme 4.3.1 Soient M et N deuz variétés compactes et f : M — N une immersion injec-
tive. Alors f est un plongement de M dans N.

preuve : €xo

On va admettre les deux résultats suivants :

Proposition 4.3.1 Soient U et V deuzr ouverts d’une variété M, tels que M = U UV et
sotent f : U — N et g:V — N deuzr applications lisses dans une variété N, dont les
restrictions ¢ U NV sont égales. Il existe alors une fonction lisse h : M — N telle que

hly=f et hly=g.

En particulier si U un ouvert d’une variété M et f : M — R une fonction C*° & support dans
U, alors f se prolonge en une fonction lisse nulle en dehors de U.

Corollaire 4.3.1 i) Soit U un ouvert d’une variété M. Alors pour tout a € U, il existe
un ouvert relativement compact V contenant a tel que V. C U, et une fonction lisse
égale a 1 sur 'V et a support dans U.
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ii) St K est un compact de M, et K C U avec U un ouvert, il existe une fonction lisse a
support dans U et égale a 1 sur K.

Lemme 4.3.2 Soit (U;)ier un recouvrement fini d’une variété compacte M. Il existe alors
un recouvrement ouvert (V;);er tel que V; C U; pour tout i.

Preuve

Tout x € M est contenu dans un ouvert Us(;) du recouvrement. Il existe aussi un ouvert
W, contenant x tel que
W, C Ui(x)'

Alors les (W,)zens forment un recouvrement ouvert de M, dont on peut extraire un recou-
vrement fini (W, )1<x<p. Le résultat s’ensuit en prenant

Théoreme 4.3.1 Toute variété compacte admet un plongement dans un espace R™.

Preuve

Soit (Uj, ¢i)1<i<n un atlas fini de M. D’apres le Corollaire 4.3.1 il existe un recouvrement
ouvert (V;)1<i<n tel que V; C ¢(U;) pour tout i, et pour chaque i une fonction f; lisse a
support dans ¢(U;) valant 1 sur V;. D’apres la proposition 4.3.1, la fonction f;p; L prolongée
par 0 hors de ¢(U;), donne une application lisse de M dans R™, ou n = dimM. En posant

F= (flgofl, -.-,fNSDE1’f13 s [N,

on obtient une application lisse de M dans RN+ Cest une immersion. En effet, chaque

appartient & un ouvert V; et le i—eme bloc de dF, est alors égal & dp, ! qui est bijective, ce
qui montre que dF est injective.

Montrons maintenant que F' est injective. Soient x et y deux points de M tels que F(x) =

F(y). En particulier,
Vi, fi(z) = fi(y).
Les V; recouvrant M, il existe un i tel que f;(z) # 0. Alors x et y sont dans Uj;, et pour cet
1, I’égalité
filx)pi (@) = fily)ei ()

donne goi_l(a:) = goi_l(y), puis z = y puisque ¢, L est bijective. On conclut en appliquant le
Lemme 4.3.1 : une immersion injective d’une variété compacte est un plongement. ]

Corollaire 4.3.2 (Théoréme de Whitney facile) Toute variété compacte lisse de dimen-
sion n se plonge dans R*"+1,

Preuve

On part du plongement f de X dans R™. On va voir qu’en composant f avec une projection
bien choisie, on obtient un plongement dans R™~!. Pour ce faire, on munit R™ d’un produit
scalaire euclidien, et on introduit, pour tout vecteur unitaire v € S™~!, la projection p, sur
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Portogonal de v dans R™. Posons Y = f(X). Pour que la restriction de p, & Y soit injective,
il faut et il suffit que, quels que soient x et y distincts dans Y, le vecteur

Ty
[Ean|
soit différent de v, ou encore que v n’appartient pas a I'image de I'application

deY x Y\ AdansS™ !,

e
(z,y) = ==
27|

ou 'on désigne par A la diagonale de Y. Il existe de tels v dés que 2n < m — 1 (Théoréeme de
Sard).

Pour que p,|Y soit une immersion il faut et il suffit que v n’appartienne a4 aucun sous-
espace tangent a Y. Introduisons

Z={(z,v) € X xS veTy,Y}

On vérifie que Z est une sous-variété de dimension 2n — 1 de X x S™ 1 (exo). En particulier
pro(Z) est de mesure nulle dés que 2n < m. En itérant ce procédé, on voit que X admet une
immersion dans R?" et un plongement dans R?"+1, O

Remarque 4.3.1 i) La méme propriété reste vraie pour les variétés dénombrables a 1’in-
fini.

ii) Awvec beaucoup plus de travail et des techniques complétement différentes, H. Whitney
a démontré que toute variété compacte lisse de dimension n se plonge dans R*™. Ce
résultat est optimal.



Chapitre 5

Courbure

5.1 Application de Weingarten

Dans ce chapitre M va toujours étre une surface de R3. Soit Z un champ de vecteurs
sur M. Alors que Z n’est défini que sur la surface, la dérivée covariante de Z le long de v a
toujours un sens si v est tangent a la surface. Méthodes de calcul :

i) Soit & une courbe dans M avec vitesse initiale v. Alors
VoZ = (Za)'(0).
ii) Si
Z = Z ZiUZ',
VoZ =Y v[z]U;

Exo : montrer que ces deux définitions co incident. Dans ce qui suit U va étre la normale & la
surface M. Notez que U existe comme champ de vecteurs si M est orientable. Mais méme si
M n’est pas orientable, U existe toujours localement.

alors

Définition 5.1.1 Soit p un point de M et v un vecteur tangent au point p. Alors on définit
Sp(v) = =V, U,

ou U est un champ de veceturs normal unitaire dans un voisinage de p dans S. On appelle
Sy Vapplication de Weingarten de S au point p associé un champ normal U.

Lemme 5.1.1 Pour tout point p de S C R3, Uapplication de Weingarten est un opérateur
linéaire

S, : TpS — T,S

sur l’espace tangent au point p.

Preuve

45
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U U =1 entra’ine
0=v[U U] =2V,Ux*xU = -25,(v) « U.
Donc Sp(v) est tangent & M. On calcule

Sp(av +bw) = —VaprpU = —(aV,U +0V,U)
= aSp(v) + bSp(w).

U

Lemme 5.1.2 Soit M C R? une surface de classe C?. Pour tout p de M Uapplication de
Weingarten
S:T,M — T,M

est un opérateur symétrique linéaire, c.a .d.

pour toute paire (v,w) de vecteurs tangents a M au point p.

Preuve
On a U *xx, = 0. Donc

Ozaav(U*xu):Uv*xu—i—U*xw.

Clairement U, = —S(x,). Il s’ensuit :

S(2y) * Ty = U * Ty
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Echange de u et v donne trois autres équations similaires. En particulier :
S(xy) * @y = U * Ty, = U 2y = S(xy) * Ty

Comme z, et x, forment une base de ’espace tangent a tout point, ceci montre que S est
symétrique. [l

5.2 Courbure normale

Lemme 5.2.1 Si a est une courbe dans M C R3, alors

"% U = S()*d.

Preuve o/ est tangent & M. Donc o x U = 0. Différentiation donne
o"xU+a U =0.
Mais S(a’) = =U’. Donc
o"xU=-Uxd =8()xd.
[l

Discussion

o' x U est la composante de 'accélération o orthogonale & la surface. Le lemme montre
que cette composante ne dépend que de la vitesse de « et de 'application de Weingarten.
Toutes les courbes dans M avec vitesse donnée v au point p ont la méme composante normale
de l'accélération au point p qui est donnée par S(v) * v.

Définition 5.2.1 Soit u un vecteur unitaire tangent ¢ M C R3 au point p. Alors le nombre
k(u) = S(u) * u est appelé la courbure normale de S dans la direction u.
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Discussion

Soit a une courbe paramétrée en longueur d’arc avec o/(0) = u. On utilise le repere de
Frénet de la courbe a. On a

k(u) = S(u) *u=a"(0)* U(p) = (0)N(0) * U(p) = £(0) cos 6.

Etant donné u, il existe un moyen de choisir la courbe telle que 'angle soit 0 ou 7. En effet
soit P le plan déterminé par U et u, alors P coupe une courbe ¢ dans M, qu’on appelle
la section normale de M dans la direction u. Si I’on paramétrise o par longueur d’arc avec
o'(0) = u, alors N(0) = +U(p), puisque ¢”/(0) = (0)N(0) est orthogonal & u et tangent & P.
Donc pour une section normale dans la direction u

k(u) = ko (0)N(0) % U(p) = ko (0).

Signe de la courbure normale :

— Si k(u) > 0, alors N(0) = U(p), donc la section normale fléchit vers U(p) au point p.
Donc dans la direction u la surface fléchit vers la normale U.

— Sik(u) <0, alors N(0) = —U(p). Donc dans la direction u la surface s’éloigne de U (p).

— Si k(u) =0, alors k,(0) = 0 et N(0) n’est pas défini. Pas d’interprétation simple.

Définition 5.2.2 Soit p un point de M C R3. Les valeurs mazimales et minimales de la
courbure normale k(u) de M au point p sont appélées les courbures principales de M au point
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~ | =

p et notées k1 et ky. Les directions dans lesquelles ces valeurs mazimales apparaissent sont
appélées directions principales de M au point p. Des vecteurs unitaires dans ces directions
sont appélés vecteurs principauxr de M au point p.

Définition 5.2.3 Un point p d’une surface est ombilic pourvu que la courbure normale k(u)
est constante sur tous les vecteurs tangents unitaires u au point p.

Théoréeme 5.2.1 i) Si p est un point ombilic de M C R3, alors l’application de Wein-
garten S au point p est juste la multiplication scalaire par k = k1 = ka.

ii) Sip est un point non ombilic, k1 # ka, alors il existe exactement deux directions prin-
cipales qui sont orthogonales. En plus, si e et ea sont des vecteurs principaur dans ces
directions, alors

S(el) = ]{7161, S(62> = k262.

Les courbures principales de M sont alors les valeurs propres de S, et les vecteurs principaux
de M au point p sont les vecteurs propres de S.

Preuve

Supposons que k admet son maximum kj & e, donc

k‘l = k:(el) == 5(61) * €e1.
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Soit es un vecteur tangent unitaire orthogonal a e;. Un vecteur unitaire tangent quelconque
peut alors étre écrit comme
u=u(f) = ce1 + sea,

ol ¢ = cosfl, s =sinf. Ainsi la courbure normale k£ au point p devient une fonction sur la
droite réelle k(0) = k(u(6)). Soit S;j = S(e;) xej 1 <i,j < 2. On a Si1 = ki et Si2 = Sa1.
On calcule :

(5.2.1) k(0) = S(ce1 + sea) x (ce1 + sea) = ?S11 + 25¢S91 + 5289.
Donc :

dk 9 9
(5.2.2) @(9) = 256(522 — Sll) + 2(6 -5 )512.

Par hypothese k(f) a un maximum & 6 = 0, donc %(O) = 0. Il suit de (5.2.2) que Sj2 = 0.
Comme ey, ez est une base orthonormale de T),M il suit par expension orthonormale que

(5.2.3) 5(61) = 51161, 5(62) = 52262.

Si p est ombilic, alors Sy = k(e2) = S11 = k(e1) = ki, et (5.2.3) montre que S est la
multiplication scalaire par k1 = kg. Si p est non ombilic, on revient a (5.2.1), qui devient

(5.2.4) E(0) = *ky + 52 Saa.

Comme k; est la valeur maximale de k(6), et k(f) est maintenant non constante, il suit que
k1 > Soo. Mais (5.2.4) montre alors

i) la valeur maximale k; est atteinte seulement si ¢ = £1, s = 0, c.a.d. dans la direction
el.

ii) la valeur minimale ko est Soo et elle est atteinte uniquement si ¢ = 0, s = +1, c.a .d.
dans la direction ep. Ceci montre la deuxieme assertion du théoréme puisque (5.2.3)

devient maintenant :
S(el) = klel, 5(62) = k‘geg.

U

Corollaire 5.2.1 Soient k1, ko et eq, ea les courbures principales et vecteurs principauzr de
M C R? au point p. Alors siu = cos feq +sin fes, la courbure normale de M dans la direction
U est

k(u) = k1 cos® O + kg sin? 0.

Lemme 5.2.2 Soit M une surface de R® de classe C*. Alors M est localement le graphe d’une
fonction C*. Plus précisément pour tout p € M, il existe un voisinage ouvert U contenant
p et une fonction C' f : p12(U) — R telle que quitte a éventuellement renommer les aves
MNU = {(z,y, f(z,y); (z,y) € p12(U)}, ot p1a est la projection sur les deux premiéres
composantes.

Preuve
Soit ¢ = (¢1,¢2,¢3) : D — M une carte avec p = ¢(q), ¢ € D. Soit ¢12 = (¢1,¢2). On

peut supposer d¢12(q) # 0. Par le théoréme d’inversion locale, il existe alors un voisinage V'
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de (¢1(q), ¢2(q)) et un voisinage de W de ¢ ainsi qu'une application ¢5 : V — W tels que
12 © <;51_21 =idy, ¢1_21 opro =tidw. f =¢30 ¢1_21 possede alors les propriétés réquises. ]

Discussion
Comme la position de M dans R? n’a pas d’importance, on peut supposer
i) p=0.
ii) L’espace tangent T,,M est le plan zy.
iii) Les axes x,y sont les directions principales.
Par le lemme 5.2.2 on peut supposer que M est le graphe d’une fonction M : z = f(z,y).
On va construire une approximation de M en utilisant I’expansion de Taylor de f jusqu’a
'ordre 2. Les hypotheses i) et 4i) impliquent f° = fg = f9 = 0, o1 I'indice en haut indique
évaluation au point 0. L’approximation quadratique de f se réduit alors a

1
f S feen® + 2feymy + Fuyu®).

Exercice 5.2.1 Pour les vecteurs tangents up = (1,0,0), wug = (0,1,0) au point p = 0, on
a

S(u) = Vi, U= fou + Syuz,

S(ug) = =Vyu,U= fgyul + fgyUQ.
Par la condition ii) des hypotheses, u; et us sont des vecteurs principaux. Il suit du Théoréme
52.1quek; = fO,, ko = fgy et fgy = (.. En substituant cette expression dans I’approximation

quadratique, on conclut que la forme de la surface proche de p est approximativement la méme
que la forme de la surface

1
M :z= §(k1$2 + koy?)

proche de zéro. M’ est appelée une approximation quadratique de M proche de p.

5.3 Courbure de Gauss

Définition 5.3.1 La courbure de Gauss de M C R® est la fonction d valeurs réelles K = detS
sur M. Explicitement pour tout point p de M, la courbure de Gauss K(p) au point p est le
determinant de l'opérateur de Weingarten S au point p.

La courbure moyenne est la fonction H = 1/2traceS.

Lemme 5.3.1
K =kiky, H= (k1+k2)/2
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Preuve : exo.

Remarque 5.3.1 (Signe de la courbure de Gauss au point p) i) Positif. Si K(p) >
0, alors par le Lemme 5.3.1 les courbures principales ki(p) et ka(p) ont le méme signe.
Par le corollaire 5.2.1 soit k(u) > 0 pour tout u, soit k(u) < 0 pour tout u. Donc M
fléchit en s’éloignant de son plan tangent T,M dans toutes les directions au point p.
L’approximation quadratique est un parabolo “ide :

22 = ki’ + k2y2.

FIGURE 5.1 — 1)

ii) Négatif. Si K(p) < 0, alors par le lemme 5.3.1 les courbures principales ont un signe
opposé. Alors l'approximation quadratique de M prés de p est un hyperbolo ide, alors
M a une forme de selle prés de p.

iii) Si K(p) =0, alors par le Lemme 5.3.1 il y a deux possibilités.

(a) Seulement une courbure principale est nulle, disons

ki(p) #0, ka(p) = 0.

Dans ce cas lapprozvimation quadratique est un cylindre 2z = ki (p)z?, donc M a
une forme d’un abreuvoir proche de p.
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l:, (p) < o
k.(p >o0

FIGURE 5.2 — i)

(b) Toutes les deuz courbures principales sont nulles. L’approzimation quadratique se
réduit a z = 0, et on n’obtient pas d’information de la frome de M prées de p.

Exemple 5.3.1 (Tore de révolution) Sur O le tore T s’éloigne de son espace tangent,
donc K > 0 sur O. Sur F T a la forme d’une selle, donc K < 0 sur F. Proche de chaque
point sur les cercles qui séparent O et F, le tore a la forme d’un abreuvoir, donc K = 0 sur
ces cercles.

Définition 5.3.2 Les fonctions réelles
I(v,w)=v*w, II(v,w)=Sv*w

définies pour toute paire de vecteurs tangents sur une surface orientable sont appélées les
premiere et deuxieme formes fondamentales.

Définition 5.3.3 Une surface M de R? est plate si sa courbure de Gauss est nulle et mini-
male si sa courbure moyenne est nulle.
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\R)
. ke (PP =0
R

FIGURE 5.3 — i)
5.4 Techniques de calcul

Lemme 5.4.1 Si v et w sont des vecteurs tangents linéairement indépendants a un point p
de M C R3, alors

S(w) x S(w) = K(p)vx w,
S(w)xw+vxSw) = 2H(p)v x w.

Preuve

Comme v, w est une base de I'espace tangent, on peut écrire

S(w) = av+ bw,
S(w) = cv+dw.

(¢ a)

est la matrice de S par rapport a la base v, w. Il s’ensuit :

Ceci montre que

1 1
K(p) =detS =ad —be, H(p)= itraceS = §(a +d).
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FI1GURE 5.4 — Tore de révolution

On calcule
S(v) x S(w) = (av+bw) x (cv + dw)
= (ad —bc)v x w = K(p)v X w.
Un calcul similaire donne la formule pour H(p). OJ

Si V et W sont des champs de vecteurs tangents qui sont linéairement indépendants a
chaque point d’une région orientée, on a les équations suivantes entre champs de vecteurs :

S(V)x SW) =KV x W,
S(V)x W4V xS(W)=2HV x W.

On prend le produit scalaire de chaque coté avec V' x W et on utlise 'identité de Lagrange

(x X y)*(vxw)=

THUV TxwW
Y*v Y*rw

pour obtenir

SV«V SV«W
(5.4.1) K - SWxV SWxW
o B VsV VW |’

WxV WxW

SVxV SVxW ViV VW
(5.4.2) H — WV WxW SWxxV SW«W
o B G| VAV VW

WxV WxW

Les dénominateurs sont non nuls puisque l'indépendance de V, W est équivalente & (V' x W) %
(V x W) > 0. En particulier les fonctions H et K sont différentiables.
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Corollaire 5.4.1 Dans une région orientée O de M, on a
ki,ko = H++\H? - K.

Preuve

Afin de vérifier les formules il suffit de substituer K = k1ky et H = (k1 +k2)/2 et de noter
que

ki + ko)? ki — k9)?
wog =tk k)
4 4
[
Soit 2 : D — M une carte d’une surface M dans R. On pose :
E=x,%xy, F==2y%Ty =Ty *xy, G= Ty * Ty,
L = S(xy) 2y, M = 5(xy) %2y = S(xy) %2y, N =5(xy) % 2.
Corollaire 5.4.2 Si z est une carte dans M C R3, alors
LN — M? GL+ EN —2FM
K = ————= H =
@) =Fe—Fz 2@ 2(EG — F?)
Preuve
Remplacer dans les formules (5.4.1), (5.4.2) V par x, et W par z,. O

Lemme 5.4.2 Si x est une carte dans M C R3, alors

L=5(xy)*xy = U * Ty,
M = S(xzy) * 2y = U * Ty,
N = S(xy) * 2y = U % XTyyy.

Ces formules interviennent déja dans la preuve du lemme 5.1.2.

5.5 Surfaces de révolution

On obtient une surface de révolution en tournant une courbe dans le plan zy autour de
Paxe des x. Soit

a(u) = (9(u), h(u),0)

une paramétrisation de la courbe. Ceci donne une paramétrisation de la surface

z(u,v) = (g(u), h(u) cosv, h(u) sinv).

On calcule
xy = (¢', W cosv, b’ sinv), x, = (0, —hsinv, hcosv).

Il s’ensuit
E=¢?+hn% F=0,G=h
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YA

FIGURE 5.5 — Surface de révolution

Ici F est le carré de la vitesse de la courbe de profil et donc pour toutes les méridiennes
(courbes de parametre u), tandis que G est le carré de la vitesse de toutes les paralleles
(courbes de parametre v). En suite on calcule

Ty X xy, = (hh',—hg cosv, —hg sinv),

|2y X 2] = VEG—F?=h\/g?+ h'?,

U = (K,—g cosv,—g sinv)/\/g? + k2,
Tuw = (g", 0" cosv,hsinv),
Tw = (0,—h sinv,h’ cosv),
ZTyy = (0,—hcosv,—hsinv).

Il s’ensuit i "y
I — —gn tgh M=0,N =
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On trouve pour l'opérateur de Weingarten

L N
Exu7 S(l'v) = E

Il s’ensuit que les méridiennes et les paralleles d’une surface de révolution sont ses courbes
principales. On note les fonction de courbure principale &, et k; et on obtient :

Ty.

S(wy) =

g/ h/
L 1! h// N /
ku:fzig Y T A
E (9/2 + h/2)3/2 G h(g’2 +h’2)1/2
La courbure de Gauss est alors
/ h/
_g/ 5// B!

K = kyky = h(g? + h'2)? :

5.6 Géodésiques

Définition 5.6.1 Soit o une courbe C? dans une surface M. o est une géodésique si son
accélération o' est toujours orthogonale ¢ M.

Remarque 5.6.1 Des géodésiques ont une vitesse constante. En effet (o'+xa’) = 2a” %o = 0.

Exemple 5.6.1 i) Le plan. Si a est une géodésique dans le plan orthogonal & w, alors
o' xu =0, donc o xu = 0. Mais o' est par définition normale a P, donc colinéaire a u,
donc o = 0. Donc « est une ligne droite. Inversement toute ligne droite a(t) = v+ tw
est une géodésiques. Donc les géodésiques de P sont exactement les lignes droites.

ii) La sphére. Un grand cercle dans la sphére S* est un cercle qu’on obtient comme inter-
section de la sphére avec un plan qui passe par 0. Si a est une paramétrisation a vitesse
constante d’un cercle, l’accélération est dirigée vers le centre du cercle. Dans le cas d’un
grand cercle, ce centre est le centre de la sphére. Dans ce cas o est alors normale a la
sphere et a est une géodésique.

Théoréme 5.6.1 Parmi toutes les courbes C? tracées sur une surface joignant deux points
donnés la courbe de longueur minimale est (si elle existe) une géodésique.

Preuve

On peut supposer que les deux points sont dans 'image de la méme carte z : D — M.
Soit z(7(s)) la courbe qui minimise la distance avec v : [sg, s1] — R? une courbe dans R?. On
peut supposer que x(y(s)) est paramétrée en longueur d’arc et que 0 € D. Soit F' I’ensemble
des courbes C? fermées dans D allant de 0 & 0. Soit x(y(sg)) = A, x(7(s1)) = B. Pour tout
6€ Fona

d 5t d
o [ 1450 + 7o) ds = .

0

2(y(s) +70(s)) = x(v(s)) + 7da(y(s))(0(s)) + o(7).
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Donc
Do) + 700 = PO 42 9)(6309) 4 0()
Il s’ensuit
1L ayts) + (NI = 1420 TOD D gy 0)55)) 400,
1L a(r() 4 o)l = 1+ 720 D 60 5() + o)
Ceci donne
/0 C;ix('y(s)—i-ﬂS(s))’ ds = / 0 ds + / O TW*idw(v(s))@(s))—i—o(ﬂds.
Donc

Tlreo [ (s + raeas = [ EEED L Faato )@ =0

0

Tenons compte du fait que §(sg) = d(s1) = 0, on peut effectuer une intégration par parties :

S1 2.%' s
/ dcngz()) + dz(7(s))(6(s))ds = 0.

0

Soit maintenant ¢ : [sg, s1] — T'M un champ de vecteurs avec t(s) € Ty (y(s))M pour tout s et
t(so) = t(s1) = 0. Alors il existe une courbe fermée dans F' avec

t(s) = dx(7(s))(0(s))-

Il s’ensuit que pour tout champ ¢ comme ci-dessus on ait :

/81 M xt(s)ds =0,

2
0 ds
donc pour tout s et tout vecteur tangent

z(1(s))

e t(s) =0.

Il s’ensuit que z(7y(s)) est une géodésique. O

Remarque 5.6.2 Il y a néanmoins des géodésiques qui ne minimisent pas la longueur. Par
exemple considérer deux points sur une sphere et le grand cercle déterminé par ces deux points.

Nous allons maintenant nous intéresser a la question de l’existence des géodésiques. Soit
x: D — M une carte et y(s) = z(u(s)) une courbe dans Mavec u une courbe dans D. Nous
allons écrire x; resp. xo pour z, resp. x,. La condition d’accélération normale a la surface
donne le systeme :

2&3’118
S lra(us) = 0
L2l 4 gy (u(s)) = 0.
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Soit u(s) = (u1(s),u2(s)). On obtient (x et ses dérivées sont toujours évalués au point u(s)) :

dx . .
75 - + T2us2,
dz.l‘ . \2 .. . \2 . .
@ = xn(ul) + 219t U2 + $22(U2) + z1u + U2,
d’x .
ﬁl’i = 07 1= 17 2.
S
On définit
Fijk = Tgg ok T

gij sont les composantes de la métrique euclidienne dans le repere z1, w2 et I';j; sont les
symboles de Christoffel. On obtient alors pour les équations de géodésiques :

Ty1(i1)? + 2T 121 + Tog;(112)? 4 g4ty + goiila = 0.

Utilisant la métrique inverse (¢%) de la matrice (g;;) : Y. 4 9pgg"" = 0, ceci donne

iy + > 9" Timitiytim = 0.

i,l,m

L’équation différentielle des géodésiques peut donc s’écrire

fiy + Y TP ity =0

Im
b .
avec I', = > i 9P

Théoréme 5.6.2 Soit M une surface de R3 et v un vecteur tangent au point p. Alors il existe
une géodésique unique vy, définie sur un intervalle ouvert contenant 0, telle que

7(0) =p, +(0) =w.

Preuve

Les équations géodésiques ont la forme
;= fi(dy,42), i=1,2
avec des fonctions différentiables f;. On peut écrire les conditions initiales comme
u;(0) = pi, 0 (0) = v;

avec p; = (z71(p))i, v; = (d(x71)v);. Le théoreme fondamental des équations différentielles
assure une solution locale pour ce systeme. O



Chapitre 6

Géométrie des surfaces de R’

6.1 Les équations fondamentales

Un champ de repére euclidien sur une surface M C R? est un ensemble de trois champs
de vecteurs qui sont orthogonaux a tout point.

Définition 6.1.1 Un champ de repéres E1, Es, Es adapté est un champ de repéres euclidien
sur une région O dans M C R3 tel que E3 est toujours orthogonal a M (Ey, Ey sont alors
tangents a M ).

U = E;.

Lemme 6.1.1 I existe un champ de repéres adapté sur une région O dans M C R? si et
seulement si O est orientable et il existe un champ de vecteurs tangent qui s’annule pas sur

0.

Preuve : exo.

Soit maintenant Fq, FEs, F3 un champ de vecteurs adapté sur M. On peut étendre ces
champs de vecteurs & un ouvert de R? en les bougeant le long de la normale & chaque point.
On peut alors utiliser les équations de connexion (voir Théoreme 2.5.1) :

VoEi = wij(v)Ej(p).

On va les appliquer uniquement aux vecteurs tangents a M. Les formes de connexion w;;
deviennent alors des 1— formes sur M.

Théoréme 6.1.1 Soit E1, Ey, E5 un champ de vecteurs adapté sur M C R? et v un vecteur
tangent a M. Alors

3
VoEi =Y wi;(v)Ej(p) (1<i<3)
j=1

Corollaire 6.1.1 Soit S l'opérateur de Weingarten associé a Es, ou E1, Fo, E3 est un champ
de repéres adapté sur M C R3. Alors pour tout vecteur tangent v de M au point p,

S(v) = wiz(v) E1(p) + was(v) E2(p).

61
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Preuve

Par définition S(v) = —V, E3. L’équation de connexion pour i = 3 donne alors le résultat
puisque la fomre de connexion w;; est antisymétrique.

U

En plus des formes de connexion le champ de reperes adapté Eq, Fo, E3 possede aussi des
1— formes duales 6y, 62, 03 (0;(v) = v* E;). Comme pour les formes de connexion, les formes
duales vont étre appliquées uniquement a des vecteurs tangents. Elles deviennent ainsi des
1— formes sur M. Comme 65(v) = v % E3, 03 est alors 0 sur M. Utilisant l’antisymétrie de
wjj, on voit que uniquement 5 1— formes comptent.

01, 02 donnent une description duale des champs de vecteurs Ey, Es.
w1s donne le taux de rotation Fq, Fs.

w13, we 3 décrivent I'opérateur de Weingarten.

Théoréme 6.1.2 Soit E1, Eo, E5 un champ de vecteurs adapté sur M C R3. Alors les formes
duales et les formes de connexion vérifient :

i) La premiére équation structurelle

doy = wiz2 N\ bq,
(611) {d92 = wor ANB1.

ii) Equation de symétrie
(6.1.2) w31 A1 +w3za Ay =0
iii) Equation de Gauss

(6.1.3) dwis = w13 A w3s.

iv) Equations de Codazzi

dwiz = w2 Awag,
6.1.4
( ) { dwez = wo1 Awi3.

Preuve

On applique les équations structurelles de Cartan, Théoreme 2.6.1. La premiere équation
structurelle,

df; = Zwij VAN (9]'
J

donne (6.1.1) et (6.1.2). En effet pour ¢ = 1,2 on obtient (6.1.1) puisque 03 = 0 sur la surface
M. Mais 03 = 0 donne df3 = 0, donc pour ¢ = 3 on obtient (6.1.2). Les deuxiémes équations
structurelles donnent les équations de Gauss (6.1.3) et de Codazzi (6.1.4). O
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6.2 Calculs de formes

Lemme 6.2.1 Soient 01, 02 les 1— formes duales de E1, Eo sur M. Si ¢ est une 1— forme
et u une 2— forme, alors

(6.2.1) ¢ = o(E1)bh + ¢(E2)0s,
no= /.,L(El,EQ)el/\eQ.

Preuve : exo

Lemme 6.2.2

(623) wiz Awaz = K601 N0Os.
wig ANlOs +01 ANwas = 2HO, A Os.

Preuve

Afin de pouvoir appliquer les définitions K = DetS, 2H = traceS, il faut trouver la
matrice de S parc rapport a Ey et Ey. On a (voir Corollaire 6.1.1) :

S(E1) = —Vg E3=—ws3i(E1)E| —wsa(Er)Es,
S(EQ) = —VE2E3 = —W31(E2)E1 — W32(E2)E2.

Donc la matrice de S est

(wlg(E1) W23(E1)>
wiz(Ba) waz(Ea) /-

Utilisant le lemme 6.2.1 on doit montrer que

((/.)13 A o.)gg)(El, Eg) = K, (W13 A By + 61 A UJ23)(E17 E2) =2H.

Mais
(w13 Awas)(E1, E2) = wiz(fr)wes(Fa) — wiz(B2)waz(Er)
= déterminant de la matriceS = detS = K.
Un calcul similaire donne la formule pour H. O

Une comparaison de (6.2.1) avec I’équation de Gauss (6.1.3) donne

Corollaire 6.2.1
dwis = —K601 N 0s.

Définition 6.2.1 Un champ de repéres principal sur M C R3 est un champ de repéres adapté
FEq, By, E3 tel que a chaque point Eq, Eo sont des vecteurs principau.

Lemme 6.2.3 Soit p un point non ombilic de M C R>. Alors il existe un champ de repéres
principal dans un voisinage de p.
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Preuve

Soit Fy, Fy, F3 un champ de repéres adapté dans un voisinage N de p. Comme p est non
ombilic, on peut supposer (en effectuant une rotation si nécessaire) que Fi(p) et Fa(p) ne sont
pas des vecteurs principaux au point p. Comme k;(p) # ka(p) on peut supposer que ki # ko
dans N. Soit S;; la matrice de S par rapport a Fy, Fs. Un calcul explicit montre que

Vi = SioFi+ (k1 — S11)Fs,
Vo = (k2 — S22)F1 + Si2F%

sont des vecteurs propres de S. Aussi S12 = S(F}) * Fy est toujours différent de zéro sur N,
donc V4, V5 sont différents de zéro sur N. Pour obtenir un champ de repéres principal il suffit
de poser

Vi Va

=+, By = ——, F3 = F3.
VAl V2]

1
On a S(E1) = k1E1, S(E2) = kaFEy. Comparaison avec corollaire 6.1.1 :

wiz(Er) = k1, wiz(Fe) =0,
wa3(E1) =0, was(E2) = ko.

On applique le Lemme 6.2.1 pour obtenir
(6.2.5) w1z = k1601, woz = kobs.
Théoréme 6.2.1 Soit Ey, Eo, E5 un champ de repéres principal sur M C R3. Alors
Erlke] = (k1 — k2)wia(FE2),
Eolk1] = (k1 — k2)wiz(E1).
Preuve
Rappelons d’abord les équations de Codazzi :
dwiz = w12 Awag, dwaz = w21 A wi3.
Différentiation de (6.2.5) donne
d(k161) = wiz A kaba;

donc
dki1 N 01 + k1d61 = kowig A 05.

Substitution de la premiere équation structurelle df; = wis A 02 donne
dki N 01 = (k2 — k1)wiz A Bo.
On applique maintenant ces 2— formes au couple de vecteurs Eq, E9 pour obtenir
0 — dk1(Es) = (ko — k1)w12(FE1) — 0;

donc
Eg[k’l] == dk‘l(Eg) == (k‘l — kg)wlg(El).

L’autre équation peut étre déduite de la méme fagon de I’équation de Codazzi dweg = w1 Awrs.

U
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6.3 Quelques théoremes globaux

Théoreme 6.3.1 Sil'opérateur de Weingarten est identiquement nul, M est une partie d’un
plan dans R3.

Preuve

Par définition de l'opérateur de Weingarten, S = 0 signifie que la nromale unitaire F3 a
M est parrallele dans le sens euclidien et peut donc étre identifié avec un point dans R3.

FIGURE 6.1 —

Choisissons un point p de M. On va montrer que M est dans le plan contenant p est
orthogonal a Fs3. Si ¢ est un point arbitraire de M, alors, comme M est connexe, il existe une
courbe o dans M de a(0) = p & a(1) = g. On considere alors la fonction

f(@t) = (a(t) —p) * Es.

Mais on a alors
fi(t) =o'« By =0, f(0)=0.

Il s’ensuit que f est identiquement nulle. En particulier,
f()=(qa—p)*E3=0,
donc chaque point de M est dans le plan en question. ]

Théoreme 6.3.2 Si M est partout ombilic, alors M a une courbure de Gauss constante
K>0.
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Preuve

Soit Fy, Fs, FE3 un champ de repeéres adapté dans une région O de M. Comme M est
partout ombilic, les fonctions de courbure principale sur O sont égales, k1 = ko = k. En plus
E1, E5, E3 est un champ de reperes principal (puisque toute direction sur M est principale).
On peut alors appliquer le Théoreme 6.2.1 afin de conclure E[k] = E3[k] = 0. Ceci revient a
dire

dk(E) = dk(E») = 0,
donc on conclut par le Lemme 6.2.1 que dk = 0 sur O. Comme K = kiky = k2, on obtient

dK = 2kdk = 0 sur O. Comme tout point de M est dans une telle région on conclut dK =0
sur M est donc K constant. [l

Théoréme 6.3.3 Soit M C R? ombilic partout et K > 0, alors M est une partie de la sphére
de rayon 1/V K.

Preuve

Soit p un point de M et E3(p) le vecteur unitaire normal a M au point p. On va montrer
que le point

1
c=p-+ mE:S(p)

est a équidistance de tout point de M. (Ici k(p) = k1(p) = ka(p) est la courbure principale
correspondante & F3(p).) On étend E3(p) en un champ de vecteur normal unitaire sur « (voir
Figure 6.2) et on considere la courbe

1
y=a+ EEg dans R®.

Ici est sous-entendu que la fonction de courbure k vient de Fjs.; donc k est continue. Mais
K = k2, et par le lemme précédent, K est constant, donc k est constant. Donc
1

LB},

fy/:a/_i_

Mais

puisque S est la multiplication par k. Donc
/ / 1 /
v =a + %(—ka ) =0.

Il s’ensuit que la courbe v est constante. En particulier,

c=7(0)=~(1)=q+ %E3(Q),

donc d(c, q) = 1/|k| pour tout point ¢ de M. Puisque K = k1ko = k% on a démontré que M
est contenu dans la sphere de centre ¢ et rayon 1/vV K. ]

Corollaire 6.3.1 Une surface M de R? qui est compacte et ombilic partout est la sphére
entiére S2.
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FIGURE 6.2 —

Preuve

On sait déja que M est une partie de la sphere. M est clairement fermée dans S? puisque
compacte dans R3. Mais M est aussi ouvert puisque chaque point possede un voisinage ouvert
dans M et donc dans S? qui est le domaine de définition d’une carte. M étant fermé et ouvert
et S2 étant connexe, on obtient M = S2. O

Théoréme 6.3.4 Sur toute variété compacte M de R® il existe un point auquel la courbure
de Gauss K est strictement positive.

Preuve

Soit f(p) = ||p||*. f est différentiable, donc continue et M est compacte. Donc f atteint
son maximum & un point m de M. Soit r = ||m]|.

On va montrer que K (m) > %2 > 0. Soit u un vecteur unitaire tangent a M au point m.
Soit v une courbe dans M telle que a(0) = m, &/(0) = w. Il s’ensuit que la fonction composée
f(a) admet un maximum & ¢t = 0. Donc

d 2
3.1 — = — <0.
(6:3.1) L (fa)0) =0, Yi(fa) <o
Mais f(a) = a * «, donc d(cjlvta) = 2a * o/. Evaluation & ¢t = 0 donne
d
0= (fa) (0) = 2a(0) * &/ (0) = 2m * u.

dt
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FIGURE 6.3 —

Comme u est un vecteur tangent unitaire a M au point m, ceci signifie que m est normal a
M au point m. Une nouvelle dérivation donne

& (fo)
dt?
Utilisant (6.3.1) au point ¢ = 0 donne

=20 xad +2axd”.

0 > uxu+mx*a”(0)
(6.3.2) = 1+mx*a"(0).
Par la discussion ci-dessus on peut considérer m/r comme un vecteur normal unitaire a M

au point m.

Donc (m/r) o’ est précisémement la courbure normale k(u) de M dans la direction u. 11
suit de (6.3.2) que k(u) < —1/r. En particulier, les deux courbures principales vérifient cette
inégalité, donc

En particulier il n’existe pas de surface compacte avec K < 0.

Lemme 6.3.1 (Hilbert) Soit m un point de M C R3 tel que
i) k1 admet un mazximum local a m.

ii) ko admet un minimum local a m.
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111) k‘l(m) > l{iz(m)
Alors K(m) < 0.

Preuve

Comme ki(m) > ka(m), m n’est pas ombilic. Par le lemme 6.2.3 il existe un champ de
reperes principal F, Eo, E3 dans un voisinage de m dans M. L’hypothése de minimalité et
maximalité des courbures principales impliquent

(6.3.3) Erlke) = 0= Es[ki] =0 au pointm,
(6.3.4) E\Er[ke] >0 et EsFEski] <0 au point m.

(6.3.3) implique par le Théoreme 6.2.1
wi2(F1) = wi2(F2) =0  au point m
puisque k1 — ko # 0. Il suit par le corollaire 6.2.1
(6.3.5) K = Eswi2(E1)] — Erwi2(E2)]  au point m.
On applique maintenant F; a la premiere équation dans le Théoreme 6.2.1 et on obtient :
E1Er k] = (Er[k1] — Er[ke])wi2(E2) + (k1 — k2) E1wia(E2)].
Au point m, on a wi2(E2) =0 et k; — k2 > 0; donc de (6.3.4) on déduit
(6.3.6) Eq[wi2(F2)] >0 au point m.
Un argument similaire donne
(6.3.7) Es[wi2(F1)] <0 au point m.

Utilisant (6.3.6) et (6.3.7) dans l'expression (6.3.5) de la courbure de Gauss, on obtient
K(m) <0. O

Théoréme 6.3.5 (Liebmann) Si M est une surface compacte dans R3 avec courbure de
Gauss constante K, alors M est une sphére de rayon 1/ K (Théoréme 6.3.4 implique que
la courbure est positive).

Preuve

Comme M C R? est compacte, elle est orientable d’apres le Théoreme 3.6.1, donc un
champ de vecteur normal unitaire existe et I'opérateur de Weingarten est défini et lisse sur
toute la surface. Les fonctions de courbures principales k; > ko sont également globalement
définies et continues. M étant compacte, k; admet un maximum a un point p de M. Comme
K = kjky est constante, k2 a un minimum au point p. On ne peut pas avoir ki(p) > ka(p)
puisque le Lemme de Hilbert donne dans ce cas K(p) < 0. Donc pour tout ¢ € M on a
ki(p) > ki(q) > ka(q) > ka(p) = k1(p) et M est partout ombilic. C’est donc la sphére de
rayon r =1/ VK. 0
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6.4 Isométries et isométries locales

Définition 6.4.1 Soient p et q des points de M C R3. On considére la collection de toutes
les courbes av dans M qui vont de p a q. La distance intrinséque p(p,q) dans M est l'inf des
toutes les longueurs L(«) de ces courbes.

Définition 6.4.2 Soient M et M deux surfaces dans R3. Une isométrie F : M — M est une
application différentiable et injective qui préserve le produit scalaire entre vecteurs tangents.
Plus explicitement

dF(v) x dF (w) = v *w

pour tout couple (v,w) de vecteurs tangents a M. Ici dF' est l'application tangente.

Remarque 6.4.1 — dF préserve la longueur des vecteurs tangents.
— F est une application régquliére. Si dF(v) =0, on a

[0l = [|dF(v)[| = 0 = v = 0.

— Si F est surjective, alors F' est un difféomorphisme (voir remarque aprés Théoréme

3.4.1).

Théoreme 6.4.1 Les isométries préservent les distances intrinséques. St F' : M — M est
une isométrie entre surfaces de R3, alors

p(p;q) = p(F(p), F(q))

pour tout couple de points p,q dans M. (Ici p (resp. p) est la fonction de distance sur M
(resp. M)).

Preuve

On commence par remarquer que les isométries préservent la vitesse et la longueur d’une
courbe. Si « est une courbe dans M, alors @ = F(«) est une courbe dans M avec vitesse
o' = dF(a). Comme dF préserve le produit scalaire, il préserve la norme, donc

/Il = lldF ()] = I|(F ()| = [[&]l.

/ o/ (8)dt = / & (8)]1dt = L(@).

Si a va de p a g dans M, alors son image @ = F(«) va de F(p ) F(q) dans M. Inversement
si B est une courbe dans M qui va de F(p) & F(q), alors F~(3) va de p & ¢ dans M. Ceci
donne une correspondance 1 & 1 entre les courbes qui sont utilisées pour définir p(p, q) et
celles qui sont utilisées pour définir p(F(p), F'(q)). Mais des courbes correspondantes ont la
méme longueur, il s’ensuit que p(p, q) = p(F(p), F(q))- O

Il s’ensuit

Définition 6.4.3 Une isométrie locale F : M — N de surfaces est une application qui
préserve le produit scalaire entre vecteurs tangents (c.a.d. dF a cette propriété).
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Remarque 6.4.2 Si F' est une isométrie locale, ’argument déja utilisé montre que F est
une application réguliere. Alors pour tout point p de M, le théoréme d’inversion locale nous
donne Uexistence d’un voisinage U de p dans M tel que la restriction de F sur ce voisinage
est un difféeomorphisme sur un voisinage V de F(p). U etV sont elles-méme des surfaces dans
R3 et FlU : U — V est une isométrie. Dans ce sens une isométrie locale est localement une
isométrie.

Lemme 6.4.1 Soit f: M — N une application. Pour toute carte x : D — M, on considére
la composée
T = f(x): D— N.

Alors [ est une isométrie locale si et seulement si pour toute carte x on a
E=E, F=F, G=0G.

(Ici T n'est pas nécessairement une carte, mais E, F', G sont définies comme d’habitude).

Preuve

Supposons que le critere soit vérifié. Afin de montrer que df préserve le produit scalaire,
il faut montrer uniquement que

zull = df (@u)ll, 2w * 2o = df (20) * df (20), 20| = [1df (z0)]]-

Mais il suit immédiatement de la définition de df que
df () = Ty, df (xy) = Ty.

Mais les équations ci-dessus suivent de I'hypothése E = E, F =F, G = G. f est alors
une isométrie locale. Inverser 'argument donne 1’assertion inverse. ]

Définition 6.4.4 Une application entre surfaces F' : M — N est conforme s’il existe une
fonction réelle A > 0 t.q.

[dE (wp) | = Alp)[|vpl

pour tous les vecteurs tangents v, a M.

6.5 La géométrie intrinséque des surfaces de R?

Lemme 6.5.1 La forme de connerion wis = —wo1 est la seule 1— forme qui vérifie les
équations structurelles
dfy = wig N bOo, dbs = wor A Oq.

Preuve

On applique ces équations aux champs de vecteurs tangents F1, E5. On obtient :

OJ12(E1) = d@l(El,Eg),
wi2(Er) = —woi(E2) = dba(En, Es).
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U

Soit F': M — M une isométrie. On peut transférer le champ de reperes F, Fy sur M sur
des champs de reperes E1, E9 sur M. Pour tout point ¢ de M, il existe un point unique p de
M tel que F(p) = g. On définit alors

Ei(q) = dF(Ei(p)),
Es(q) = dF(E2(p)).

E‘\}) E.;_l>)

£a

FIGURE 6.4 —

On écrit souvent brievement
E1 =dF(E,), E;=dF(Ey).
Comme F préserve le produit scalaire, E1, E5 est un champ de reperes sur M :
E;«E; = dF(E;) «dF(E;) = E; x E; = §;;.

Lemme 6.5.2 Soit F': M — M une isométrie, et soit By, Fy un champ de repéres tangent
a M. Si Eq, Es est le champ de repéres transféré sur M, alors

i) 61 = F*(01), 0 = F*(02),

11) w12 = F*(wlg).

Preuve
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1) Il suffit de démontrer que 60; et F™* (91) ont la méme valeur sur Fq et Fo. Pour1 <i,j5 <2
on a

F*(0;)(Ej) = 0:(dFEj) = 0:(Ej) = 6ij = 0:(E).

ii) On considere les équations structurelles df; = wia Afy sur M. On applique F* et on utilise
3.4.2 afin d’obtenir :

d(F*gl) = F*(dgl) = F*(wlg) A F*(gg)

Donc par i) on obtient :
df, = F*(wm) A 0.

L’autre équation structurelle,
dfy = wia A 0y,

donne I’équation correspondante. On obtient alors

df; = F*(wlg)/\eg,
df, = F*(wgl)/\el.

Maintenant i) est une conséquence immédiate de la propriété d’unicité (Lemme 6.5.1) puisque
F*(wm) = F*(—wlg) = —F*(wlg).
[

Théoréme 6.5.1 (Gauss, theorema egregium) La courbure de Gauss est un invariant
isométrique : Si F': M — M est une isométrie, alors

K(p) = K(F(p))
pour tout point p de M. Ici K (resp. K ) est la courbure de Gauss de M (resp. M ).

Preuve

Pour tout point p de M, on prend un champ de reperes tangent Fq, Fo dans un voisinage
de p et on le transfere via dF a Eq, Ey sur M. Par le lemme précédent F*(wi2) = wie. Par
le Corollaire 6.2.1 on a

dwis = —ﬂl VAN 52.
On applique maintenant F* dans cette équation. Par Théoréme 3.4.2 on obtient
d(F*wlg) = F*(dwlg) = F* (F)F* (gl) A F* (?2),

olt F*(K) est tout simplement la composée K (F). Donc par le lemme précédent,

dwis = —K(F)91 A 0s.

Comparaison avec dwis = —K6; Ay donne K = K (F), donc en particulier K (p) = K(F(p)).
U
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Remarque 6.5.1 i) Le théoréme de Gauss est une des grandes découvertes mathématiques
du 19éme siécle. L’ingrédient principal de la preuve est l’équation

dwig = — K601 A 0.

Grace au lemme 6.5.1 on sait que tous les ingrédients de cette équation a [’exception
de K wviennent uniquement de M, donc aussi K. Autrement dit les “habitants” de M
peuvent déterminer K malgré le fait qu’en général ils ne peuvent pas trouver S et n’ont
pas de conception de la forme de M dans R3. On comprend bien ceci si I'on regarde
Uéquation K = kiko. Une isométrie ne préserve ni les courbures principales ni leur
somme, mais elle préserve leur produit.

ii) Le théoréme de Gauss peut bien sir étre utilisé pour montrer que deux surfaces ne sont
pas isométriques. Par exemple il n’y a pas d’isométrie d’une partie de la sphere sur une
partie du plan puisque leur courbures de Gauss sont différentes. C’est le dilemme du
cartographe : la géométrie intrinseque de la surface de la terre est mal représentée par
toute carte plate.

6.6 Intégration et orientation

e =)
V/’\ pra s~
PrERVE > D2 )
\ P z> A X
— > KA\D )
FIGURE 6.5 —

— Segment de z(u,v) & z(u + Au,v) ~ Auxy,.
— Segment de z(u,v) & z(u,v + Av) ~ Avz,.

Aire du parrallélogramme :

|Auzy, X Avay|| = ||z X 2y || Aulv = / EG — F2AulAw.
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A(z(D)) = // V EG — F2dudv
D
Soit R:a <u<b, c<v<d Lintérieur R° est 'ensemble ouvert a < u < b, c < v < d.

Définition 6.6.1 Un 2-segment x : R — M est dit de type carte si x : R° — M est une carte
pour M.

Définition 6.6.2 Un pavage d’une région P d’une surface consiste d’un nombre fini de 2-
segments de type carte 1, ...,xx dont les images remplissent M de sorte que chaque point de
M est dans au plus un des ensembles x(RY).

On cherche une 2-forme telle que intégrée sur une surface elle donne le volume de la surface
(si fini).

Définition 6.6.3 Une forme de volume d’une surface M est une 2-forme différentiable p

telle que p(xy, ) = +VEG — F2.

Lemme 6.6.1 Une surface M admet une forme de volume si et seulement si elle est orien-

table. Sur une surface connexe orientable il existe exactement deux formes de volumes (notées
+dM).

preuve : exo (dM = +U xv x w). Soit x est 2-segment de type carte. Par définition

//dM //dM Tay, Ty )dudv.
Deux cas :

i) dM(xy,2,) > 0 (orientation positive). Donc [ [ dM est laire de z(R).
i) dM (zy,x,) < 0 (orientation négative). Donc [ [ dM = —A(z(R)).

Donc pour trouver 'aire d’une région pavable, le pavage doit avoir une orientation positive,
c.a.d. tous les segments de type carte ont cette orientation. Dans ce cas

= 3 Awi(R) = Z// M.

Exemple 6.6.1 (Aire de la sphere) Soit
x(u,v) = (rcosveosu,rcosvsinu,rsinv), —-wT<u<m, —7/2<v<7/2
Alors

Zy(u,v) = r(—cosvsinu, cosv cosu, 0),

Zy(u,v) = r(—sinv cos u, — sin v sin u, cos v)
On trouve alors

E =r%cos’v, F=0, G =r?
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et donc

VEG — F2 = r? cosw.

Donc laire de la sphere de rayon r est

T /2
A= / / r? cos vdudv = 4mr?.
- J—m/2

Définition 6.6.4 Soit v une 2-forme d’une région pavable orientable d’une surface. L’intégrale

de v sur P est
V= v,
[ =2/

ol X1, ..., T est un pavage de P avec une orientation positive.

On peut ainsi définir I'intégrale d’une fonction sur une région pavable par [ fp fdM.
Remarque 6.6.1 On peut définir lintégrale d’une fonction aussi sur des régions non co-

pactes. Soit f > 0 une fonction continue sur une surface M. On définit lintégrale de f sur
M comme le sup des intégrales sur toutes les régions pavables P dans M :

// fdM = sup //fdM
M PC Mpavable P

Définition 6.6.5 La courbure totale de Gauss de M est définie par

//MKdM.



Chapitre 7

Le théoreme de Gauss-Bonnet

7.1 Préparations

Soit M C R3 une surface orientable. On définit 'opérateur de rotation par
J(w)=U x v.

Soit « : I — M une courbe. Soit E1, Fo un champ de réperes et Y = f1 E1 4+ foFEs un champ
de vecteurs. On a
Y’ = (fi + fowar (') E1 + (fo + fiwiz(a'))Es.

Lemme 7.1.1 Soit Ey, Es = J(E1) un champ de répéres orienté positivement sur M. Soit
Y un champ de vecteurs de longueur constante ¢ > 0 le long d’une courbe dans M. Si ¢ est
la fonction d’angle de Fy a 'Y, alors

Y = (¢ +wia(@)J(Y).

Preuve

On peut écrire Y/c = cos pE1 + sin pFEy. Alors on obtient :
Yije = sinp(=¢ +wai(a))Er + cos (¢ +wia(a))J(Er)
= (¢ +wia(d))(cos pFEy — sinpEy) = (¢ + wia(a’))J(Y/c).

U

Soit 8 : I — M une courbe paramétrée en longueur d’arc. Soit T'= ' et N = J(T). La
courbure géodésique k4 de 3 est donnée par la formule de Frénet :

T' = kyN.

Corollaire 7.1.1 Soit 8 une courbe paramétrée en longueur d’arc dans une région orientée
par un champ de répéres B, Ey. Si ¢ est la fonction d’angle de Ey a 3 le long de 3, alors

d
kg = dff + wlz(ﬁ/).

77
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Preuve

Si 'on pose Y =T dans le lemme 7.1.1, alors on obtient :
T' = (¢' +wi2(d))J(T).

Comme J(T') = N, le résultat suit par comparaison avec 1" = kg N. ]

7.2 Le théoreme de Gauss-Bonnet

Définition 7.2.1 Soit « : [a,b] — M une courbe régulicre dans une surface M C R? et s(t)
sa longueur d’arc. La courbure géodésique totale de v est

s(b) ds
/oék:gd.s:/s(a) kg(s(t))%dt.

Exemple : « est le bord du cercle de rayon r. Alors « a une courbure géodésique constante
1/r. La courbure géodésique totale est alors :

1
/ kyds = —2mr = 2.
o r

Intégrant la formule dans le Corollaire 7.1.1 on obtient :

Lemme 7.2.1 Soit « : [a,b] — M un segment d’une courbe réguliére dans une région de M
orientée par Eq, Ey. Alors on a

/ak:gds:go(b) gp(a)+/w12,

«

ot ¢ est la fonction d’angle de Ey a o le long de « et wia est la forme de connexion de
Ey, Fs.

Soit x : R — M injective et réguliére sur tout le segment, R:a < u <b, ¢c < v < d. Avec les
notations du Chapitre 3 (a(u) = z(u, c), f(v) = z(b,v), y(u) = z(u,d), é(v) = z(a,v)) on a

dr=a+p—v—09.

On pose
pP1 = x(a,c), D2 = Jﬁ(b, C)7 pP3 = x(ba d)7 pP1 = x(a7d)'

Définition 7.2.2 Soit x : R — M un 2-segment injectif avec sommets p1, p2, p3, p4. L’angle
extérieur €; de x a pj (1 < j < 4) est Uangle tournant a p; qui vient des courbes o, 8, —v, —6
dans l'ordre d’apparition dans x. L’angle intérieur v; a p; est m — €;.

Les angles extérieurs peuvent étre exprimés en termes d’angles de coordonnées habituelles
0< 0 <mwdex, ax, comme

e =m—01, e=0 e3=m—03 €4 =04

N ) Loy
ou 6; est I'angle de coordonnées a p;.
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FIGURE 7.1 —
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FIGURE 7.2 —
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Théoréme 7.2.1 (Formule de Gauss-Bonnet avec angles extérieurs) Soit M une sur-
face de R3 et x : R — M un 2-segment injectif réqulier. Si dM est la forme de volume associée

a x, alors
4
//KdM+/ kgds + > ej =2,
z ox

j=1

ol € est Uangle extérieur au sommet p; de x (1 < j <4).

Preuve

On choisit un champ de repéres associé a la carte By = x,/ VE, Ey = J (E1). On a
dM (FE;, E2) = 1. La deuxiéme équation structurelle devient alors :

dwip = —Kdfy Ndfy = —KdM.

Théoréme de Stokes :

(7.2.1) //IMMJr /ax wig = 0.

On utilise le Lemme 7.2.1 afin d’évaluer

(7.2.2) / w12 :/w12+/w12—/w12—/w12.
Oz o B v g

On commence par a. On a o =z, = VEE;. Donc langle de E; & o est identiquement zéro.
Donc par le Lemme 7.2.1

(7.2.3) /W12:/k9d8.

Considérons maintenant un cas plus dur, disons f swiz. L'angle de By = xy / VE 4§ =z, est
I’angle de coordonnées 6 de z, & x,. Donc par le Lemme 7.2.1 we have

/W12:91—94+/k9d8,
1) 1

ol 0; est 'angle de coordonnées au sommet p; (1 < j < 4). Mais comme §; =7 —¢€j et 04 = &4
ceci devient

(7.2.4) /w12 =T —€ — €4+ /kgds
4 4

De fagon analogue on trouve

(7.2.5) /w12 = —T + €2+ €3 + / kgdS
B B

et

(7.2.6) /wlz :/k‘gds
Y Y
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Mettant (7.2.3)-(7.2.6) dans (7.2.2) donne

/ w1 = / kgds — 27+ Z €;
Oz oz j=1
Ceci donne la formule grace a (7.2.1). O

Une décomposition rectangulaire D d’une surface M est une collection finie de 2-segments
injectifs 1, ...,z dont les images couvrent M de telle facon que si deux ont une intersection
non vide, I'intesection consiste d’un seul sommet ou d’une seule aréte.

Théoréme 7.2.2 Toute surface compacte de R® admet une décompsition rectangulaire.

Théoreme 7.2.3 Soit D une décomposition rectangulaire d’une surface compacte M, et v, e
et f le nombre de sommets, arétes et faces de D. Alors le nombre v — e + [ est le méme
pour toute décomposition rectangualire de M. Ce nombre x(M) est appelé la caractéristique
d’Euler de M.

Exemple 7.2.1 i) La sphére S? a une caractéristique d’Euler x(S?) = 2.

FIGURE 7.3 —
v=_8,e=12, f =6.
ii) Le tore T a x(T") = 0.
Remarque 7.2.1 i) Si l'on ajoute une poignée a une surface, sa caractéristique d’Euler

diminue de 2.
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FIGURE 7.4 —

ii) Des surfaces difféomorphes ont la méme caractéristique d’Euler. Si x1,...,x¢ est une
décomposition de M et F': M — N le difféomorphisme, alors F(x1),...,F(xy) est une
décomposition de N avec les mémes v, e, f.

Soit X = S? la sphére. Partant de X on ajout successivement h poignées pour obtenir L[h).

Théoréme 7.2.4 Soit M une surface connexe compacte de R3. Alors il existe un nombre
h >0 tel que M est difféomorphe a X[h].

Théoréme 7.2.5 (Gauss-Bonnet) La courbure totale de Gauss d’une surface compacte M
est égale a 2 fois la caractéristique d’Euler.

/ /M KdM = 2my(M).

Preuve
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\\'11—"“: \’Jj

FIGURE 7.5 —

On va orienter M par la forme de volume dM. Soit D une décomposition de M dont tous
les 2-segments sont orientés de facon positive. (Une mauvaise orientation peut étre corrigée
en inversant u et v). D est alors un pavage orienté de M. La courbure totale de M est alors

(727 [ [ - z [ [ xan

On va appliquer la formule de Gauss-Bonnet a chaque terme de la somme. En termes d’angles
intérieurs on a

(7.2.8) / KdM = — kyds —2m + Z L.

On va maintenant observer ce qui se passe si 'on substitue (7.2.8) dans (7.2.7). Comme M
est une surface (localement comme R?), chaque aréte de la décomposition appara’it dans
exactement deux surfaces, disons z;(R;) et z;(R;). Soient «; et o les paramétrisations de ces
arétes qui apparaissent dans les bords dx; et dx;. Par construction x;(R;) et ;(R;) ont la
meéme orientation comme M, donc «; est une reparamétrisation de «; qui inverse l'orientation.
Donc
kgds + | kgds = 0.
o o

Il s’ensuit que si 'on somme sur toutes les surfaces on obtient

f
(7.2.9) Z/ kyds = 0.
j=1 oz;
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Soient v, e, f le nombre de sommets, arétes et faces dans la décomposition. Substitution de
(7.2.8) dans (7.2.7) donne

(7.2.10) / KdM = —2nf + F,
M

ou F est la somme sur tous les angles intérieurs dans la décomposition. Mais la somme sur
tous les angles intérieurs a chaque sommet est 2w, donc F = 27wv. Donc

(7.2.11) //M KdM = —2rf + 27v.

Les faces de la décomposition sont rectangulaires. Chaque face a 4 arrétes. Chaque aréte
appartient a deux faces. Donc 4 f compte e deux fois : 4f = 2e. De fagon équivalente — f = f—e
et (7.2.11) devient

//M KdM = 2r(v — e+ f) = 2mx(M).
0

Remarque 7.2.2 i) Le théoréme de Gauss-Bonnet lie géométrie et topologie. La ca-
ractéristique d’Euler est une invariante topologique. Par le théoréme de Gauss-Bonnet
la courbure totale est alors aussi une invariante topologique.

ii) Le théoréme est valable aussi pour des variétés abstraites de dimension 2 munies d’une
métrique riemannienne.

Application
Si une surface sompacte orientable M a K > 0, alors M est difféomorphe a une sphere.

Comme K > 0, la courbure totale de M est positive, et ainsi aussi sa caractéristique
d’Euler. Mais x(M) = 2 — 2h, donc h = 0 et M est diffSomorphe & X[0] = S2.
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