
Géométrie différentielle
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2.3 Dérivées covariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.4 Champs de repères . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.5 Formes de connexion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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Chapitre 1

Rappels de calcul différentiel dans
l’espace euclidien

1.1 Vecteurs tangents

Définition 1.1.1 Un vecteur tangent vp à Rn est un couple de deux points de Rn : sa partie
vectorielle et son point de base.

Définition 1.1.2 Soit p un point de Rn. L’ensemble Tp(Rn) est l’ensemble de tous les vec-
teurs qui ont p comme point de base et il est appelé espace tangent de Rn au point p.

Définition 1.1.3 Un champ de vecteurs sur Rn est une fonction qui associe à tout point p
de R3 un vecteur tangent à Rn au point p.

Définition 1.1.4

U1(p) = (1, 0, 0, ..., 0)p,

U2(p) = (0, 1, 0, ..., 0)p,

..................................,

Un(p) = (0, 0, 0, .., 1)p.

On appelle U1, U2, , .., Un le champ de repère naturel.

Lemme 1.1.1 Pour tout champ de vecteurs V il existe des fonctions réelles v1, ..., vn telles
que

V = v1U1 + v2U2 + ...+ vnUn.

Les fonctions vi sont appelées les fonctions de coordonnées euclidiennes.

1.2 Dérivées directionnelles

Définition 1.2.1 Soit f une fonction différentiable réelle sur Rn, et soit vp un vecteur tan-
gent à Rn. Alors le nombre

vp[f ] =
d

dt
(f(p+ tv))|t=0

5
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est appelé la dérivée de f par rapport à vp.

Lemme 1.2.1 Si vp = (v1, v2, .., vn)p, alors

vp(f) =

n∑
i=1

vi
∂f

∂xi
(p).

Extension à des champs de vecteurs. Si V est un champ de vecteur et f : Rn → R une fonction
C1 à valeurs réelles, alors V [f ] : Rn → R est une fonction à valeurs réelles.

Règles de calcul

Soit V et W des champs de vecteurs sur Rn et f, g, h des fonctions réelles. Alors

i) (fV + gW )[h] = fV [h] + gW [h].

ii) V [af + bg] = aV [f ] + bV [g] pour tous nombres réels a, b.

iii) V [fg] = V [f ]g + fV [g].

1.3 Courbes dans Rn

Définition 1.3.1 Une courbe est une fonction différentiable α : I → Rn, où I est un inter-
valle ouvert.

Définition 1.3.2 Soit α : I → Rn une courbe dans Rn avec α = (α1, α2, ..., αn). Pour tout
t ∈ I, le vecteur vitesse de α est le vecteur tangent

α′(t) =

(
dα1

dt
(t),

dα2

dt
, ...,

dαn
dt

)
|α(t)

au point α(t) de Rn.

Définition 1.3.3 Soit α : Rn → R une courbe. Si h : J → I est une fonction différentiable
sur un intervalle ouvert J , alors la fonction composée

β = α(h) : J → Rn

est une courbe qu’on appelle une reparamétrisation de α.
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Lemme 1.3.1 Soit α est une courbe dans Rn et f une fonction différentiable sur Rn. Alors

α′(t)[f ] =
d(f(α))

dt
(t).

Preuve

α′(t)[f ] =
∑ ∂f

∂xi
(α(t))

dαi
dt

(t) =
d(f(α))

dt
(t).

1.4 1-formes

Définition 1.4.1 Une 1− forme φ sur Rn est une fonction à valeurs réelles sur l’ensemble
des vecteurs tangents de Rn qui est linéaire à chaque point, c.à.d.

φp(avp + bwp) = aφp(vp) + bφp(wp)

pour tous a, b réels et vecteurs tangents vp, wp au même point p.

Note que φp : Tp(Rn)→ R est linéaire. A tout point p, φp est un élément de l’espace dual de
Tp(Rn) (on note cet espace T ∗pRn). On définit l’addition et la multiplication par des fonctions
réelles par

(φ+ ψ)(v) = φ(v) + ψ(v),

(fφ)(vp) = f(p)φ(vp).

Définition 1.4.2 Si f est une fonction différentiable sur Rn, la différentielle de f est la 1−
forme telle que

df(vp) = vp[f ] pour tous les vecteurs tangents vp.

Exemple 1.4.1 Les différentielles des fonctions de coordonnées naturelles dx1, dx2, ..., dxn.
Grâce au Lemme 1.2.1 on a

dxi(vp) = vp[xi] =
n∑
j=1

vj
∂xi
∂xj

(p) =
n∑
j=1

vjδij = vi.

Lemme 1.4.1 Si φ est une 1− forme sur Rn, alors φ =
∑
φidxi, où φi = φ(Ui). Les fonctions

φi sont appelées les fonctions de coordonnées euclidiennes de φ. Si les φi sont différentiables,
alors on parle d’une 1− forme différentielle.

Règles de calcul

df =
∑ ∂f

∂xi
dxi,

d(f + g) = df + dg,

d(fg) = gdf + fdg,

d(h(f)) = h′(f)df.
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1.5 Formes différentielles

Définition 1.5.1 Soit k ∈ N. Soit ΛkT ∗pRn l’ensemble de toutes les applications k-linéaires
alternées

(1.5.1)
φ : TpRn × ..× TpRn → R.

k − fois

Remarque 1.5.1 i) ΛkT ∗pRn est un espace vectoriel.

ii) ΛkT ∗pRn = 0 pour tout k ≥ n+ 1.

Définition 1.5.2 Une k − forme extérieure sur Rn est une application qui associe à tout
point p ∈ Rn un élément ω(p) ∈ ΛkT ∗pRn.

Si φ ∈ ΛkT ∗pRn, ψ ∈ ΛlT ∗p Rn, on définit

(φ ∧ ψ)(v1, .., vk, vk+1, ..., vk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈σk+l

ε(σ)φ(vσ(1), ..., vσ(k))ψ(vσ(k+1), ..., vσ(k+l)),

où σk+l est le groupe des permutations de {1, ..., k + l}. On note

(dxi)p ∧ (dxj)p = (dxi ∧ dxj)p.

Note que

(dxi ∧ dxj)p = −(dxj ∧ dxi)p i 6= j,

(dxi ∧ dxi)p = 0.

Remarque 1.5.2 Si k ≤ n la famille

{(dxi1)p ∧ ... ∧ (dxik)p; 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n}

est une base de ΛkT ∗pRn, en particulier dimΛkT ∗pRn =

(
n
k

)
.

A partir de maintenant on se concentre au cas n = 3. On a
— Une 1− forme est une expression de la forme fdx1 + gdx2 + hdx3.
— Une 2− forme est une expression de la forme fdx1 ∧ dx2 + gdx1 ∧ dx3 + hdx2 ∧ dx3.
— Une 3− forme est une expression de la forme fdx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

avec des fonctions f, g, h. Si dans les expressions ci-dessus les fonctions f, g, h sont différentiables
on parle de k− forme différentielle. Une 0− forme différentielle est une fonction différentiable.
On va supposer dans la suite que toutes les fonctions de coordonnées sont suffisamment lisses
pour que les dérivées successives qu’on utilisera existent et sont continues.

Définition 1.5.3 Soit φ =
∑
fidxi une 1− forme différentielle sur R3, la dérivée extérieure

de φ est la 2− forme dφ =
∑
dfi ∧ dxi. Pour une 2-forme différentielle ω = fdx1 ∧ dx2 +

gdx1 ∧ dx3 + hdx2 ∧ dx3 on définit la dérivée extérieure

dω = df ∧ dx1 ∧ dx2 + dg ∧ dx1 ∧ dx3 + dh ∧ dx2 ∧ dx3.
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Théorème 1.5.1 i) d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2.

ii) d(ω ∧ φ) = dω ∧ φ+ (−1)kω ∧ dφ, où ω est une k− forme et φ est une s− forme.

iii) d(dω) = d2ω = 0.

Remarque 1.5.3 i) Si f est une fonction f ∧ φ = fφ.

ii) Comme d’habitude on applique d’abord la multiplication et ensuite l’addition, donc d(ω∧
φ) = (dω ∧ φ) + (−1)k(ω ∧ dφ) dans ii).

1.6 Fonctions de Rn dans Rm

Définition 1.6.1 Soit F : Rn → Rm une fonction. On ote fi les fonctions à valeurs réelles
sur Rn telles que

F (p) = (f1(p), f2(p), ..., fm(p))

pour tous les points p de Rn. Ces fonctions sont appelées les fonctions de coordonnées eucli-
diennes de F .

Définition 1.6.2 Si α : I → Rn est une courbe dans Rn et F : Rn → Rm est une application
différentiable, alors la fonction composée β = F (α) : I → Rm est une courbe dans Rm qu’on
appelle l’image de α par l’application F .

Définition 1.6.3 Soit F : Rn → Rm une application différentiable. Soit vp est un vecteur
tangent à Rn au point p. Soit dFp la vitesse initiale de la courbe t 7→ F (p+ tvp). La fonction
qui en résulte envoie des vecteurs tangents à Rn sur des vecteurs tangents à Rm et est appelée
l’application tangente de F .

Proposition 1.6.1 Soit F = (f1, f2, ..., fm) une application différentiable de Rn sur Rm. Si
vp est un vecteur tangent à Rn au point p, alors

dFp(vp) = (vp[f1], ..., vp[fm]) au point F (p).

Corollaire 1.6.1 Si F : Rn → Rm est une application différentiable, alors à chaque point p
de Rn l’application tangente dF p : Tp(Rn)→ TF (p)(Rm) est une transformation linéaire.

Définition 1.6.4 Une application différentiable F : Rn → Rm est régulière si à tout point p
de Rn l’application tangente dF p est injective.

Théorème 1.6.1 (Théorème d’inversion locale) Soit F : Rn → Rn une application différentiable.
Si dF p est injective au point p, alors il existe un ensemble ouvert U qui contient p tel que la
restriction de l’application F à U est un difféomorphisme de U sur un voisinage ouvert V de
F (p).

Définition 1.6.5 Soit U un ouvert de Rn et V un ouvert de Rm. Soit F : U → V une
application différentiable et ω une k- forme différentielle sur V . On définit alors la k- forme
différentielle sur U , F ∗ω, appelé le tiré en arrière de ω par

(F ∗ω)x(u1, ..., uk) := ω(F (x))(dFxu1, ..., dFxuk).
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Proposition 1.6.2 Pour une k- forme ”pure” ω = ϕdxi1 ∧ ... ∧ dxik , on a

F ∗ω = (ϕ ◦ F )dfi1 ∧ ... ∧ dfik .

Pour toute k- forme α et toute r- forme β sur V , on a

F ∗(α ∧ β) = (F ∗α) ∧ (F ∗β).



Chapitre 2

Courbes et repères

2.1 Courbes

Soit α : I → R3 une courbe.
— vecteur vitesse : α′(t),
— vitesse : ν(t) := ‖α′(t)‖.
— Sit α(t) = (α1(t), α2(t), α3(t)), alors

α′(t) =

(
dα1

dt
,
dα2(t)

dt
,
dα3(t)

dt

)
,

ν = ‖α′(t)‖ =

((
dα1(t)

dt

)2

+

(
dα2(t)

dt

)2

+

(
dα3(t)

dt

)2
)1/2

.

— longueur d’arc de t = a à t = b :

ˆ b

a
‖α′(t)‖dt.

— α est r égulière si α′(t) 6= 0 pour tout t ∈ I.

Théorème 2.1.1 Soit α une courbe régulière dans R3. Alors il existe une reparamétrisation
β de α telle que β a une vitesse 1. On dit alors que β est paramétrée en longueur d’arc.

Preuve Soit a ∈ I et

s(t) :=

ˆ t

a
‖α′(u)‖du.

On a
ds

dt
= ν(t) > 0.

Soit t = t(s) la fonction inverse de s = s(t). Soit β(s) = α(t(s)). On a

‖β′(s)‖ =
dt

ds
(s)‖α′(t(s))‖ =

dt

ds
(s)

ds

dt
(t(s)) = 1.

11
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Exercice 2.1.1 On considère l’hélice α(t) = (a cos t, a sin t, bt). Donner une reparamétrisation
en longueur d’arc.

Définition 2.1.1 Un champ de vecteurs Y le long d’une courbe α : I → R3 est une applica-
tion différentiable qui associe à tout t ∈ I un vecteur au point α(t).

Coordonnées :

Y (t) = (y1(t), y2(t), y3(t)) =
∑

yi(t)Ui(α(t)).

Si les fonctions yi(t) sont différentiables, alors on peut définir

Y ′(t) =
∑

y′i(t)Ui.

En particulier la dérivée de la vitesse α′′(t) est appelée l’accéleration.

Remarque 2.1.1 Si Y et Z sont deux champs de vecteurs et Y ∗ Z est constant, alors

Y ′ ∗ Z + Y ∗ Z ′ = 0,

en particulier si ‖Y ‖2 = 1, alors Y ∗Y ′ = 0, c.à.d. Y et Y ′ sont orthogonaux à chaque point.

Un champ de vecteurs est parrallèle si toutes ses valeurs (vecteurs tangents) sont parrallèles
(les fonctions de coordonnées sont constantes).

Lemme 2.1.1 i) Une courbe est constante si et seulement si sa vitesse est nulle : α′ = 0.

ii) Une courbe non constante est une ligne droite parcourue à vitesse constante si et seule-
ment si son accéleration est nulle : α′′(t) = 0.

iii) Un champ de vecteurs sur une courbe est parallèlle si sa dérivée est nulle.

Preuve de ii)

Si α(t) = (α1, α2, α3), alors

α′′ =

(
d2α1

dt2
,
d2α2

dt2
,
d2α3

dt2

)
.

Donc α′′ = 0 si et seulement si d2α1
dt2

pour tout i ∈ {1, 2, 3}. Ceci est équivalente à l’existence
de constantes pi, qi telles que

αi(t) = pi + tqi, i = 1, 2, 3.

Donc α(t) = pt+ q avec p = (p1, p2, p3) et q = (q1, q2, q3).

Exercice 2.1.2 Montrer i), iii).
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2.2 Repères de Frénet

Soit β : I → R3 une courbe paramétrée en longueur d’arc, c.à.d. ‖β′(s)‖ = 1 pour tout
s ∈ I.

— T = β′ est le champ tangent unitaire sur β.
— T ′ champ de courbure sur β. A cause de T ′ ∗ T = 0 T ′ est orthogonal à T .
— κ(s) = ‖T ′(s)‖ fonction de courbure sur β. Plus κ est grand, plus β tourne.

Supposons κ > 0.
— Le champ de vecteurs N := T ′/κ sur β nous indique la direction dans laquelle β tourne.

A tout point on appelle N le champ de vecteur normal principal sur β.
— Le champ de vecteurs B = T ×N sur β est appelé champ de vecteurs binormal sur β.

Lemme 2.2.1 Soit β une courbe paramétrée en longueur d’arc dans R3 avec κ > 0. Alors
les trois champs de vecteurs T,N et B sur β sont des champs de vecteurs unitaires qui sont
mutuellement orthogonaux à chaque point. On appelle T,N,B un repère de Frénet sur β.

preuve : Exo.

— T = β′ ⇒ T ′ = β′′ = κN .
— On a

B′ ∗B = 0,(2.2.1)

B′ ∗ T = 0.(2.2.2)

En effet (2.2.1) suit de ‖B‖ = 1. Pour montrer (2.2.2) on commence par

(2.2.3) B ∗ T = 0⇒ B′ ∗ T +B ∗ T ′ = 0⇒ B′ ∗ T = −B ∗ T ′ = −Bκ ∗N = 0.

Donc

(2.2.4) B′ = −τN.

On appelle τ dans (2.2.4) la torsion.

Théorème 2.2.1 (Frénet 1847, Serret 1851) Si β : I → R3 est une courbe paramétrée
en longueur d’arc avec courbure κ > 0 et torsion τ , alors T ′

N ′

B′

 =

 0 κ 0
−κ 0 τ
0 −τ 0

 T
N
B

 .



14 CHAPITRE 2. COURBES ET REPÈRES

Preuve Il ne reste que la deuxième ligne à démontrer. On a

N ′ = (N ′ ∗ T )T + (N ′ ∗N)N + (N ′ ∗B)B.

On calcule les coefficents :

N ∗ T = 0⇒ N ′ ∗ T +N ∗ T ′ = 0⇒ N ′ ∗ T = −N ∗ T ′ = −N ∗ κN = −κ.

N ′ ∗N = 0 puisque N est un vecteur unitaire. Enfin,

N ′ ∗B = −N ∗B′ = −N ∗ (−τN) = τ.

Une courbe plane est une courbe dont l’image est entièrement incluse dans un plan de R3.

Corollaire 2.2.1 Soit β une courbe paramétrée en longueur d’arc dans R3 avec κ > 0. β est
une courbe plane si et seulement si τ = 0.

preuve
— Soit β : I → R3 une courbe plane. Alors il existe p, q ∈ R3 tels que

(β(s)− p) ∗ q = 0 ∀s ∈ I.

Il s’ensuit
β′(s) ∗ q = β′′(s) ∗ q = 0 ∀s ∈ I.

Donc q est orthogonal à T = β′ et N = β′′/κ. Mais B est aussi orthogonal à T,N ,
donc B = ±q/‖q‖. Donc B′ = 0 ce qui entraˆine τ = 0.

— Soit maintenant τ = 0. Donc B′ = 0 et B est alors parallèle. On peut alors identifier
B avec un point dans R3. On affirme que β est dans le plan qui contient β(0) et qui
est orthogonal à B. On considère

f(s) = (β(s)− β(0)) ∗B.

Alors, on a
f ′(s) = β′(s) ∗B = T ∗B = 0.

Clairement f(0) = 0, donc f ≡ 0, ce qui termine la preuve.

Lemme 2.2.2 Soit β une courbe paramétrée en longueur d’arc, courbure constante κ > 0 et
torsion zéro. Alors β est une partie d’un cercle de rayon 1/κ.

preuve Par le Corollaire 2.2.1 on sait déjà que β est une courbe plane. Soit

γ = β +
1

κ
N.

Utilisant la formule de Frénet on trouve :

γ′ = β′ +
1

κ
N ′ = T +

1

κ
(−κT ) = 0.

Donc γ(s) = c = const. pour tout s. On calcule

‖c− β(s)‖ = ‖1

κ
N(s)‖ =

1

κ
.
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Exercice 2.2.1 Calculer la torsion de l’hélice de l’exercice 2.1.1 paramétrée en longueur
d’arc.

Remarque 2.2.1 Soit α une courbe régulière dans R3 pas nécessairement paramétrée en
longueur d’arc. Soit α une reparamétrisation en longueur d’arc de α, α(t) = α(s(t)). On
définit κ = κ(s) etc. On trouve (exo) les formules de Frénet : T ′

N ′

B′

 =

 0 κν 0
−κν 0 τν

0 −τ 0

 T
N
B

 .

On a également (exo)

α′ = νT, α′′ =
dν

dt
T + κν2N.

2.3 Dérivées covariantes

Définition 2.3.1 Soit W un champ de vecteurs sur R3 et soit v un vecteur tangent de R3

au point p. Alors la dérivée covariante de W par rapport à v est le vecteur tangent

∇vW = W (p+ tv)′(0)

au point p.
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Donc ∇vW mesure le taux de changement de W (p) quand p bouge dans la direction v.

Lemme 2.3.1 Si W =
∑
wiUi est un champ de vecteurs de R3 et v est un vecteur tangent

au point p, alors

∇vW =
∑

v[wi]Ui(p).

Rappelle que si v =
∑
viUi, alors vp[f ] = d

dt(f(p+ tv))|t=0 =
∑

i vi
∂f
∂xi

(p).

Preuve. On a
W (p+ tv) =

∑
i

wi(p+ tv)Ui(p+ tv).

Ceci donne
∇vW = W (p+ tv)′(0) =

∑
i

v[wi]Ui(p).

”Afin d’appliquer ∇v à un champ de vecteurs, applique v aux coordonnées euclidiennes”.

Théorème 2.3.1 Soient v et w des vecteurs tangents à R3 au point p et Y et Z des champs
de vecteurs sur R3. Soit f une fonction et a, b ∈ R. Alors on a

i) ∇av+bwY = a∇vY + b∇wY.
ii) ∇v(aY + bZ) = a∇vY + b∇vZ.
iii) ∇v(fY ) = v[f ]Y (p) + f(p)∇vY.
iv) v[Y ∗ Z] = ∇vY ∗ Z(p) + Y (p) ∗ ∇vZ.

Preuve.

On montre iv) et on laisse le reste comme exo. Soit

Y =
∑

yiUi, Z =
∑

ziUi.

Alors
Y ∗ Z =

∑
yizi.

Il s’ensuit

(2.3.1) v[Y ∗ Z] = v[
∑

yizi] =
∑

v[yi]zi(p) +
∑

yi(p)v[zi].

Par le lemme précédent

∇vY =
∑

v[yi]Ui(p), ∇vZ =
∑

v[zi]Ui(p).

Les deux sommes dans (2.3.1) sont alors précisément ∇vY ∗ Z(p) et Y (p) ∗ ∇pZ.

Corollaire 2.3.1 Soient V,W,Z des champs de vecteurs sur R3. Alors

i) ∇fV+gWY = f∇V Y + g∇WY pour toutes les fonctions f et g.

ii) ∇V (aY + bZ) = a∇V Y + b∇V Z pour tous les nombres réels a et b.

iii) ∇V (fY ) = V [f ]Y + f∇V Y pour toutes les fonctions f .

iv) V [Y ∗ Z] = ∇V Y ∗ Z + Y ∗ ∇V Z.
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2.4 Champs de repères

Darboux autour de 1880, généralisé plus tard par Cartan.

Définition 2.4.1 Les champs de vecteurs E1, E2, E3 constituent un champ de repères sur R3

si
Ei ∗ Ej = δij (1 ≤ i, j ≤ 3).

Lemme 2.4.1 Soit E1, E2, E3 un champ de repères sur R3.

i) Si V est un champ de vecteurs sur R3, alors V =
∑
fiEi, où les fonctions fi sont

appelées fonctions de coordonnées de V par rapport à E1, E2, E3.

ii) Si V =
∑
fiEi et W =

∑
giEi, alors V ∗W =

∑
figi, en particulier ‖V ‖ =

(∑
f2i
)1/2

.

2.5 Formes de connexion

 ∇vE1

∇vE2

∇vE3

 =

 c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

 E1

E2

E3

 .

On a
cij = ∇vEi ∗ Ej(p), i, j = 1, 2, 3.

Comme les coefficients dépendent de v on va noter

ωij(v) = ∇vEi ∗ Ej(p).

Lemme 2.5.1 Soit E1, E2, E3 un champ de repères sur R3. Pour tout champ de vecteurs v
sur R3, soit

ωij(v) = ∇vEi ∗ Ej(p), i, j = 1, 2, 3.

Alors chaque ωij est une 1− forme et ωij = −ωji.

On appelle ωij les formes de connexion du champ de vecteurs E1, E2, E3.

Preuve

Par définition les ωij sont des fonctions réelles sur les vecteurs tangents. Il suffit alors de
vérifier la linéarité. Utlisant Théorème 2.3.1 on obtient :

ωij(av + bw) = ∇av+bwEi ∗ Ej
= (a∇vEi + b∇vEi) ∗ Ej(p)
= a∇vEi ∗ Ej(p) + b∇wEi ∗ Ej(p)
= aωij(v) + bωij(w).

Il reste à montrer que ωij(v) = −ωji(v) pour tout vecteur v. Ei∗Ej = δij donne par la formule
de Leibniz (Théorème 2.3.1 (iv)) :

0 = v[Ei ∗ Ej ] = ∇vEi ∗ Ej(p) + Ei(p) ∗ ∇vEj = ωij(v) + ωji(v).
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ωij(v) = ∇vEi ∗Ej(p) est le taux initial avec lequel Ei tourne vers Ej quand p bouge dans
la direction v.

Théorème 2.5.1 Soit ωij les formes de connexion du champ de repères E1, E2, E3 sur R3.
Alors pour tout champ de vecteurs V sur R3,

∇VEi =
∑
j

ωij(V )Ej (1 ≤ i ≤ 3).

On a

ω11 = ω22 = ω33 = 0, ω21 = −ω12, ω31 = −ω13, ω32 = −ω23.

Ei =
∑

aijUj

A = (aij) est appelée la matrice de passage.

Théorème 2.5.2 ω = dAAt ou de façon équivalente

ωij =
∑
k

ajkdaik

Preuve

Ei =
∑
k

aikUk

∇VEi =
∑
k

V [aik]Uk =
∑
k

V [aik]
∑
j

ajkEj

=
∑
j

(∑
k

ajkdaik(V )

)
Ej .

2.6 Les équations structurelles

Définition 2.6.1 Soit E1, E2, E3 un champ de repères sur R3. Les formes duales Θ1,Θ2,Θ3

de ce champ de repères sont définies par

Θi(v) = v ∗ Ei(p)

pour tout vecteur tangent v au point p.

Remarque 2.6.1 — Θi(Ej) = δij,
— Dans le cas du champ de vecteurs U1, U2, U3 les formes duales sont dx1, dx2, dx3. En

effet

dxi(v) = vi = v ∗ Ui(p).

— V =
∑

Θi(V )Ei.
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Lemme 2.6.1 Soient Θ1,Θ2,Θ3 les formes duales d’un champ de repères E1, E2, E3. Alors
toute 1− forme φ sur R3 a une expansion unique

φ =
∑

φ(Ei)Θi.

Preuve

On calcule (∑
φ(Ei)Θi

)
(V ) =

∑
φ(Ei)Θi(V )

= φ
(∑

Θi(V )Ei

)
= φ(V ).

Théorème 2.6.1 (Equations structurelles de Cartan) Soit E1, E2, E3 un champ de repères
sur R3 avec des formes duales Θ1,Θ2,Θ3 et formes de connexion ωij. Les dérivées extérieures
de ces formes vérifient

i) La première équation structurelle

dΘi =
∑
j

ωij ∧Θj (1 ≤ i ≤ 3),

ii) La deuxième équation structurelle

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj (1 ≤ i, j ≤ 3).

Θ =

 Θ1

Θ2

Θ3

 , ξ =

 x1
x2
x3

 , dξ =

 dx1
dx2
dx3

 .

La formule Θi =
∑
aijdxj s’écrit

Θ = Adξ.

Preuve de la première équation structurelle d(dξ) = 0, donc

dΘ = d(Adξ) = dA · dξ = dAtA ·Adξ = ωΘ.

Preuve de la deuxième équation structurelle

d(dfg) = d(gdf) = dg ∧ df = −df ∧ dg.

Utilisant (AB)t = BtAt, on obtient

dω = d(dAAt) = −dA · d(At) = −dAAt ·A(dA)t = −ωωt = ωω,

où dans le dernier pas on a utilisé l’antisymétrie de ω.
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Chapitre 3

Calcul différentiel sur les surfaces
de R3

3.1 Surfaces de R3

Définition 3.1.1 Une carte (locale) x : D → R3 est une application régulière injective d’un
ensemble ouvert D de R2 dans R3 dont l’inverse x−1 : x(D)→ D est continue.

Remarque 3.1.1 i) L’image x(D) d’une carte x est un sous-ensemble lisse de R3 de
dimension 2.

ii) L’exigence d’injectivité évite que x(D) se recoupe lui-même.

Définition 3.1.2 Une surface dans R3 est un sous-ensemble S de R3 tel que pour tout point
p de S il existe une carte à valeurs dans S dont l’image contient un voisinage de p dans S.

21
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Exemple 3.1.1 i) La sphère S2.

Pôle nord :

x : D(0, 1)→ R3, x(u, v) = (u, v,
√

1− u2 − v2).

x injective et surjective sur l’hemnisphère nord. x est régulière :

Jx =

 ∂u
∂u

∂u
∂v

∂v
∂u

∂v
∂v

∂f
∂u

∂f
∂v

 =

 1 0
0 1
∂f
∂u

∂f
∂v

 ,

f =
√

1− u2 − v2.

x−1 : x(D)→ D, x−1(p1, p2, p3) = (p1, p2).
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ii) Graphe d’une fonction S : z = f(x, y), où f : D ⊂ R2 → R différentiable, D ouvert.
Même argument avec la carte de “Monge”.

x(u, v) = (u, v, f(u, v)).

Théorème 3.1.1 Soit g : R3 → R différentiable, c ∈ R. L’ensemble S : g(x, y, z) = c est une
surface si la différentielle dg est différente de zéro à tout point de S.

Preuve

On utilise le théorème de fonctions implicites. Soit p ∈ S. Comme dg 6= 0, au moins une
des dérivées partielles au point p est non nulle, disons (∂g∂z )(p) 6= 0. Théorème des fonctions
implicites. Il existe un voisinage D de (p1, p2) et une fonction différentiable h : D → R tels
que

i) Pour tout point (u, v) dans D, le point (u, v, h(u, v)) est dans S ; c.à.d. g(u, v, h(u, v)) =
c.

ii) Il existe un voisinage de p dans S qui consiste de points de la forme (u, v, h(u, v)).

La carte de Monge x : D → R3

x(u, v) = (u, v, h(u, v))

vérifie alors les conditions de la définition 3.1.1.

Définition 3.1.3 Soit x : D → R3 une carte. Pour tout point (u0, v0) ∈ D on définit :

i) Le vecteur vitesse à u0 de la courbe de paramètre u v = v0 est noté xu(u0, v0).

ii) Le vecteur vitesse à v0 de la courbe de paramètre v u = u0 est noté xv(u0, v0).

Les vecteurs xu(u0, v0) et xv(u0, v0) sont appelés les vitesses partielles de x au point (u0, v0).

Définition 3.1.4 Une application régulière x : D → R3 dont l’image est incluse dans une
surface S est appelée une paramétrisation de la région x(D) dans S.

3.2 Fonctions différentiables et vecteurs tangents

Proposition 3.2.1 Soit p un point d’une surface S et soient x : U ⊂ R2 → S et y : V ⊂
R2 → S deux paramétrisations de S telles que p ∈ x(U) ∩ y(V ) =: W . Alors le “changement
de coordonnées” h = x−1 ◦ y : y−1(W ) → x−1(W ) est un difféomorphisme, c.à.d. h est
différentiable et elle possède un inverse différentiable h−1.

Preuve h = x−1 ◦ y est un homéomorphisme comme composée d’homéomorphismes. Soit
r ∈ y−1(W ), q = h(r). Comme x(u, v) = ((x(u, v), y(u, v), z(u, v)) est une paramétrisation,
nous pouvons supposer quitte à renommer les axes∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)
(q)

∣∣∣∣ 6= 0.

On définit F : U × R→ R3 par

F (u, v, t) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v) + t), (u, v) ∈ U, t ∈ R.
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Déterminant de dFq : ∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v 0

∂y
∂u

∂y
∂v 0

∂z
∂u

∂z
∂v 1

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂(x, y)

∂(u, v)
(q)

∣∣∣∣ 6= 0.

Théorème d’inversion locale : il existe un voisinage M de x(q) dans R3 tel que F−1 existe et
est différentiable dans M. Par la continuité de y, il existe un voisinage N de r dans V tel
que y(N ) ⊂M. On a h|N = F−1 ◦ y|N , donc h est différentiable en r. Même argument pour
h−1.

Définition 3.2.1 Soit S une surface de R3.

i) Une fonction F : S → Rn est différentiable au point p s’il existe une carte x : D → S
avec p ∈ x(D) telle que F ◦ x est différentiable au point x−1(p).

ii) Une fonction F : Rn → S est différentiable au point p s’il existe une carte x : D → S
avec F (p) ∈ x(D) telle que x−1 ◦ F est différentiable au point p.

Remarque 3.2.1 Grâce à la Proposition 3.2.1 la définition est indépendante du choix de la
carte.

Lemme 3.2.1 Soit α : I → S une courbe dont l’image est entièrement incluse dans l’image
x(D) d’une seule carte x. Alors il existe des fonctions différentiables uniques a1, a2 sur I telles
que

∀t α(t) = x(a1(t), a2(t)).

Preuve

x−1 ◦α : I → D est différentiable. Si a1, a2 sont les fonctions de coordonnées euclidiennes,
alors

α = x ◦ x−1α = x(a1, a2).

Supposons α = x(b1, b2), alors

(a1, a2) = x−1α = x−1 ◦ x(b1, b2) = (b1, b2).

Définition 3.2.2 Soit p un point d’une surface S de R3. Un vecteur tangent v de R3 au
point p est tangent à S si v est le vecteur vitesse d’une courbe dans S. L’ensemble de tous les
vecteurs tangents à S au point p est appelé l’espace tangent et noté Tp(S).

Lemme 3.2.2 Soit p un point d’une surface S et soit x une carte de S telle que x(u0, v0) = p.
Un vecteur tangent à R3 est tangent à S si et seulement si il peut être écrit comme combinaison
linéaire de xu(u0, v0) et xv(u0, v0).

Remarque 3.2.2 Le lemme montre en particulier que Tp(S) est un espace vectoriel de di-
mension 2.
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Figure 3.1 – plan tangent à la surface S

Preuve du lemme

Clairement xu(u0, v0) et xv(u0, v0) sont des des vecteurs tangents à S. Supposons main-
tenant que v soit tangent à S au point p. Il existe donc une courbe α dans S telle que
α(0) = p, α′(0) = v. Par le Lemme 3.2.1 on peut écrire α = x(a1, a2), donc :

α′ = xu(a1, a2)
da1
dt

+ xv(a1, a2)
da2
dt
.

Mais comme α(0) = p = x(u0, v0), on a a1(0) = u0, a2(0) = v0. Donc à t = 0 on trouve

v = α′(0) = xu(u0, v0)
da1
dt

(0) + xv(u0, v0)
da2
dt

(0).

Inversement supposons qu’un vecteur tangent v à R3 peut s’écrire comme

v = c1xu(u0, v0) + c2xv(u0, v0).

Alors par les mêmes calculs v est le vecteur vitesse de la courbe

t 7→ x(u0 + tc1, v0 + tc2).

Donc v est tangent à S au point p.

Définition 3.2.3 Un champ de vecteurs euclidien sur une surface S de R3 est une fonction
qui associe à tout point p de S un vecteur tangent Z(p) de R3 au point p. Un champ de
vecteurs euclidien V est un champ de vecteurs tangent si à tout point p V (p) est tangent à S.
Un champ de vecteurs euclidien N est dit normal à S si à tout point p de S le vecteur N(p)
est normal à l’espace tangent Tp(S).
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Remarque 3.2.3 i) Comme Tp(S) est un sous-espace de Tp(R3) de dimension 2, il existe
seulement une direction normale à S au point p. Tous les vecteurs normaux à S au point
p sont colinéaires.

ii) Tp(S) est donc l’ensemble des vecteurs qui sont ortogonaux à un vecteur normal non
nul donné.

Lemme 3.2.3 Si S : g = c est une surface de R3, le champ de vecteurs gradient ∇g =∑
( ∂g∂xi )Ui (considéré seulement à des points de S) est un champ de vecteurs normal non nul

sur la surface S.

Preuve

Le fait que le champ de vecteur ne s’annule pas figure dans la définition de surface dans
ce cas. Il faut montrer que (∇g)(p) ∗ v = 0 pour tout vecteur tangent v à S au point p. Soit
α une courbe dans S. Alors g ◦ α = const. = c. Il s’ensuit∑ ∂g

∂xi
(α)

dαi
dt

= 0.

On choisit α telle qu’elle ait vitesse initiale

α′(0) = v = (v1, v2, v3)

au point α(0) = p. Alors

0 =
∑ ∂g

∂xi
(α(0))

dαi
dt

(0) =
∑ ∂g

∂xi
(p)vi = (∇g)(p) ∗ v.

Définition 3.2.4 Soit v un vecteur tangent à S au point p, et soit f : S → R différentiable.
La dérivée v[f ] de f par rapport à v est la valeur commune de ( ddt(f ◦ α))(0) de toutes les
courbes α dans S avec vitesse initiale v au point p.

3.3 Formes différentielles sur une surface

Définition 3.3.1 Une k− forme extérieure ω sur une surface S de R3 est une application
qui associe à tout point p ∈ S un élément de ΛkT ∗p (S). C’est une k− forme différentielle si
pour tous les champs de vecteurs V1, ..., Vk, ω(V1, ..., Vk) est différentiable.

Définition 3.3.2 Soit f une fonction différentiable sur une surface S de R3. La différentielle
de f est la 1- forme définie par

df(V ) = V [f ].

pour tous les champs de vecteurs V tangents à S.

Définition 3.3.3 Soit Φ une 1− forme différentielle sur une surface S. La dérivée extrérieure
dΦ de Φ est la 2−forme telle que pour toute carte x dans S on ait

dΦ(xu, xv) =
∂

∂u
(Φ(xv))−

∂

∂v
(Φ(xu)).
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Exemple 3.3.1
x : R2 → R3, (u, v) 7→ (u, v, 0).

On a :
xu = U1, xv = U2.

On considère φ = gdu+ fdv. On a

φ(xu) = g, φ(xv) = f,
∂φ(xv)

∂u
= ∂uf,

∂φ(xu)

∂v
= ∂vg

Donc

dφ =

(
∂f

∂u
− ∂g

∂v

)
du ∧ dv.

Lemme 3.3.1 Soit S une surface, x : D → x(D) et y : E → y(E) deux cartes C2. Soit Φ
une 1− forme différentielle sur S. Alors dxΦ = dyΦ sur l’intersection x(D) ∩ y(E).

Preuve Comme yu et yv sont indépendants à chaque point, il suffit de montrer que

(dyΦ)(yu, yv) = (dxΦ)(yu, yv).

Utilisant Proposition 3.2.1 on voit qu’on peut écrire y = x(u, v). On obtient :

yu =
∂u

∂u
xu +

∂v

∂u
xv,

yv =
∂u

∂v
xu +

∂v

∂v
xv,

où xu et xv sont évalués à partir de maintenant au point (u, v). On obtient alors

(3.3.1) (dxΦ)(yu, yv) = J(dxΦ)(xu, xv),

où J est le Jacobien ∂u
∂u

∂v
∂v −

∂u
∂v

∂v
∂u . Il s’agit alors de démontrer

(3.3.2)
∂

∂u
(Φ(yv))−

∂

∂v
(Φ(yu)) = J

{
∂

∂u
(Φ(xv))−

∂

∂v
(Φ(xu))

}
.

On calcule :

∂uΦ(yv)− ∂vΦ(yu)

=
∂u

∂v
∂uΦ(xu) +

∂v

∂v
∂uΦ(xv)−

∂u

∂u
∂vΦ(xu)− ∂v

∂u
∂vΦ(xv)

=
∂u

∂v

∂u

∂u
∂uΦ(xu) +

∂u

∂v

∂v

∂u
∂vΦ(xu) +

∂v

∂v

∂v

∂u
∂vΦ(xv) +

∂v

∂v

∂u

∂u
∂uΦ(xv)

−
(
∂u

∂u

∂u

∂v
∂uΦ(xu) +

∂u

∂u

∂v

∂v
∂vΦ(xu) +

∂v

∂u

∂v

∂v
∂vΦ(xv) +

∂v

∂u

∂u

∂v
∂uΦ(xv)

)
=

(
∂u

∂u

∂v

∂v
− ∂u

∂v

∂v

∂u

)
(∂uΦ(xv)− ∂vΦ(xu)) .
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Théorème 3.3.1 Pour une fonction C2 sur une surface S on a : d(df) = 0.

Preuve

Soit Ψ = df . Il faut montrer dΨ = 0. Soit x : D → x(D) une carte. Il suffit de montrer
(dΨ)(xu, xv) = 0. On a (exo) :

Ψ(xu) = df(xu) = xu(f) =
∂

∂u
(f ◦ x)

et de la même façon :

Ψ(xv) =
∂

∂v
(f ◦ x).

Il s’ensuit

dΨ(xu, xv) =
∂

∂u
(Ψ(xv))−

∂

∂v
(Ψ(xu)) =

∂2(f ◦ x)

∂u∂v
− ∂2(f ◦ x)

∂v∂u
= 0.

Définition 3.3.4 Une forme différentielle Φ est fermée si sa dérivée extérieure est nulle
dΦ = 0. Φ est exacte si elle est la dérivée extérieure d’une autre forme : Φ = dξ.

3.4 Applications différentiables entre surfaces

Définition 3.4.1 Une application F : M → N d’une surface sur une autre est différentiable
si pour toute carte x dans M et toute carte y dans N la fonction y−1Fx est différentiable
dans le sens euclidien.

Définition 3.4.2 Soit F : M → N une application différentiable entre surfaces. L’application
tangente dF de F associe à tout vecteur tangent v à M le vecteur tangent dF (v) à N telle
que si v est la vitesse initiale d’une courbe α dans M , alors dF (v) est la vitesse initiale de la
courbe F (α) dans N . dF définit alors une application

dF :
M → L(TpM ;TF (p)N)

p 7→ dFp
,

où L(TpM ;TF (p)N) désigne l’ensemble des applications linéaires de TpM dans TF (p)N .

Théorème 3.4.1 (Théorème d’inversion locale) Soit F : M → N une application C1

entre surfaces. On suppose que pour un point p ∈ M , dFp : TpM → TF (p)N est un isomor-
phisme linéaire. Alors il existe un voisinage U de p dans M tel que la restriction de F à U
est un difféomorphisme sur un voisinage V de F (p) dans N .

Remarque 3.4.1 i) Le Théorème implique qu’une application F entre surfaces qui est
bijective et régulière est en fait un difféomorphisme. En effet comme F est bijective l’in-
verse F−1 existe. Mais localement cet inverse doit coincider avec l’inverse du difféomorphisme
du théorème.

ii) On dit que deux surfaces sont difféomorphes s’il existe un difféomorphisme entre elles.
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Définition 3.4.3 Soit F : M → N une application différentiable entre surfaces de R3.

i) Si Φ est une 1− forme sur N , alors F ∗Φ est la forme sur M donnée par

(F ∗Φ)(v) = Φ(dFv).

pour tous les vecteurs tangents v à M .

ii) Soit η une 2− forme différentielle sur N . On définit F ∗η comme la 2− forme différentielle
sur M par

(F ∗η)(v, w) = η(dFv, dFw)

pour toute paire (v, w) de vecteurs tangent à M .

Pour une forme différentielle ω on appelle F ∗ω le tiré en arrière (pull-back) de ω par F .

Théorème 3.4.2 Soit F : M → N une application différentiable entre surfaces et ξ et η des
formes différentielles sur N . Alors on a :

i) F ∗(ξ + η) = F ∗ξ + F ∗η,

ii) F ∗(ξ ∧ η) = F ∗ξ ∧ F ∗η,
iii) F ∗(dξ) = d(F ∗ξ).

Dans i) ξ et η sont supposées d’avoir le même degré.

Preuve

On ne démontre que iii) dans le cas où ξ est une 1− forme. On doit montrer pour toute
carte x : D → S,

(d(F ∗ξ))(xu, xv) = (F ∗(dξ))(xu, xv).

Soit y = F (x) et yu := dF (xu), yv := dF (xv). Alors en utilisant les définitions de d et F ∗, on
obtient :

d(F ∗ξ)(xu, xv) = ∂u{(F ∗ξ)(xv)} − ∂v{(F ∗ξ)(xu)}
= ∂u{ξ(dFxv)} − ∂v{ξ(dFxu)}
= ∂u(ξ(yv))− ∂v(ξ(yu)).

Même si y n’est pas forcément une carte, la dernière expression est égale à dξ(yu, yv) (exo).
Mais,

dξ(yu, yv) = dξ(dFxu, dFxv) = (F ∗(dξ))(xu, xv).

3.5 Intégration de formes différentielles

Définition 3.5.1 Soit φ une 1− forme différentielle sur une surface S, et soit α : [a, b]→ S
un segment d’une courbe dans S. L’intégrale de φ le long de α est définie par

ˆ
α
φ =

ˆ
[a,b]

α∗φ =

ˆ b

a
φ(α′(t))dt.
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Exemple 3.5.1 V : champ de force,
α(t) : mouvement d’une particule.

Composante de la force tangente à α :

V (α) ∗ α′

‖α′‖
= ‖V (α)‖ cos θ.

Travail effectué pendant le lapse de temps ∆t : Force × distance ‖α′(t)‖∆t. Somme

W =

ˆ b

a
V (α(t)) ∗ α′(t)dt =

ˆ
α
φ,

où φ(w) = w ∗ V (p).

Théorème 3.5.1 Soit f une fonction continue sur S, et soit α : [a, b]→ S un segment d’une
courbe dans S de p = α(a) à q = α(b). Alors

ˆ
α
df = f(q)− f(p).

Preuve

Par définition, ˆ
α
df =

ˆ b

a
df(α′)dt.

Mais,

df(α′) = α′[f ] =
d

dt
(f(α)).
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Donc on obtient par le théorème fondamental de l’analyse :

ˆ
α
df =

ˆ b

a

d

dt
(f(α)) = f(α(b))− f(α(a)) = f(q)− f(p).

On considère un rectangle fermé R : a ≤ u ≤ b, c ≤ v ≤ d dans R2. Un 2-segment est une
application différentiable x : R → S. On suppose toujours que x peut être prolongé dans un
ouvert qui contient R. La différentiabilité est à comprendre dans ce sens.

Définition 3.5.2 Soit η une 2-forme différentielle sur S, et soit x : R → S un 2-segment
dans S. L’intégrale de η sur x est définie comme

ˆ ˆ
x
η =

ˆ ˆ
R
x∗η =

ˆ b

a

ˆ d

c
η(xu, xv)dudv.

Définition 3.5.3 Soit x : R → S un 2-segment dans S, avec R le rectangle fermé a ≤ u ≤
b, c ≤ v ≤ d. Les courbes de bord sont les segments α, β, γ, δ tels que

α(u) = x(u, c),

β(v) = x(b, v),

γ(u) = x(u, d),

δ(v) = x(a, v).

Le bord du rectangle est l’expression formelle

∂x = α+ β − γ − δ.

Pour une 1− forme on définit l’intégrale sur le bord parˆ
∂x
φ =

ˆ
α
φ+

ˆ
β
φ−
ˆ
γ
φ−
ˆ
δ
φ.

Théorème 3.5.2 (Théorème de Stokes) Soit φ une 1− forme sur une surface S, et x :
R→ S un 2−segment. Alors ˆ ˆ

x
dφ =

ˆ
∂x
φ.
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Utilisant la définition de l’intégrale d’une 2− forme on obtient :
ˆ ˆ

x
dφ =

ˆ ˆ
R

(
∂

∂u
(φ(xv))−

∂

∂v
(φ(xu))

)
dudv.

Soit f = φ(xu) et g = φ(xu). Alors l’équation devient :
ˆ ˆ

x
dφ =

ˆ ˆ
R

∂g

∂u
dudv −

ˆ ˆ
R

∂f

∂v
dudv.

On commence par la première intégrale :

ˆ ˆ
R

∂g

∂u
dudv =

ˆ d

c
I(v)dv, I(v) =

ˆ b

a

∂g

∂u
(u, v)du.

Donc :

(3.5.1)

ˆ ˆ
R

∂g

∂u
dudv =

ˆ d

c
g(b, v)−

ˆ d

c
g(a, v)dv

Par définition g(b, v) = φ(xv(b, v)) = φ(β′(v)). Donc

ˆ d

c
g(b, v)dv =

ˆ d

c
φ(β′(v))dv =

ˆ
β
φ.

Un argument analogue montre que le deuxième terme dans (3.5.1) est
´
δ φ. On traite les

termes avec f de la même façon. Ceci donne :
ˆ ˆ

x
dφ =

(ˆ
β
φ−
ˆ
δ
φ

)
−
(ˆ

γ
φ−
ˆ
α
φ

)
=

ˆ
∂x
φ.
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Lemme 3.5.1 Soit α(h) : [a, b] → S une reparamétrisation d’une courbe α : [c, d] → S par
h : [a, b]→ [c, d]. Pour toute 1− forme sur S, on a :

i) Si h préserve l’orientation, c.à.d. h(a) = c et h(b) = d, alors

ˆ
α(h)

φ =

ˆ
α
φ.

ii) Si h inverse l’orientation, c.à.d., si h(a) = d et h(b) = c, alors

ˆ
α(h)

φ = −
ˆ
α
φ.

Preuve

La vitesse de α(h) est α(h)′ = dh
dt α
′(h), donc

ˆ
α(h)

φ =

ˆ b

a
φ(α(h)′)dt =

ˆ b

a
φ(α′(h))

dh

dt
dt.

On applique maintenant le théorème de changement de variables. Si h préserve l’orientation,
alors ˆ

α(h)
φ =

ˆ d

c
φ(α′)du =

ˆ
α
φ,

tandis que si h inverse l’orientation

ˆ
α(h)

φ = −
ˆ d

c
φ(α′)du = −

ˆ
α
φ.

3.6 Propriétés topologiques des surfaces

Définition 3.6.1 i) Une surface S est connexe par arcs si pour toute paire (p, q) de points
dans S, il existe un chemin qui lie p et q.

ii) Une surface est connexe si S n’est pas la réunion de deux ensembles ouverts disjoints
non vides dans S.

Lemme 3.6.1 Pour une surface S, S est connexe par arcs si et seulement si S est connexe.

Preuve : exo

Lemme 3.6.2 Une fonction continue sur une région compacte R d’une surface S admet un
maximum sur R.

admis

Définition 3.6.2 Une surface S est orientable s’il existe une 2− forme différentielle µ sur
S qui est non nul à tout point de S.
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Souvent on n’exige que la continuité de la 2− forme.

Exemple 3.6.1 (La sphère S2 est orientable) La sphère S2 est orientable : la restriction
à S2 de la 2− forme ω définie par

ω =
2∑
i=0

(−1)ixidx0 ∧ ...d̂xi... ∧ dx2

est partout non nulle puisque si (v1, v2) est une base de TpS
2,

ωx(v1, v2) = det(x, v1, v2) 6= 0.

On vérifie qu’en restriction à l’ouvert Uk = {x ∈ S2, xk 6= 0} on a

ω =
(−1)k

xk
dx0 ∧ ...d̂xk... ∧ dx2.

Un champ de vecteurs normal unitaire U sur S est un champ de vecteurs qui est partout
normal à la surface et dont la longuer est 1 partout sur la surface.

Proposition 3.6.1 Une surface S ⊂ R3 est orientable si et seulement s’il existe un champ
de vecteurs unitaire normal sur S. Si S est connexe et orientable, il existe exactement deux
de ces champs de vecteurs.

Preuve
— Soit U un champ de vecteurs normal unitaire sur S. Si v et w sont des vecteurs tangents

à S, on définit :

µ(v, w) = U(p) ∗ (v × w).

Ceci est une 2- forme sur S. Si v et w sont indépendants, tous les trois vecteurs sont
indépendants et µ(v, w) 6= 0. Donc µ ne s’annule pas.

— Supposons maintenant que S soit orientable avec une 2− forme µ qui ne s’annule pas.
Donc, si v et w sont indépendants à un point p de S, alors µ(v, w) 6= 0. On définit

Z(p) =
v × w
µ(v, w)

.

Il est facile de voir que la définition de de Z est indépendante du choix de v, w (exo).
Aussi on voit que Z(p) est non nul et normal à S. Utilisant la formule pour le produit
vecoriel on voit que Z est différentiable. On peut donc prendre U = Z/‖Z‖. Si U est
normal à S, −U l’est également. Soit V un champ de vecteurs normal unitaire. U et
V sont colinéaires, donc V ∗U = 1 ou V ∗U = −1. Sur une surface connexe, V ∗U est
donc constant. Soit U ∗ V = 1 et donc V = U ou V ∗ U = −1 et donc V = −U .

Exemple 3.6.2 (Exemple d’une surface non orientable) ruban de Möbius.

Un chemin α avec α(a) = α(b) = p est appelé un lacet au point p.
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Définition 3.6.3 Un lacet α : [a, b] → S dans une surface S est homotope à une constante
s’il existe un 2− segment x : R→ S (appelé homotopie), R : a ≤ u ≤ b, 0 ≤ v ≤ 1, tel que α
est le chemin de base de x (v = 0) et les autres chemins de bord sont constants de constante
p = α(a) = α(b).

Comme les bords β et δ de x sont constants à p, pour tout 0 ≤ v ≤ 1 les courbes de paramètre
u αv(u) = x(u, v) sont également des lacets au point p. Quand v varie de 0 à 1, le lacet αv
varie de façon continue de α0 = α à α1 = γ qui est constant (= p).

Exemple 3.6.3 Dans R2 tout lacet est homotope à une constante. Soit α : [a, b] → R2 un
lacet au point p. On définit x(u, v) = (1− v)(α(u)− p) + p. Alors

x(u, 0) = α(u), x(u, 1) = p pour tout a ≤ u ≤ b,
x(a, v) = x(b, v) = p pour tout 0 ≤ v ≤ 1.
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Donc x est une homotopie de α à une constante.

Définition 3.6.4 Une surface est simplement connexe si elle est connexe et tout lacet est
homotope à une constante.

Lemme 3.6.3 Soit φ une 1− forme fermée sur une surface S. Si α est un lacet dans S qui
est homotope à une constante, alors

´
α φ = 0.

Preuve Suppose que x est une homotopie entre α et un point p. Comme l’intégrale sur une
courbe constante est nulle, on obtient utilisant le théorème de Stokes et dφ = 0 :

0 =

ˆ ˆ
x
dφ =

ˆ
α
φ.

Exercice 3.6.1 Soit P = R2 \ {0}.
i) Montrer que la 1− forme

ψ =
xdy − ydx
x2 + y2

est fermée sur P .

ii) On considère la boucle α : [0, 2π]→ P, α(t) = (cos t, sin t). Montrer que
´
α ψ 6= 0.

iii) En déduire que P n’est pas simplement connexe.

Lemme 3.6.4 (Poincaré) Sur une surface simplement connexe toute 1− forme différentielle
fermée est exacte.

Preuve

On montre d’abord que l’intégrale sur un chemin d’une 1− forme ne dépend que du point
de départ et du point d’arrivée. Soient α et β deux segments de courbe de p à q. Alors α− β
est un lacet. Donc par le lemme précédent :

0 =

ˆ
α−β

φ =

ˆ
α
φ−
ˆ
β
φ.

Supposons maintentant que φ est une 1− forme différentielle fermée sur une surface simple-
ment connexe S. On choisit un point p0 ∈ S et on définit f(p) =

´
δ φ pour un chemin qui

lie p0 à p. L’indépendance de l’intégrale du chemin choisi fait que f est bien définie. Afin de
montrer df = φ il faut montrer df(v) = v[f ] = φ(v) pour tout vecteur tangent v au point p.
Soit α : [a, b] → S une courbe avec vitesse initiale α′(a) = v. Alors δ + α|[a,t] est un chemin
de p jusqu’à α(t). La définition de f donne

f(α(t)) =

ˆ
δ+α|[a,t]

φ = f(p) +

ˆ t

a
φ(α′(u))du.

On prend maintenant la dérivée par rapport à t :

α′(t)[f ] = (f(α))′(t) = φ(α′(t)).

Au point t = 0 ceci devient v[f ] = φ(v).
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Théorème 3.6.1 Une surface compacte dans R3 est orientable.

Fait non trivial de topologie :

Si S est une surface compacte de R3, alors S sépare R3 dans deux ensembles non vides et
ouverts : l’extérieur (les points à partir desquels on peut s’échapper vers l’infini) et l’intérieur
(les autres).

Admettant ceci il suffit pour démontrer le théorème de prendre à chaque point le vecteur
normal qui pointe vers l’extérieur. Un autre théorème qu’on va admettre :

Théorème 3.6.2 Une surface simplement connexe est orientable.
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Chapitre 4

Variétés abstraites

4.1 Variétés abstraites

Définition 4.1.1 Soit M un ensemble. Une carte abstraite est une application injective x :
D →M d’un ensemble ouvert D ⊂ Rn dans M .

Définition 4.1.2 (Variété de dimension n) Une variété de dimension n est un ensemble
M muni d’une collection P de cartes abstraites x : D → M , où D est un ouvert de Rn qui
vérifient :

i) Axiome de recouvrement : les images des cartes dans P recouvrent entièrement M .

ii) Axiome de l’intersection lisse : Pour toute paire (x, y) de cartes abstraites dans P ;
les composées y−1 ◦ x et x−1 ◦ y sont définies sur des ensembles ouverts de Rn et
différentiables.

iii) Axiome de séparabilité : Pour toute paire (p, q) de points de M avec p 6= q dans M ,
il existe des cartes abstraites disjointes (c.à.d. sans intersection d’images) x : D →
M, y : E →M avec p ∈ x(D) et q ∈ y(E).

On appelle P un atlas.

Remarque 4.1.1 (Topologie de M) Soit x : D →M une carte abstraite. On dit que x(U)
est ouvert si U ⊂ D est ouvert. Les ensembles ouverts de M sont définis comme les réunions de
tels ensembles (note que c’est cohérent avec le cas M ⊂ R3 puisque x et x−1 sont continues).

Remarque 4.1.2 — On va toujours considérer que P contient toutes les cartes abstraites
qui intersectent de façon lisse avec les cartes initialement dans P. Notons néanmoins
que deux variétés abstraites M1 et M2 qui sont identiques en tant qu’ensembles sont
différentes en tant que variétés si les collections de cartes P1 et P2 sont différentes.

— Pour le calcul différentiel sur les variétés abstraites, la chose qu’on doit réexaminer et
la notion de vitesse d’une courbe. A partir de là on construit le calcul différentiel de la
même façon que sur une surface de R3 et les principaux définitions et théorèmes sont
les mêmes.

Définition 4.1.3 Soit α : I →M une courbe dans une variété abstraite M . Pour tout t ∈ I

39
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on définit le vecteur de vitesse par

α′(t)[f ] =
d(f ◦ α)

dt
(t)

pour toute fonction différentiable f sur M .

α′(t) est une fonction à valeurs réelles dont le domaine est l’ensemble F de toutes les fonctions
différentiables sur M .

Exemple 4.1.1 (Plan projectif) Sur S2 on définit la relation d’équivalence x ∼ y si x = y
ou x = −y. Soit P 2R = S2/ ∼. On définit l’application σ : S2 → S2 par σ(p) = −p.
Maintenant on couvre S2 avec des cartes (xi)i∈I , xi : Di → S2 telles que x(Di)∩(σ◦x)(Di) =
∅. Soit π : S2 → P 2R la projection naturelle. Alors (π◦xi, Di)i∈I est un atlas pour P 2R (exo).

Lemme 4.1.1 P 2R n’est pas orientable.

Preuve

Si α est une 2− forme sur P 2R, alors ω = π∗α est une 2− forme sur S2. Alors

ω = fω0,
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où ω0 est la forme de volume de l’exemple 3.6.1. Si α ne s’annule pas, alors f ne s’annule pas.
Puisque π ◦ σ = π, on a σ∗ω = ω. D’autre part, σ∗ω0 = −ω0. Mais on a aussi

σ∗ω = σ∗(fω0) = −(f ◦ σ)ω0.

Par conséquent, f prend les deux signes + et − sur S2, et doit donc s’annuler quelque part.
D’où la non orientabilité de P 2R.

Corollaire 4.1.1 P 2R n’est pas difféomorphe à une surface dans R3.

Preuve

P 2R est compacte, mais non orientable d’après le Lemme 4.1.1. Ceci est impossible pour
une surface de R3 d’après le Théorème 3.6.1.

Théorème 4.1.1 (Le fibré tangent) Soit M une variété de dimension n de classe Cp.
Alors

TM =
⋃
p∈M

TpM

peut être muni canoniquement d’une structure de variété de classe Cp−1 de dimension 2n.
Cette variété est appelée le fibré tangent de M .

Preuve On démontre le théorème dans le cas d’une surface de R3. Soit x : D →M une carte.
Pour un ouvert U de R2 on définit D̃ par D̃U = D × U et x̃ par

x̃(u, v, w1, w2) = w1xu(u, v) + w2xv(u, v).

L’ensemble de ces cartes x̃ qu’on x parcourt toutes les cartes de M couvre TM . Soit (p, w) =
w1xu(u, v) + w2xv(u, v) ∈ x(D) ∩ y(E). On calcule (exo) :

(ỹ−1 ◦ x̃)(u, v, w1, w2) = ((y−1 ◦ x)(u, v), d(y−1 ◦ x)(w1, w2)).

Comme y−1 ◦x est de classe Cp, d(y−1 ◦x) est de classe Cp−1. Il reste à vérifier la séparabilité.
Soient (p, w), (q, v) ∈ TM avec (p, w) 6= (q, v).

1er cas : p 6= q. Comme M est séparé il existe deux cartes x : D → M et y : E → M
avec p ∈ x(D) et q ∈ y(E) et x(D) ∩ y(E) = ∅. Donc (p, w) ∈ x(D̃), (q, v) ∈ y(Ẽ) et
x(D̃) ∩ y(Ẽ) = ∅.

2ème cas : p = q. Soit p = q = x(u, v) et

w = w1xu(u, v) + w2xv(u, v),

v = v1xu(u, v) + v2xv(u, v).

R2 étant séparé il existent des voisinages ouverts Uw de w et Uv de v avec UW ∩ Uv = ∅. Les
cartes

x̃ : D × Uw →M,

x̃ : : D × Uv →M

ont alors les propriétés réquises.
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4.2 Dénombrabilité à l’infini

Définition 4.2.1 Soit M une variété. Une partie E ⊂M est négligeable si pour tout p ∈M
il existe une carte (D,x), x(D) contenant p, telle que x−1(x(D) ∩ E) soit de mesure nulle
dans D.

Définition 4.2.2 Une variété M est dénombrable à l’infini si elle est réunion dénombrable
de compacts.

Définition 4.2.3 Soient M et N deux variétés et f : M → N une apllication lisse. Un point
p ∈ M est dit point critique si rg(dfp) < dimN . L’image d’un point critique est une valeur
critique.

Théorème 4.2.1 (Théorème de Sard) Soient M et N deux variétés, et f : M → N une
application de classe Ck avec k > max{0, dimM − dimN}. Si M est dénombrable à l’infini,
l’ensemble des valeurs critiques de f est une partie négligeable de N .

admis

4.3 Le théorème de Whitney

Définition 4.3.1 (Immersion, submersion, plongement) Soient M et N deux variétés
et F : M → N une application de classe C1. On dit que

i) F est une immersion si dF est injective à tout point de M .

ii) F est une submersion si dF est surjective à tout point de M .

iii) F est un plongement si F est une immersion et un homémorphisme de M sur F (M).

Lemme 4.3.1 Soient M et N deux variétés compactes et f : M → N une immersion injec-
tive. Alors f est un plongement de M dans N .

preuve : exo

On va admettre les deux résultats suivants :

Proposition 4.3.1 Soient U et V deux ouverts d’une variété M , tels que M = U ∪ V et
soient f : U → N et g : V → N deux applications lisses dans une variété N , dont les
restrictions à U ∩ V sont égales. Il existe alors une fonction lisse h : M → N telle que

h|U = f et h|V = g.

En particulier si U un ouvert d’une variété M et f : M → R une fonction C∞ à support dans
U , alors f se prolonge en une fonction lisse nulle en dehors de U .

Corollaire 4.3.1 i) Soit U un ouvert d’une variété M . Alors pour tout a ∈ U , il existe
un ouvert relativement compact V contenant a tel que V ⊂ U , et une fonction lisse
égale à 1 sur V et à support dans U .
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ii) Si K est un compact de M , et K ⊂ U avec U un ouvert, il existe une fonction lisse à
support dans U et égale à 1 sur K.

Lemme 4.3.2 Soit (Ui)i∈I un recouvrement fini d’une variété compacte M . Il existe alors
un recouvrement ouvert (Vi)i∈I tel que V i ⊂ Ui pour tout i.

Preuve

Tout x ∈ M est contenu dans un ouvert Ui(x) du recouvrement. Il existe aussi un ouvert
Wx contenant x tel que

W x ⊂ Ui(x).

Alors les (Wx)x∈M forment un recouvrement ouvert de M , dont on peut extraire un recou-
vrement fini (Wxk)1≤k≤p. Le résultat s’ensuit en prenant

Vi = (∪Wxk)i(xk)=i.

Théorème 4.3.1 Toute variété compacte admet un plongement dans un espace Rn.

Preuve

Soit (Ui, ϕi)1≤i≤N un atlas fini de M . D’après le Corollaire 4.3.1 il existe un recouvrement
ouvert (Vi)1≤i≤N tel que V i ⊂ ϕ(Ui) pour tout i, et pour chaque i une fonction fi lisse à
support dans ϕ(Ui) valant 1 sur Vi. D’après la proposition 4.3.1, la fonction fiϕ

−1
i , prolongée

par 0 hors de ϕ(Ui), donne une application lisse de M dans Rn, où n = dimM . En posant

F = (f1ϕ
−1
1 , ..., fNϕ

−1
N , f1, ..., fN ),

on obtient une application lisse de M dans RN(n+1). C’est une immersion. En effet, chaque x
appartient à un ouvert Vi et le i−ème bloc de dFx est alors égal à dϕ−1x qui est bijective, ce
qui montre que dF est injective.

Montrons maintenant que F est injective. Soient x et y deux points de M tels que F (x) =
F (y). En particulier,

∀i, fi(x) = fi(y).

Les Vi recouvrant M , il existe un i tel que fi(x) 6= 0. Alors x et y sont dans Ui, et pour cet
i, l’égalité

fi(x)ϕ−1i (x) = fi(y)ϕ−1i (y)

donne ϕ−1i (x) = ϕ−1i (y), puis x = y puisque ϕ−1i est bijective. On conclut en appliquant le
Lemme 4.3.1 : une immersion injective d’une variété compacte est un plongement.

Corollaire 4.3.2 (Théorème de Whitney facile) Toute variété compacte lisse de dimen-
sion n se plonge dans R2n+1.

Preuve

On part du plongement f deX dans Rm. On va voir qu’en composant f avec une projection
bien choisie, on obtient un plongement dans Rm−1. Pour ce faire, on munit Rm d’un produit
scalaire euclidien, et on introduit, pour tout vecteur unitaire v ∈ Sm−1, la projection pv sur
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l’ortogonal de v dans Rm. Posons Y = f(X). Pour que la restriction de pv à Y soit injective,
il faut et il suffit que, quels que soient x et y distincts dans Y , le vecteur

~xy

‖ ~xy‖

soit différent de v, ou encore que v n’appartient pas à l’image de l’application

(x, y) 7→ ~xy

‖ ~xy‖
deY × Y \∆ dansSm−1,

où l’on désigne par ∆ la diagonale de Y . Il existe de tels v dès que 2n < m− 1 (Théorème de
Sard).

Pour que pv|Y soit une immersion il faut et il suffit que v n’appartienne à aucun sous-
espace tangent à Y . Introduisons

Z = {(x, v) ∈ X × Sm−1, v ∈ Tf(x)Y }.

On vérifie que Z est une sous-variété de dimension 2n− 1 de X × Sm−1 (exo). En particulier
pr2(Z) est de mesure nulle dès que 2n < m. En itérant ce procédé, on voit que X admet une
immersion dans R2n et un plongement dans R2n+1.

Remarque 4.3.1 i) La même propriété reste vraie pour les variétés dénombrables à l’in-
fini.

ii) Avec beaucoup plus de travail et des techniques complétement différentes, H. Whitney
a démontré que toute variété compacte lisse de dimension n se plonge dans R2n. Ce
résultat est optimal.



Chapitre 5

Courbure

5.1 Application de Weingarten

Dans ce chapitre M va toujours être une surface de R3. Soit Z un champ de vecteurs
sur M . Alors que Z n’est défini que sur la surface, la dérivée covariante de Z le long de v a
toujours un sens si v est tangent à la surface. Méthodes de calcul :

i) Soit α une courbe dans M avec vitesse initiale v. Alors

∇vZ = (Zα)′(0).

ii) Si

Z =
∑

ziUi,

alors

∇vZ =
∑

v[zi]Ui

Exo : montrer que ces deux définitions co¨incident. Dans ce qui suit U va être la normale à la
surface M . Notez que U existe comme champ de vecteurs si M est orientable. Mais même si
M n’est pas orientable, U existe toujours localement.

Définition 5.1.1 Soit p un point de M et v un vecteur tangent au point p. Alors on définit

Sp(v) = −∇vU,

où U est un champ de veceturs normal unitaire dans un voisinage de p dans S. On appelle
Sp l’application de Weingarten de S au point p associé un champ normal U .

Lemme 5.1.1 Pour tout point p de S ⊂ R3, l’application de Weingarten est un opérateur
linéaire

Sp : TpS → TpS

sur l’espace tangent au point p.

Preuve

45
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U ∗ U = 1 entraˆine

0 = v[U ∗ U ] = 2∇vU ∗ U = −2Sp(v) ∗ U.

Donc Sp(v) est tangent à M . On calcule

Sp(av + bw) = −∇av+bwU = −(a∇vU + b∇wU)

= aSp(v) + bSp(w).

Lemme 5.1.2 Soit M ⊂ R3 une surface de classe C2. Pour tout p de M l’application de
Weingarten

S : TpM → TpM

est un opérateur symétrique linéaire, c.à .d.

S(v) ∗ w = S(w) ∗ v

pour toute paire (v, w) de vecteurs tangents à M au point p.

Preuve

On a U ∗ xu = 0. Donc

0 =
∂

∂v
(U ∗ xu) = Uv ∗ xu + U ∗ xuv.

Clairement Uv = −S(xv). Il s’ensuit :

S(xv) ∗ xu = U ∗ xuv.
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Echange de u et v donne trois autres équations similaires. En particulier :

S(xu) ∗ xv = U ∗ xvu = U ∗ xuv = S(xv) ∗ xu.

Comme xu et xv forment une base de l’espace tangent à tout point, ceci montre que S est
symétrique.

5.2 Courbure normale

Lemme 5.2.1 Si α est une courbe dans M ⊂ R3, alors

α′′ ∗ U = S(α′) ∗ α′.

Preuve α′ est tangent à M . Donc α′ ∗ U = 0. Différentiation donne

α′′ ∗ U + α′ ∗ U ′ = 0.

Mais S(α′) = −U ′. Donc
α′′ ∗ U = −U ′ ∗ α′ = S(α′) ∗ α′.

Discussion

α′′ ∗ U est la composante de l’accélération α′′ orthogonale à la surface. Le lemme montre
que cette composante ne dépend que de la vitesse de α et de l’application de Weingarten.
Toutes les courbes dans M avec vitesse donnée v au point p ont la même composante normale
de l’accélération au point p qui est donnée par S(v) ∗ v.

Définition 5.2.1 Soit u un vecteur unitaire tangent à M ⊂ R3 au point p. Alors le nombre
k(u) = S(u) ∗ u est appelé la courbure normale de S dans la direction u.
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Discussion

Soit α une courbe paramétrée en longueur d’arc avec α′(0) = u. On utilise le repère de
Frénet de la courbe α. On a

k(u) = S(u) ∗ u = α′′(0) ∗ U(p) = κ(0)N(0) ∗ U(p) = κ(0) cos θ.

Etant donné u, il existe un moyen de choisir la courbe telle que l’angle soit 0 ou π. En effet
soit P le plan déterminé par U et u, alors P coupe une courbe σ dans M , qu’on appelle
la section normale de M dans la direction u. Si l’on paramétrise σ par longueur d’arc avec
σ′(0) = u, alors N(0) = ±U(p), puisque σ′′(0) = κ(0)N(0) est orthogonal à u et tangent à P .
Donc pour une section normale dans la direction u

k(u) = kσ(0)N(0) ∗ U(p) = ±kσ(0).

Signe de la courbure normale :
— Si k(u) > 0, alors N(0) = U(p), donc la section normale fléchit vers U(p) au point p.

Donc dans la direction u la surface fléchit vers la normale U .
— Si k(u) < 0, alors N(0) = −U(p). Donc dans la direction u la surface s’éloigne de U(p).
— Si k(u) = 0, alors κσ(0) = 0 et N(0) n’est pas défini. Pas d’interprétation simple.

Définition 5.2.2 Soit p un point de M ⊂ R3. Les valeurs maximales et minimales de la
courbure normale k(u) de M au point p sont appélées les courbures principales de M au point
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p et notées k1 et k2. Les directions dans lesquelles ces valeurs maximales apparaissent sont
appélées directions principales de M au point p. Des vecteurs unitaires dans ces directions
sont appélés vecteurs principaux de M au point p.

Définition 5.2.3 Un point p d’une surface est ombilic pourvu que la courbure normale k(u)
est constante sur tous les vecteurs tangents unitaires u au point p.

Théorème 5.2.1 i) Si p est un point ombilic de M ⊂ R3, alors l’application de Wein-
garten S au point p est juste la multiplication scalaire par k = k1 = k2.

ii) Si p est un point non ombilic, k1 6= k2, alors il existe exactement deux directions prin-
cipales qui sont orthogonales. En plus, si e1 et e2 sont des vecteurs principaux dans ces
directions, alors

S(e1) = k1e1, S(e2) = k2e2.

Les courbures principales de M sont alors les valeurs propres de S, et les vecteurs principaux
de M au point p sont les vecteurs propres de S.

Preuve

Supposons que k admet son maximum k1 à e1, donc

k1 = k(e1) = S(e1) ∗ e1.
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Soit e2 un vecteur tangent unitaire orthogonal à e1. Un vecteur unitaire tangent quelconque
peut alors être écrit comme

u = u(θ) = ce1 + se2,

où c = cos θ, s = sin θ. Ainsi la courbure normale k au point p devient une fonction sur la
droite réelle k(θ) = k(u(θ)). Soit Sij = S(ei) ∗ ej 1 ≤ i, j ≤ 2. On a S11 = k1 et S12 = S21.
On calcule :

k(θ) = S(ce1 + se2) ∗ (ce1 + se2) = c2S11 + 2scS21 + s2S22.(5.2.1)

Donc :

(5.2.2)
dk

dθ
(θ) = 2sc(S22 − S11) + 2(c2 − s2)S12.

Par hypothèse k(θ) a un maximum à θ = 0, donc dk
dθ (0) = 0. Il suit de (5.2.2) que S12 = 0.

Comme e1, e2 est une base orthonormale de TpM il suit par expension orthonormale que

(5.2.3) S(e1) = S11e1, S(e2) = S22e2.

Si p est ombilic, alors S22 = k(e2) = S11 = k(e1) = k1, et (5.2.3) montre que S est la
multiplication scalaire par k1 = k2. Si p est non ombilic, on revient à (5.2.1), qui devient

(5.2.4) k(θ) = c2k1 + s2S22.

Comme k1 est la valeur maximale de k(θ), et k(θ) est maintenant non constante, il suit que
k1 > S22. Mais (5.2.4) montre alors

i) la valeur maximale k1 est atteinte seulement si c = ±1, s = 0, c.à.d. dans la direction
e1.

ii) la valeur minimale k2 est S22 et elle est atteinte uniquement si c = 0, s = ±1, c.à .d.
dans la direction e2. Ceci montre la deuxième assertion du théorème puisque (5.2.3)
devient maintenant :

S(e1) = k1e1, S(e2) = k2e2.

Corollaire 5.2.1 Soient k1, k2 et e1, e2 les courbures principales et vecteurs principaux de
M ⊂ R3 au point p. Alors si u = cos θe1+sin θe2, la courbure normale de M dans la direction
u est

k(u) = k1 cos2 θ + k2 sin2 θ.

Lemme 5.2.2 Soit M une surface de R3 de classe C1. Alors M est localement le graphe d’une
fonction C1. Plus précisément pour tout p ∈ M , il existe un voisinage ouvert U contenant
p et une fonction C1 f : p12(U) → R telle que quitte à éventuellement renommer les axes
M ∩ U = {(x, y, f(x, y); (x, y) ∈ p12(U)}, où p12 est la projection sur les deux premières
composantes.

Preuve

Soit φ = (φ1, φ2, φ3) : D → M une carte avec p = φ(q), q ∈ D. Soit φ12 = (φ1, φ2). On
peut supposer dφ12(q) 6= 0. Par le théorème d’inversion locale, il existe alors un voisinage V
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de (φ1(q), φ2(q)) et un voisinage de W de q ainsi qu’une application φ−112 : V → W tels que
φ12 ◦ φ−112 = idV , φ

−1
12 ◦ φ12 = idW . f = φ3 ◦ φ−112 possède alors les propriétés réquises.

Discussion

Comme la position de M dans R3 n’a pas d’importance, on peut supposer

i) p = 0.

ii) L’espace tangent TpM est le plan xy.

iii) Les axes x, y sont les directions principales.

Par le lemme 5.2.2 on peut supposer que M est le graphe d’une fonction M : z = f(x, y).
On va construire une approximation de M en utilisant l’expansion de Taylor de f jusqu’à
l’ordre 2. Les hypothèses i) et ii) impliquent f0 = f0y = f0x = 0, où l’indice en haut indique
évaluation au point 0. L’approximation quadratique de f se réduit alors à

f ∼ 1

2
(f0xxx

2 + 2fxyxy + f0yyy
2).

Exercice 5.2.1 Pour les vecteurs tangents u1 = (1, 0, 0), u2 = (0, 1, 0) au point p = 0, on
a

S(u1) = −∇u1U = f0xxu1 + f0xyu2,

S(u2) = −∇u2U = f0xyu1 + f0yyu2.

Par la condition iii) des hypothèses, u1 et u2 sont des vecteurs principaux. Il suit du Théorème
5.2.1 que k1 = f0xx, k2 = f0yy et f0xy = 0.. En substituant cette expression dans l’approximation
quadratique, on conclut que la forme de la surface proche de p est approximativement la même
que la forme de la surface

M ′ : z =
1

2
(k1x

2 + k2y
2)

proche de zéro. M ′ est appelée une approximation quadratique de M proche de p.

5.3 Courbure de Gauss

Définition 5.3.1 La courbure de Gauss de M ⊂ R3 est la fonction à valeurs réelles K = detS
sur M . Explicitement pour tout point p de M , la courbure de Gauss K(p) au point p est le
determinant de l’opérateur de Weingarten S au point p.

La courbure moyenne est la fonction H = 1/2traceS.

Lemme 5.3.1
K = k1k2, H = (k1 + k2)/2.
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Preuve : exo.

Remarque 5.3.1 (Signe de la courbure de Gauss au point p) i) Positif. Si K(p) >
0, alors par le Lemme 5.3.1 les courbures principales k1(p) et k2(p) ont le même signe.
Par le corollaire 5.2.1 soit k(u) > 0 pour tout u, soit k(u) < 0 pour tout u. Donc M
fléchit en s’éloignant de son plan tangent TpM dans toutes les directions au point p.
L’approximation quadratique est un parabolo¨ide :

2z = k1x
2 + k2y

2.

Figure 5.1 – i)

ii) Négatif. Si K(p) < 0, alors par le lemme 5.3.1 les courbures principales ont un signe
opposé. Alors l’approximation quadratique de M près de p est un hyperbolo¨ide, alors
M a une forme de selle près de p.

iii) Si K(p) = 0, alors par le Lemme 5.3.1 il y a deux possibilités.

(a) Seulement une courbure principale est nulle, disons

k1(p) 6= 0, k2(p) = 0.

Dans ce cas l’approximation quadratique est un cylindre 2z = k1(p)x
2, donc M a

une forme d’un abreuvoir proche de p.
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Figure 5.2 – ii)

(b) Toutes les deux courbures principales sont nulles. L’approximation quadratique se
réduit à z = 0, et on n’obtient pas d’information de la frome de M près de p.

Exemple 5.3.1 (Tore de révolution) Sur O le tore T s’éloigne de son espace tangent,
donc K > 0 sur O. Sur F T a la forme d’une selle, donc K < 0 sur F . Proche de chaque
point sur les cercles qui séparent O et F , le tore a la forme d’un abreuvoir, donc K = 0 sur
ces cercles.

Définition 5.3.2 Les fonctions réelles

I(v, w) = v ∗ w, II(v, w) = Sv ∗ w

définies pour toute paire de vecteurs tangents sur une surface orientable sont appélées les
première et deuxième formes fondamentales.

Définition 5.3.3 Une surface M de R3 est plate si sa courbure de Gauss est nulle et mini-
male si sa courbure moyenne est nulle.
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Figure 5.3 – iii)

5.4 Techniques de calcul

Lemme 5.4.1 Si v et w sont des vecteurs tangents linéairement indépendants à un point p
de M ⊂ R3, alors

S(v)× S(w) = K(p)v × w,
S(v)× w + v × S(w) = 2H(p)v × w.

Preuve

Comme v, w est une base de l’espace tangent, on peut écrire

S(v) = av + bw,

S(w) = cv + dw.

Ceci montre que (
a b
c d

)
est la matrice de S par rapport à la base v, w. Il s’ensuit :

K(p) = detS = ad− bc, H(p) =
1

2
traceS =

1

2
(a+ d).
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Figure 5.4 – Tore de révolution

On calcule

S(v)× S(w) = (av + bw)× (cv + dw)

= (ad− bc)v × w = K(p)v × w.

Un calcul similaire donne la formule pour H(p).

Si V et W sont des champs de vecteurs tangents qui sont linéairement indépendants à
chaque point d’une région orientée, on a les équations suivantes entre champs de vecteurs :

S(V )× S(W ) = KV ×W,
S(V )×W + V × S(W ) = 2HV ×W.

On prend le produit scalaire de chaque côté avec V ×W et on utlise l’identité de Lagrange

(x× y) ∗ (v × w) =

∣∣∣∣ x ∗ v x ∗ w
y ∗ v y ∗ w

∣∣∣∣
pour obtenir

K =

∣∣∣∣ SV ∗ V SV ∗W
SW ∗ V SW ∗W

∣∣∣∣∣∣∣∣ V ∗ V V ∗W
W ∗ V W ∗W

∣∣∣∣ ,(5.4.1)

H =

∣∣∣∣ SV ∗ V SV ∗W
W ∗ V W ∗W

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ V ∗ V V ∗W
SW ∗ V SW ∗W

∣∣∣∣
2

∣∣∣∣ V ∗ V V ∗W
W ∗ V W ∗W

∣∣∣∣ .(5.4.2)

Les dénominateurs sont non nuls puisque l’indépendance de V,W est équivalente à (V ×W )∗
(V ×W ) > 0. En particulier les fonctions H et K sont différentiables.
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Corollaire 5.4.1 Dans une région orientée O de M , on a

k1, k2 = H ±
√
H2 −K.

Preuve

Afin de vérifier les formules il suffit de substituer K = k1k2 et H = (k1 +k2)/2 et de noter
que

H2 −K =
(k1 + k2)

2

4
− k1k2 =

(k1 − k2)2

4
.

Soit x : D →M une carte d’une surface M dans R3. On pose :

E = xu ∗ xu, F = xu ∗ xv = xv ∗ xu, G = xv ∗ xv,
L = S(xu) ∗ xu, M = S(xu) ∗ xv = S(xv) ∗ xu, N = S(xv) ∗ xv.

Corollaire 5.4.2 Si x est une carte dans M ⊂ R3, alors

K(x) =
LN −M2

EG− F 2
, H(x) =

GL+ EN − 2FM

2(EG− F 2)

Preuve

Remplacer dans les formules (5.4.1), (5.4.2) V par xu et W par xv.

Lemme 5.4.2 Si x est une carte dans M ⊂ R3, alors

L = S(xu) ∗ xu = U ∗ xuu,
M = S(xu) ∗ xv = U ∗ xuv,
N = S(xv) ∗ xv = U ∗ xvv.

Ces formules interviennent déjà dans la preuve du lemme 5.1.2.

5.5 Surfaces de révolution

On obtient une surface de révolution en tournant une courbe dans le plan xy autour de
l’axe des x. Soit

α(u) = (g(u), h(u), 0)

une paramétrisation de la courbe. Ceci donne une paramétrisation de la surface

x(u, v) = (g(u), h(u) cos v, h(u) sin v).

On calcule
xu = (g′, h′ cos v, h′ sin v), xv = (0,−h sin v, h cos v).

Il s’ensuit
E = g′2 + h′2, F = 0, G = h2.
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Figure 5.5 – Surface de révolution

Ici E est le carré de la vitesse de la courbe de profil et donc pour toutes les méridiennes
(courbes de paramètre u), tandis que G est le carré de la vitesse de toutes les parallèles
(courbes de paramètre v). En suite on calcule

xu × xv = (hh′,−hg′ cos v,−hg′ sin v),

‖xu × xv‖ =
√
EG− F 2 = h

√
g′2 + h′2,

U = (h′,−g′ cos v,−g′ sin v)/
√
g′2 + h′2,

xuu = (g′′, h′′ cos v, h′′ sin v),

xuv = (0,−h′ sin v, h′ cos v),

xvv = (0,−h cos v,−h sin v).

Il s’ensuit

L =
−g′h′′ + g′′h′√

g′2 + h′2
, M = 0, N =

g′h√
g′2 + h′2

.
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On trouve pour l’opérateur de Weingarten

S(xu) =
L

E
xu, S(xv) =

N

G
xv.

Il s’ensuit que les méridiennes et les parallèles d’une surface de révolution sont ses courbes
principales. On note les fonction de courbure principale kµ et kπ et on obtient :

kµ =
L

E
=

−
∣∣∣∣ g′ h′

g′′ h′′

∣∣∣∣
(g′2 + h′2)3/2

, kπ =
N

G
=

g′

h(g′2 + h′2)1/2
.

La courbure de Gauss est alors

K = kµkπ =

−g′
∣∣∣∣ g′ h′

g′′ h′′

∣∣∣∣
h(g′2 + h′2)2

.

5.6 Géodésiques

Définition 5.6.1 Soit α une courbe C2 dans une surface M . α est une géodésique si son
accélération α′′ est toujours orthogonale à M .

Remarque 5.6.1 Des géodésiques ont une vitesse constante. En effet (α′∗α′)′ = 2α′′∗α′ = 0.

Exemple 5.6.1 i) Le plan. Si α est une géodésique dans le plan orthogonal à u, alors
α′ ∗u = 0, donc α′′ ∗u = 0. Mais α′′ est par définition normale à P , donc colinéaire à u,
donc α′′ = 0. Donc α est une ligne droite. Inversement toute ligne droite α(t) = v+ tw
est une géodésiques. Donc les géodésiques de P sont exactement les lignes droites.

ii) La sphère. Un grand cercle dans la sphère S2 est un cercle qu’on obtient comme inter-
section de la sphère avec un plan qui passe par 0. Si α est une paramétrisation à vitesse
constante d’un cercle, l’accélération est dirigée vers le centre du cercle. Dans le cas d’un
grand cercle, ce centre est le centre de la sphère. Dans ce cas α′′ est alors normale à la
sphère et α est une géodésique.

Théorème 5.6.1 Parmi toutes les courbes C2 tracées sur une surface joignant deux points
donnés la courbe de longueur minimale est (si elle existe) une géodésique.

Preuve

On peut supposer que les deux points sont dans l’image de la même carte x : D → M .
Soit x(γ(s)) la courbe qui minimise la distance avec γ : [s0, s1]→ R2 une courbe dans R2. On
peut supposer que x(γ(s)) est paramétrée en longueur d’arc et que 0 ∈ D. Soit F l’ensemble
des courbes C2 fermées dans D allant de 0 à 0. Soit x(γ(s0)) = A, x(γ(s1)) = B. Pour tout
δ ∈ F on a

d

dτ
|τ=0

ˆ s1

s0

‖ d
ds
x(γ(s) + τδ(s))‖ds = 0.

On a
x(γ(s) + τδ(s)) = x(γ(s)) + τdx(γ(s))(δ(s)) + o(τ).
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Donc
d

ds
x(γ(s) + τδ(s)) =

dx(γ(s))

ds
+ τ

d

ds
dx(γ(s))(δ(s)) + o(τ).

Il s’ensuit

‖ d
ds
x(γ(s) + τδ(s))‖2 = 1 + 2τ

dx(γ(s))

ds
∗ d

ds
dx(γ(s))(δ(s)) + o(τ),

‖ d
ds
x(γ(s) + τδ(s))‖ = 1 + τ

dx(γ(s))

ds
∗ d

ds
dx(γ(s))(δ(s)) + o(τ).

Ceci donne
ˆ s1

s0

∥∥∥∥ ddsx(γ(s) + τδ(s))

∥∥∥∥ ds =

ˆ s1

s0

ds+

ˆ s1

s0

τ
dx(γ(s))

ds
∗ d

ds
dx(γ(s))(δ(s)) + o(τ)ds.

Donc

d

dτ
|τ=0

ˆ s1

s0

‖ d
ds
x(γ(s) + τδ(s))‖ds =

ˆ s1

s0

dx(γ(s))

ds
∗ d

ds
dx(γ(s))(δ(s)) = 0.

Tenons compte du fait que δ(s0) = δ(s1) = 0, on peut effectuer une intégration par parties :

ˆ s1

s0

d2x(γ(s))

ds2
∗ dx(γ(s))(δ(s))ds = 0.

Soit maintenant t : [s0, s1]→ TM un champ de vecteurs avec t(s) ∈ Tx(γ(s))M pour tout s et
t(s0) = t(s1) = 0. Alors il existe une courbe fermée dans F avec

t(s) = dx(γ(s))(δ(s)).

Il s’ensuit que pour tout champ t comme ci-dessus on ait :

ˆ s1

s0

d2x(γ(s))

ds2
∗ t(s)ds = 0,

donc pour tout s et tout vecteur tangent

d2x(γ(s))

ds2
∗ t(s) = 0.

Il s’ensuit que x(γ(s)) est une géodésique.

Remarque 5.6.2 Il y a néanmoins des géodésiques qui ne minimisent pas la longueur. Par
exemple considérer deux points sur une sphère et le grand cercle déterminé par ces deux points.

Nous allons maintenant nous intéresser à la question de l’existence des géodésiques. Soit
x : D →M une carte et γ(s) = x(u(s)) une courbe dans Mavec u une courbe dans D. Nous
allons écrire x1 resp. x2 pour xu resp. xv. La condition d’accélération normale à la surface
donne le système : {

d2x(u(s))
ds ∗ x1(u(s)) = 0,

d2x(u(s))
ds ∗ x2(u(s)) = 0.
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Soit u(s) = (u1(s), u2(s)). On obtient (x et ses dérivées sont toujours évalués au point u(s)) :

dx

ds
= x1u̇1 + x2u̇2,

d2x

ds2
= x11(u̇1)

2 + 2x12u̇1u̇2 + x22(u̇2)
2 + x1ü1 + x1ü2,

d2x

ds2
xi = 0, i = 1, 2.

On définit

gij := xi ∗ xj
Γijk := xij ∗ xk.

gij sont les composantes de la métrique euclidienne dans le repère x1, x2 et Γijk sont les
symboles de Christoffel. On obtient alors pour les équations de géodésiques :

Γ11i(u̇1)
2 + 2Γ12iu̇1u̇2 + Γ22i(u̇2)

2 + g1iü1 + g2iü2 = 0.

Utilisant la métrique inverse (gij) de la matrice (gij) :
∑

q gpqg
qr = δrp ceci donne

üp +
∑
i,l,m

gipΓlmiu̇lu̇m = 0.

L’équation différentielle des géodésiques peut donc s’écrire

üp +
∑
l,m

Γplmu̇lu̇m = 0

avec Γplm =
∑

i g
ipΓlmi.

Théorème 5.6.2 Soit M une surface de R3 et v un vecteur tangent au point p. Alors il existe
une géodésique unique γ, définie sur un intervalle ouvert contenant 0, telle que

γ(0) = p, γ′(0) = v.

Preuve

Les équations géodésiques ont la forme

üi = fi(u̇1, u̇2), i = 1, 2

avec des fonctions différentiables fi. On peut écrire les conditions initiales comme

ui(0) = pi, u̇i(0) = vi

avec pi = (x−1(p))i, vi = (d(x−1)v)i. Le théorème fondamental des équations différentielles
assure une solution locale pour ce système.



Chapitre 6

Géométrie des surfaces de R3

6.1 Les équations fondamentales

Un champ de repère euclidien sur une surface M ⊂ R3 est un ensemble de trois champs
de vecteurs qui sont orthogonaux à tout point.

Définition 6.1.1 Un champ de repères E1, E2, E3 adapté est un champ de repères euclidien
sur une région O dans M ⊂ R3 tel que E3 est toujours orthogonal à M (E1, E2 sont alors
tangents à M).

U = E3.

Lemme 6.1.1 Il existe un champ de repères adapté sur une région O dans M ⊂ R3 si et
seulement si O est orientable et il existe un champ de vecteurs tangent qui s’annule pas sur
O.

Preuve : exo.

Soit maintenant E1, E2, E3 un champ de vecteurs adapté sur M . On peut étendre ces
champs de vecteurs à un ouvert de R3 en les bougeant le long de la normale à chaque point.
On peut alors utiliser les équations de connexion (voir Théorème 2.5.1) :

∇vEi =
∑

ωij(v)Ej(p).

On va les appliquer uniquement aux vecteurs tangents à M . Les formes de connexion ωij
deviennent alors des 1− formes sur M .

Théorème 6.1.1 Soit E1, E2, E3 un champ de vecteurs adapté sur M ⊂ R3 et v un vecteur
tangent à M . Alors

∇vEi =
3∑
j=1

ωij(v)Ej(p) (1 ≤ i ≤ 3)

Corollaire 6.1.1 Soit S l’opérateur de Weingarten associé à E3, où E1, E2, E3 est un champ
de repères adapté sur M ⊂ R3. Alors pour tout vecteur tangent v de M au point p,

S(v) = ω13(v)E1(p) + ω23(v)E2(p).

61
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Preuve

Par définition S(v) = −∇vE3. L’équation de connexion pour i = 3 donne alors le résultat
puisque la fomre de connexion ωij est antisymétrique.

En plus des formes de connexion le champ de repères adapté E1, E2, E3 possède aussi des
1− formes duales θ1, θ2, θ3 (θi(v) = v ∗Ei). Comme pour les formes de connexion, les formes
duales vont être appliquées uniquement à des vecteurs tangents. Elles deviennent ainsi des
1− formes sur M . Comme θ3(v) = v ∗ E3, θ3 est alors 0 sur M . Utilisant l’antisymétrie de
ωij , on voit que uniquement 5 1− formes comptent.

θ1, θ2 donnent une description duale des champs de vecteurs E1, E2.

ω12 donne le taux de rotation E1, E2.

ω13, ω2,3 décrivent l’opérateur de Weingarten.

Théorème 6.1.2 Soit E1, E2, E3 un champ de vecteurs adapté sur M ⊂ R3. Alors les formes
duales et les formes de connexion vérifient :

i) La première équation structurelle

(6.1.1)

{
dθ1 = ω12 ∧ θ2,
dθ2 = ω21 ∧ θ1.

ii) Equation de symétrie

(6.1.2) ω31 ∧ θ1 + ω32 ∧ θ2 = 0

iii) Equation de Gauss

(6.1.3) dω12 = ω13 ∧ ω32.

iv) Equations de Codazzi

(6.1.4)

{
dω13 = ω12 ∧ ω23,
dω23 = ω21 ∧ ω13.

Preuve

On applique les équations structurelles de Cartan, Théorème 2.6.1. La première équation
structurelle,

dθi =
∑
j

ωij ∧ θj

donne (6.1.1) et (6.1.2). En effet pour i = 1, 2 on obtient (6.1.1) puisque θ3 = 0 sur la surface
M . Mais θ3 = 0 donne dθ3 = 0, donc pour i = 3 on obtient (6.1.2). Les deuxièmes équations
structurelles donnent les équations de Gauss (6.1.3) et de Codazzi (6.1.4).
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6.2 Calculs de formes

Lemme 6.2.1 Soient θ1, θ2 les 1− formes duales de E1, E2 sur M . Si φ est une 1− forme
et µ une 2− forme, alors

φ = φ(E1)θ1 + φ(E2)θ2,(6.2.1)

µ = µ(E1, E2)θ1 ∧ θ2.(6.2.2)

Preuve : exo

Lemme 6.2.2

ω13 ∧ ω23 = Kθ1 ∧ θ2.(6.2.3)

ω13 ∧ θ2 + θ1 ∧ ω23 = 2Hθ1 ∧ θ2.(6.2.4)

Preuve

Afin de pouvoir appliquer les définitions K = DetS, 2H = traceS, il faut trouver la
matrice de S parc rapport à E1 et E2. On a (voir Corollaire 6.1.1) :

S(E1) = −∇E1E3 = −ω31(E1)E1 − ω32(E1)E2,

S(E2) = −∇E2E3 = −ω31(E2)E1 − ω32(E2)E2.

Donc la matrice de S est (
ω13(E1) ω23(E1)
ω13(E2) ω23(E2)

)
.

Utilisant le lemme 6.2.1 on doit montrer que

(ω13 ∧ ω23)(E1, E2) = K, (ω13 ∧ θ2 + θ1 ∧ ω23)(E1, E2) = 2H.

Mais

(ω13 ∧ ω23)(E1, E2) = ω13(E1)ω23(E2)− ω13(E2)ω23(E1)

= déterminant de la matriceS = detS = K.

Un calcul similaire donne la formule pour H.

Une comparaison de (6.2.1) avec l’équation de Gauss (6.1.3) donne

Corollaire 6.2.1

dω12 = −Kθ1 ∧ θ2.

Définition 6.2.1 Un champ de repères principal sur M ⊂ R3 est un champ de repères adapté
E1, E2, E3 tel que à chaque point E1, E2 sont des vecteurs principaux.

Lemme 6.2.3 Soit p un point non ombilic de M ⊂ R3. Alors il existe un champ de repères
principal dans un voisinage de p.
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Preuve

Soit F1, F2, F3 un champ de repères adapté dans un voisinage N de p. Comme p est non
ombilic, on peut supposer (en effectuant une rotation si nécessaire) que F1(p) et F2(p) ne sont
pas des vecteurs principaux au point p. Comme k1(p) 6= k2(p) on peut supposer que k1 6= k2
dans N . Soit Sij la matrice de S par rapport à F1, F2. Un calcul explicit montre que

V1 = S12F1 + (k1 − S11)F2,

V2 = (k2 − S22)F1 + S12F2

sont des vecteurs propres de S. Aussi S12 = S(F1) ∗ F2 est toujours différent de zéro sur N ,
donc V1, V2 sont différents de zéro sur N . Pour obtenir un champ de repères principal il suffit
de poser

E1 =
V1
‖V1‖

, E2 =
V2
‖V2‖

, E3 = F3.

On a S(E1) = k1E1, S(E2) = k2E2. Comparaison avec corollaire 6.1.1 :

ω13(E1) = k1, ω13(E2) = 0,

ω23(E1) = 0, ω23(E2) = k2.

On applique le Lemme 6.2.1 pour obtenir

(6.2.5) ω13 = k1θ1, ω23 = k2θ2.

Théorème 6.2.1 Soit E1, E2, E3 un champ de repères principal sur M ⊂ R3. Alors

E1[k2] = (k1 − k2)ω12(E2),

E2[k1] = (k1 − k2)ω12(E1).

Preuve

Rappelons d’abord les équations de Codazzi :

dω13 = ω12 ∧ ω23, dω23 = ω21 ∧ ω13.

Différentiation de (6.2.5) donne

d(k1θ1) = ω12 ∧ k2θ2;

donc
dk1 ∧ θ1 + k1dθ1 = k2ω12 ∧ θ2.

Substitution de la première équation structurelle dθ1 = ω12 ∧ θ2 donne

dk1 ∧ θ1 = (k2 − k1)ω12 ∧ θ2.

On applique maintenant ces 2− formes au couple de vecteurs E1, E2 pour obtenir

0− dk1(E2) = (k2 − k1)ω12(E1)− 0;

donc
E2[k1] = dk1(E2) = (k1 − k2)ω12(E1).

L’autre équation peut être déduite de la même façon de l’équation de Codazzi dω23 = ω21∧ω13.
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6.3 Quelques théorèmes globaux

Théorème 6.3.1 Si l’opérateur de Weingarten est identiquement nul, M est une partie d’un
plan dans R3.

Preuve

Par définition de l’opérateur de Weingarten, S = 0 signifie que la nromale unitaire E3 à
M est parrallèle dans le sens euclidien et peut donc être identifié avec un point dans R3.

Figure 6.1 –

Choisissons un point p de M . On va montrer que M est dans le plan contenant p est
orthogonal à E3. Si q est un point arbitraire de M , alors, comme M est connexe, il existe une
courbe α dans M de α(0) = p à α(1) = q. On considère alors la fonction

f(t) = (α(t)− p) ∗ E3.

Mais on a alors
f ′(t) = α′ ∗ E3 = 0, f(0) = 0.

Il s’ensuit que f est identiquement nulle. En particulier,

f(1) = (q − p) ∗ E3 = 0,

donc chaque point de M est dans le plan en question.

Théorème 6.3.2 Si M est partout ombilic, alors M a une courbure de Gauss constante
K ≥ 0.
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Preuve

Soit E1, E2, E3 un champ de repères adapté dans une région O de M . Comme M est
partout ombilic, les fonctions de courbure principale sur O sont égales, k1 = k2 = k. En plus
E1, E2, E3 est un champ de repères principal (puisque toute direction sur M est principale).
On peut alors appliquer le Théorème 6.2.1 afin de conclure E1[k] = E2[k] = 0. Ceci revient à
dire

dk(E1) = dk(E2) = 0,

donc on conclut par le Lemme 6.2.1 que dk = 0 sur O. Comme K = k1k2 = k2, on obtient
dK = 2kdk = 0 sur O. Comme tout point de M est dans une telle région on conclut dK = 0
sur M est donc K constant.

Théorème 6.3.3 Soit M ⊂ R3 ombilic partout et K > 0, alors M est une partie de la sphère
de rayon 1/

√
K.

Preuve

Soit p un point de M et E3(p) le vecteur unitaire normal à M au point p. On va montrer
que le point

c = p+
1

k(p)
E3(p)

est à équidistance de tout point de M . (Ici k(p) = k1(p) = k2(p) est la courbure principale
correspondante à E3(p).) On étend E3(p) en un champ de vecteur normal unitaire sur α (voir
Figure 6.2) et on considère la courbe

γ = α+
1

k
E3 dansR3.

Ici est sous-entendu que la fonction de courbure k vient de E3. ; donc k est continue. Mais
K = k2, et par le lemme précédent, K est constant, donc k est constant. Donc

γ′ = α′ +
1

k
E′3.

Mais
E′3 = −S(α′) = −kα′,

puisque S est la multiplication par k. Donc

γ′ = α′ +
1

k
(−kα′) = 0.

Il s’ensuit que la courbe γ est constante. En particulier,

c = γ(0) = γ(1) = q +
1

k
E3(q),

donc d(c, q) = 1/|k| pour tout point q de M . Puisque K = k1k2 = k2 on a démontré que M
est contenu dans la sphère de centre c et rayon 1/

√
K.

Corollaire 6.3.1 Une surface M de R3 qui est compacte et ombilic partout est la sphère
entière S2.
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Figure 6.2 –

Preuve

On sait déjà que M est une partie de la sphère. M est clairement fermée dans S2 puisque
compacte dans R3. Mais M est aussi ouvert puisque chaque point possède un voisinage ouvert
dans M et donc dans S2 qui est le domaine de définition d’une carte. M étant fermé et ouvert
et S2 étant connexe, on obtient M = S2.

Théorème 6.3.4 Sur toute variété compacte M de R3 il existe un point auquel la courbure
de Gauss K est strictement positive.

Preuve

Soit f(p) = ‖p‖2. f est différentiable, donc continue et M est compacte. Donc f atteint
son maximum à un point m de M . Soit r = ‖m‖.

On va montrer que K(m) ≥ 1
r2
> 0. Soit u un vecteur unitaire tangent à M au point m.

Soit α une courbe dans M telle que α(0) = m, α′(0) = u. Il s’ensuit que la fonction composée
f(α) admet un maximum à t = 0. Donc

(6.3.1)
d

dt
(fα)(0) = 0,

d2

dt2
(fα) ≤ 0.

Mais f(α) = α ∗ α, donc d(fα)
dt = 2α ∗ α′. Evaluation à t = 0 donne

0 =
d(fα)

dt
(0) = 2α(0) ∗ α′(0) = 2m ∗ u.
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Figure 6.3 –

Comme u est un vecteur tangent unitaire à M au point m, ceci signifie que m est normal à
M au point m. Une nouvelle dérivation donne

d2(fα)

dt2
= 2α′ ∗ α′ + 2α ∗ α′′.

Utilisant (6.3.1) au point t = 0 donne

0 ≥ u ∗ u+m ∗ α′′(0)

= 1 +m ∗ α′′(0).(6.3.2)

Par la discussion ci-dessus on peut considérer m/r comme un vecteur normal unitaire à M
au point m.

Donc (m/r) ∗α′′ est précisémement la courbure normale k(u) de M dans la direction u. Il
suit de (6.3.2) que k(u) ≤ −1/r. En particulier, les deux courbures principales vérifient cette
inégalité, donc

K(m) ≥ 1

r2
> 0.

En particulier il n’existe pas de surface compacte avec K ≤ 0.

Lemme 6.3.1 (Hilbert) Soit m un point de M ⊂ R3 tel que

i) k1 admet un maximum local à m.

ii) k2 admet un minimum local à m.
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iii) k1(m) > k2(m).

Alors K(m) ≤ 0.

Preuve

Comme k1(m) > k2(m), m n’est pas ombilic. Par le lemme 6.2.3 il existe un champ de
repères principal E1, E2, E3 dans un voisinage de m dans M . L’hypothèse de minimalité et
maximalité des courbures principales impliquent

E1[k2] = 0 = E2[k1] = 0 au pointm,(6.3.3)

E1E1[k2] ≥ 0 et E2E2[k1] ≤ 0 au pointm.(6.3.4)

(6.3.3) implique par le Théorème 6.2.1

ω12(E1) = ω12(E2) = 0 au point m

puisque k1 − k2 6= 0. Il suit par le corollaire 6.2.1

(6.3.5) K = E2[ω12(E1)]− E1[ω12(E2)] au point m.

On applique maintenant E1 à la première équation dans le Théorème 6.2.1 et on obtient :

E1E1[k2] = (E1[k1]− E1[k2])ω12(E2) + (k1 − k2)E1[ω12(E2)].

Au point m, on a ω12(E2) = 0 et k1 − k2 > 0 ; donc de (6.3.4) on déduit

(6.3.6) E1[ω12(E2)] ≥ 0 au point m.

Un argument similaire donne

(6.3.7) E2[ω12(E1)] ≤ 0 au point m.

Utilisant (6.3.6) et (6.3.7) dans l’expression (6.3.5) de la courbure de Gauss, on obtient
K(m) ≤ 0.

Théorème 6.3.5 (Liebmann) Si M est une surface compacte dans R3 avec courbure de
Gauss constante K, alors M est une sphère de rayon 1/

√
K (Théorème 6.3.4 implique que

la courbure est positive).

Preuve

Comme M ⊂ R3 est compacte, elle est orientable d’après le Théorème 3.6.1, donc un
champ de vecteur normal unitaire existe et l’opérateur de Weingarten est défini et lisse sur
toute la surface. Les fonctions de courbures principales k1 ≥ k2 sont également globalement
définies et continues. M étant compacte, k1 admet un maximum à un point p de M . Comme
K = k1k2 est constante, k2 a un minimum au point p. On ne peut pas avoir k1(p) > k2(p)
puisque le Lemme de Hilbert donne dans ce cas K(p) ≤ 0. Donc pour tout q ∈ M on a
k1(p) ≥ k1(q) ≥ k2(q) ≥ k2(p) = k1(p) et M est partout ombilic. C’est donc la sphère de
rayon r = 1/

√
K.
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6.4 Isométries et isométries locales

Définition 6.4.1 Soient p et q des points de M ⊂ R3. On considère la collection de toutes
les courbes α dans M qui vont de p à q. La distance intrinsèque ρ(p, q) dans M est l’inf des
toutes les longueurs L(α) de ces courbes.

Définition 6.4.2 Soient M et M deux surfaces dans R3. Une isométrie F : M →M est une
application différentiable et injective qui préserve le produit scalaire entre vecteurs tangents.
Plus explicitement

dF (v) ∗ dF (w) = v ∗ w

pour tout couple (v, w) de vecteurs tangents à M . Ici dF est l’application tangente.

Remarque 6.4.1 — dF préserve la longueur des vecteurs tangents.
— F est une application régulière. Si dF (v) = 0, on a

‖v‖ = ‖dF (v)‖ = 0⇒ v = 0.

— Si F est surjective, alors F est un difféomorphisme (voir remarque après Théorème
3.4.1).

Théorème 6.4.1 Les isométries préservent les distances intrinsèques. Si F : M → M est
une isométrie entre surfaces de R3, alors

ρ(p, q) = ρ(F (p), F (q))

pour tout couple de points p, q dans M . (Ici ρ (resp. ρ) est la fonction de distance sur M
(resp. M)).

Preuve

On commence par remarquer que les isométries préservent la vitesse et la longueur d’une
courbe. Si α est une courbe dans M , alors α = F (α) est une courbe dans M avec vitesse
α′ = dF (α′). Comme dF préserve le produit scalaire, il préserve la norme, donc

‖α′‖ = ‖dF (α′)‖ = ‖(F (α))′‖ = ‖α′‖.

Il s’ensuit

L(α) =

ˆ b

a
‖α′(t)‖dt =

ˆ b

a
‖α′(t)‖dt = L(α).

Si α va de p à q dans M , alors son image α = F (α) va de F (p) à F (q) dans M . Inversement
si β est une courbe dans M qui va de F (p) à F (q), alors F−1(β) va de p à q dans M . Ceci
donne une correspondance 1 à 1 entre les courbes qui sont utilisées pour définir ρ(p, q) et
celles qui sont utilisées pour définir ρ(F (p), F (q)). Mais des courbes correspondantes ont la
même longueur, il s’ensuit que ρ(p, q) = ρ(F (p), F (q)).

Définition 6.4.3 Une isométrie locale F : M → N de surfaces est une application qui
préserve le produit scalaire entre vecteurs tangents (c.à.d. dF a cette propriété).
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Remarque 6.4.2 Si F est une isométrie locale, l’argument déjà utilisé montre que F est
une application régulière. Alors pour tout point p de M , le théorème d’inversion locale nous
donne l’existence d’un voisinage U de p dans M tel que la restriction de F sur ce voisinage
est un difféomorphisme sur un voisinage V de F (p). U et V sont elles-même des surfaces dans
R3 et F |U : U → V est une isométrie. Dans ce sens une isométrie locale est localement une
isométrie.

Lemme 6.4.1 Soit f : M → N une application. Pour toute carte x : D → M , on considère
la composée

x = f(x) : D → N.

Alors f est une isométrie locale si et seulement si pour toute carte x on a

E = E, F = F , G = G.

(Ici x n’est pas nécessairement une carte, mais E, F , G sont définies comme d’habitude).

Preuve

Supposons que le critère soit vérifié. Afin de montrer que df préserve le produit scalaire,
il faut montrer uniquement que

‖xu‖ = ‖df(xu)‖, xu ∗ xv = df(xu) ∗ df(xv), ‖xv‖ = ‖df(xv)‖.

Mais il suit immédiatement de la définition de df que

df(xu) = xu, df(xv) = xv.

Mais les équations ci-dessus suivent de l’hypothèse E = E, F = F , G = G. f est alors
une isométrie locale. Inverser l’argument donne l’assertion inverse.

Définition 6.4.4 Une application entre surfaces F : M → N est conforme s’il existe une
fonction réelle λ > 0 t.q.

‖dF (vp)‖ = λ(p)‖vp‖

pour tous les vecteurs tangents vp à M .

6.5 La géométrie intrinsèque des surfaces de R3

Lemme 6.5.1 La forme de connexion ω12 = −ω21 est la seule 1− forme qui vérifie les
équations structurelles

dθ1 = ω12 ∧ θ2, dθ2 = ω21 ∧ θ1.

Preuve

On applique ces équations aux champs de vecteurs tangents E1, E2. On obtient :

ω12(E1) = dθ1(E1, E2),

ω12(E2) = −ω21(E2) = dθ2(E1, E2).
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Soit F : M →M une isométrie. On peut transférer le champ de repères E1, E2 sur M sur
des champs de repères E1, E2 sur M . Pour tout point q de M , il existe un point unique p de
M tel que F (p) = q. On définit alors

E1(q) = dF (E1(p)),

E2(q) = dF (E2(p)).

Figure 6.4 –

On écrit souvent brièvement

E1 = dF (E1), E2 = dF (E2).

Comme F préserve le produit scalaire, E1, E2 est un champ de repères sur M :

Ei ∗ Ej = dF (Ei) ∗ dF (Ej) = Ei ∗ Ej = δij .

Lemme 6.5.2 Soit F : M → M une isométrie, et soit E1, E2 un champ de repères tangent
à M . Si E1, E2 est le champ de repères transféré sur M , alors

i) θ1 = F ∗(θ1), θ2 = F ∗(θ2),

ii) ω12 = F ∗(ω12).

Preuve
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i) Il suffit de démontrer que θ1 et F ∗(θ1) ont la même valeur sur E1 et E2. Pour 1 ≤ i, j ≤ 2
on a

F ∗(θi)(Ej) = θi(dFEj) = θi(Ej) = δij = θi(Ej).

ii) On considère les équations structurelles dθ1 = ω12∧θ2 sur M . On applique F ∗ et on utilise
3.4.2 afin d’obtenir :

d(F ∗θ1) = F ∗(dθ1) = F ∗(ω12) ∧ F ∗(θ2).

Donc par i) on obtient :

dθ1 = F ∗(ω12) ∧ θ2.

L’autre équation structurelle,

dθ2 = ω12 ∧ θ1,

donne l’équation correspondante. On obtient alors

dθ1 = F ∗(ω12) ∧ θ2,
dθ2 = F ∗(ω21) ∧ θ1.

Maintenant ii) est une conséquence immédiate de la propriété d’unicité (Lemme 6.5.1) puisque

F ∗(ω21) = F ∗(−ω12) = −F ∗(ω12).

Théorème 6.5.1 (Gauss, theorema egregium) La courbure de Gauss est un invariant
isométrique : Si F : M →M est une isométrie, alors

K(p) = K(F (p))

pour tout point p de M . Ici K (resp. K) est la courbure de Gauss de M (resp. M).

Preuve

Pour tout point p de M , on prend un champ de repères tangent E1, E2 dans un voisinage
de p et on le transfère via dF à E1, E2 sur M . Par le lemme précédent F ∗(ω12) = ω12. Par
le Corollaire 6.2.1 on a

dω12 = −Kθ1 ∧ θ2.

On applique maintenant F ∗ dans cette équation. Par Théorème 3.4.2 on obtient

d(F ∗ω12) = F ∗(dω12) = −F ∗(K)F ∗(θ1) ∧ F ∗(θ2),

où F ∗(K) est tout simplement la composée K(F ). Donc par le lemme précédent,

dω12 = −K(F )θ1 ∧ θ2.

Comparaison avec dω12 = −Kθ1∧θ2 donne K = K(F ), donc en particulier K(p) = K(F (p)).
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Remarque 6.5.1 i) Le théorème de Gauss est une des grandes découvertes mathématiques
du 19ème siècle. L’ingrédient principal de la preuve est l’équation

dω12 = −Kθ1 ∧ θ2.

Grâce au lemme 6.5.1 on sait que tous les ingrédients de cette équation à l’exception
de K viennent uniquement de M , donc aussi K. Autrement dit les “habitants” de M
peuvent déterminer K malgré le fait qu’en général ils ne peuvent pas trouver S et n’ont
pas de conception de la forme de M dans R3. On comprend bien ceci si l’on regarde
l’équation K = k1k2. Une isométrie ne préserve ni les courbures principales ni leur
somme, mais elle préserve leur produit.

ii) Le théorème de Gauss peut bien sûr être utilisé pour montrer que deux surfaces ne sont
pas isométriques. Par exemple il n’y a pas d’isométrie d’une partie de la sphère sur une
partie du plan puisque leur courbures de Gauss sont différentes. C’est le dilemme du
cartographe : la géométrie intrinsèque de la surface de la terre est mal représentée par
toute carte plate.

6.6 Intégration et orientation

Figure 6.5 –

— Segment de x(u, v) à x(u+ ∆u, v) ∼ ∆uxu.
— Segment de x(u, v) à x(u, v + ∆v) ∼ ∆vxv.

Aire du parrallélogramme :

‖∆uxu ×∆vxv‖ = ‖xu × xv‖∆u∆v =
√
EG− F 2∆u∆v.
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A(x(D)) =

ˆ ˆ
D

√
EG− F 2dudv

Soit R : a ≤ u ≤ b, c ≤ v ≤ d. L’intérieur Ro est l’ensemble ouvert a < u < b, c < v < d.

Définition 6.6.1 Un 2-segment x : R→M est dit de type carte si x : Ro →M est une carte
pour M .

Définition 6.6.2 Un pavage d’une région P d’une surface consiste d’un nombre fini de 2-
segments de type carte x1, ..., xk dont les images remplissent M de sorte que chaque point de
M est dans au plus un des ensembles x(Roi ).

On cherche une 2-forme telle que intégrée sur une surface elle donne le volume de la surface
(si fini).

Définition 6.6.3 Une forme de volume d’une surface M est une 2-forme différentiable µ
telle que µ(xu, xv) = ±

√
EG− F 2.

Lemme 6.6.1 Une surface M admet une forme de volume si et seulement si elle est orien-
table. Sur une surface connexe orientable il existe exactement deux formes de volumes (notées
±dM).

preuve : exo (dM = ±U ∗ v × w). Soit x est 2-segment de type carte. Par définition

ˆ ˆ
x
dM =

ˆ ˆ
R
dM(xu, xv)dudv.

Deux cas :

i) dM(xu, xv) > 0 (orientation positive). Donc
´ ´

x dM est l’aire de x(R).

ii) dM(xu, xv) < 0 (orientation négative). Donc
´ ´

x dM = −A(x(R)).

Donc pour trouver l’aire d’une région pavable, le pavage doit avoir une orientation positive,
c.à.d. tous les segments de type carte ont cette orientation. Dans ce cas

A(P) =
∑
i

A(xi(R)) =
∑
i

ˆ ˆ
xi

dM.

Exemple 6.6.1 (Aire de la sphère) Soit

x(u, v) = (r cos v cosu, r cos v sinu, r sin v), −π < u < π, −π/2 < v < π/2.

Alors

xu(u, v) = r(− cos v sinu, cos v cosu, 0),

xv(u, v) = r(− sin v cosu,− sin v sinu, cos v)

On trouve alors

E = r2 cos2 v, F = 0, G = r2
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et donc √
EG− F 2 = r2 cos v.

Donc l’aire de la sphère de rayon r est

A =

ˆ π

−π

ˆ π/2

−π/2
r2 cos vdudv = 4πr2.

Définition 6.6.4 Soit ν une 2-forme d’une région pavable orientable d’une surface. L’intégrale
de ν sur P est ˆ ˆ

P
ν =

∑
i

ˆ ˆ
xi

ν,

où x1, ..., xk est un pavage de P avec une orientation positive.

On peut ainsi définir l’intégrale d’une fonction sur une région pavable par
´ ´
P fdM .

Remarque 6.6.1 On peut définir l’intégrale d’une fonction aussi sur des régions non co-
pactes. Soit f > 0 une fonction continue sur une surface M . On définit l’intégrale de f sur
M comme le sup des intégrales sur toutes les régions pavables P dans M :

ˆ ˆ
M
fdM = sup

P⊂Mpavable

ˆ ˆ
P
fdM.

Définition 6.6.5 La courbure totale de Gauss de M est définie par

ˆ ˆ
M
KdM.



Chapitre 7

Le théorème de Gauss-Bonnet

7.1 Préparations

Soit M ⊂ R3 une surface orientable. On définit l’opérateur de rotation par

J(v) = U × v.

Soit α : I →M une courbe. Soit E1, E2 un champ de répères et Y = f1E1 + f2E2 un champ
de vecteurs. On a

Y ′ = (f ′1 + f2ω21(α
′))E1 + (f ′2 + f1ω12(α

′))E2.

Lemme 7.1.1 Soit E1, E2 = J(E1) un champ de répères orienté positivement sur M . Soit
Y un champ de vecteurs de longueur constante c > 0 le long d’une courbe dans M . Si ϕ est
la fonction d’angle de E1 à Y , alors

Y ′ = (ϕ′ + ω12(α
′))J(Y ).

Preuve

On peut écrire Y/c = cosϕE1 + sinϕE2. Alors on obtient :

Y ′/c = sinϕ(−ϕ′ + ω21(α
′))E1 + cosϕ(ϕ′ + ω12(α

′))J(E1)

= (ϕ′ + ω12(α
′))(cosϕE2 − sinϕE1) = (ϕ′ + ω12(α

′))J(Y/c).

Soit β : I → M une courbe paramétrée en longueur d’arc. Soit T = β′ et N = J(T ). La
courbure géodésique kg de β est donnée par la formule de Frénet :

T ′ = kgN.

Corollaire 7.1.1 Soit β une courbe paramétrée en longueur d’arc dans une région orientée
par un champ de répères E1, E2. Si ϕ est la fonction d’angle de E1 à β′ le long de β, alors

kg =
dϕ

ds
+ ω12(β

′).

77
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Preuve

Si l’on pose Y = T dans le lemme 7.1.1, alors on obtient :

T ′ = (ϕ′ + ω12(α
′))J(T ).

Comme J(T ) = N , le résultat suit par comparaison avec T ′ = kgN .

7.2 Le théorème de Gauss-Bonnet

Définition 7.2.1 Soit α : [a, b]→ M une courbe régulière dans une surface M ⊂ R3 et s(t)
sa longueur d’arc. La courbure géodésique totale de α est

ˆ
α
kgds =

ˆ s(b)

s(a)
kg(s(t))

ds

dt
dt.

Exemple : α est le bord du cercle de rayon r. Alors α a une courbure géodésique constante
1/r. La courbure géodésique totale est alors :

ˆ
α
kgds =

1

r
2πr = 2π.

Intégrant la formule dans le Corollaire 7.1.1 on obtient :

Lemme 7.2.1 Soit α : [a, b]→M un segment d’une courbe régulière dans une région de M
orientée par E1, E2. Alors on a

ˆ
α
kgds = ϕ(b)− ϕ(a) +

ˆ
α
ω12,

où ϕ est la fonction d’angle de E1 à α′ le long de α et ω12 est la forme de connexion de
E1, E2.

Soit x : R→M injective et régulière sur tout le segment, R : a ≤ u ≤ b, c ≤ v ≤ d. Avec les
notations du Chapitre 3 (α(u) = x(u, c), β(v) = x(b, v), γ(u) = x(u, d), δ(v) = x(a, v)) on a

∂x = α+ β − γ − δ.

On pose
p1 = x(a, c), p2 = x(b, c), p3 = x(b, d), p1 = x(a, d).

Définition 7.2.2 Soit x : R→M un 2-segment injectif avec sommets p1, p2, p3, p4. L’angle
extérieur εj de x à pj (1 ≤ j ≤ 4) est l’angle tournant à pj qui vient des courbes α, β, −γ, −δ
dans l’ordre d’apparition dans x. L’angle intérieur ιj à pj est π − εj.

Les angles extérieurs peuvent être exprimés en termes d’angles de coordonnées habituelles
0 < θ < π de xu à xv comme

ε1 = π − θ1, ε2 = θ2, ε3 = π − θ3, ε4 = θ4,

où θj est l’angle de coordonnées à pj .
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Figure 7.1 –

Figure 7.2 –
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Théorème 7.2.1 (Formule de Gauss-Bonnet avec angles extérieurs) Soit M une sur-
face de R3 et x : R→M un 2-segment injectif régulier. Si dM est la forme de volume associée
à x, alors ˆ ˆ

x
KdM +

ˆ
∂x
kgds+

4∑
j=1

εj = 2π,

où εj est l’angle extérieur au sommet pj de x (1 ≤ j ≤ 4).

Preuve

On choisit un champ de repères associé à la carte E1 = xu/
√
E, E2 = J(E1). On a

dM(E1, E2) = 1. La deuxième équation structurelle devient alors :

dω12 = −Kdθ1 ∧ dθ2 = −KdM.

Théorème de Stokes :

(7.2.1)

ˆ ˆ
x
KdM +

ˆ
∂x
ω12 = 0.

On utilise le Lemme 7.2.1 afin d’évaluer

(7.2.2)

ˆ
∂x
ω12 =

ˆ
α
ω12 +

ˆ
β
ω12 −

ˆ
γ
ω12 −

ˆ
δ
ω12.

On commence par α. On a α′ = xu =
√
EE1. Donc l’angle de E1 à α′ est identiquement zéro.

Donc par le Lemme 7.2.1

(7.2.3)

ˆ
α
ω12 =

ˆ
α
kgds.

Considérons maintenant un cas plus dur, disons
´
δ ω12. L’angle de E1 = xu/

√
E à δ′ = xv est

l’angle de coordonnées θ de xu à xv. Donc par le Lemme 7.2.1 we have

ˆ
δ
ω12 = θ1 − θ4 +

ˆ
δ
kgds,

où θj est l’angle de coordonnées au sommet pj (1 ≤ j ≤ 4). Mais comme θ1 = π−ε1 et θ4 = ε4
ceci devient

(7.2.4)

ˆ
δ
ω12 = π − ε1 − ε4 +

ˆ
δ
kgds

De façon analogue on trouve

(7.2.5)

ˆ
β
ω12 = −π + ε2 + ε3 +

ˆ
β
kgds

et

(7.2.6)

ˆ
γ
ω12 =

ˆ
γ
kgds



7.2. LE THÉORÈME DE GAUSS-BONNET 81

Mettant (7.2.3)-(7.2.6) dans (7.2.2) donne

ˆ
∂x
ω12 =

ˆ
∂x
kgds− 2π +

4∑
j=1

εj .

Ceci donne la formule grâce à (7.2.1).

Une décomposition rectangulaire D d’une surface M est une collection finie de 2-segments
injectifs x1, ..., xf dont les images couvrent M de telle façon que si deux ont une intersection
non vide, l’intesection consiste d’un seul sommet ou d’une seule arête.

Théorème 7.2.2 Toute surface compacte de R3 admet une décompsition rectangulaire.

Théorème 7.2.3 Soit D une décomposition rectangulaire d’une surface compacte M , et ν, e
et f le nombre de sommets, arêtes et faces de D. Alors le nombre ν − e + f est le même
pour toute décomposition rectangualire de M . Ce nombre χ(M) est appelé la caractéristique
d’Euler de M .

Exemple 7.2.1 i) La sphère S2 a une caractéristique d’Euler χ(S2) = 2.

Figure 7.3 –

ν = 8, e = 12, f = 6.

ii) Le tore T a χ(T ) = 0.

Remarque 7.2.1 i) Si l’on ajoute une poignée à une surface, sa caractéristique d’Euler
diminue de 2.
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Figure 7.4 –

ii) Des surfaces difféomorphes ont la même caractéristique d’Euler. Si x1, ..., xf est une
décomposition de M et F : M → N le difféomorphisme, alors F (x1), ..., F (xf ) est une
décomposition de N avec les mêmes ν, e, f .

Soit Σ = S2 la sphère. Partant de Σ on ajout successivement h poignées pour obtenir Σ[h].

Théorème 7.2.4 Soit M une surface connexe compacte de R3. Alors il existe un nombre
h ≥ 0 tel que M est difféomorphe à Σ[h].

Théorème 7.2.5 (Gauss-Bonnet) La courbure totale de Gauss d’une surface compacte M
est égale à 2π fois la caractéristique d’Euler.ˆ ˆ

M
KdM = 2πχ(M).

Preuve
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Figure 7.5 –

On va orienter M par la forme de volume dM . Soit D une décomposition de M dont tous
les 2-segments sont orientés de façon positive. (Une mauvaise orientation peut être corrigée
en inversant u et v). D est alors un pavage orienté de M . La courbure totale de M est alors

(7.2.7)

ˆ ˆ
M
KdM =

f∑
j=1

ˆ ˆ
xi

KdM.

On va appliquer la formule de Gauss-Bonnet à chaque terme de la somme. En termes d’angles
intérieurs on a

(7.2.8)

ˆ ˆ
xi

KdM = −
ˆ
∂xi

kgds− 2π +

4∑
j=1

ιj .

On va maintenant observer ce qui se passe si l’on substitue (7.2.8) dans (7.2.7). Comme M
est une surface (localement comme R2), chaque arête de la décomposition apparaˆit dans
exactement deux surfaces, disons xi(Ri) et xj(Rj). Soient αi et αj les paramétrisations de ces
arêtes qui apparaissent dans les bords ∂xi et ∂xj . Par construction xi(Ri) et xj(Rj) ont la
même orientation comme M , donc αi est une reparamétrisation de αj qui inverse l’orientation.
Donc ˆ

αi

kgds+

ˆ
αj

kgds = 0.

Il s’ensuit que si l’on somme sur toutes les surfaces on obtient

(7.2.9)

f∑
j=1

ˆ
∂xi

kgds = 0.
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Soient ν, e, f le nombre de sommets, arêtes et faces dans la décomposition. Substitution de
(7.2.8) dans (7.2.7) donne

(7.2.10)

ˆ
M
KdM = −2πf + F ,

où F est la somme sur tous les angles intérieurs dans la décomposition. Mais la somme sur
tous les angles intérieurs à chaque sommet est 2π, donc F = 2πν. Donc

(7.2.11)

ˆ ˆ
M
KdM = −2πf + 2πν.

Les faces de la décomposition sont rectangulaires. Chaque face a 4 arrêtes. Chaque arête
appartient à deux faces. Donc 4f compte e deux fois : 4f = 2e. De façon équivalente−f = f−e
et (7.2.11) devient ˆ ˆ

M
KdM = 2π(ν − e+ f) = 2πχ(M).

Remarque 7.2.2 i) Le théorème de Gauss-Bonnet lie géométrie et topologie. La ca-
ractéristique d’Euler est une invariante topologique. Par le théorème de Gauss-Bonnet
la courbure totale est alors aussi une invariante topologique.

ii) Le théorème est valable aussi pour des variétés abstraites de dimension 2 munies d’une
métrique riemannienne.

Application

Si une surface sompacte orientable M a K > 0, alors M est difféomorphe à une sphère.

Comme K > 0, la courbure totale de M est positive, et ainsi aussi sa caractéristique
d’Euler. Mais χ(M) = 2− 2h, donc h = 0 et M est difféomorphe à Σ[0] = S2.
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